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1. (1) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî N, âûðàçèìîåΠ1-ôîðìóëîé,

íî íå âûðàçèìîå íèêàêîé Σ1-ôîðìóëîé. È íàîáîðîò.

2. (1) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî èñòèííûõΠ1-ïðåäëîæåíèé íåðàçðåøèìî

è èìååò ïåðå÷èñëèìîå äîïîëíåíèå.

3. (1) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî èñòèííûõ Π2-ïðåäëîæåíèé íå ïåðå÷èñ-

ëèìî è íå èìååò ïåðå÷èñëèìîãî äîïîëíåíèÿ.

4. (1) Ïðèâåäèòå ïðèìåð îïðåäåëèìîãî â N ìíîæåñòâà, äëÿ êîòîðîãî íè

îíî ñàìî, íè åãî äîïîëíåíèå íå ÿâëÿþòñÿ ïåðå÷èñëèìûìè.

5. (2) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òîòàëüíàÿ ôóíêöèÿ f Σ1-îïðåäåëèìà â N, òî
òàêîâà è ôóíêöèÿ f(n, x) := f(f(. . . f(x) . . . )) (n ðàç).

6. (2) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f äîêàçóåìî ðåêóðñèâíà â IΣ1, òî

òàêîâà è ôóíêöèÿ f(n, x) := f(f(. . . f(x) . . . )) (n ðàç).

7. (4) Äëÿ íåïðîòèâîðå÷èâîé ã¼äåëåâîé òåîðèè T îïðåäåëèì îòíîøåíèå

<T íà ìíîæåñòâå âñåõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðåäëîæåíèé

φ <T ψ :≡ (T ⊢ φ→ ψ&T ⊬ ψ → φ).

Äîêàæèòå îïèðàÿñü íà òåîðåìó Ðîññåðà, ÷òî <T ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì:

∀φ,ψ (φ <T ψ ⇒ ∃θ (φ <T θ& θ <T ψ).

8. (1) Ïðèâåñòè ïðèìåð àðèôìåòè÷åñêîé ôîðìóëû φ(x) òàêîé, ÷òî

(a) Äëÿ ëþáîãî n ∈ N PA ⊢ φ(n);
(b) PA ⊬ ∀xφ(x).

9. (2) Ïðèâåäèòå ïðèìåð àðèôìåòè÷åñêîé òåîðèè T , ñîäåðæàùåé PA, äëÿ
êîòîðîé òåîðèÿ U := T + ConT íåïðîòèâîðå÷èâà, à T + ConU ïðîòè-

âîðå÷èâà.

10. Ïóñòü 2(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ë¼áà â PA.

(a) (2) Ïóñòü m = ⌜0 = 0⌝. Íàéòè âñå (ñ òî÷íîñòüþ äî äîêàçóåìîé ýê-

âèâàëåíòíîñòè â PA) íåïîäâèæíûå òî÷êè ôîðìóëû φ(x) := (x =
m), ò.å. òàêèå ôîðìóëû ψ, ÷òî

PA ⊢ ψ ↔ φ(⌜ψ⌝).

(b) (3) Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà 2(x) èìååò åäèíñòâåííóþ (ñ òî÷íî-

ñòüþ äî äîêàçóåìîé ýêâèâàëåíòíîñòè â PA) íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Òî æå äëÿ ¬2(x). Íàéäèòå ýòè íåïîäâèæíûå òî÷êè.



11. (3) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f(x)
òàêàÿ, ÷òî PA ⊬ ∀x ∃y φ(x, y) äëÿ ëþáîé Σ1-ôîðìóëû φ(x, y), âûðàæà-
þùåé f(x) = y â N. (Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ïåðå÷èñëåíèå âñåõ äîêà-

çàòåëüñòâ â PA è ïðèìåíèòå êàíòîðîâñêóþ äèàãîíàëèçàöèþ.)

12. (3) Ïóñòü π � èñòèííîå Π1-ïðåäëîæåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà

äîêàçóåìî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé â òåîðèè PA è â òåîðèè PA+ π ñîâ-

ïàäàþò.

13. (3) Äîêàæèòå, ÷òî â PA äîêàçóåìî:

ConPA ↔ ConPA+¬ConPA .

14. (3) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè PA+ ¬ConPA ⊢ π, ãäå π ∈ Π1, òî PA ⊢ π.

15. (Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà Ðîññåðà) Ïóñòü T � ïåðå÷èñëèìîå ðàñøèðåíèå

PA è ôîðìóëà PrfT (y, x) ∈ ∆1 âûðàæàåò
1 óòâåðæäåíèå y åñòü ã¼äåëåâ

íîìåð âûâîäà ôîðìóëû ñ íîìåðîì x â òåîðèè T , ïðè ýòîì 2T (x) =
∃yPrfT (y, x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ë¼áà. Ðàññìîòðèì íåïîäâèæíóþ

òî÷êó

PA ⊢ ρ↔ ∃x (PrfT (x, ⌜¬ρ⌝) ∧ ∀y < x ¬PrfT (y, ⌜ρ⌝).

1) (4) Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà ρ íå äîêàçóåìà è íå îïðîâåðæèìà â T ,
åñëè T íåïðîòèâîðå÷èâà.

2) (4) Äîêàæèòå, ÷òî PA ⊢ 2Tρ→ 2T⊥ è PA ⊢ 2T¬ρ→ 2T⊥.

16. (3) Äëÿ äàííîé òåîðèè T îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òüþðèíãà

T0 := T , Tn+1 := Tn + ConTn . Ïðèâåñòè ïðèìåð òåîðèè T äëÿ êîòîðîé

Tn íåïðîòèâîðå÷èâà, à Tn+1 � ïðîòèâîðå÷èâà.

17. (5) Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ n ïðèìåðîâ ñõåìû ëîêàëüíîé ðåôëåêñèè,

èç êîòîðûõ â T âûâîäèìà ôîðìóëà ¬2n
T⊥. Äîêàæèòå,2 ÷òî åñëè ¬2n

T⊥
ñëåäóåò èç íåêîòîðûõ n ïðèìåðîâ ñõåìû ëîêàëüíîé ðåôëåêñèè, òî â

ñâîþ î÷åðåäü âñå ýòè ïðèìåðû ñëåäóþò èç ¬2n
T⊥. (Óêàçàíèå: çàïèøèòå

ýòî óòâåðæäåíèå â âèäå ôîðìóëû ëîãèêè äîêàçóåìîñòè è äîêàæèòå åå

âûâîäèìîñòü â GL.)

18. (3) Ïóñòü T � íåïðîòèâîðå÷èâàÿ ã¼äåëåâà òåîðèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñó-

ùåñòâóþò àðèôìåòè÷åñêèå ïðåäëîæåíèÿ φ,ψ òàêèå, ÷òî T + φ ⊬ ψ è

T + ψ ⊬ φ. (Óêàçàíèå: òåîðåìà Ðîññåðà.)

1∆1-ôîðìëóû � ýòî ôîðìóëû, ýêâèâàëåíòíûå â PA êàê Σ1, òàê è Π1-ôîðìóëå.
2Äëÿ çíàêîìûõ ñ ìîäåëÿìè Êðèïêå ëîãèêè GL.


