ìÅËÃÉÑ 5.

çÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ; ÒÑÄ ðÕÁÎËÁÒÅ, ÐÏÌÉÎÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ. æÉÌØ- ÔÒÁÃÉÉ É ÌÅÍÍÁ áÒÔÉÎÁ-òÉÓÁ. ôÅÏÒÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ðÏÐÏÌÎÅÎÉÑ. ìÅÍÍÁ çÅÎÚÅÌÑ É ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÈ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÎÁÄ ÐÏÌÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ.

çÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ; ÒÑÄ ðÕÁÎËÁÒÅ, ÐÏÌÉÎÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ

óÅÇÏÄÎÑ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅÏÒÉÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÌÅÃ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÒÕÌÌÅŒÓËÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ËÏÎÅÞÎÁ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁ- ÄÏÂÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÉÚÍÅÒÑÔØ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ.

îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ V ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÁ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ I, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V = ⨁ i∈I V^i:

üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÄÒÕÐÐÙ V^i ⊂ V Œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ i. œ ÎÁÛÉÈ ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ŒÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÕÓÔØ A

{ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ËÏÌØÃÏ: ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ A

ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÏ ËÁË ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÐÒÉÞÅÍ A^m ·A^n ⊂ A^{n+m}. ðÒÅÄÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ A^0 ÎÅÔÅÒÏŒÏ, É ÞÔÏ A

ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ËÁË A^0-ÁÌÇÅÂÒÁ ËÁËÉÍÉ-ÔÏ d ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ A^1 ⊂ A

. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ, ŒÓÅ ËÏÌØÃÏ A ÔÏÖÅ ÎÅÔÅÒÏŒÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ËÏÌØÃÏ A

ÎÅÔÅÒÏŒÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A^0 ÎÅÔÅÒÏŒÏ, Á A

ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÏ ËÁË A^0-ÁÌÇÅÂÒÁ.

ðÕÓÔØ M

{ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A

(Ô.Å. M ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÏ ËÁË ÇÒÕÐÐÁ, É M^l·A^n ⊂ M^{l+n}), É ÐÕÓÔØ M

ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÚÁÍÅÎÉŒ ËÁÖÄÕÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ M ÎÁ ŒÓÅ ÅÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ M

ÐÏÒÏÖÄÅÎ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÁÎÁ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ l ÎÁ ËÌÁÓÓÅ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ- ÎÙÈ A^0-ÍÏÄÕÌÅÊ { Á ÉÍÅÎÎÏ, ËÁÖÄÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ M ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÏ ÞÉÓÌÏ l(M), ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ M^′ ⊂ M, ÔÏ l(M) = l(M^′) + l(M=M^′). òÑÄÏÍ ðÕÁÎËÁÒÅ ÍÏÄÕÌÑ M ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÆÕÎËÃÉÉ l ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ

P (M; t) = ∑ n≥0 l(M^n)t^n:

ìÅÍÍÁ 5.1. òÑÄ ðÕÁÎËÁÒÅ P (M; t) ÒÁŒÅÎ P (M; t) = p(M; t)=(1−t)^d, ÇÄÅ d { ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A^0-ÁÌÇÅÂÒÙ A

(ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ A

ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ 1), Á p(M; t) { ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ d. œÏÚØÍÅÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ x ∈ A^1, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x : M → M +1 , É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N É K ÅÇÏ ÑÄÒÏ É ËÏÑÄÒÏ. ôÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p ≥ 0 ÉÍÅÅÍ l(M^{p+1}) − l(M^p) = l(K^{p+1}) − l(N^p);

ÏÔËÕÄÁ (1 − t)P (M; t) = P (K; t) + tP (N; t). îÏ É K, É N ÅÓÔØ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ A =xA , ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ d − 1 ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2. ðÕÓÔØ A

= k[x_1; : : : ; x_d] { ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ, ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ ÐÏÌÉÎÏÍÁ, Á l { ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÁÄ A^0 = k. þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ P (A; t)?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.3. ðÕÓÔØ P (t) = p(t)=(1 − t)^d, ÇÄÅ p(t) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. òÁÚÌÏÖÉÍ P (t) = ∑ n p(n)t^n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ffl(t) ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ d, ÞÔÏ p(n) = ffl(n) ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n.

ðÏ ìÅÍÍÅ 5.1 ÒÑÄ ðÕÁÎËÁÒÅ P (M; t) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ÜÔÏÇÏ õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ M ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ffl(M; n). üÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÍÏÄÕÌÑ M.

óÔÁÂÉÌØÎÙÅ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ É ìÅÍÍÁ áÒÔÉÎÁ-òÉÓÁ

îÁ ÐÒÁËÔÉËÅ, ÎÁÍ ÂÕÄÕÔ ÎÕÖÎÙ ÎÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÅ, Á ÆÉÌØÔÒÏŒÁÎÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. ðÕÓÔØ a ⊂ A { ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ A, É ÐÕÓÔØ M { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ a-ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ ÎÁ M ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ M_n ⊂ M, M_{n+1} ⊂ M_n, ÞÔÏ aM_n ⊂ M_{n+1}. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ a-ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ M ⊂ M ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÁËÏÇÏ-ÔÏ n_0 ÉÍÅÅÍ M_n = a^{n−n0} M_{n0} . ôÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ a-ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ { ÜÔÏ M_n = a^nM (É ÜÔÁ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÔÁÂÉÌØÎÁ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ a-ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ M ; M^′ ⊂ M ÓÏÉÚ- ÍÅÒÉÍÙ Ó ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ n_0 ÉÍÅÅÍ M_n ⊂ M^′_{n+n0} É M^′_n ⊂ M^′_{n+n0} (ÕËÁÚÁÎÉÅ: ÚÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ M^′_n = a^nM).

çÌÁŒÎÙÊ ÆÁËÔ ÐÒÏ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ ÔÁËÏÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.2 (ìÅÍÍÁ áÒÔÉÎÁ-òÉÓÁ). ðÕÓÔØ A { ÎÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ, a ⊂ A { ÉÄÅÁÌ, Á M { ÎÅÔÅÒÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÊ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÊ a-ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ M . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ N ⊂ M ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ N_n = M_n ∩ N { ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑ a-ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÎÁ N.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ áÒÔÉÎÏÍ (E. Artin) É òÉÓÏÍ (D. Rees). óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÉÚÌÁÇÁÔØ ÐÏ ÓÕÔÉ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÏÕÞÉÔÅÌÅÎ, ÐÏÖÁÌÕÊ, ŒÏÔ ËÁËÏÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ~A = ⨁_n an (ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÏÊ òÉÓÁ). éÍÅÅÍ A0 = A, É A-ÁÌÇÅÂÒÁ ~A ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ A^1 = a (ÐÒÉÞÅÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ A ÎÅÔÅÒÏŒÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ M, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÇÏ a-ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ M , ÓÕÍÍÁ ~M = ⨁ M_n ÅÓÔØ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ~A

-ÍÏÄÕÌØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.5. ðÕÓÔØ A-ÍÏÄÕÌØ M ÎÅÔÅÒÏŒ. ôÏÇÄÁ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ M ÓÔÁÂÉÌØÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ~A

-ÍÏÄÕÌØ ~M

ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ.

ôÅÐÅÒØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ~A

-ÍÏÄÕÌØ ~N

, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ N_n = M_n ∩ N ⊂ N, ÅÓÔØ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ~A

-ÍÏÄÕÌÑ ~M . □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.3. ðÕÓÔØ m ⊂ A { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ËÏÌØÃÁ A. ôÏÇÄÁ ∩_nm^n = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ I = ∩_nm^n. ôÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ I ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ, É ÐÏ ìÅÍÍÅ áÒÔÉÎÁ-òÉÓÁ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë I ⊂ A, ÉÍÅÅÍ I = I ∩ m^n = m^{n−n0} (m^{n0} ∩ I) = m^{n−n0} I ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ n_0, ÏÔËÕÄÁ I = mI. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ìÅÍÍÅ îÁËÁÑÍÙ I = 0. □

ôÅÏÒÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ

âÕÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÔÒÏÉÔØ ÔÅÏÒÉÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÌÅÃ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÏÐÉÛÅÍ ÎÅËÏÔÏ- ÒÕÀ ÁÄÄÉÔÉŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÍÏÄÕÌÑÈ. üÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÞÁÓÔØ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÁÖÅ ËÏÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ ÎÅ ŒÁÖÎÁ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÄÁÎÏ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ) ËÏÌØÃÏ B. ôÏÇÄÁ ÌÅŒÙÊ B-ÍÏÄÕÌØ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ. çÏŒÏ- ÒÑÔ, ÞÔÏ B-ÍÏÄÕÌØ M ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ M_n ⊂ M, ÞÔÏ M_n=M_{n+1} { ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ B-ÍÏÄÕÌØ (ÔÁËÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÓÙÝÅÎ- ÎÏÊ), É M_n = 0 ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M^′ ⊂ M { ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÐÒÉÞÅÍ É M^′, É M=M^′ ÉÍÅÀÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ, ÔÏ M ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.4. ðÕÓÔØ M { B-ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ôÏÇÄÁ ÄÌÉÎÏÊ l(M) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉ- ÎÉÍÁÌØÎÏÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÏŒ M_n=M_{n+1} Œ ÎÁÓÙÝÅÎÎÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ M ⊂ M.

ìÅÍÍÁ 5.5. œ ÌÀÂÏÊ ÎÁÓÙÝÅÎÎÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ M ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ l(M) ÛÔÕË ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÏŒ M_n=M_{n+1}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ l(M). åÓÌÉ l(M) = 1, ÔÏ M ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ. éÎÁÞÅ, ÉÍÅÅÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ M^′ ⊂ M Ó l(í=M^′) = l(M) − 1. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÎÁÓÙÝÅÎÎÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ M_n ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ k ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ M^′, Á ÄÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ { ÓÏÄÅÒÖÁÔ; É ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ≠ k ÐÒÉ- ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÇÒÁÄÕÉÒoŒÁÎÎÙÅ ÆÁËÔÏÒÙ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ M_n=(M_n ∩ M^′) ÎÁ M=M^′ ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ ÎÁ M { Á ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, M^′ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ M_k=M_{k+1}. ðÏÜÔÏÍÕ M_k=M_{k+1} = M^′, M_k=(M_k ∩ M^′) = M_{k+1}=(M_{k+1} ∩ M), É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÒÏÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ Œ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ ÎÁ M=M^′ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ l(M) { ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Ô.Å. ÞÔÏ l(M) = l(M^′) + l(M=M^′) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ M^′ ⊂ M.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A { ÎÅÔÅÒÏŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m ⊂ A. ôÏÇÄÁ ÎÉÏÔËÕÄÁ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, É ÎÅŒÅÒÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ. œÅÒÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A-ÍÏÄÕÌØ A=m^n ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A=m^n-ÍÏÄÕÌØ M ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.6. åÓÌÉ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ, ÔÏ ÐÒÉÞÉÎÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ, ÔÁËÁÑ { Œ ËÏÌØÃÅ A=m^n ŒÅÒÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÂÒÙŒÁ ÕÂÙŒÁÀÝÉÈ ÃÅÐÏÞÅË ÉÄÅÁÌÏŒ: ÌÀÂÁÑ ÃÅÐÏÞÁ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ a_0 ⊃ a_1 ⊃ · · · ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÓÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÛÁÇÅ. ôÁËÉÅ ËÏÌØÃÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÒÔÉ- ÎÏŒÙÍÉ. ðÒÏ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÔÅÒÏŒÙ, É ÒÁÚŒÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÅÏÒÉÀ { Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÁÒÔÉÎÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ. ôÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ ÜÔÕ ÐÏÌÅÚÎÏ ÚÎÁÔØ, ÎÏ ÓÁÍÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÅ ÏÓÏ- ÂÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ, É ÍÙ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÍ ÅÅ ÄÌÑ ÜËÏÎÏÍÉÉ ÍÅÓÔÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÄÁÎ m-ÐÒÉÍÁÒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ q ⊂ A É ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ M. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ËÁËÁÑ-ÔÏ q-ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ M ⊂ M.

ìÅÍÍÁ 5.7. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n, A-ÍÏÄÕÌØ M=M_n ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ffl(t) = ffl(M ; t), ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ, ÞÔÏ l(M=M_n) = ffl(n) ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n, ÐÒÉÞÅÍ ÓÔÅÐÅÎØ É ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ffl(n) ÎÅ ÚÁŒÉ- ÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÊ q-ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ M .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÉÍÅÅÍ q^nM ⊂ M_n, Ô.Å. q^n ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ M=M_n; ÐÏÓËÏÌØËÕ q m-ÐÒÉÍÁÒÅÎ, ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ m^m, Á ÐÏÔÏÍÕ m^{nm} ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ M=M_n. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏÔ ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÓÔÁÂÉÌØÎÁ, ~M = ⨁ n M_n { ÎÅÔÅÒÏŒ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ~A = ⨁ n q^n. áÌÇÅÂÒÁ

~A =q ~A = ⨁ n q^n=q^{n+1}

ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ìÅÍÍÙ 5.1, Á ÐÏÔÏÍÕ ÄÌÑ ÇÒÁÄÕÒÉŒÁÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ~M

=q~M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ ffl^′(M; t) (ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÉÎÙ). ðÏ- ÓËÏÌØËÕ l(M=M_n) = ∑ 0≤j¡n l(Mj =Mj+1), ÆÕÎËÃÉÑ ffl(n) = ffl

′(n−1)+ffl^′(n−2)+· · ·+ffl^′(0) { ÔÏÖÅ ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔ n (ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÂÏÌØÛÅÊ, ÞÅÍ ÓÔÅÐÅÎØ ffl^′). îÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ É ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ. □

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÅÒÎÏ É ÂÏÌØÛÅÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.8. ðÕÓÔØ q ⊂ A { m-ÐÒÉÍÁÒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ m^n ⊂ q ⊂ m ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ n, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ÍÏÄÕÌÑ M ÉÍÅÅÍ deg ffl(M ) = deg ffl(M^′), ÇÄÅ M_n = m^nM É M^′_n = q^nM.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.8. þÅÒÅÚ d(M) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ffl(M; m) ÍÏÄÕÌÑ M ÍÉÎÕÓ 1. þÅÒÅÚ ‹(A) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÅÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ a_1; : : : ; a_{ffi(A)} ∈ m, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ m-ÐÒÉÍÁÒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ q ⊂ A, ÉÌÉ 0, ÅÓÌÉ 0 ⊂ A ÕÖÅ m-ÐÒÉÍÁÒÅÎ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.9. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ìÅÍÍÙ 5.1 É õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 5.3, ÞÔÏ ‹(A) ≥ d(A).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ dim A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÒÕÌÌÅŒÓËÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ A. äÁÌØÎÅÊÛÉÊ ÎÁÛ ÐÌÁÎ { ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ d(A) ≥ dim A ≥ ‹(A), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ dim A ËÏÎÅÞÎÏ (É ÞÔÏ dim A = d(A) = ‹(A)). üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ Œ ÔÒÉ ÛÁÇÁ; ÐÅÒŒÙÊ ÛÁÇ ÔÁËÏÊ.

ìÅÍÍÁ 5.9. ðÕÓÔØ x ∈ A { ÎÅ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÑ M (Ô.Å. xm ≠ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ∈ M. ôÏÇÄÁ d(M=xM) ≤ d(M) − 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N = xM ⊂ M ÏÂÒÁÚ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ x. ðÓËÏÌØËÕ x { ÎÅ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ, N ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ M ËÁË ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ, É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 −−−→ N=N_n −−−→ M=M_n −−−→ K=K_n −−−→ 0;

ÇÄÅ K = M=xM, M_n = m^nM, K_n = m^nK É N_n = m^nM ∩ N, Á ÐÏÔÏÍÕ ffl(K ; n) = ffl(M ; n) − ffl(N ; n), É, ÒÁÚ ÐÏ ìÅÍÍÅ 5.7 ÓÔÅÐÅÎÉ É ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ ffl(M ) É ffl(N ) ÒÁŒÎÙ, ÓÔÅÐÅÎØ ffl(K ) ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ { ÜÔÏ ÐÏÞÅÍÕ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ N ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ìÅÍÍÙ áÒÔÉÎÁ-òÉÓÁ. □

ìÅÍÍÁ 5.10. éÍÅÅÍ d(A) ≥ dim A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ d(A) (ÐÒÏ ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ). åÓÌÉ d(A) = 0, ÔÏ ÄÌÉÎÁ A=m^nA ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n, Á ÐÏÔÏÍÕ m^n = 0, ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ m ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ, m ÌÅÖÉÔ Œ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÅ A, É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅ- ÁÌÏŒ Œ A ÎÅÔ, Ô.Å. dim A = 0. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ p_0 ⊂ p_1 ⊂ · · · ⊂ p_d { ÃÅÐÏÞËÁ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÐÏÐÁÒÎÏ

ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. ðÏÌÏÖÉÍ A^′ = A=p_0. ôÏÇÄÁ ÐÏÓËÏÌØËÕ p_0 ⊂ m, mA^′ ÅÓÔØ ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ A^′, Ô.Å. A^′=m^n ŒÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒ A=m^n, É d(A^′) ≤ d(A). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, A^′ ÅÓÔØ ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ. œÏÚØÍÅÍ ÌÀÂÏÅ x ∈ p_1; ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ d(A^′=(x)) = d(A^′)−1. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, d ≤ dim(A^′=(x)) + 2 ≤ d(A^′) + 1; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÃÅÐÏÞËÁ ÉÄÅÁÌÏŒ ÂÙÌÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ, dim A ≤ d(A). □

ìÅÍÍÁ 5.11. éÍÅÅÍ dim A ≥ ‹(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ dim A = d; ÎÁÄÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÉÅ a_1; : : : ; a_d ⊂ A, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ

(a_1; : : : ; a_d) ⊂ A

m-ÐÒÉÍÁÒÅÎ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÔÁËÉÅ a_1; : : : ; a_d ⊂ A, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ p ⊂ A, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÉÊ a_1; : : : ; a_i, ÉÍÅÅÔ ŒÙÓÏÔÕ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ i. âÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ðÕÓÔØ a_1; : : : ; a_{i−1} ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ (ÉÌÉ, ÅÓÌÉ i = 0, ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ p_i, ËÏÔÏÒÙÅ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÙ Ó (a_1; : : : ; a_{i−1}) É ÉÍÅÀÔ ŒÙÓÏÔÕ ÒÏŒÎÏ i − 1 (ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÎÅÔ, ÔÅÍ ÌÕÞÛÅ). ôÏÇÄÁ ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÙÓÏÔÁ m ÒÁŒÎÁ d, ÔÏ m ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ p_i.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÄÅÁÌ a ⊂ A ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ∪_{1≤i≤n}p_i ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ p_i ⊂ A, ÔÏ a ⊂ p_i ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ i. õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ŒÙÂÅÒÉÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ÔÁËÏÅ x_i ∈ a, ÞÔÏ x_i ∉ p_j ÄÌÑ j ≠ i, Á ÐÏÔÏÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ y = ∑ i x_1 : : : x_{i−1}x_{i+1} : : : x_n:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ ÓÉÌÕ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÚÁ- ËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ a_i ∈ m, ÞÔÏ a_i ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ p_i. ôÏÇÄÁ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_1; : : : ; a_i ÇÏÄÉÔÓÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ q ⊂ A { ËÁËÏÊ-ÔÏ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ a_1; : : : ; a_i; ÔÏÇÄÁ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ p, ÁÓ- ÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÊ Ó (a_1; : : : ; a_{i−1}), É ÌÉÂÏ ht p = i − 1 { ÎÏ ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ a_i ∉ p, Á ÐÏÔÏÍÕ q ≠ p É ht q ≥ ht p + 1 = i { ÌÉÂÏ ht p ≥ i, É ÔÏÇÄÁ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ht q ≥ i.

éÔÁË, ÉÍÅÅÍ ÔÁËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_1; : : : ; a_d, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ a_1; : : : ; a_i, ÉÍÅÅÔ ŒÙÓÏÔÕ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ i. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ p ⊂ A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ (a_1; : : : ; a_d), ÉÍÅÅÔ ŒÙÓÏÔÕ ≥ d. îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ m ⊂ A { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ, Á ËÏÌØÃÏ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÔÏ p ⊂ m, Á ÒÁÚ ht p ≥ d = ht m, ÔÏ p = m. ðÏÜÔÏÍÕ, ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ, (a_1; : : : ; a_d) { m-ÐÒÉÍÁÒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. □

éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A ÉÍÅÅÍ d(A) = ‹(A) = dim A, É Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, dim A ËÏÎÅÞÎÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ).

ðÏÐÏÌÎÅÎÉÅ

îÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ëÒÕÌÌÅÍ ÂÅÚ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ çÉÌØÂÅÒÔÁ É ìÅÍÍÙ áÒÔÉÎÁ-òÉÓÁ. á ìÅÍÍÕ áÒÔÉÎÁòÉÓÁ ÐÒÉÄÕÍÁÌÉ ÄÌÑ ÄÒÕÇÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ É ÏÐÉÛÅÍ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ËÏÌØÃÏ A, ÉÄÅÁÌ a ⊂ A É A-ÍÏÄÕÌØ M. éÚÕÞÁÑ ÍÏÄÕÌØ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌÅÊ M=a^nM, n ≥ 1. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌÉ ÐÏÌÅÚÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ É ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÊ, É ÕÄÏÂÎÏ ÏÂSSÅÄÉÎÉÔØ ŒÓÀ ÓÉÓÔÅÍÕ Œ ÏÄÉÎ ÏÂSSÅËÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.12. ðÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ^M ÍÏÄÕÌÑ M ÐÏ a-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ lim_← M=a^nM

{ ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ {m_n}, m_n ∈ M=a^nM, ÞÔÏ m_{n+1} = m_n mod a^nM.

ðÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÓÁÍÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ^A (ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ ÑÓÎÏ, ËÁËÏÊ ÉÍÅÎÎÏ ÂÅÒÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌ a). üÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÔÏÖÅ ËÏÌØÃÏ; ^M, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ^A. úÁÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ, ÞÔÏ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÒÁÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÀ a^nM ⊂ M.

ìÅÍÍÁ 5.13. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÄŒÅ ÕÂÙŒÁÀÝÉÅ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ M_n; M^′_n ⊂ M ÎÁ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ M, É ÐÕÓÔØ M_n ⊂ M^′_n, ÔÁË ÞÔÏ ÉÍÅÅÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ M=M_n → M=M^′_n. ðÕÓÔØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ. ôÏÇÄÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

’ : lim_← M=M_n → lim_← M=M^′_n

{ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÔÁËÏÅ n_0, ÞÔÏ M^′_{n+n0} ⊂ M_n. ôÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’^{−1} ÄÏÌÖÎÏ ÐÅÒÅŒÏ- ÄÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {m^′_n} Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {m_n}, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ m_n = m^′_{n+n0} mod M_n. □ ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÎÅ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÆÉÌØÔÁÃÉÉ, Á ÏÔ ËÌÁÓÓÁ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÊ. ôÁËÏÊ ËÌÁÓÓ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÊ ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ M ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ, ÐÒÉÞÅÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ { Õ 0 ∈ M ÅÓÔØ ÂÁÚÉÓ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ. üÔÏ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ, ÐÏÞÅÍÕ ÉÓÐÏÌØÚÕ- ÅÔÓÑ ÔÅÒÍÉÎ \ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ". œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A ÎÅÔÅÒÏŒÏ, Á M { ÎÅÔÅÒÏŒ A-ÍÏÄÕÌØ, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÊ ÎÁ M { ÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ a-ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ a-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ. îÏ ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ, Õ ÎÁÓ É ÔÁË ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÊ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÁÈ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÝÅ ŒÓÅ-ÔÁËÉ ÄÕÍÁÔØ ÐÒÏ ËÌÁÓÓ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÊ (ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÏÎ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.11. ðÕÓÔØ ËÏÌØÃÏ A ÎÅÔÅÒÏŒÏ; ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ^A ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ^a ÔÏÖÅ ÎÅÔÅÒÏŒÏ. õËÁÚÁÎÉÅ: ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÎÅÔÅÒÏŒÏ.

œÏÔ ÇÌÁŒÎÙÊ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÔ ÐÒÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 5.14. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ËÏÒÏÔËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 −−−→ M^′ −−−→ M −−−→ M^{′′} −−−→ 0 ÎÅÔÅÒÏŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A. ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÈ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÊ ÐÏ a-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ 0 −−−→ ^M^′ −−−→ ^M −−−→ ^M^{′′} −−−→ 0 ÔÏÞÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ a ⊂ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ìÅÍÍÅ áÒÔÉÎÁ-òÉÓÁ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ a-ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ ÎÁ ŒÓÅÈ ÔÒÅÈ ÍÏÄÕÌÑÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 −−−→ M^′=M^′_n −−−→ M=M_n −−−→ M^{′′}=M^{′′}_n −−−→ 0

ÔÏÞÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÐÏ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÔÏÞÅÎ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.15. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÚÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ, ÎÏ ÎÅÌØÚÑ ÏÔÂÒÏ- ÓÉÔØ ÓÏŒÓÅÍ: Œ ÏÂÝÅÊ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÔÏÞÅÎ ÌÉÛØ ÓÌÅŒÁ. íÙ ŒÓÅ ÜÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÉÚÕÞÉÍ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÉÞÉÎÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ, Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÓÌÉÛËÏÍ ÓÌÁÂÁÑ, ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ, ËÁË ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ÒÁÂÏÔÁÔØ \Œ ÍÁÌÅÎØËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ". ïÄÉÎ ÉÚ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÂÏÒÏÔØÓÑ Ó ÜÔÉÍ { ÜÔÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ \Œ ÅÝÅ ÍÅÎØÛÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ", Á ÉÍÅÎÎÏ, ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÅÍÁÌØÎÏ: ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÆÕÎËÃÉÑÈ, ÍÙ ÒÁÚÌÁÇÁÅÍ ÉÈ Œ ÒÑÄ ôÜÊÌÏÒÁ É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÉÚÕÞÁÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÉËÁËÉÈ ÒÁÚÕÍÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÒÑÄÙ ÍÙ ÎÁÌÏÖÉÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÍ, É ÐÒÉÈÏ- ÄÉÔÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ. îÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ Õ ÎÁÓ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ, ÏÔÞÁÓÔÉ É ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÖÉÚÎØ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

ìÅÍÍÁ 5.16. ðÕÓÔØ A { ÎÅÔÅÒÏŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ m-ÁÄÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ^A ÔÏÖÅ ÌÏËÁÌØÎÏ, Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ ^m = m ^A, ÐÏÌÑ ŒÙÞÅÔÏŒ A=m É ^A=^m ÉÚÏÍÏÆÒÎÙ, Á ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A → ^A ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ^A ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ a_0 +a_1 + : : : , ÇÄÅ a_i ∈ m^i ⊂ A. åÓÌÉ ÔÁËÏÊ ÒÑÄ ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ m ^A, ÔÏ a_0 ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ m, Á ÐÏÔÏÍÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏ. äÏÍÎÏÖÁÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÒÑÄ Ë ŒÉÄÕ 1 + a^′_1 + : : : , Á ÔÁËÏÊ ÒÑÄ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÂÒÁÔÉÍ Œ ËÏÌØÃÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ ^A ÌÏËÁÌØÎÏ Ó ÉÄÅÁÌÏÍ ^m = m ^A. ôÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÑ ŒÙÞÅÔÏŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ. îÁËÏÎÅÃ, ÔÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A → ^A ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ, ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ∩m^n = 0, ÞÔÏ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ. □

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ C^∞-ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÁÎÁÌÉÚÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅŒÅÒÎÏ: ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ ôÜÊÌÏÒÁ Œ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. îÏ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ.

ðÌÁÔÁ ÚÁ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÅ { ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ A ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÞÅÔÎÏÍÅÒÎÁ, ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ^A ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ. îÏ ÚÁÔÏ, Ó ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÛÁÇ ÚÁ ÛÁÇÏŒ ÐÏÄÎÉÍÁÑÓØ ÐÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍ ÆÁËÔÏÒÁÍ A=m^nA. þÔÏÂÙ ÐÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÏŒÁÔØ ÐÏÌÅÚÎÏÓÔØ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ É ÓÐÏÓÏÂ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÎÉÍ, ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÞÁÓÔÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 5.17 (ìÅÍÍÁ çÅÎÚÅÌÑ). ðÕÓÔØ A { ÐÏÌÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅ- ÁÌÏÍ m ⊂ A (Ô.Å. A = ^A) É ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ k = A=m, É ÐÕÓÔØ ÄÁÎ ÐÏÌÉÎÏÍ P (x) ∈ A[x] ÎÁÄ A ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1. ðÕÓÔØ ÅÇÏ ÒÅÄÕËÃÉÑ P (x) ∈ k[x] ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ m ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ P (x) = ÁP_1(x)P_2(x) ÄŒÕÈ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ P_1(x); P_2(x) ∈ A[x], ÞÔÏ P_i(x) = P_i(x) mod m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ðÕÓÔØ ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ P_i(x) ∈ A=m^l[x], i = 1; 2 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ l ≥ 1. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÉÈ ËÁË ÕÇÏÄÎÏ ÄÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ P^′_i (x) ∈ A=m^{l+1}[x] É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ

P^′(x) = P^′_1(x)P^′_2(x):

ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ P^′(x) ÌÅÖÁÔ Œ m^l=m^{l+1}. ðÏÓËÏÌØËÕ P_1(x) É P_2(x) ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ q_1(x); q_2(x) ∈ k[x], ÞÔÏ q_2(x)P_1(x) + q_1(x)P_2(x) = 1. ôÏÇÄÁ, ÚÁÍÅÎÑÑ P^′_i (x) ÎÁ P^′_i (x) − P^′(x)q_i(x), ÄÏÂÉŒÁÅÍÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ P^′(x) = 0. □

çÅÎÚÅÌØ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒŒÅÌ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ (Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ), ËÁË ÒÁÚ ÉÍÅÌ Œ ŒÉÄÕ ÜÔÕ ìÅÍÍÕ, Á ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÅÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÏÌØËÏ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

ìÅÍÍÁ 5.18. ðÕÓÔØ A { ËÏÌØÃÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m ⊂ A. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ ŒÙÞÅÔÏŒ A=m { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0. ðÕÓÔØ B { ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÑ A Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ çÁÌÕÁ L ÐÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ K = Frac(A) Ó ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ G, É ÐÕÓÔØ ^B { ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ B ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÄÅÁÌÁ mB. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Spec ^B = ∐ i Spec ^B_i;

ÇÄÅ ŒÓÅ ^B_i { ÐÏÌÎÙÅ ËÏÌØÃÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÍÙÅ ÇÒÕÐÐÏÊ G. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ B_i { ÇÒÕÐÐÁ ÉÎÅÒÃÉÉ I ∼= Z=mZ ⊂ G, É ^B_i = ^A[x]=(x^m − a), ÇÄÅ a ∈ m { ÕÎÉÆÏÒÍÉÚÕÀÝÁÑ, Á ^A { ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ËÏÌØÃÁ A.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ËÏ- ÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÔÏ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑÓØ ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1, É ÂÅÒÑ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÌÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ: ŒÓÅ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÎÅÓŒÑÚÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÅ ÜÔÁÌÏÎÎÙÈ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÈ ÎÁËÒÙÔÉÊ A[x]=(x^m − a).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅØ ÓÌÕÞÁÊ B = A[x]=P (x), ÇÄÅ P (x) { ËÁËÏÊ-ÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ, ÒÅÄÕËÃÉÑ ÓÌÏÑ Spec B ÎÁÄ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ o = Spec k ∈ Spec A { ÜÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÅ çÁÌÕÁ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ G=I. ðÏÓËÏÌØËÕ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÜÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÅÓÔØ ÎÅÓŒÑÚÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÐÉÊ ÐÏÌÑ k, Ô.Å. ÐÏ- ÌÉÎÏÍ P (x) ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ m ÎÁ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÐÒÏÓÔÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ðÏ ìÅÍÍÅ çÅÎÚÅÌÑ (É ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ), ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ^B É ÚÁÄÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÓÕÍÍÕ ^B_i. œÓÅ ^B_i, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÌÎÙÅ ËÏÌØÃÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ. îÁËÏÎÅÃ, ŒÏÚØÍÅÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÕÎÉÆÏÒÍÉÚÕÀÝÕÀ b ∈ ^B_i. ôÏÇÄÁ b^m ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÇÒÕÐÐÙ ÉÎÅÒÃÉÉ I, Á ÐÏÔÏÍÕ b^m ∈ m ⊂ ^A. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÎÉÆÏÒÍÉÚÕÀÝÁÑ: ÐÏÓËÏÌØËÕ ^B_i { ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ^A-ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ m, ÆÁËÔÏÒ B=b^mB ÄÏÌÖÅÎ ÉÍÅÔØ ÄÌÉÎÕ, ÒÁŒÎÕÀ m ÎÁ ÄÌÉÎÕ ^A=b^m ^A, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ^A=b^m ^A ÜÔÏ ÍÏÄÕÌØ ÄÌÉÎÙ 1. ðÏÜÔÏÍÕ a^{−1}b^m ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÒÑÄÏÍ Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÓÔÁÒÛÉÍ ÞÌÅÎÏÍ, Á ÉÚ ÔÁËÏÇÏ ÒÑÄÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÍÏÖÎÏ ÉÚŒÌÅÞØ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ m. □