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äÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÌÉ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ É óÅÇÒÅ
þÁÓÔØ 1. îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ

ä×Á ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÂÁÚÏ×ÙÈ ËÌÁÓÓÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ | ÜÔÏ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ×ÌÏÖÉÔØ ÌÉÂÏ × ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÌÉÂÏ × ÐÒÏÅË-
ÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. é ÔÅ É ÄÒÕÇÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ \ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÙ" | ÅÓÌÉ X | ÁÆÆÉÎÎÏ, ÔÏ

AX = �(X;OX);
Á ÅÓÌÉ X | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ, ÔÏ

A•X =
∞⊕

k=0
�(X;OX(k));

ÇÄÅ OX(1) | ÏÞÅÎØ ÏÂÉÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ X. ÷ÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X × ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÐÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÍ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË
ÓÁÍÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ

X =
{

SpecAX ; × ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,
ProjA•X ; × ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,

ÔÁË É ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ É Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ× ÎÁ ÎÅÍ

cohX =
{

mod-AX ; × ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,
qgr-A•X ; × ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, QcohX =

{
Mod-AX ; × ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,
Qgr-A•X ; × ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

(ÍÁÌÅÎØËÉÅ ÂÕË×Ù × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÏÂßÅËÔÏ×, Á ÜË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ F 7→ �(X;F) É F 7→ ⊕∞k=0�(X;F(k)) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ).
åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ × ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, X ⊂ An, ÔÏ

AX ∼= k[x1; : : : ; xn]=IX ;
ÇÄÅ IX | ÉÄÅÁÌ × ËÏÌØÃÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ An, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÏÌØ ÎÁ X. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,
ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ × ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, X ⊂ Pn, ÔÏ

A•X ∼= k[x0; x1; : : : ; xn]=IX ;
ÇÄÅ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÏÅ Ó ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÏÊ (Á ÉÄÅÁÌ IX ,
ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÏÌØ ÎÁ X, Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ). ïÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÉÄÅÁÌÁ IX
(ÏÎ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ × ÓÉÌÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ,
ÚÁÄÁÀÝÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.
ä×Å ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÉÐÁ ÚÁÄÁÞ, ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ | ÐÏ ×ÌÏÖÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÅÇÏ ÚÁÄÁÀÝÉÅ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÏ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÚÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
ÉÍÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ.

þÁÓÔØ 2. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ

ðÕÓÔØ X = P1 = P(U) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ � : X → P(SdU), ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÀÒßÅËÃÉÅÊ
SdU∗ ⊗ OX → OX(d) (ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Ë ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÀÒßÅËÃÉÉ
U∗ ⊗OX = �(XOX(1))⊗OX → OX(1)).
÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÄÌÑ ÂÏÌØÛÅÊ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ×ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ u0; u1 × U∗ (ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁX) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × SdU∗: x0 = ud0, x1 = ud−1

0 u1, . . .xd = ud1. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
(u0 : u1) 7→ (ud0 : ud−1

0 u1 : · · · : ud1):
1
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ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÏÐÉÓÁÔØ ÉÄÅÁÌ IX ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ. óÒÁÚÕ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ fij(x) = xixj − xi+1xj−1 ÌÅÖÉÔ × IX .
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ fij(u) = ud−i0 ui1 · ud−j0 uj1 − ud−i−1

0 ui+1
1 · ud−j+1

0 uj−1
1 = 0. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

IX = (fij)06i6j−26d−2:
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÏÎÏÍÏ× ×ÉÄÁ 〈xp0xixk−p−1

d 〉06p6k−1; 16i6d ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ
ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÓÔÅÐÅÎÉ k × ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÅ k[x]=(fij). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ
k[x]=(fij) → k[u], ÍÏÎÏÍ xp0xixk−p−1

d ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × upd0 · ud−i0 ui1 · ud(k−p−1)
1 = upd+d−i

0 ud(k−p−1)+i
1 , Á ÔÁËÉÅ ÍÏ-

ÎÏÍÙ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ × ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÓÔÅÐÅÎÉ dk × k[u]. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, k[x]=(fij) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ d-ÍÕ ÐÏÄËÏÌØÃÕ
÷ÅÒÏÎÅÚÅ × k[u], É ÚÎÁÞÉÔ IX = (fij).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔ Pn = P(U) ÐÒÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÍ ×ÌÏÖÅÎÉÉ
(ËÏÔÏÒÏÅ, ËÓÔÁÔÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ d-ËÒÁÔÎÙÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ) × P(SdU).

ðÕÓÔØ V = SdU É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × P(V ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ⊂ P(V ) ÔÏÞÅË, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ ÒÁÎÇÁ 1, ÔÏ ÅÓÔØ
ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × SdU Ñ×ÌÑÅÔÓÑ d-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ U . õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ X
ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÓÈÅÍÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ X ∼= P(U). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÐÕÞËÏ×

U∗ ⊗ Sd−1U∗ ⊗OP(V ) → SdU∗ ⊗OP(V ) = V ∗ ⊗OP(V ) → OP(V )(1)
(ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ P ∈ P(V ) ÏÎ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ui ⊗ (up0uq1) 7→ up+�0i0 uq+�1i1 = xq+�1i 7→ xq+�1i(P )). ðÏ ÓÏÐÒÑ-
ÖÅÎÎÏÓÔÉ ÏÎ ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏ×

' : U∗ ⊗OP(V ) → Sd−1U ⊗OP(V )(1)
(ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ui 7→

∑
p+q=d−1 xq+�1i(P )ep0eq1, ÇÄÅ e0; e1 | Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × U). ñÓÎÏ, ÞÔÏ X | ÜÔÏ

× ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, × ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÎÇ ' ÒÁ×ÅÎ 1. ïÔÓÀÄÁ ÎÁ X ÓÒÁÚÕ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÈÅÍÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ÷
ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÒÁÎÇ | ÜÔÏ ÚÁÎÕÌÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÍÉÎÏÒÏ× ÐÏÒÑÄËÁ 2 (ÉÌÉ, ÅÓÌÉ ÂÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÜÔÏ ÚÁÎÕÌÅÎÉÅ
ÍÏÒÆÉÚÍÁ �2' : �2U∗ ⊗OP(V ) → �2Sd−1U ⊗OP(V )(2)). óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÍÅÅÔ
×ÉÄ ( x0 x1 ::: xd−2 xd−1x1 x2 ::: xd−1 xd

)T ;
Á ÅÅ ÍÉÎÏÒÙ ÒÁ×ÎÙ fij . úÎÁÞÉÔ X ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó d-ËÒÁÔÎÏ ×ÌÏÖÅÎÎÙÍ P(U).
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ É ÎÅ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÄÏÂÎÏ
×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ.
ìÅÍÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ R | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m ⊂ R É ÐÏÌÅÍ ×ÙÞÅÔÏ× k = R=m.
ðÕÓÔØ ' : Rn → Rm | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ R-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ �r+1' = 0 É ÒÁÎÇ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ
ÍÏÒÆÉÚÍÁ �' : kn → km ÒÁ×ÅÎ r. ôÏÇÄÁ ÑÄÒÏ, ËÏÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ' | Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÒÁÎÇÁ n − r, r É m − r
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÁË ËÁË ÒÁÎÇ ÍÏÒÆÉÚÍÁ �' ÒÁ×ÅÎ r, ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÉÎÏÒÏ× ÐÏÒÑÄËÁ r ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÍÉÎÏÒ ÍÁÔÒÉÃÙ ' ÔÏÇÄÁ ÏÂÒÁÔÉÍ (ÜÌÅÍÅÎÔ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÊ × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ
ÉÄÅÁÌÅ ×ÓÅÇÄÁ ÏÂÒÁÔÉÍ!), Á ÚÎÁÞÉÔ ÍÅÎÑÑ ÂÁÚÉÓÙ × Rn É Rm ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ' ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

' =
( 1r B
C D

)
:

õÓÌÏ×ÉÅ �r+1' = 0 ×ÌÅÞÅÔ D = CB (ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÏËÁÊÍÌÑÀÝÉÈ ÍÉÎÏÒÏ×). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ(
1r 0
−C 1m−r

)
·
(

1r B
C D

)
·
(

1r −B
0 1n−r

)
=

(
1r 0
0 0

)
;

ÚÎÁÞÉÔ ÚÁÍÅÎÁÍÉ ÂÁÚÉÓÏ× × Rn É Rm ÍÁÔÒÉÃÁ ' ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÉÄÕ. ïÔÓÀÄÁ ÌÅÍÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ
ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ. ¤

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L ÏÂÒÁÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ' ÎÁ X. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ X ÒÁÎÇ '|X ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1.
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÎ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÅÍÍÙ. úÎÁÞÉÔ L | ÌÉÎÅÊÎÏÅ
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ X, ÐÒÉÞÅÍ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÓÀÒßÅËÃÉÑ U∗⊗OX → L. ôÁËÁÑ ÓÀÒßÅËÃÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ
� : X → P(U), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ �∗OP(U)(1) = L. þÔÏÂÙ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ � É � ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ ÎÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ
× ÔÏÍ, ÞÔÏ Im �∗' | ÜÔÏ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ U∗ ⊗ OP(U) → OP(U)(1). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ �∗ Ë
ÍÁÔÒÉÃÅ ' ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ

(
ud0 ud−1

0 u1 ::: u2
0ud−2

1 u0ud−1
1

ud−1
0 u1 ud−2

0 u2
1 ::: u0ud−1

1 ud1

)T
= ( ud−1

0 ud−2
0 u1 ::: u0ud−2

1 ud−1
1 )T · ( u0u1 )
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ÏÔËÕÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ �∗' ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ U∗ ⊗OP(U) → OP(U)(1) → Sd−1U ⊗OP(U)(d),
ÐÒÉÞÅÍ ÐÅÒ×ÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ, Á ×ÔÏÒÏÊ ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

þÁÓÔØ 3. óÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ É ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÌÉ

ðÕÓÔØ Y | ÓÈÅÍÁ, Á E | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ Y (ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÐÕÞÏË ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ). ðÕÓÔØ
s ∈ �(Y;E) | ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ, Á Zs ⊂ Y | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, × ËÏÔÏÒÙÈ s ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ (ÔÏ ÅÓÔØ
ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË y, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ s × EY;y = E ⊗ OY;y ÌÅÖÉÔ × E ⊗ mY;y). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Zs ÅÓÔØ
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÙ.
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏ× E∗ → OY , ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÊ ÓÅÞÅÎÉÅÍ s. åÇÏ ÏÂÒÁÚ Is | ÐÏÄÐÕÞÏË
× OY , ÔÏ ÅÓÔØ ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏ× ÎÁ Y . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ suppOY =Is | ËÁË ÒÁÚ Zs. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ×ÏÐÒÏÓ
ÌÏËÁÌØÎÙÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÕÞÏË E ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ E ∼= OnY . ôÏÇÄÁ �(Y;E) = �(Y;OY )n,
ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÅÞÅÎÉÅ s | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ (f1; : : : ; fn) ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ Y . ñÓÎÏ, ÞÔÏ Zs = { f1 = · · · = fn = 0 }.
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, E∗ ∼= OnY É ÍÏÒÆÉÚÍ s : E∗ → OY ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (g1; : : : ; gn) 7→ f1g1 + · · · + fngn,
ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ | ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÉÄÅÁÌ (f1; : : : ; fn), ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÁËÔÏÒÁ ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó Zs.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Zs ⊂ Y ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÙ. üÔÁ ÐÏÄÓÈÅÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÓÈÅÍÏÊ ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ s.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÕÓÔØ ×ÍÅÓÔÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÚÁÄÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍ s : E → F ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. ôÁË ËÁË

Hom(E;F ) ∼= �(Y;E∗ ⊗ F );
ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÅÇÏ ËÁË ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E∗⊗F . óÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ ÜÔÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÓÈÅÍÏÊ ÎÕÌÅÊ ÍÏÆÒÉÚÍÁ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ E | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ Y , s ∈ �(Y;E), Á S | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁ. ôÏÇÄÁ

Map(S;Zs) = { f ∈ Map(S; Y ) | f∗s = 0 };
ÇÄÅ f∗s ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ f∗E.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ i ×ÌÏÖÅÎÉÅ Zs → Y . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ i∗s = 0. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
ÌÏËÁÌØÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Y = SpecA, E = Am, Á s = (s1; : : : ; sm), si ∈ A. ôÏÇÄÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-
ÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ si × ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÅ A=(s1; : : : ; sm) ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÎÏ. ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g : S → Zs, Á f = i ◦ g, ÔÏ f∗s = g∗i∗s = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ g 7→ i ◦ g ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÌÅ×Á
ÎÁÐÒÁ×Ï.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f | ÍÏÒÆÉÚÍ S → Y , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f∗s = 0. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ
ÞÅÒÅÚ i. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÌÏËÁÌØÎÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÅÓÌÉ A → B | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ,
ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÐÒÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÅ Am → Am ⊗A B ÎÁÂÏÒ (s1; : : : ; sm) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÎÏÌØ, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ
ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ A=(s1; : : : ; sm), ÞÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ¤

óÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ ÍÏÒÆÉÚÍÁ �rs : �rE → �rF ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ r-ÏÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÌØÀ ÍÏÆÒÉÚÍÁ s É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Dr(s).
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÌØÀ D1(').
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.2. ÷ÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ
× ÅÇÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÁÎÔÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏ×. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f : V → W | ÌÉÎÅÊ-
ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f⊗n : V ⊗n → W⊗n ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, É
ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÁÎÔÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ × ÁÎÔÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅ �nf : �nV → �nW . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �nf ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÉÎÏÒÏ× ÍÁÔÒÉÃÙ f .
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.3. ðÕÓÔØ s : E → F | ÍÏÒÆÉÚÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ Y , Á S | ÌÀÂÁÑ ÓÈÅÍÁ. ôÏÇÄÁ

Map(S;Dk(s)) = { f ∈ Map(S; Y ) | �k+1f∗s = 0 }:
ðÒÉÍÅÒ 3.4. ðÕÓÔØ Y = P1 Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x : y), E = O(1), s = x. ôÏÇÄÁ Zs | ÔÏÞËÁ (0 : 1) Ó ÐÒÉ×Å-
ÄÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (1 : 0) ÐÒÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÉ
ÓÅÞÅÎÉÅ s ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ 1 É ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÕÌÅÊ ÎÅ ÉÍÅÅÔ, Á ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (0 : 1) Ó
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t | ÆÕÎËÃÉÅÊ t, Á ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ k[t]=tk[t] ÃÅÌÏÓÔÎÏ.
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ðÒÉÍÅÒ 3.5. ðÕÓÔØ Y = P1 Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x : y), E = O(2), s = x2. ôÏÇÄÁ Zs | ÔÏÞËÁ (0 : 1) Ó
ÎÅÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ×ÙÛÅ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ (0 : 1) | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÏÌØ
s, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (0 : 1) ÓÅÞÅÎÉÅ s ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ t2, Á ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ
k[t]=t2k[t] ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÙ.

÷ÁÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. ðÕÓÔØ Y = Pn É E = OPn(d)m. ôÏÇÄÁ �(Pn; E) = �(Pn;OPn(d))m, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÓÅÞÅÎÉÅ s ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ (s1; : : : ; sm) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ d. ðÕÓÔØ X = Zs. ôÏÇÄÁ
ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ (s1; : : : ; sm) ⊂ IX . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÈÅÍÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÌÏËÕÓÅ ÎÕÌÅÊ
ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÓÐÒÁ×Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

OPn(−d)m (s1;:::;sm) //OPn //i∗OX
ÇÄÅ i : X → Pn | ×ÌÏÖÅÎÉÅ. ðÏÄËÒÕÞÉ×ÁÑ ÅÅ ÎÁ d É ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÑÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓ

km (s1;:::;sm) //k[x0; : : : ; xn]d //(AX)d
ÚÎÁÞÉÔ si ∈ IX . ïÄÎÁËÏ, ÎÅ ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ IX ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ s1; : : : ; sm.
ðÒÉÍÅÒ 3.6. ðÕÓÔØ Y = P1 Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x : y), E = O(2)2, s = (x2; xy). ôÏÇÄÁ Zs | ÔÏÞËÁ (0 : 1) Ó
ÎÅÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, Á IZs = xk[x; y]. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ×ÙÛÅ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ (0 : 1) |
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÏÌØ s, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (0 : 1) ÓÅÞÅÎÉÅ s ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ
(t2; t), Á ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ k[t]=(t2; t) = k[t]=tk[t], ÔÁË ÞÔÏ Zs ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.

äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÕÂÅÄÉÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÔÁËÏÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ s : OP1(−2)2 (x2;xy) //OP1 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ

× ×ÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ OP1(−2)2 (x;y) //OP1(−1) x //OP1 , × ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒ×ÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÒÁ×ÅÎ ÏÂÒÁÚÕ ×ÔÏÒÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ.

þÁÓÔØ 4. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ óÅÇÒÅ

òÁÚÏÂÒÁÎÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÔÅÎÚÏÒÏ× ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÈÏÒÏÛÉÍÉ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×ÁÍÉ. òÁÚÂÅÒÅÍ ÅÝÅ ÐÁÒÕ ÐÒÉÍÅÒÏ×.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÔÅÎÚÏÒÏ× ÒÁÎÇÁ 1 × P(U ⊗W ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ P(U)×
P(W ). ÷ÎÁÞÁÌÅ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ X → P(U) × P(W ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ
U∗ ⊗W ∗ ⊗OP(U⊗W ) → OP(U⊗W )(1) ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ

' : U∗ ⊗OP(U⊗W ) →W ⊗OP(U⊗W )(1):
÷×ÅÄÅÍ ÎÁ X ÓÈÅÍÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÁË X = D1(')). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ X ÒÁÎÇ ' ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ É ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ
L = Im'|X | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÍÅÅÍ ÓÀÒßÅËÃÉÀ U∗ ⊗OX → L É ×ÌÏÖÅÎÉÅ L→W ⊗OX(1),
ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÓÌÅ ÄÕÁÌÉÚÁÃÉÉ É ÐÏÄËÒÕÔËÉ ÄÁÅÔ ÓÀÒßÅËÃÉÀ W ∗ ⊗ OX → L∗ ⊗ OX(−1). ðÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ
p : X → P(U), q : X → P(W ), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ p∗OP(U)(1) = L, q∗OP(W )(1) = L∗ ⊗OX(1). ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×
p É q ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ p× q : X → P(U)× P(W ).
ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ ÐÏÄÎÉÍÅÍ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ
U∗ ⊗ OP(U) → OP(U)(1) É W ∗ ⊗ OP(W ) → OP(W )(1) ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ÔÅÎÚÏÒÎÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÍ. ðÏÌÕÞÉÍ
ÓÀÒßÅËÃÉÀ

(U ⊗W )∗ ⊗OP(U)×P(W ) → OP(U)×P(W )(1; 1) := p∗OP(U)(1)⊗ q∗OP(W )(1);
ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ s : P(U)×P(W ) → P(U⊗W ), ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ óÅÇÒÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÑÓÎÏ,
ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ s∗' ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ U∗⊗OP(U)×P(W ) → OP(U)×P(W )(1; 0) →W ⊗OP(U)×P(W )(1; 1)
(ÇÄÅ ÐÅÒ×ÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ | ÜÔÏ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁ P(U), Á ×ÔÏÒÏÊ | ÜÔÏ ÐÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÅ
ÎÁ OP(U)×P(W )(0; 1) ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁ P(W )). ðÏÜÔÏÍÕ p ◦ s É q ◦ s | ÜÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÉ
P(U)× P(W ) ÎÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, Á (p× q) ◦ s = id. ïÓÔÁÅÔÓÑ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ IX ÐÏÒÏÖÄÅÎ Ë×ÁÄÒÉËÁÍÉ Qij;kl = xijxkl − xilxkj , ÇÄÅ xij | ÂÁÚÉÓ
× (U ⊗ W )∗ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÂÁÚÉÓÏ× U É W . ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ
ÁÌÇÅÂÒÁ k[xij ]=IX ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ k[ui]⊗ k[wj ].
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÎÇ ÔÅÎÚÏÒÏ× × P(�kW ) É ÏÐÉÛÉÔÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÔÁËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏ×.
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áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ - 2
02.03.2010

çÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÙ
þÁÓÔØ 5. çÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P(�kW ) É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÌÉ×ÅËÔÏÒÏ× ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ÒÁÎÇÁ. úÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÌÉ×ÅËÔÏÒÁ � ∈ �kW ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÎÇ ÒÁ×ÅÎ k, ÐÒÉÞÅÍ ÏÎ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ÆÏÒÍÁÈ,
ÌÅÖÁÝÉÈ × ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ �kU ⊂ �kW , ÇÄÅ U ⊂ W | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k. ÷
ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁÎÇ � | ÜÔÏ ÒÁÎÇ r ÍÏÒÆÉÚÍÁ Ó×ÅÒÔËÉ W ∗ � //�k−1W , ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ
ÅÇÏ ÑÄÒÁ. ÷ ÓÉÌÕ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ �, ÑÓÎÏ ÞÔÏ � ∈ �k(K⊥) ⊂ �kW , ÇÄÅ K⊥ ⊂ W | ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ K.
ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ � 6= 0 ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ dimK⊥ > k, ÏÔËÕÄÁ r = codimK = dimK⊥ > k, Á ÅÓÌÉ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÔÏ � ∈ �kU , ÇÄÅ U = K⊥.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ×ÓÅÈ ÐÏÌÉ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁÎÇÁ k × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P(�kW ). ôÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ
OP(�kW )(−1) → �kW ⊗OP(�kW ) ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ

' : �k−1W ∗ ⊗OP(�kW )(−1) →W ⊗OP(�kW ):
÷×ÅÄÅÍ ÎÁ X ÓÈÅÍÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÚÁÎÕÌÅÎÉÅÍ �k+1' (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, X | ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÌØ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ').
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ X ÒÁÎÇ ' ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ É ÒÁ×ÅÎ k, ÐÏÜÔÏÍÕ U = Im'|X | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ k. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÁËÖÅ
W=U := Coker'|X É U⊥ := (W=U)∗. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏÍ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×
× W É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Gr(k;W ) (ÉÌÉ Gr(k; n), ÇÄÅ n = dimW ). òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ U É U∗ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ
ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ É Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ, Á ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ W=U É U⊥ | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ
ÆÁËÔÏÒÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ É ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏ×. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÁ Gr(k;W ) ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

0 → U →W ⊗OGr(k;W ) →W=U → 0 É 0 → U⊥ →W ∗ ⊗OGr(k;W ) → U∗ → 0:
÷ÌÏÖÅÎÉÅ Gr(k;W ) → P(�kW ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ðÌÀËËÅÒÁ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.1. ðÕÓÔØ S | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁ. ôÏÇÄÁ

Map(S;Gr(k;W )) = { (E; ") | E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ k ÎÁ S, " : E →W ⊗OS | ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ }
(ÐÁÒÙ (E; ") É (E′; ")) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ � : E → E′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ � = �′ ◦ �). ðÒÉ
ÜÔÏÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ S (E;") //Gr(k;W ) //P(�kW ) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ �kE �k" //�kW ⊗OS .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÏÒÆÉÚÍÕ f : S → Gr(k;W ) ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅ f∗U → f∗(W ⊗ OGr(k;W )) = W ⊗ OS .
ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ (E; ") ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ × W ⊗OS . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ

�k" : �kE → �kW ⊗OS :
ñÓÎÏ, ÞÔÏ �k" | ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ �f : S → P(�kW ), ÔÁËÏÊ
ÞÔÏ �f∗OP(�kW )(−1) ∼= �kE. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ �f∗' : �k−1W ∗⊗�kE →W⊗OS ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ
× ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ

�k−1W ∗ ⊗ �kE �k−1"∗ //�k−1E∗ ⊗ �kE E " //W ⊗OS
ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �f∗�k+1' = 0, ÔÁË ËÁË ' ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÒÁÎÇÁ k, ÔÁË ÞÔÏ �f ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ
ÞÅÒÅÚ ÍÏÒÆÉÚÍ f : S → Gr(k;W ), É ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ×ÌÏÖÅÎÉÑ U → W ⊗OGr(k;W ) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ
ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ " : E →W ⊗OS . ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.2. ðÕÓÔØ dimW = n. ôÏÇÄÁ Gr(k;W ) ∼= Gr(n−k;W ∗), Gr(1;W ) ∼= P(W ), Gr(n−1;W ) ∼= P(W ∗).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÌÏÖÅÎÉÅ U⊥ → W ∗ ⊗ OGr(k;W ) ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Gr(k;W ) → Gr(n − k;W ∗).
ïÂÒÁÔÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. äÁÌÅÅ, ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ Gr(1;W ) ÌÉÎÅÊÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ
×ÌÏÖÅÎÉÅ U → W ⊗ OGr(1;W ) ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Gr(1;W ) → P(W ), Á ×ÌÏÖÅÎÉÅ OP(W )(−1) → W ⊗ OP(W ) |
ÍÏÒÆÉÚÍ P(W ) → Gr(1;W ), ËÏÔÏÒÙÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. ôÒÅÔÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÙÍ
ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ Ä×ÕÈ ÐÅÒ×ÙÈ. ¤
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þÁÓÔØ 6. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÌÀËËÅÒÁ

ïÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÄÅÁÌ IX . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, X | ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ
�k+1� ∈ �(P(�kW );�k+1�k−1W ⊗ �k+1W ⊗OP(�kW )(k + 1));

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏ× IX ⊂ OP(�kW ) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �k+1�k−1W ∗ ⊗ �k+1W ∗ ×
�(P(�kW );OP(�kW )(k+ 1)) = Sk+1(�kW ∗) (ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, X ×ÙÓÅËÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ k+ 1).
ïÄÎÁËÏ, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ X ×ÙÓÅËÁÅÔÓÑ ÄÁÖÅ Ë×ÁÄÒÉËÁÍÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.1. çÒÁÓÓÍÁÎÉÎÉÁÎ Gr(k;W ) × P(�kW ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ÎÕÌÅÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×

 : �k−1W ∗ ⊗OP(�kW )(−1) →W ⊗OP(�kW ) → �k+1W ⊗OP(�kW )(1);

ÇÄÅ ÐÅÒ×ÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ', Á ×ÔÏÒÏÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ OP(�kW )(−1) → �kW ⊗ OP(�kW )
ÐÏÄËÒÕÔËÏÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ W .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÓÎÏ×ÏÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ. ðÕÓÔØ � ∈ �kW . ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ � ÉÚ W × �k+1W ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n − k, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁÎÇ n − k ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÄÌÑ
ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÐÏÌÉ×ÅËÔÏÒÏ×. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒ w ÌÅÖÉÔ × ÑÄÒÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �, ÔÏ ÅÓÔØ w ∧ � = 0.
ðÕÓÔØ W ′ = W=kw, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → kw → W → W ′ → 0. ðÅÒÅÈÏÄÑ
Ë ×ÎÅÛÎÉÍ ÓÔÅÐÅÎÑÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → �k−1W ′ ∧ w → �kW → �kW ′ → 0 (ÍÏÒÆÉÚÍ
− ∧ w : �k−1W → �kW ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �k−1W ′, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ). ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÍÅÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 // �k−1W ′ ∧ w // �kW //

∧w
²²

�kW ′

ss

// 0

0 // �kW ′ ∧ w // �k+1W // �k+1W ′ // 0

óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÄÅÌÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑÍ ÑÄÒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ∧w ÒÁ×ÎÏ �k−1W ′ ∧ w, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ
�′ ∈ �k−1W , ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ � = �′ ∧ w. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ ÆÁËÔÏÍ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ K = Ker(− ∧ �) ÉÍÅÅÔ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k, ÔÏ � ∈ �kK ⊂ �kW , Á ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ k ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÑÄÒÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ  ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ k. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,
ËÁË ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÒÁÎØÛÅ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÁ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ | ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ k. úÎÁÞÉÔ ÎÁ ÓÈÅÍÅ
ÎÕÌÅÊ Z ÏÂÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÙ k, Á ÚÁÎÞÉÔ ÏÂÒÁÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ (ÉÌÉ ÑÄÒÏ ×ÔÏÒÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁ Z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÒÁÎÇÁ k, ×ÌÏÖÅÎÎÙÍ × W ⊗ OZ . üÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Z → Gr(k;W ), ÐÒÉÞÅÍ ÔÁËÏÊ ÞÔÏ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Ó ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ Gr(k;W ) → P(�kW ). éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, Z ⊂ Gr(k;W ).

îÁÏÂÏÒÏÔ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ Gr(k;W ) ÐÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ  ,
ÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÔÓÑ ËÁË �k−1W ∗ ⊗OGr(k;W )(−1) → U → W ⊗OGr(k;W ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ
U →W ⊗OGr(k;W ) → �k+1W ⊗OGr(k;W )(1) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ × ×ÉÄÅ

U → �k+1U ⊗ �kU∗ → �k+1W ⊗ �kU∗ ∼= �k+1W ⊗OGr(k;W )(1):

îÏ �k+1U = 0, ÚÎÁÞÉÔ  |Gr(k;W ) = 0, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Gr(k;W ) → P(�kW ) ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ
Z , ÔÏ ÅÓÔØ Gr(k;W ) ⊂ Z . úÎÁÞÉÔ Gr(k;W ) = Z . ¤

íÏÒÆÉÚÍ  ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÞÅÎÉÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ �k−1W ⊗ �k+1W ⊗ OP(�kW )(2), ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒÕ Ë×ÁÄÒÉË,
Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �k−1W ∗ ⊗ �k+1W ∗ → S2(�2W ∗). óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÏÒÆÉÚÍÁ  ,
ÏÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ �k−1W ∗ ⊗ �k+1W ∗ → �k−1W ∗ ⊗W ∗ ⊗ �kW ∗ → �kW ∗ ⊗ �kW ∗ → S2(�kW ∗).
÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ

ei1:::ik−1 ⊗ ej1:::jk+1 7→
k+1∑
s=1

(−1)s−1xi1:::ik−1jsxj1:::js−1js+1:::jk+1 =: Qi1;:::;ik−1;j1;:::;jk+1(x):

ë×ÁÄÒÉËÉ Qi1;:::;ik−1;j1;:::;jk+1 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ë×ÁÄÒÉËÁÍÉ ðÌÀËËÅÒÁ.
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ðÒÉÍÅÒ 6.2. ðÕÓÔØ k = 2, n = 4. ôÏÇÄÁ
Q1;2;3;4 = x12x34 − x13x24 + x14x23; Q2;1;3;4 = −x12x34 − x23x14 + x24x13 = −Q1;2;3;4

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Q3;1;2;4 = −Q4;1;2;3 = Q1;2;3;4. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Q1;1;2;3 = 0− x12x13 + x13x12 = 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ É ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Gr(2; 4) ⊂ P5 | Ë×ÁÄÒÉËÁ. ëÓÔÁÔÉ, ÌÀÂÁÑ ÎÅ×ÙÒÏ-
ÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ × P5 ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÂÏÌØÛÅÊ Ä×ÕÈ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë
ÐÌÀËËÅÒÏ×ÏÍÕ ×ÉÄÕ, ÔÁË ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÔÁËÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÕ Gr(2; 4).
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.3. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ { i1; : : : ; ik−1 } ⊂ { j1; : : : ; jk+1 }, ÔÏ Qi1;:::;ik−1;j1;:::;jk+1 = 0.
ðÒÉÍÅÒ 6.4. ðÕÓÔØ k = 2, n = 5. ôÏÇÄÁ
Q1;2;3;4 = x12x34 − x13x24 + x14x23; Q1;2;3;5 = x12x35 − x13x25 + x15x23; Q1;2;4;5 = x12x45 − x14x25 + x15x24;

Q1;3;4;5 = x13x45 − x14x35 + x15x34; Q2;3;4;5 = x23x45 − x24x35 + x25x34:
ïÓÔÁÌØÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÌÉÂÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÜÔÉÍÉ, ÌÉÂÏ ÎÕÌÅ×ÙÅ, Ô.Å. Gr(2; 5) ⊂ P9 | ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÑÔÉ Ë×ÁÄÒÉË.

þÁÓÔØ 7. ìÏËÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ

ïÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Gr(k;W ) Ó ÁÆÆÉÎÎÏÊ
ËÁÒÔÏÊ × P(�kW ), ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ x12:::k 6= 0.
ìÅÍÍÁ 7.1. ðÕÓÔØ V | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á A(V ) = SpecS•(V ∗) | ÁÆÆÉÎÎÏÅ. ôÏÇÄÁ

Map(S;A(V )) = �(S; V ⊗OS):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÁË ËÁË A(V ) ÁÆÆÉÎÎÏ, Map(S;A(V )) = Homalg(S•(V ∗); AS), ÇÄÅ AS = �(S;OS) | ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÁË ËÁË S(V ∗) | Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Homalg(S•(V ∗); AS) = Hom(V ∗; AS) =
V ⊗AS = �(S; V ⊗OS). ¤

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.2. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ X := Gr(k;W )∩{x12:::k 6= 0 } ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÁÆÆÉÎÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Ak(n−k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ W = U0⊕U1, ÔÁË ÞÔÏ dimU0 = k, dimU1 = n−k, ÇÄÅ
U1 = {x1 = · · · = xk = 0 }, É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Ak(n−k) = Hom(U0; U1) → Gr(k;W ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ s : OHom(U0;U1) → Hom(U0; U1)⊗OHom(U0;U1). ïÎÏ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ
U0 ⊗OHom(U0;U1) → U1 ⊗OHom(U0;U1) É ÄÁÌÅÅ ÍÏÒÆÉÚÍ

U0 ⊗OHom(U0;U1)
(1;s)T // (U0 ⊕ U1)⊗OHom(U0;U1) W ⊗OHom(U0;U1):

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÜÔÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÒÁ×ÅÎ k, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎ ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Hom(U0; U1) → Gr(k;W ).
ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÜÔÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Ó ÐÌÀËËÅÒÏ×ÙÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÉÎÏÒÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ (1; s)T . ðÅÒ-
×ÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÉÎÏÒÏ× ÒÁ×ÅÎ 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × X.
ïÂÒÁÔÎÏ, ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ U|X →W ⊗OX → U0 ⊗OX ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÒÁ×ÅÎ x12:::k, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÉÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ U0 ⊗ OX ∼= U|X → W ⊗ OX → U1 ⊗ OX , ÔÏ ÅÓÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Hom(U0; U1)⊗OX . ïÎÏ ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ X → A(Hom(U0; U1)) = Ak(n−k).
ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. ¤

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á xi1i2:::ik 6= 0 ÐÏËÒÙ×ÁÀÔ ×ÓÅ P(�kW ), ÚÁËÌÀÞÁÅÍ ÞÔÏ Gr(k;W ) ÐÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÁÆÆÉÎÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ.

þÁÓÔØ 8. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ËÁË ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á | ÐÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁÃÉÑ ×ÅËÔÏÒ-
ÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ.
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ôÅÏÒÅÍÁ 8.1. ðÕÓÔØ E | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ n ÎÁ ÓÈÅÍÅ X. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ 0 < k < n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÓÈÅÍÁ GrX(k;E), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ

Map(S;GrX(k;E)) ∼=
{

(f; F; ')
∣∣∣∣
f ∈ Map(S;X), F | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ k ÎÁ S,
' : F → f∗E | ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

}

ôÒÏÊËÉ (f; F; ') É (f ′; F ′; '′) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ f ′ = f É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ � : F → F ′, Ô.Þ. '′◦� = '.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ X = Spec k (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W ),
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S → Spec k ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ S ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÉÚ ÐÒÁ×ÏÊ
ÞÁÓÔÉ, Á f∗E ∼= W ⊗OS , ÐÏÜÔÏÍÕ GrSpec k(k;E) = Gr(k;W ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏÄÅÌÁÅÍ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ É × ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ~X := PX(�kE).
ðÕÓÔØ � : ~X → X | ÐÒÏÅËÃÉÑ. ôÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ O ~X=X(−1) → �∗�kE ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ
~ : �∗�k−1E∗⊗O ~X=X(−1) → �∗E, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.
ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ~ ×ÓÅÇÄÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÌØ Y = Dk( ~ ) É
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ p = �|Y . ñÓÎÏ, ÞÔÏ U = Im( ~ |Y ) | ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ k × �∗E|Y = p∗E. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Y |
ÉÓËÏÍÁÑ ÓÈÅÍÁ.
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ g : S → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ f = p ◦ g, F = g∗U , É ' | ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
g ×ÌÏÖÅÎÉÑ U → p∗E, ÐÏÄÈÏÄÑÝÁÑ ÔÒÏÊËÁ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÒÏÊËÉ (f; F; ') ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ
�k' : �kF → f∗�kE. ÷ ÓÉÌÕ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁÃÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ
~f : S → PX(�kE), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ � ◦ ~f = f É ~f∗O ~X=X(−1) = �kF . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ~f∗ :
f∗�k−1E∗ ⊗ �kF → f∗E ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ

f∗�k−1E∗ ⊗ �kF �k−1'∗ //�k−1F ∗ ⊗ �kF F " //f∗E

ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ~f∗�k+1 = 0, ÔÁË ËÁË  ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ F ÒÁÎÇÁ k, ÔÁË ÞÔÏ ~f ÐÒÏÐÕÓ-
ËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÍÏÒÆÉÚÍ f : S → GrX(k;E), É ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ×ÌÏÖÅÎÉÑ U → p∗E ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ
ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ' : F → f∗E.
÷ÚÁÉÍÎÁÑ ÏÂÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É × ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ¤

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ GrX(k;E) Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÎÁÂÖÅÎ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ � : GrX(k;E) → X
É ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

0 → U → �∗E → E=U → 0; 0 → U⊥ → �∗E∗ → U∗ → 0:
üÔÏ ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÌÉÂÏ ÉÚ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ, ÌÉÂÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. þÔÏÂÙ ÐÏ-
ÓÔÒÏÉÔØ U , ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 8.1. ÷ÏÚØÍÅÍ S = GrX(k;E) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ
S → GrX(k;E). ôÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ÅÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÏÊËÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ S → X (ÜÔÏ É ÅÓÔØ
�), ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ S (ÜÔÏ É ÅÓÔØ U) É ×ÌÏÖÅÎÉÑ U → �∗E. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ E=U := �∗E=U , U⊥ = (E=U)∗.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ GrX(1; E) ∼= PX(E), GrX(n − 1; E) ∼= PX(E∗), GrX(k;E) ∼= GrX(n − k;E∗),
ÇÄÅ n | ÒÁÎÇ E.

þÁÓÔØ 9. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ

íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÉÐÉÞÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ.
ðÕÓÔØ W | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. ðÏÌÎÙÍ ÆÌÁÇÏÍ × W ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×

0 ⊂ U1 ⊂ U2 ⊂ · · · ⊂ Un−1 ⊂W;
ÔÁËÁÑ ÞÔÏ dimUi = i.
ôÅÏÒÅÍÁ 9.1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Fl(W ), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ

Map(S;Fl(W )) =
{

0 → F1 → F2 → · · · → Fn−1 →W ⊗OS
∣∣∣∣
Fi | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ i,
Fi → Fi+1 | ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

}
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏ× X = Gr(1;W ) × Gr(2;W ) × · · · × Gr(n − 1;W )
É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Ui ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó Gr(i;W ) ÎÁ X. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 'i
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×

'i : Ui →W ⊗OX →W=Ui+1:
ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Z = Z'1⊕'2⊕···⊕'n−2 = Z'1 ∩ Z'2 ∩ · · · ∩ Z'n−2 | ÉÓËÏÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,
ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 // Ui //

**UUUUUUUUUUU W ⊗OZ // W=Ui // 0

0 // Ui+1 // W ⊗OZ // W=Ui+1 // 0
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÕÎËÔÉÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ | ÜÔÏ ('i)|Z , ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Z. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÓÔÒÅÌËÁ Ui → Ui+1, ÄÅÌÁÀÝÁÑ ÌÅ×ÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ Z ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÃÅÐÏÞËÁ
×ÌÏÖÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ 0 → U1 → U2 → · · · → Un−1 → W ⊗OZ . åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ f : S → Z | ÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ
ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÎÁ S.
ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÄÁÎÏ S É ÃÅÐÏÞËÁ 0 → F1 → F2 → · · · → Fn−1 → W ⊗ OS ×ÌÏÖÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. ëÁÖÄÏÅ
ÉÚ ×ÌÏÖÅÎÉÊ Fi → W ⊗ OS ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ fi : S → Gr(i;X), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f∗Ui = Fi. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ
ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ~f : S → X. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ~f∗'i = 0, ÔÁË ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍ ~f∗'i | ÜÔÏ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Fi → W ⊗OS → W ⊗OS=Fi+1, Á ÐÅÒ×ÁÑ ÉÚ ÓÔÒÅÌÏË ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Fi+1. úÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ
~f ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ f : S → Z. ¤
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÆÌÁÇÏ×.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÆÌÁÇÏ× Fl(i1; i2; : : : ; ik;W ) É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØ-
ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Fl(i1; : : : ; ik;W ) ∼= Fl(n− ik; : : : ; n− i1;W ∗). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ Fl(W ) ∼= Fl(W ∗).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Fl(i1; : : : ; ik;W ) ∼= GrFl(i1;:::;ik−1;W )(ik−ik−1;W=Uik−1) ∼= GrFl(i2;:::;ik;W )(i1;Ui2).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÆÌÁÇÏ× × ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ.

÷ÏÔ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ X = Fl(1; 2;W ) ×Gr(2;W ) Fl(1; 2;W ) ÐÁÒÁÍÅÔÒÉ-
ÚÕÅÔ ÔÒÏÊËÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U1; U ′1; U2 ⊂ W , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ dimU1 = dimU ′1 = 1, dimU2 = 2. ïÐÉÛÉÔÅ ÅÇÏ
ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï.
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áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ - 2
09.03.2010

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ
þÁÓÔØ 10. ëÜÌÅÒÏ×Ù ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.1. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ËÏÌØÃÁ A ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × A-ÍÏÄÕÌÅ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ
ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ D : A→M , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÐÒÁ×ÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ

D(ab) = aD(b) + bD(a):
åÓÌÉ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R, ÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ R-ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ D(r) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ
r ∈ R. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ R-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÊ A→M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Di�(A=R;M).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ Z-ÌÉÎÅÊÎÏ, ÔÁË ËÁË D(1) = D(1 ·1) = D(1)+D(1), ÏÔËÕÄÁ D(1) = 0.
ðÒÉÍÅÒ 10.2. ÷ÓÑËÏÅ k-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ D ∈ Di�(k[x]=k;M) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ D(f) = df=dx·
m0, ÇÄÅ m0 ∈M . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ m0 = D(x). ôÏÇÄÁ D(x2) = 2xD(x) É ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ D(xn) = nxn−1D(x),
ÏÔËÕÄÁ × ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f : M → N | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, Á D : A→M | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÔÏ f ◦D : A→ N
| ÔÏÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ f(D(ab)) = f(aD(b)+bD(a)) = af(D(b))+b(fD(a)). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å f ×ÚÑÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ (ÚÄÅÓØ ×ÁÖÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ!), ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ
ÞÔÏ Di�(A=R;M) | A-ÍÏÄÕÌØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ g : B → A | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ R-ÁÌÇÅÂÒ, ÔÏ D ◦ g : B →M |
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÏÌØÃÁ B.
ôÅÏÒÅÍÁ 10.3. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ R-ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ A-ÍÏÄÕÌØ 
A=R É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ d : A → 
A=R,
ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ | ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (f : 
A=R → M) 7→ (f ◦ d : A → M) ÚÁÄÁÅÔ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ

Hom(
A=R;M) ∼= Di�(A=R;M):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ A⊗RA→ A. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I ÉÄÅÁÌ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ
ÅÇÏ ÑÄÒÏÍ. úÁÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ, ÞÔÏ I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ A-ÂÉÍÏÄÕÌÅÍ É ËÁË ÌÅ×ÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ
1⊗ a− a⊗ 1. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ∑ ai ⊗ bi ∈ I (ÔÏ ÅÓÔØ ∑ aibi = 0). ôÏÇÄÁ

∑
ai ⊗ bi =

∑
ai(1⊗ bi − bi ⊗ 1):

ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ I2 ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÁË ÌÅ×ÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ ÜÅÌÅÍÅÎÔÁÍÉ (1⊗a−a⊗1)(1⊗b−b⊗1) =
(1⊗ ab− a⊗ b− b⊗ a+ ab⊗ 1).
ðÏÌÏÖÉÍ 
A=R := I=I2, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ d ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ d(a) = 1⊗ a− a⊗ 1. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÐÒÏ×ÅÒÉÍ,
ÞÔÏ d | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ

d(ab)− ad(b)− bd(a) = 1⊗ ab− ab⊗ 1− a(1⊗ b− b⊗ 1)− b(1⊗ a− a⊗ 1) =
= 1⊗ ab− ab⊗ 1− a⊗ b+ ab⊗ 1− b⊗ a+ ab⊗ 1 = (1⊗ a− a⊗ 1)(1⊗ b− b⊗ 1) ≡ 0 (mod I2):

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, d | R-ÌÉÎÅÊÎÏ, ÔÁË ËÁË 1 ⊗ r − r ⊗ 1 = 0 × A ⊗R A. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ.
ðÕÓÔØ D : A → M | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ FD : A ⊗R A → M , ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ
ÆÏÒÍÕÌÏÊ a⊗ b 7→ aD(b). ïÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ FD(I2) = 0. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

FD((1⊗ a− a⊗ 1)(1⊗ b− b⊗ 1)) = FD(1⊗ ab− a⊗ b− b⊗ a+ ab⊗ 1) = D(ab)− aD(b)− bD(a) = 0:
úÎÁÞÉÔ FD ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ fD : I=I2 →M . ðÒÉ ÜÔÏÍ fD(d(a)) = FD(1⊗a−a⊗1) = D(a)−aD(1) = D(a).
ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ f : I=I2 → M | ÍÏÒÆÉÚÍ, Á D(a) = f(d(a)), ÔÏ FD(1 ⊗ a − a ⊗ 1) = D(a) = f(d(a)) =
f(1⊗ a− a⊗ 1), ÔÏ ÅÓÔØ FD = f . ¤
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þÁÓÔØ 11. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ

÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÍÏÄÕÌØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× ÄÌÑ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.
ìÅÍÍÁ 11.1. ðÕÓÔØ R | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. ôÏÇÄÁ 
R[x1;:::;xn]=R] ∼= R[x1; : : : ; xn]⊕n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A = R[x1; : : : ; xn], ÔÏÇÄÁ A ⊗R A = R[x′1; : : : ; x′n; x′′1 ; : : : ; x′′n], Á ÍÏÒÆÉÚÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ
ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ x′i É x′′i × xi. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ I ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ x′i − x′′i , Á ÉÄÅÁÌ I2 | ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ
(x′i − x′′i )(x′j − x′′j ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ FD : I=I2 → An, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÀ

D : A→ An; f(x1; : : : ; xn) 7→ (@f=@x1; : : : ; @f=@xn)
(ÏÎ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ x′i − x′′i = d(xi) × ei := (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0), ÇÄÅ 1 ÓÔÏÉÔ ÎÁ i-ÏÍ ÍÅÓÔÅ). ïÂÒÁÔÎÏ,
ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ g : An → I=I2, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ei × x′i − x′′i . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. ¤

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 11.2. âÏÌÅÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÚÁÐÉÓÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÔÁËÏ×Á. ðÕÓÔØ V | Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ
R-ÍÏÄÕÌØ, Á A = S•RV ∗ | ÅÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ 
A=R ∼= V ∗ ⊗R A, ÐÒÉÞÅÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ d : S•RV ∗ → V ∗ ⊗R S•RV ∗ | ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.
ìÅÍÍÁ 11.3. åÓÌÉ S ⊂ A | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÔÏ 
S−1A=A = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ D : S−1A → M | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ D(A) = 0. ôÏÇÄÁ 0 = D(1) =
D(s−1s) = s−1D(s) + sD(s−1) = sD(s−1), ÚÎÁÞÉÔ D(s−1) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ s ∈ S, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ D ≡ 0. ¤

ìÅÍÍÁ 11.4. ðÕÓÔØ A É R′ | ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ R. ôÏÇÄÁ 
A⊗RR′=R′ = 
A=R ⊗R R′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Di�(A ⊗R R′=R′;M) ∼= Di�(A=R;M) (ÔÁË
ËÁË HomA⊗RR′(
A=R ⊗R R′;M) ∼= HomA(
A=R;M)). ðÕÓÔØ D : A → M | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ
ÔÏÇÄÁ D′(a ⊗ r′) = r′D(a). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ R′-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÏÌØÃÁ A ⊗R R′. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ
D′ : A⊗RR′ →M | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ, Á i : A→ A⊗RR′ | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ D′◦i : A→M
| R-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. ¤

ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× | ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.5. ðÕÓÔØ B = A=J . ôÏÇÄÁ ÔÏÞÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ B-ÍÏÄÕÌÅÊ
(1) J=J2 → 
A=R ⊗A B → 
B=R → 0;

ÇÄÅ ÌÅ×ÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ J → A d→ 
A=R → 
A=R ⊗A B, Á ÐÒÁ×ÙÊ | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×Á-
ÎÉÅÍ A→ B d→ 
B=R.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ B-ÍÏÄÕÌØ M É ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(−;M):
0 → Di�(B=R;M) → Di�(A=R;M) → Hom(J=J2;M)

(ÍÙ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ HomB(
A=R ⊗A B;M) ∼= HomA(
A=R;M)). îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÅÅ
ÔÏÞÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ M . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ D 7→ D ◦ �, ÇÄÅ � : A → B |
ÐÒÏÅËÃÉÑ, É × ÓÉÌÕ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ. ÷ÔÏÒÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ D 7→ D ◦ j,
ÇÄÅ j : J → A| ×ÌÏÖÅÎÉÅ (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a1; a2 ∈ J , ÔÏD(j(a1a2)) = D(a1a2) = a1D(a2)+a2D(a1) = 0, ÔÁË
ËÁË M , ÂÕÄÕÞÉ B-ÍÏÄÕÌÅÍ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ J , ÚÎÁÞÉÔ D ◦ j ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ J2; ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ
Ó a1 ∈ A, a2 ∈ J ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ D ◦ j | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ B-ÍÏÄÕÌÅÊ). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ D ◦ j = 0. úÎÁÞÉÔ D
ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ D′ : B → M , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ D = D′ ◦ �. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ D′
| ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ¤

ðÒÉÍÅÒ 11.6. ðÕÓÔØ f1; : : : ; fm ∈ A = k[x1; : : : ; xn] É B = A=(f1; : : : ; fm). îÁÊÄÅÍ 
B=k. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÏÞ-

ÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ (1) É ÌÅÍÍÏÊ 11.1. óÒÅÄÎÉÊ ÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄBn, Á ÓÀÒßÅËÃÉÉ An f1;:::;fm //J //J=J2

ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÌÅ×ÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ df1, df2, . . . , dfm. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Bm (@fi=@xj) //Bn //
B=R //0.

åÓÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ×ÁÖÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ | Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ÓËÁÌÑÒÏ×.



12

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.7. ðÕÓÔØ A → B → C | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÌÅÃ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ C-ÍÏÄÕÌÅÊ
(2) 
B=A ⊗B C → 
C=A → 
C=B → 0

× ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒ×ÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ B → C d→ 
C=A, Á ×ÔÏÒÏÊ | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ-
×ÁÎÉÅÍ C d→ 
C=B.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÕÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
0 → Di�(C=B;M) → Di�(C=A;M) → Di�(B=A;M);

ÇÄÅ M | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ C-ÍÏÄÕÌØ. ðÅÒ×ÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ | ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ (ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÄ B
ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÎÁÄ A), Á ×ÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ D 7→ D ◦ f , ÇÄÅ f : B → C. îÏ
ÅÓÌÉ D ◦ f = 0, ÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ D ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ B, Á ÚÎÁÞÉÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÁÄ B. ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 11.8. ðÕÓÔØ B1; B2 | A-ÁÌÇÅÂÒÙ, Á C = B1 ⊗A B2. ôÏÇÄÁ 
C=A = 
B1=A ⊗A B2 ⊕B1 ⊗A 
B2=A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÅÅÍ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

B1=A ⊗B1 C → 
C=A → 
C=B1 → 0; 
B2=A ⊗B2 C → 
C=A → 
C=B2 → 0

É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ 
C=B1 = 
B2=A ⊗A B1 = 
B2=A ⊗B2 C É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ 
C=B2 . ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× 
B2=A ⊗B2 C → 
C=A → 
C=B1 | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÞÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ¤
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. ðÕÓÔØ K=k | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÌÉ K = k(x1; : : : ; xn), ÔÏ 
K=k = Kn;
(b) ÅÓÌÉ K=k | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, ÔÏ 
K=k = 0. (c) á ÅÓÌÉ K=k | ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ?
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 11.9. åÓÌÉ A | ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ R-ÁÌÇÅÂÒÙ, ÔÏ 
A=R ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ A = S−1B, ÇÄÅ B = R[x1; : : : ; xn]=J . éÚ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 
B=R | ÆÁË-
ÔÏÒÍÏÄÕÌØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ. äÁÌÅÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÅÐÏÞËÕ
R → B → A. éÚ (2) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 
B=R ⊗ A → 
A=R → 
A=B . ÷ ÎÅÊ 
A=B = 0,
ÚÎÁÞÉÔ 
A=R | ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ 
B=R⊗BA, É ÚÎÁÞÉÔ ÓÁÍ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ. ¤

þÁÓÔØ 12. ðÕÞÏË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X | ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ R. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÕÞÏË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× ÎÁ X. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á SpecA = U ⊂ X ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÕÞÏË ÎÁ U , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÏÄÕÌÀ 
A=R, Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ
×ÌÏÖÅÎÉÑ SpecB = V ⊂ U (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ A→ B) ÍÏÒÆÉÚÍ 
A=R → 
B=R, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ
ÐÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÀ A→ B d→ 
B=R.
ìÅÍÍÁ 12.1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË 
X=R ÎÁ X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ
SpecA = U ⊂ X ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ 
X=R(U) = 
A=R, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ×ÌÏÖÅÎÉÊ ÔÁËÉÅ ÖÅ
ËÁË É ×ÙÛÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ
Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÏÄÕÌÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×, É ÓËÌÅÉÔØ ÉÚ ÎÉÈ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ
ÐÕÞÏË ÎÁ ×ÓÅÍ X (ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÈÅÍÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÏÄÕÌØ 
OX;x=R É ËÁÖÄÏÍÕ
U ⊂ X ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ { sx ∈ 
OX;x=R }x∈U , ËÏÔÏÒÙÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÏÄÕÌÑ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×). îÏ ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÄÒÕÇÊÏ ÓÐÏÓÏÂ.
ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ X ÏÔÄÅÌÉÍÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ � : X → X × X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ). ðÕÓÔØ I ⊂ OX×X | ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏ× ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÕÞÏË I=I2. úÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ÏÎ ÁÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ I, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ OX×X=I-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÐÕÞÏË ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÕÞÏË 
X=R ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

I=I2 = �∗
X=R:
ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÕÞÏË ÌÏËÁÌØÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎ ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×. åÓÌÉ U = SpecA ⊂ X,
ÔÏ U ×U ⊂ X×X É ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ A⊗A→ A, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÕÞÏË
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I ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÉÄÅÁÌÕ I ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 10.3. úÎÁÞÉÔ ÐÕÞÏË I=I2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÄÕÌÀ I=I2 = 
A=R, ÞÔÏ É
ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.
åÓÌÉ ÖÅ ÓÈÅÍÁ X ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌÉÍÏÊ, ÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÎÏ ÚÁÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁ-
ÍËÎÕÔÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å V ⊂ X×X. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ×ÓÅ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ,
ÞÔÏ É ÒÁÎØÛÅ, ÚÁÍÅÎÉ× X ×X ÎÁ V . ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ d : A → 
A=R ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ × ÇÌÏÂÁÌØÎÙÊ
ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏ× d : OX → 
X=R. úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÕÞËÏ× OX-ÍÏÄÕÌÅÊ!
ìÅÍÍÁ 12.2. 
X=R = �∗(I=I2) = �∗I.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ××ÉÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÆÁËÔÁ. ÷ÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁË.
ðÒÉÍÅÎÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ �∗ Ë ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → I2 → I → I=I2 → 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

�∗(I2) → �∗I → �∗(I=I2) → 0:
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÕ I2 ⊗A (A=I) → I ⊗A (A=I),
ËÏÔÏÒÙÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. úÎÁÞÉÔ ×ÔÏÒÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ¤

ìÅÍÍÁ 12.3. ðÕÓÔØ i : Y → X | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ, Á J | ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏ× Y × X. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒ
i∗ : Qcoh(Y ) → Qcoh(X) | ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÐÕÞËÏ×, ÁÎÌÌÕÉÒÕÅÍÙÈ ÐÕÞËÏÍ ÉÄÅÁÌÏ× J .
ïÂÒÁÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ | i∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÐÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ i∗i∗F ∼= F ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ F ∈ Qcoh(Y ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
ÐÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ Hom(i∗i∗F; F ) ∼= Hom(i∗F; i∗F ), ÚÎÁÞÉÔ ÓÕÝÅÓ×ÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ i∗i∗F → F É
ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. üÔÏ ×ÏÐÒÏÓ ÌÏËÁÌØÎÙÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,
ÞÔÏ X = SpecA | ÁÆÆÉÎÎÏ, J ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÉÄÅÁÌÕ J ⊂ A, Á Y = Spec(A=J). ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒ i∗ | ÜÔÏ
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ Mod−(A=J) → Mod−A, Á ÆÕÎËÔÏÒ i∗ | ÜÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ−⊗A(A=J) : Mod−A→ Mod−(A=J).
÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ M | A=J-ÍÏÄÕÌØ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÕÞËÕ F , ÔÏ ÐÕÞËÕ i∗i∗F ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÄÕÌØ
M ⊗A (A=J), Á ÎÁÛ ÍÏÒÆÉÚÍ M ⊗A (A=J) →M ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ A=J ÎÁ M . ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ
ÜÔÏ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÁË ËÁË J ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ M ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ.
ïÂÒÁÔÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÐÕÞËÁ G ÎÁ X ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ G→ i∗i∗G, ËÏÔÏÒÙÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÕÅÔ
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍÕ N → N ⊗A (A=J) ÄÌÑ A-ÍÏÄÕÌÑ N . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ
ÔÅÈ N , ËÏÔÏÒÙÅ ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ J , ÔÁË ÞÔÏ i∗ | ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÐÕÞËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ
ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ J . ¤

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÕÞÏË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×. ðÕÓÔØ X | ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ S. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÄÉÁÇÏÎÁÌØ × ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ � : X → X ×S X É ÐÏÌÏÖÉÍ 
X=S = �∗I, ÇÄÅ I | ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏ× ÄÉÁÇÏ-
ÎÁÌÉ, ÅÓÌÉ X ÏÔÄÅÌÉÍÁ ÎÁÄ S, Á ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÔÄÅÌÉÍÁ, ÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÚÁÍÅÎÉ× ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÚÁÍËÎÕÔÁ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ SpecA ⊂ X, SpecR ⊂ S | ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÏÔËÒÙ-
ÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ �(SpecA) ⊂ SpecR, ÇÄÅ � : X → S (ÔÁË ÞÔÏ A | R-ÁÌÇÅÂÒÁ), ÔÏ 
X=S ÎÁÄ
SpecA ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÄÕÌÀ 
A=R.
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X | ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R, ÔÏ 
X=R = 
X= SpecR.
ìÅÍÍÁ 12.4. ðÕÞÏË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× 
X=S ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X | ÌÏËÁÌØÎÏ ÎÅÔÅÒÏ×Á,
ÔÏ 
X=S ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ.

üÔÁ ÌÅÍÍÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ 11.9.

þÁÓÔØ 13. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

îÁÞÎÅÍ Ó ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ V | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÔÏ 
A(V ) ∼= V ∗ ⊗OA(V ).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ E | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ S, Á X = TotS(E) = SpecS(S•E∗), ÔÏ

X=S ∼= �∗E∗, ÇÄÅ � : X → S | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ.
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ôÅÏÒÅÍÁ 13.1. ðÕÓÔØ W | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÔÓ×Ï ÎÁÄ k ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → 
P(W ) →W ∗ ⊗OP(W )(−1) → OP(W ) → 0; (ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ)
× ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÁ×ÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ W ∗ ⊗OP(W ) → OP(W )(1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÑÄÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � : W ∗ ⊗ OP(W ) → OP(W )(1) ÞÅÒÅÚ K (ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ
P(W ) ËÁË ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr(1;W ), ÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ U⊥). ðÏÌÕÞÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ � : K →W ∗ ⊗OP(W ). ðÏÄÎÉÍÅÍ
� É � ÎÁ P(W )× P(W ) É ÐÒÏËÏÍÐÏÎÉÒÕÅÍ | ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ

' : p∗1K
p∗1� //W ∗ ⊗OP(W )×P(W )

p∗2� //p∗2OP(W )(1):
ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Z' = �(P(W )). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Z' ⊂ �(P(W )) ÎÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ×
ÔÏÍ, ÞÔÏ p1|Z' = p2|Z' . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×
W ∗ ⊗OP(W )×P(W ) → p∗iOP(W )(1) ÎÁ Z'. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉÙÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 // p∗1K|Z'
p∗1� //

'|Z' ))SSSSSSSSSSSSSSS
W ∗ ⊗OZ'

p∗1� //

p∗2�
²²

p∗1OP(W )(1)|Z'

ttj j j j j j j j
// 0

p∗2OP(W )(1)|Z'
ôÁË ËÁË '|Z' = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÕÎËÔÉÒÎÕÀ ÓÔÒÅÌËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÁ × ÓÉÌÕ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ
×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. îÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏ× ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ
ÒÁÎÇÁ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Õ ÎÅÇÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÒÁÎÇ, ÚÎÁÞÉÔ ÐÏ ÌÅÍÍÅ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÅÇÏ ÑÄÒÏ
| ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏ ÒÁÎÇÁ ÎÏÌØ, ÚÎÁÞÉÔ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÕÎËÔÉÒÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ,
ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ p1|Z' = p2|Z' .
þÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍ ×ÌÏÖÅÎÉÉ � : P(W ) → P(W )× P(W )
ÉÍÅÅÍ �∗' = � ◦ � = 0, ÚÎÁÞÉÔ � ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Z'.
éÔÁË, Z' = �(P(W )). ÷ÓÐÏÍÉÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÈÅÍÙ ÎÕÌÅÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÀÒßÅËÃÉÀ K £ OP(W )(−1) → I.
ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ �∗ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ �∗(K £OP(W )(−1)) = K(−1) → �∗I = 
P(W ). îÏ É K(−1) É

P(W ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ÐÕÞËÁÍÉ ÒÁÎÇÁ n − 1 (ÄÌÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, Á ÄÌÑ
×ÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ, Á ÎÁ
ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÐÕÞÏË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ), ÚÎÁÞÉÔ ÜÔÏÔ ÍÏÒÆÉÚÍ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.
ôÅÐÅÒØ ×ÓÐÏÍÉÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÕÞËÁ K, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ¤
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(k;W )
(a) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ U⊥ £ U → I, ÇÄÅ I | ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏ× ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ;
(b) ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ 
Gr(k;W ) ∼= U⊥ ⊗ U .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17. ðÕÓÔØ E | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ S. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ (a) 
GrS(k;E)=S ∼= U⊥ ⊗ U ;
(b) ÎÁ PS(E) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ

0 → 
PS(E)=S → �∗E∗ ⊗OPS(E)=S(−1) → OPS(E) → 0;
ÇÄÅ � : PS(E) → S | ÐÒÏÅËÃÉÑ.
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áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ - 2
16.03.2010

çÌÁÄËÏÓÔØ
þÁÓÔØ 14. òÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ

îÁÐÏÍÎÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÏÌÅÃ É ÏÂÓÕÄÉÍ ÉÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.
òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ëÒÕÌÌÑ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ n, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ
ÃÅÐÏÞËÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ pn ⊂ A. åÓÌÉ A | ÃÅÌÏÓÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, Á K |
ÅÅ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ, ÔÏ dimA = degtrK=k. ëÏÌØÃÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÒÁÚÍÅÒÎÙÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÇÏ
ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n.
äÌÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÒÁ×ÎÏÒÁÚÍÅÒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A, ÅÓÌÉ f ∈ A, ÔÏ dimA− 1 6 dimA=(f) 6 dimA, ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ f ÎÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÔÏ dimA=(f) = dimA− 1 É ËÏÌØÃÏ A=(f) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÎÙÍ.
îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m É ÐÏÌÅÍ ×ÙÞÅÔÏ× k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ,
ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k-×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á m=m2 ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ëÒÕÌÌÑ ËÏÌØÃÁ A:

dimk m=m2 = dimA:
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï dimk m=m2 > dimA.
îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÐÏËÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á
ÎÕÖÎÁ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ.
ôÅÏÒÅÍÁ 14.1. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÅÇÏ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ÔÏÖÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ.

ôÁËÖÅ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÏËÁ ÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÌÀÂÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ ÐÏ
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ).
ôÅÏÒÅÍÁ 14.2. ÷ÓÑËÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.3. óÈÅÍÁ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ (ÉÌÉ ÎÅÏÓÏÂÏÊ) × ÔÏÞËÅ x, ÅÓÌÉ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ OX;x
ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ. ôÏÞËÁ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÓÏÂÏÊ. óÈÅÍÁ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ (ÎÅÏÓÏ-
ÂÏÊ), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 14.4. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÔÏÞÅË ÓÈÅÍÙ ÏÔËÒÙÔÏ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÓÈÅÍÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ
×Ï ×ÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÔÏ ÏÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÐÒÏÓ ÌÏËÁÌÅÎ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = SpecA ÁÆÆÉÎÎÁ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ,
ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ×
ÅÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ap ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏ É p ⊂ q, ÔÏ Aq ÔÏÖÅ ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏ. îÏ ÅÓÌÉ Aq

ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ Ap = (Aq)pAq ÔÏÖÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ¤

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÓÈÅÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ÔÏÌØËÏ × ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÏÞËÁÈ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 14.5. ÷ÓÑËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÓÈÅÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓ×ÑÚÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ó×ÏÉÈ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ Ä×Å ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ, ÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÜÔÏÊ
ÔÏÞËÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏ. ¤

þÁÓÔØ 15. óÌÏÉ ÐÕÞËÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÕÞÏË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X | ÓÈÅÍÁ
ÎÁÄ k, ÔÏ ÐÕÞÏË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× 
X=k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á SpecA ⊂ X ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÄÕÌÀ 
A=k.
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.1. ðÕÓÔØ A | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m É ÐÏÌÅÍ ×ÙÞÅÔÏ× k = A=m.
åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ k ⊂ A, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ A → k ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → m=m2 → 
A=k ⊗A k → 
k=k → 0 ÔÏÞÎÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ


A=k ⊗A k ∼= m=m2:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ 
A=k ⊗A k → m=m2 | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-
ÒÏ×ÁÎÉÅ A→ m=m2. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÅÍ.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ A→ k → A. üÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌØÃÁ A × ÓÅÂÑ. ðÏÌÏÖÉÍ �(x) := x− �(x).
ôÏÇÄÁ �(x) ∈ m ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ A. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

�(xy) + �(xy) = xy = (�(x) + �(x))(�(y) + �(y)) = �(x)�(y) + �(x)�(y) + �(y)�(x) + �(x)�(y):
úÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ �(xy) = �(x)�(y) É ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ �(x) = x− �(x), �(y) = y − �(y), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

�(xy)− x�(y)− y�(x) = −�(x)�(y) ∈ m2;

ÚÎÁÞÉÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ �� : A �→ m → m=m2 | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f : 
A=k ⊗A k → m=m2

| ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ f(dx ⊗ 1) = ��(x). ôÁË ËÁË ÄÌÑ x ∈ m ÉÍÅÅÍ �(x) = x, ÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ
m=m2 d→ 
A=k ⊗A k f→ m=m2 | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁ, ÏÔËÕÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.
÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ 
k=k = 0. ¤

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 15.2. õÓÌÏ×ÉÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ, ÅÓÌÉ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ k (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ k → A).

ëÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ K=k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÔÏ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K0=k É ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K=K0.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 18. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K=k ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ, ÔÏ dimK 
K=k = degtrK=k.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19. ðÕÓÔØ k | ÓÏ×ÅÒÝÅÎÎÏÅ ÐÏÌÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ
ÐÏÌÑ k ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ. õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÍ. úÁÒÉÓËÉÊ-óÁÍÀÜÌØ, ÔÅÏÒÅÍÁ 31 (ÓÔÒ. 105).
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.3. ðÕÓÔØ X | ÃÅÌÁÑ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k. ôÏÇÄÁ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:

(i) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÏÞÅË x ∈ X ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï 
X=k ⊗OX;x k(x) ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n;
(ii) ÐÕÞÏË 
X=k ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ n;

(iii) ÓÈÅÍÁ X ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 15.4. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÐÏÌÑ k(x) ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ
ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ ÎÁÄ k (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÓÈÅÍÁ X ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÎÁÄ k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÐÌÉËÁÃÉÑ (ii) ⇒ (i) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. äÏËÁÖÅÍ (i) ⇒ (iii). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÏ-
ËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÌÀÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ. ðÕÓÔØ A | ÔÁËÏÅ ËÏÌØÃÏ, m | ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ.
ôÏÇÄÁ 
A=k ⊗A k ∼= kn, ÚÎÁÞÉÔ dim m=m2 = n, ÚÎÁÞÉÔ A ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ.
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ (iii) ⇒ (ii). ðÕÓÔØ ÓÈÅÍÁ X ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ. þÔÏÂÙ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ 
X=k ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ
ÒÁÎÇÁ n = dimX, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÌÏÊ ÐÕÞËÁ 
X=k × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÒÁÎÇÁ n ÎÁÄ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A = OX;x. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÏÄÕÌØ | 
A=k.
úÁÍÅÔÉÍ ÐÒÏ ÎÅÇÏ Ä×Á ÆÁËÔÁ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÅÓÌÉ K | ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ A, ÔÏ 
A=k⊗AK = 
K=k = Kn, ÔÁË
ËÁË ÐÏÌÅ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÓÏ×ÅÒÖÅÎÎÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ K=k ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ, Á ÓÔÅÐÅÎØ
ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÑ K ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ A. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÔÁË ËÁË k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ,
Á ÔÏÞËÁ x ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÔÏ k(x) = k, ÔÁË ÞÔÏ 
A=k ⊗A k = m=m2 = kn, ÔÁË ËÁË X ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n.
ïÓÔÁÅÔÓÑ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÏÊ. ¤

ìÅÍÍÁ 15.5. ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A Ó ÐÏÌÅÍ
×ÙÞÅÔÏ× k É ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ K. åÓÌÉ dimKM ⊗A K = dimk M ⊗A k, ÔÏ M Ó×ÏÂÏÄÅÎ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ dimk M ⊗A k = n. ÷ÙÂÅÒÅÍ n ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ × M ⊗A k = M=mM É ÐÏÄÎÉÍÅÍ ÉÈ × M .
ðÏÌÕÞÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ' : An →M . ðÏ ÌÅÍÍÅ îÁËÁÑÍÙ ÏÎ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÒÏÎÙ, ÔÅÎÚÏÒÎÏ ÄÏÍÎÏÖÁÑ
ÎÁ K ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

An //

²²

M

²²
Kn // M ⊗A K

ôÁË ËÁË ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÏÞÎÏ ÓÐÒÁ×Á, ÎÉÖÎÑÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÁ. ôÁË ËÁË dimKM⊗AK = n, ÏÎÁ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. îÁËÏÎÅÃ, ÔÁË ËÁË A ÃÅÌÏÓÔÎÏ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ A→ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ,
ÚÎÁÞÉÔ ÌÅ×ÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ | ×ÌÏÖÅÎÉÅ, ÚÎÁÞÉÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÓÔÒÅÌÏË An → M ⊗A K | ×ÌÏÖÅÎÉÅ, Á ÚÎÁÞÉÔ É
ÍÏÒÆÉÚÍ An →M | ×ÌÏÖÅÎÉÅ. úÎÁÞÉÔ M ∼= An. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 15.6. úÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ⊂ An ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ c ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ
ÐÏÌÅÍ k, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÉÄÅÁÌÏÍ I(X) = (f1; : : : ; fm), ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ
J(f) := (@fi=@xj) ÒÁ×ÅÎ c ×Ï ×ÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÏÞËÁÈ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ A := AX = k[x1; : : : ; xn]=(f1; : : : ; fm). éÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ Am J(f) //An //
A=k //0. ôÅÎÚÏÒÎÏ ÕÍÎÏÖÁÑ ÎÁ k(x) ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 
A=k ⊗A k(x) ÒÁ×ÎÁ n− rankJ(f)x, ÏÔËÕÄÁ É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ. ¤

ðÒÉÍÅÒ 15.7. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ æÅÒÍÁ X = {xn0 + xn1 + · · · + xnN = 0 } ⊂ PN ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ,
ÅÓÌÉ char k ÎÅ ÄÅÌÉÔ n. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ X ÒÁ×ÎÁ N − 1. äÁÌÅÅ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÁÆÆÉÎÎÏÊ
ËÁÒÔÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ IX = (1 + yn1 + · · ·+ ynN ), ÔÁË ÞÔÏ J(f) = (nyn−1

1 ; : : : ; nyn−1
N ). åÓÌÉ char k ÎÅ ÄÅÌÉÔ n, ÔÏ

ÒÁÎÇ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏÌØËÏ × ÔÏÞËÅ (y1; : : : ; yN ) = (0; : : : ; 0), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ X, ÚÎÁÞÉÔ X
ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ. åÓÌÉ ÖÅ p = char k ÄÅÌÉÔ n, ÔÏ xn0 + · · · + xnN = (xn=p0 + · · · + xn=pN )p, ÔÁË ÞÔÏ X ÎÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ, É
ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÎÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÖÉÄÁÅÍ ÏÔ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

þÁÓÔØ 16. òÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ËÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ

ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ, Á M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎÉÍ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x1; : : : ; xn × A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ × M , ÅÓÌÉ xi+1 ÎÅ Ñ×ÌÑÑÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ × ÍÏÄÕÌÅ M=(x1; : : : ; xi) ÄÌÑ ×ÓÅÈ
0 6 i 6 n− 1. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ i ÔÏÞÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 //M=(x1; : : : ; xi)
xi+1 //M=(x1; : : : ; xi) //M=(x1; : : : ; xi+1) //0 :

åÓÌÉ ÍÏÄÕÌØ ÎÅ ÕËÁÚÁÎ, ÔÏ ÐÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ × ËÁÞÅÓÔ×Å M ÂÅÒÅÔÓÑ A.
ðÒÉÍÅÒ 16.1. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x1; : : : ; xm × k[x1; : : : ; xn] ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ. á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x(x+y); y(x+
y) × k[x; y] | ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÁ, ÔÁË ËÁË × k[x; y]=x(x+ y) ÉÍÅÅÍ x · y(x+ y) = 0.
ìÅÍÍÁ 16.2. ðÕÓÔØ A | ÒÁ×ÎÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÎÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x1; : : : ; xm
ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ dimA=(x1; : : : ; xm) = dimA−m.

÷ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ | ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÕ, ÎÅ Ñ×ÌÑÝÅÍÕÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ
ÎÕÌÑ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ. ÷ ÄÐÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÍÙ ÐÏËÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, ÔÁË
ËÁË ÐÒÏÝÅ ÂÕÄÅÔ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ëÏÜÎ-íÁËÏÌÅÅ×Á ËÏÌØÃÁ.
ïÂ ÜÔÏÍ ÍÙ ÐÏÇÏ×ÏÒÉÍ × ÄÒÕÇÏÊ ÒÁÚ.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ E | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÒÁ×ÎÏÒÁÚÍÅÒÎÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ (ëÏÜÎ-íÁËÏÌÅÅ×ÏÊ) ÓÈÅÍÅ X. çÌÏ-
ÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ s ∈ �(X;E) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ dimZs = dimX − rank(E).
÷ÏÚØÍÅÍ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï SpecA = U ⊂ X, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÅÔÓÑ:
E|U ∼= OrU . ðÒÉ ÜÔÏÊ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÅÞÅÎÉÅ s|U ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ s1; : : : ; sr ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
ËÏÌØÃÁ A. ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ s | ÒÅÇÕÌÒÎÏ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ.
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ×ÎÅÛÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E∗. óÅÞÅÎÉÅ s ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Ó×ÅÒÔËÉ

�k+1E∗ //�kE∗ ⊗ E∗ 1⊗s //�kE∗ ;
ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ s. åÓÌÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÏ×ÁÔØ E, ÔÏ ÎÁ ÂÁÚÉÓÅ ei0:::ik × �k+1E∗ ÜÔÏÔ
ÍÏÒÆÉÚÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

ei0:::ik 7→
k∑

j=0
(−1)js(eij )ei0:::ij−1ij+1:::ik :

ìÅÍÍÁ 16.3. ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r, Á s ∈ �(X;E). ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
(?) 0 → �rE∗ s→ �r−1E∗ s→ · · · s→ �2E∗ s→ E∗ s→ OX → 0:
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ, É ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. ðÏÓÌÅ
ÜÔÏÇÏ ×ÓÅ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ. ¤

ëÏÍÐÌÅËÓ (?) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ëÏÛÕÌÑ ÓÅÞÅÎÉÑ s.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16.4. åÓÌÉ ÓÅÞÅÎÉÅ s ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ×ÅÚÄÅ, ËÒÏÍÅ ËÒÁÊÎÅÇÏ
ÓÐÒÁ×Á ÞÌÅÎÁ, ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑ × ËÏÔÏÒÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ OZs | ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÍÕ ÐÕÞËÕ ÓÈÅÍÙ ÎÕÌÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÎÇÕ r ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E. åÓÌÉ r = 0 ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ ÍÙ
ÄÏËÁÚÁÌÉ ÄÌÑ ÒÁÎÇÁ r−1. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ E ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ,
Á ÓÅÞÅÎÉÅ s ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ s1; : : : ; sr. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F ÓÕÍÍÕ ÐÅÒ×ÙÈ r−1
ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × E, Á ÞÅÒÅÚ t ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÓÅÞÅÎÉÅ F , ÔÁË ÞÔÏ E = F ⊕ O. ôÏÇÄÁ �kE∗ = �kF ∗ ⊕ �k−1F ∗.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× ëÏÛÕÌÑ:

0
²²

0
²²

0
²²

0
²²

0 //

²²

�r−1F ∗ t //

²²

: : : t // �2F ∗ t //

²²

F ∗ t //

²²

O // 0

0 // �rE∗ s // �r−1E∗ s //

²²

: : : s // �2E∗ s //

²²

E∗ s //

²²

O //

²²

0

0 // �r−1F ∗ t //

²²

�r−2F ∗ t //

²²

: : : t // F ∗ t //

²²

O //

²²

0

0 0 0 0
éÚ ÌÅÍÍÙ 16.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ t ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, Á ÆÕÎËÃÉÑ sn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ (ÎÅ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ
ÎÕÌÑ) ÎÁ ÓÈÅÍÅ ÎÕÌÅÊ Zt ⊂ X. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍÍÏÊ Ï ÚÍÅÅ É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → H−1(�•E∗; s) → OZt sn→ OZt → H0(�•E∗; s) → 0
(ÔÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÓÅÒÅÄÉÎÅ | ÜÔÏ sn ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ Ï ÚÍÅÅ) É ÚÁÎÕÌÅÎÉÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ
ÓÒÅÄÎÅÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÓËÏÌØËÕ sn ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ × OZt , ÓÒÅÄÎÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ | ×ÌÏÖÅÎÉÅ,
ÔÁË ÞÔÏ H−1 = 0, Á H0 = OZs . ¤

þÁÓÔØ 17. ëÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË

ðÕÓÔØ Y ⊂ X | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ, i : Y → X | ×ÌÏÖÅÎÉÅ, Á J | ÅÅ ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏ×.
ìÅÍÍÁ 17.1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
(∗) J =J 2 → i∗
X=k → 
Y=k → 0:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ × ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ. ¤
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ðÕÞÏË J =J 2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÐÕÞËÏÍ ÐÏÄÓÈÅÍÙ Y .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ J =J 2 ∼= i∗J , ÇÄÅ i | ×ÌÏÖÅÎÉÅ Y → X.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.2. ðÕÓÔØ Y ⊂ X | ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ s ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÒÁÎÇÁ r ÎÁ X. åÓÌÉ
ÓÅÞÅÎÉÅ s ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ ËÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ r, ÔÏÞÎÅÅ J =J 2 ∼= i∗E∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ëÏÛÕÌÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÓÐÒÁ×Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
�2E∗ s→ E∗ → J → 0:

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÏÞÎÙÊ ÓÐÒÁ×Á ÆÕÎËÔÏÒ i∗ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÓÐÒÁ×Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

�2i∗E∗ i
∗s→ i∗E∗ → i∗J → 0:

îÏ i∗s = 0, ÔÁË ËÁË Y | ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ s, ÐÏÜÔÏÍÕ i∗J ∼= i∗E∗. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 21. ðÕÓÔØ X ⊂ Pn | ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ d. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ J =J 2 ∼= OX(−d).

ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.3. ðÕÓÔØ Y ⊂ X | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ËÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË ÌÏËÁÌØÎÏ
Ó×ÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ r = dimX−dimY . ôÏÇÄÁ ÌÏËÁÌØÎÏ Y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ÎÕÌÅÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ y ∈ Y . ìÏËÁÌØÎÏ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ y ÍÙ
ÍÏÖÅÍ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÐÕÞÏË J =J 2 É (×ÏÚÍÏÖÎÏ ÅÝÅ ÒÁÚ ÕÍÅÎØÛÉ× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ) ÐÏÄÎÑÔØ r ÅÇÏ ÂÁÚÉÓÎÙÈ
ÓÅÞÅÎÉÊ ÄÏ ÓÅÞÅÎÉÊ ÐÕÞËÁ J ⊂ OX , ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔØ r ÆÕÎËÃÉÊ s1; : : : ; sr. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ OrX → J ,
ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÊ ÜÔÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ × ÔÏÞËÅ y, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ É × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏ-
ÓÔÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Y = Z(s1;:::;sr) É ÔÁË ËÁË dimY = dimX − r, ÔÏ s = (s1; : : : ; sr) |
ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ OrX , Á Y | ÅÇÏ ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ. ¤

åÓÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ Y ⊂ X ÌÏËÁÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ÎÕÌÅÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÇÏ×Ï-
ÒÑÔ, ÞÔÏ Y | ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ × X.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 17.4. úÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ Y ⊂ X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ r = dimX − dimY .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÏÞÅË × Pn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÙÍ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ËÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (∗) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅ×Á.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.5. ðÕÓÔØ X | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k, E | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ,
s | ÅÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ, Á Y = Zs | ÅÇÏ ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ. åÓÌÉ Y ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (∗)
ÔÏÞÎÁ ÓÌÅ×Á.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÓÌÅ×Á ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0 → i∗E∗ → i∗
X=k → 
Y=k → 0:
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = SpecA É Y = SpecB | ÁÆÆÉÎÎÙ. íÏÒÆÉÚÍ
i∗E∗ → i∗
X=k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ B-ÍÏÄÕÌÅÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÔÏÇÄÁ
É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ × ÌÀÂÏÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ ÉÄÅÁÌÅ. ÷
ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ (ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÔÏÞÅÎ). ÷ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ
ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

0 // Ker' //

²²

Br //

²²

Bn

²²
0 // ⊕p(Ker'⊗B Bp) // ⊕pBrp // ⊕pBnp
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ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÉÄÅÁÌÁÍ p, ÔÁË ËÁË ÑÄÒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ B → ⊕pBp

ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ × ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÅ B, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ
ÎÕÌÅ×ÏÊ. ôÁË ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÂÝÉÍ ÔÏÞËÁÍ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Y ,
ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ÔÏÞÎÏÓÔØ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ. ðÕÓÔØ y | ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ. ôÏÇÄÁ OY;y | ÐÏÌÅ k(y), ÐÏÜÔÏÍÕ
ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ × ÔÏÞËÕ y ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ i∗E∗ ⊗ k(y) → i∗
X=k ⊗ k(y) → 
k(y)=k → 0.
ôÁË ËÁË ÐÏÌÅ k ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ, Á dimY = dimX − rankE = n − r, ÔÁË ËÁË s ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ 
k(y)=k = k(y)n−r.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÛÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ k(y)r → k(y)n → k(y)n−r → 0. îÏ ÏÎÁ ÔÏÞÎÁ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ
É ÓÐÒÁ×Á, ÚÎÁÞÉÔ ÏÎÁ ÔÏÞÎÁ ÔÁËÖÅ É ÓÌÅ×Á. ¤
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 23. ðÕÓÔØ X ⊂ Pn | ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ d Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ f . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 
X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÁ

0 //OX(−d) (@f=@xi) //OX(−1)n+1 (xi) //OX //0
× ÓÒÅÄÎÅÍ ÞÌÅÎÅ.

îÁËÏÎÅÃ, ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.
ôÅÏÒÅÍÁ 17.6. ðÕÓÔØ X | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, Á Y ⊂ X | ÎÅÏÓÏÂÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ × X ËÏÒÁÚÍÅÒ-
ÎÏÓÔÉ r. ôÏÇÄÁ Y | ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (∗) ÔÏÞÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Y | ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÔÁË ËÁË ÔÏÞÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ
ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ìÏËÁÌÉÚÕÅÍ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ Y . ðÏÌÕÞÉÍ ÓÀÒßÅËÃÉÀ f : A → B
ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÌÅÃ, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ dimA−dimB = r. åÓÌÉ m É n | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ, Á I = Ker f ,
ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

I=mI → m=m2 → n=n2 → 0
×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ñÄÒÏ ÐÒÁ×ÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ r. ÷ÙÂÅÒÅÍ r ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ É ÐÏÄÎÉÍÅÍ
ÉÈ ÄÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x1; : : : ; xr ∈ I. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ I. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ B′ = A=(x1; : : : ; xr) É
ÐÕÓÔØ n′ | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ × B′. ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ dim n′=(n′)2 = n−r, ÔÁË ÞÔÏ dimB′ 6 n−r = dimB. ó
ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ B | ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ ËÏÌØÃÁ B′, ÐÏÜÔÏÍÕ dimB 6 dimB′. úÎÁÞÉÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ
ÒÁ×ÎÙ É ËÏÌØÃÏ B′ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ. îÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ
ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÚÎÁÞÉÔ B′ = B É I = (x1; : : : ; xr) | ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ r ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. ¤
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áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ - 2
23.03.2010

ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅ×ÏÓÔØ
þÁÓÔØ 18. æÕÎËÔÏÒÙ Tor É Ext

ðÕÓÔØ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓ P• ÐÒÏÅË-
ÔÉ×ÎÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ

· · · → P2 → P1 → P0 → 0;
ÔÁËÏÊ ÞÔÏ H0(P•) = M , H>0(P•) = 0.

ìÅÍÍÁ 18.1. ÷ÓÑËÉÊ A-ÍÏÄÕÌØ M ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ. åÓÌÉ P• É Q• | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÒÅ-
ÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ÍÏÄÕÌÅÊ M É N , Á f : M → N | ÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ
f• : P• → Q• (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× fi : Pi → Qi, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ
H0(f•) = f . åÓÌÉ f•; g• : P• → Q• | Ä×Á ÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ H0(f•) = H0(g•), ÔÏ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× hi : Pi → Qi+1, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ fi− gi = dQi+1 ◦hi−hi−1 ◦ dPi .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÓÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ (ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÅ) Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ
ÍÏÄÕÌÅÊ | ÅÓÌÉ P ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, Á S → T | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ P → T ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ
ÍÏÒÆÉÚÍÁ P → S (ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÆÕÎËÔÏÒ Hom(P;−) ÔÏÞÅÎ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÌÅ×Á, ÎÏ É ÓÐÒÁ×Á), Á ÔÁËÖÅ ÔÏÔ ÆÁËÔ,
ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÍÏÖÎÏ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ × M É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ).

éÔÁË, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ. åÓÌÉ ÐÅÒ×ÙÅ k-ÛÁÇÏ× ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÀÒßÅËÃÉÀ
Pk+1 → Ker(Pk → Pk−1), ÞÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÍÏÖÎÏ. ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ
f0; : : : ; fk−1 ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ. ôÁË ËÁË dQk−1◦fk−1◦dPk = 0, ÔÏ fk−1◦dPk ÂßÅÔ ÉÚ Pk × Ker dQk−1 = Im dQk , Á ÍÏÒÆÉÚÍ
Qk → Im dQk ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÓËÏÍÙÊ fk ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ,
ÞÔÏ h0; : : : ; hk−1 ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ. ôÏÇÄÁ dQk ◦(fk−gk−hk−1◦dPk ) = (fk−1−gk−1−dQk ◦hk−1−hk−2◦dPk−1)◦dPk = 0,
É ÄÁÌÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ËÁË É ×ÙÛÅ. ¤

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ Torp(M;N) É Extp(M;N) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ M ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ-
×ÅÎÔÕ P• É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓÙ P• ⊗A N , HomA(P•; N) É ÐÏÌÏÖÉÍ

TorAp (M;N) = Hp(P• ⊗A N); ExtpA(M;N) = Hp(HomA(P•; N)):

ìÅÍÍÁ 18.2. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ A-ÍÏÄÕÌÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ É ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙ É ÐÏ M É ÐÏ N .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÞÎÅÍ Ó ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ P• É P ′• | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ÄÌÑ M É M ′, Á
f : M →M ′ | ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏ ÐÒÅÄÙÄÝÅÊ ÌÅÍÍÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× f• : P• → P ′•, ËÏÔÏ-
ÒÙÊ ÄÁÓÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× P•⊗AN → P ′•⊗AN É HomA(P ′•; N) → HomA(P•; N), Á ÚÁÔÅÍ É ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÈ
ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ TorAp (M;N) → TorAp (M ′; N) É ExtpA(M ′; N) → ExtpA(M;N). åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ
f• ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ, ÎÏ ÅÓÌÉ g• | ÄÒÕÇÏÊ ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ h•, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ
ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ É ÍÅÖÄÕ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× P•⊗AN É P ′•⊗AN , HomA(P ′•; N) É HomA(P•; N), Á ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ
ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÄÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØ-
ÎÏÓÔØ | ÅÓÌÉ g : M ′ → M ′′ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÍÏÒÆÉÚÍ, Á g• : P ′• → P ′′• | ÅÇÏ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÎÁ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ, ÔÏ g• ◦ f•
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ g ◦ f , Á ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ËÁË ÒÁÚ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×.

ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ É × ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ. åÓÌÉ P• É P ′• | Ä×Å ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÑ
M , ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ idM : M → M ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× f• : P• → P ′• É g• : P ′• → P•, ÐÒÉÞÅÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ
f•◦g• É g•◦f• ÔÏÖÅ ÐÏÄÎÉÍÁÀÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍ
ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÉÍÉ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. ¤
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 18.3. (i) TorA0 (M;N) ∼= M ⊗A N , Ext0
A(M;N) ∼= HomA(M;N).

(ii) åÓÌÉ M ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ TorA>0(M;N) = Ext>0
A (M;N) = 0; ÅÓÌÉ N ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ TorA>0(M;N) = 0.

(iii) ÷ÓÑËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ 0 →M ′ →M →M ′′ → 0 ÄÁÅÔ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
· · · → Tor1(M ′; N) → Tor1(M;N) → Tor1(M ′′; N) →M ′ ⊗A N →M ⊗A N →M ′′ ⊗A N → 0;

0 → Hom(M ′′; N) → Hom(M;N) → Hom(M ′; N) → Ext1(M ′′; N) → Ext1(M;N) → Ext1(M ′; N) → : : :
(iv) ÷ÓÑËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ 0 → N ′ → N → N ′′ → 0 ÄÁÅÔ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

· · · → Tor1(M;N ′) → Tor1(M;N) → Tor1(M;N ′′) →M ⊗A N ′ →M ⊗A N →M ⊗A N ′′ → 0;
0 → Hom(M;N ′) → Hom(M;N) → Hom(M;N ′′) → Ext1(M;N ′) → Ext1(M;N) → Ext1(M;N ′′) → : : :

(v) Torp(M;N) ∼= Torp(N;M).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (i) õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÐÒÁ×Á ÆÕÎËÔÏÒÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É
ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÌÅ×Á ÆÕÎËÔÏÒÁ Hom.
(ii) åÓÌÉ M ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ P0 = M , P>0 = 0. äÌÑ ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÔÏÞÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÁ.
(iii) ÷ÙÂÅÒÅÍ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ P ′′• . úÁÔÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ P• Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ P• → P ′′• , ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÍ
ÍÏÒÆÉÚÍ M → M ′′, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÂÙÌ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ (ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ Ë Pk ÐÒÑÍÏÅ
ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ Ker(P ′′k → P ′′k−1)). ðÏÌÏÖÉÍ P ′k = Ker(Pk → P ′′k ). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,
ÞÔÏ P ′k ÂÕÄÕÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙ (× ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÀÒßÅËÃÉÑ Pk → P ′′k ÒÁÓÝÅÐÌÑÅÔÓÑ × ÓÉÌÕ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ P ′′k ,
ÐÏÜÔÏÍÕ Pk ∼= P ′′k ⊕ P ′k, Á ÚÎÁÞÉÔ P ′k ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ). ðÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÚÍÅÅ P ′• ÂÕÄÅÔ ÒÅÚÏÌ×ÅÎÔÏÊ ÄÌÑ M ′. ðÏÌÕÞÁÅÍ
ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÍÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÒÅÚÏÌ×ÅÎÔ. äÏÍÎÏÖÁÑ ÅÅ ÎÁ N (ÉÌÉ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(−; N)),
ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅÎÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÍÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÅÍÍÁ Ï ÚÍÅÅ ÄÁÅÔ ÉÓËÏÍÕÀ ÄÌÉÎÎÕÀ
ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. æÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ.
(iv) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

(v) îÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Q• | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÄÌÑ N , ÔÏ Hp(M ⊗AQ•) = TorAp (M;N). ðÕÓÔØ
Ni = Im dQi , ÔÁË ÞÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÔÏÞÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ 0 → Ni+1 → Qi → Ni → 0, N0 = N . ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÉÍ ÐÕÎËÔ
(iv) É ÐÕÎËÔ (i) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0 → Tor1(M;Ni) →M ⊗A Ni+1 →M ⊗A Qi →M ⊗A Ni → 0
É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ TorAi+1(M;Ni) = TorAi (M;Ni+1) ÄÌÑ i > 0. ÷ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÔÏÇÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0
²²

Tori+1(M;N)
²²

0 // Tori+2(M;N) // M ⊗A Ni+2 // M ⊗A Qi+1 //

))TTTTTTT
M ⊗A Ni+1 //

²²

0

M ⊗A Qi
²² ))TTTTTTT

0 // Tori(M;N) // M ⊗A Ni //

²²

M ⊗A Qi−1 // M ⊗A Ni−1 // 0

0
× ËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ × ËÏÍÐÌÅËÓÅ M ⊗A Q•. éÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÓÒÁÚÕ ×ÉÄÎÏ,
ÞÔÏ Coker(M ⊗A Qi+1 → M ⊗A Qi) = M ⊗A Ni, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑ ÜÔÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ × ÓÔÅÐÅÎÉ i ÒÁ×ÎÁ
Ker(M ⊗A Ni →M ⊗A Qi−1) = TorAi (M;N). ¤

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 18.4. äÅÊÓÔ×ÉÑ ËÏÌØÃÁ A ÎÁ Torp(M;N) (ÉÌÉ ÎÁ Extp(M;N)), ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÉÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ A ÎÁ
M É N ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÎÉ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÉÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ A ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÅ P•⊗AN (ÓÏÏÔ×. HomA(P•; N)),
ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ A ÎÁ P• É ÎÁ N ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á ÏÎÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 18.5. áÎÁÌÏÇÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (v) ÄÌÑ Ext Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÚÁ-
ÍÅÎÙ N ÎÁ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÆÕÎËÔÏÒÁ HomA(M;−) É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÔÁËÖÅ
ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ Extp(M;N).
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þÁÓÔØ 19. áÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ

ìÅÍÍÁ 19.1. ÷ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÍ ËÏÌØÃÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ËÏÎÅÞÎÏ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, Õ
ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ ÓÈÅÍÙ ÞÉÓÌÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ËÏÎÅÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï Z ⊂ X, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ (× ÓÉÌÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ ÔÁËÏÅ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ Z ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ, ÔÏ ÅÓÔØ Z = Z ′ ∪ Z ′′, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÁË ËÁË Z ÂÙÌÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ËÁË Z ′, ÔÁË É
Z ′′ ÉÍÅÀÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. úÎÁÞÉÔ ÔÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ Z. ¤

ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ, M | A-ÍÏÄÕÌØ. ÷ÓÑËÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ 0 6= m ∈M ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ
Ann(m;M) = Ker(A m→M) = { a ∈ A | am = 0 }:

ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ann(M) É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÍÏÄÕÌÑ. úÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄ-
ÓÈÅÍÁ × Spec(A), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÜÔÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÍÏÄÕÌÑ M (ÉÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ
ÅÍÕ ÐÕÞËÁ) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ supp(M).
ðÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ×ÉÄÁ Ann(m;M) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ ÍÏÄÕÌÑ M . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÓÓÏÃÉÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÍÏÄÕÌÑ M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ass(M).
ðÒÉÍÅÒ 19.2. • åÓÌÉ p ⊂ A | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÔÏ Ass(A=p) = { p }.

• ðÕÓÔØ A = k[x; y]=(y2; xy). ôÏÇÄÁ Ass(A) = { (y); (x; y) }.
• ðÕÓÔØ A = k[x], M = ⊕a∈kA=(x− a). ôÏÇÄÁ Ass(M) = { (x− a) }a∈k.
• ðÕÓÔØ A = ∏∞

i=1 k. ôÏÇÄÁ Ass(A) = {mi }∞i=1, ÇÄÅ mi | ÑÄÒÏ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ i-ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ.

ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ | ÜÔÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÎÏÓÉ-
ÔÅÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÊ ÐÕÞËÁ.
ìÅÍÍÁ 19.3. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A ÎÅÔÅÒÏ×Ï, Á ÍÏÄÕÌØ M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ, ÔÏ Ass(M) ÎÅÐÕÓÔÏ É ËÏÎÅÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÎÅÐÕÓÔÏÔÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ I = Ann(m;M) ÍÁËÉÓÍÁÌÅÎ ÐÏ
×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÓÒÅÄÉ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× (Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ
××ÉÄÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ), ÔÏ ÏÎ ÐÒÏÓÔÏÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ b 6∈ I, ab ∈ I. ôÏÇÄÁ abm = 0 ÐÏ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÀ I, ÎÏ bm 6= 0. úÎÁÞÉÔ a ∈ Ann(bm;M). îÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ I = Ann(m;M) ⊂ Ann(bm;M), ÚÎÁÞÉÔ × ÓÉÌÕ
ÍÁËÉÓÍÁÌØÎÏÓÔÉ I ÉÍÅÅÍ Ann(bm;M) = I, ÔÏ ÅÓÔØ a ∈ I.
äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÎÁ ×ÓÑËÏÍ ÍÏÄÕÌÅ M ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ, ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÁËÔÏÒÙ ËÏÔÏ-
ÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ A=pA, ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÀ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ÎÁÊÔÉ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ p, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m ∈ M . ôÏÇÄÁ Im(A m→ M) = A=p.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÄÕÌØ M1 = CokerM=Am. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌÅÊ
M → M1 → M2 → : : : , ËÏÔÏÒÁÑ × ÓÉÌÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ A É ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ M ÄÏÌÖÎÁ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÏ-
×ÁÔØÓÑ. úÎÁÞÉÔ Mn = 0 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ n, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ M = Ker(M → Mn) ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ,
×ÓÅ ÆÁËÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ A=p.
ôÅÐÅÒØ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ 0 → M ′ → M �→ M ′′ → 0, ÔÏ Ass(M) ⊂ Ass(M ′) ∪ Ass(M ′′). ÷
ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ p = Ann(m), m ∈ M . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ A=p ⊂ M . ðÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ

0 // M ′ ∩ (A=p) //

²²

A=p //

²²

�(A=p) //

²²

0

0 // M ′ // M � // M ′′ // 0
åÓÌÉ M ′ ∩ (A=p) = 0, ÔÏ �(A=p) ∼= A=p, ÏÔËÕÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ A=p ⊂ M ′′, ÔÏ ÅÓÔØ p ∈ Ass(M ′′). åÓÌÉ ÖÅ
M ′ ∩ (A=p) 6= 0, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 0 6= m′ ∈M ′ ∩ (A=p) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ Ann(m′) = p, ÔÏ ÅÓÔØ p ∈ Ass(M ′).
ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ë ÆÁËÔÏÒÁÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, ÆÁËÔÏÒÙ ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÎÁÛÕ
ÆÉÌØÔÒÁÃÉÀ, Á ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏ. ¤



24

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 19.4. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÏÊ ÍÏÖÅÔ
ÂÙÔØ ÓÉÌØÎÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Ass(M). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ A = M = Z, ÔÏ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ pZ ⊂ Z ÄÁÅÔ { (0); (p) }, × ÔÏ
×ÒÅÍÑ ËÁË Ass(Z) = { (0) }.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 24. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ass(M [S−1]) = { p[S−1] | p ∈ Ass(M); p ∩ S = ∅ }.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 25. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ
ËÏÌØÃÁ (ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÎÙÍÉ).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 26. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ | ÜÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ
ÉÄÅÁÌÏ× ËÏÌØÃÁ A.

þÁÓÔØ 20. ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅ×ÏÓÔØ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 20.1. çÌÕÂÉÎÏÊ A-ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÄÌÑ M ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ × A. çÌÕÂÉÎÏÊ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÇÌÕÂÉÎÁ ËÁË A-ÍÏÄÕÌÑ. çÌÕÂÉÎÁ M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ depth(M),
Á ÇÌÕÂÉÎÁ ËÏÌØÃÁ A | depth(A). åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A ÌÏËÁÌØÎÏ, ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ.

÷ÏÔ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÇÌÕÂÉÎÙ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 20.2. ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A. ôÏÇÄÁ

depth(M) = min{ l | Extl(k;M) 6= 0 }:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ Ä×Å ×ÅÝÉ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ ×ÌÅ-
ÞÅÔ ÚÁÎÕÌÅÎÉÅ ÄÒÕÇÏÊ, Á ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ M Ë M=xM ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÄÌÑ M ÜÌÅÍÅÎÔÁ
ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÁ 1.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ Hom(k;M) 6= 0, ÔÏ × M ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÍÙÊ ÉÄÅÁÌÏÍ m, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÎÉËÁËÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÕÓÔØ depth(M) = 0. úÎÁÞÉÔ m ⊂ ∪p∈Ass(M)p, ÎÏ
×ÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÒÏÓÔÙÈ (Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ass(M) ËÏÎÅÞÎÏ),
ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÉÈ (ÓÍ. áÔØÑ-íÁËÄÏÎÁÌØÄÓ), ÚÎÁÞÉÔ m ⊂ p ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ p ∈ Ass(M), ÎÏ ÔÏÇÄÁ m = p,
ÔÏ ÅÓÔØ m ∈ Ass(M).
îÁËÏÎÅÃ, ÐÕÓÔØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÓËÁÖÅÍ x, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ × M . ðÏÌÏÖÉÍ M ′ = M=xM .
ðÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ

0 →M x→M →M ′ → 0:
ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÅÊ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(k;−) ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ Extl(k;M ′) = 0 ÐÒÉ l < n− 1, É ÞÔÏ

Extn−1(k;M ′) = Ker(x : Extn(k;M) → Extn(k;M)):
îÏ x ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÕÌÅÍ ÎÁ k, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÎÁ Extn(k;M), ÔÁË ÞÔÏ Extn−1(k;M ′) = Extn(k;M) 6= 0. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÑ M ′, ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ n− 1. ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 20.3. åÓÌÉ x ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ ÄÌÑ M , ÔÏ depth(M=xM) = depth(M)− 1.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 20.4. ìÀÂÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÄÌÑ M ÜÌÅÍÅÎÔ × A ÄÏÓÔÒÁÉ×ÁÅÔÓÑ ÄÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÉ ÄÌÉÎÙ depth(M).
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 20.5. depth(A) 6 dimA.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ depth(A). åÓÌÉ x ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ,
ÔÏ depth(A=xA) = depth(A)− 1, dim(A=xA) = dimA− 1. ¤
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 20.6. ëÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ, ÅÓÌÉ depth(A) = dim(A). óÈÅÍÁ ÎÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ.

óÏÇÌÁÓÎÏ 20.2, ËÏÌØÃÏ ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅ×Ï ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ExtlA(k; A) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ l < dimA:

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÄÒÕÇÉÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉÔÅÒÉÉ ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅ×ÏÓÔÉ.
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ìÅÍÍÁ 20.7. òÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ
ÓÈÅÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ dimA. åÓÌÉ dimA = 0, ÔÏ depth(A) 6 dimA = 0, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ-
×ÁÅÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ dimA > 0. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × m=m2 É ÐÏÄÎÉÍÅÍ ÅÇÏ ÄÏ x ∈ m. ôÁË ËÁË ÒÅÇÕ-
ÌÑÒÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÏÓÔÎÏ, ÔÏ x ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ dimA=(x) = dimA−1. ó ÄÒÕÇÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ A=(x) | ÜÔÏ m=xm, Á (m=xm)=(m=xm)2 = m=(xm + m2) = (m=m2)=(x),
× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÁ 1 ÍÅÎØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m=m2. úÎÁÞÉÔ ËÏÌØÃÏ A=(x) ÔÏÖÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, Á ÚÎÁ-
ÞÉÔ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅ×Ï, Á ÚÎÁÞÉÔ depth(A=(x)) = dim(A=(x)) = dimA − 1. îÏ
depth(A=(x)) = depth(A)− 1 × ÓÉÌÕ 20.3, ÚÎÁÞÉÔ depth(A) = dimA, ÔÏ ÅÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ. ¤
ìÅÍÍÁ 20.8. åÓÌÉ A | ËÏÌØÃÏ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ, Á x1; : : : ; xm | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ ËÏÌØÃÏ
A=(x1; : : : ; xm) ÔÏÖÅ ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅ×Ï.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÌÕÞÁÊ m = 1, Á ÏÎ ÏÞÅ×ÉÄÅÎ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ x1 ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ, ÔÏ
depth(A=xA) = depthA− 1 × ÓÉÌÕ 20.3, Á dim(A=(x1)) = dimA− 1 ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ¤

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ × ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅ×ÏÊ ÓÈÅÍÅ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ × ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÓÈÅÍÅ)
ÔÏÖÅ ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅ×Ï.
ìÅÍÍÁ 20.9. åÓÌÉ A | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ, ÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ
ÉÄÅÁÌÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ p ⊂ A | ×ÌÏÖÅÎÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ. ôÏÇÄÁ A=p ⊂ A,
dimA=p < dimA. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ É ÄÌÑ
A=p, ÚÎÁÞÉÔ depth(A) 6 depth(A=p). îÏ depth(A=p) 6 dim(A=p). ¤
ôÅÏÒÅÍÁ 20.10. ðÕÓÔØ A | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x1; : : : ; xm ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ
ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ dimA=(x1; : : : ; xm) = dimA−m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ, ÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÐÏÎÉÖÁÅÔÓÑ ÎÁ m. äÏËÁ-
ÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ m.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÌÕÞÁÊ m = 1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x1 ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ), ÔÏ
dimA=(x1) = dimA− 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ dimA=(x1) = dimA− 1, ÔÏ x1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ.
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ x1 ÂÙÌ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÏÎ ÌÅÖÁÌ ÂÙ × ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ ÉÄÅÁÌÅ p. îÏ
ÐÏÓËÏÌØËÕ A | ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅ×Ï, ÔÏ p ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, Á ÔÏÇÄÁ dimA=(x1) = dimA.
ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ m > 1. ÷ ÃÅÐÏÞËÅ ËÏÌÅÃ A, A=(x1), . . . , A=(x1; : : : ; xm) ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÒÁÚÍÅÒ-
ÎÏÓÔØ ÐÏÎÉÖÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ ÎÁ 1, Á × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÎÉÖÁÅÔÓÑ ÎÁ m. úÎÁÞÉÔ ÏÎÁ ÐÏÎÉÖÁÌÁÓØ ÎÁ 1 ÎÁ
ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ dimA=(x1) = dimA− 1, ÚÎÁÞÉÔ × ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ x1 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ × A, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 20.3 ÉÍÅÅÍ depth(A=(x1)) = depth(A)−1,
ÚÎÁÞÉÔ ËÏÌØÃÏ A=(x1) ÔÏÖÅ ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅ×Ï, É ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x2; : : : ; xm × ÎÅÍ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ
ÔÅÏÒÅÍÙ. úÎÁÞÉÔ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ. ¤
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áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ - 2
06.04.2010

ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ É ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË
þÁÓÔØ 21. çÌÁÄËÏÓÔØ É ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ

÷ÓÑËÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÛÁÒÕ. äÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (ÄÁÖÅ ÄÌÑ
ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ) ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ×ÅÒÎÏ, ÔÁË ËÁË ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓËÏÇÏ ÓÌÉÛËÏÍ ÓÌÁÂÁ. ïÄÎÁËÏ ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 21.1. ðÕÓÔØ A | ÎÅÔÅÒÏ×Ï ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÐÏÌÅÍ ×ÙÞÅÔÏ× k É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m.
óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ

(i) A ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ;
(ii) grA ∼= k[x1; : : : ; xn], n = dim m=m2;

(iii) Â ∼= k[[x1; : : : ; xn]], n = dim m=m2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÊ (ii) É (iii) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ (i) É (iii).
ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ dim m=m2 = n. ÷ÙÂÒÁ× n ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÉÄÅÁÌÁ m, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ
k[[x1; : : : ; xn]] → Â. éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÅÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ f | ÜÌÅÍÅÎÔ × ÑÄÒÅ. ðÕÓÔØ fd | ÍÌÁÄÛÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄ-
ÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ f . ôÏÇÄÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ dimA=mk = dim Â=mk 6

(k+n−1
n

)− (k−d+n−1
n

)
, ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ

ÏÔ k ÓÔÅÐÅÎÉ n − 1, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ dimA 6 n − 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ A ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ dimA = n),
ÔÏ f ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ f ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ dimA=mk = dim Â=mk =

(k+n−1
n

)
, ÞÔÏ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÚÎÁÞÉÔ dimA = n É A ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ. ¤

éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, \ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ" ÎÅÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ \ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ" ÔÏÞËÉ ×
ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 27. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 21.1, ÞÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÏÓÔÎÏ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÈÅÍÙ X ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÒÁ×-
ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË 
X=k ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ dimX. ëÌÀÞÅ×ÏÊ ÍÏÍÅÎÔ × ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å
| ÔÏÞÎÏÓÔØ ÓÌÅ×Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ m=m2 → 
X=k ⊗ k(x) → 
k(x)=k → 0, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÌÑ
ÓÌÅÄÏ×ÁÌÁ ÉÚ ÒÁÓÝÅÐÉÍÏÓÔÉ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → m → A→ k(x) → 0. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÉÍÅÔØ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÔÒÏÊËÉ 0 → m=m2 → A=m2 → k(x) → 0.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 28. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ A=m2 → A=m = k(x) ÉÍÅÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ � : k(x) → A=m2.
ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÍÏÒÆÉÚÍ 
A=k ⊗ k(x) → m=m2, ÒÁÓÝÅÐÌÑÀÝÉÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ m=m2 → 
X=k ⊗ k(x) →

k(x)=k → 0.
ìÅÍÍÁ 21.2. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ k, Á k(x)=k | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ
ÍÏÒÆÉÚÍ A=m2 → k(x) ÉÍÅÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ k(x) ∼= k[t]=P (t), ÇÄÅ P (t) | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. ðÕÓÔØ a ∈ A
| ÐÒÏÏÂÒÁÚ × A ÏÂÒÁÚ t × k(x). ôÏÇÄÁ P (a) ≡ 0 (mod m). îÁÍ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ a′ ∈ A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ P (a′) ≡ 0
(mod m2). âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ a′ = a + �, � ∈ m. ðÏ ÍÏÄÕÌÀ m2 ÉÍÅÅÍ P (a + �) = P (a) + �P ′(a). îÏ
P ′(a) 6≡ 0 (mod m), ÔÁË ËÁË P ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ, ÚÎÁÞÉÔ P ′(a) ÏÂÒÁÔÉÍÏ × A=m2, ÞÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ �. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 29. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ k, Á k(x)=k | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
(a) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ k(x) → A=mn ÐÒÏÅËÃÉÉ A=mn → k(x);
(Â) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ k(x) → Â ÐÒÏÅËÃÉÉ Â→ k(x);
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 21.3. åÓÌÉ X | ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ k, Á x | ÔÏÞËÁ ÎÁ X, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ k(x) ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ
ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ k, ÔÏ 
X=k ⊗ k(x) ∼= m=m2.

óÈÅÍÁ X ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÅ ÐÏÌÑ ×ÙÞÅÔÏ× ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ ÎÁÄ k.
åÓÌÉ ÐÏÌÅ k ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ, ÔÏ ×ÓÑËÁÑ k-ÓÈÅÍÁ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÁ ÎÁÄ k.
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 21.4. åÓÌÉ X | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÁ ÎÁÄ k, Á 
X=k ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ dimX, ÔÏ X ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ.

þÁÓÔØ 22. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 22.1. ðÕÓÔØ X ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÄ k. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ Ë X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓ-
ÓÌÏÅÎÉÅ TX , Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ (ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÍÕ) ÐÕÞËÕ 
X=k:

TX ∼= 
∗X=k:

ðÒÉÍÅÒ 22.2. ðÕÓÔØ X = P(W ). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ
0 → OP(W ) →W ⊗OP(W )(1) → TP(W ) → 0:

ðÒÉÍÅÒ 22.3. ðÕÓÔØ X = P1. ôÏÇÄÁ TX ∼= OX(2). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 //OP1
(x;y) //OP1(1)⊕OP1(1) //TP1 //0 :

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ OP1(1)⊕OP1(1) (y;−x) //OP1(2). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍ, Á ÅÇÏ ËÏÍ-
ÐÏÚÉÃÉÑ Ó ÐÅÒ×ÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÒÁ×ÎÁ yx − xy = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ
ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ TP1 → OP1(2). îÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏ× ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÒÁÎÇÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍÏÍ.
ðÒÉÍÅÒ 22.4. ðÕÓÔØ X = Gr(k;W ). ôÏÇÄÁ TGr(k;W ) ∼= U∗ ⊗W=U .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 30. ðÕÓÔØ X;Y | ÇÌÁÄËÉÅ, p; q : X × Y → X;Y | ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
TX×Y = p∗TX ⊕ q∗TY .

äÌÑ ÏÓÏÂÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÈÏÒÏÛÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ (ÎÁÐÒÁÛÉ×ÁÀÝÅÅÓÑ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁË Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ë ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍ ÐÕÞËÁ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ | ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÏÂßÑÓÎÅÎÏ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ).
ïÄÎÁËÏ, ÅÓÔØ ÈÏÒÏÛÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ÔÏÞËÅ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 22.5. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ë ÓÈÅÍÅ X × ÔÏÞËÅ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
TX;x := (m=m2)∗, ÇÄÅ m | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÔÏÞËÉ x, Á Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k(x).
ìÅÍÍÁ 22.6. åÓÌÉ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ÔÏÞËÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÌÏÅÍ
ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ: TX;x = TX ⊗ k(x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÏÊ ÐÕÞËÁ ÄÉÆ-
ÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ m=m2. ¤

åÓÌÉ ÖÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ, ÓÌÏÊ ÐÕÞËÁ 
∗X=k ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.
ðÒÉÍÅÒ 22.7. ðÕÓÔØ X | ËÒÉ×ÁÑ × A2 Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ y2 = x3 (ËÁÓÐÉÄÁÌØÎÁÑ ËÕÂÉËÁ), X = Spec k[t2; t3]. ðÕÓÔØ

char k 6= 2; 3. ôÏÇÄÁ 
X=k = Coker(OX
(3x2;2y) //OX ⊕OX ) = Coker(k[t2; t3] (t4;t3) //k[t2; t3]⊕ k[t2; t3]), Á


∗X=k = Ker(k[t2; t3]⊕ k[t2; t3] (t4;t3) //k[t2; t3]) = Im(k[t2; t3] (t2;−t3) //k[t2; t3]⊕ k[t2; t3]), ÔÁË ÞÔÏ 
∗X=k |
ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÐÕÞÏË ÒÁÎÇÁ 1, Á ÅÇÏ ÓÌÏÊ × ÎÕÌÅ ÏÄÎÏÍÅÒÅÎ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ dimTX;0 = 2.

äÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÞÁÓÔÏ ÏÞÅÎØ ÕÄÏÂÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.8. äÌÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË x ∈ X ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ dimTX;x > dimX. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ dimTX;x = dimX,
ÔÏ ÔÏÞËÁ x ÎÅÏÓÏÂÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ dimTX;x = dimX ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË x ∈ X, ÔÏ X ÎÅÏÓÏÂÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á dimTX;x = dim m=m2 > dimOX;x = dimX,
ÐÒÉÞÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅÏÓÏÂÏÓÔØ ÔÏÞËÉ. ¤

äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÞÁÓÔÏ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.
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ìÅÍÍÁ 22.9. ðÕÓÔØ X | ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, x | ÅÅ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÔÏÞËÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ k(x)=k ÓÅ-
ÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ. ôÏÇÄÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï TX;x ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó Map(Spec(k(x)[�]=�2); X; x) | ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ
×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ Spec k(x) × x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = SpecA. ôÏÇÄÁ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ A → k(x)[�]=�2, ÐÅ-
ÒÅ×ÏÄÑÝÉÅ m ⊂ A × k(x)�. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÚÁÎÕÌÑÀÔÓÑ ÎÁ m2 É ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÁÀÔ k(x)-ÌÉÎÅÊÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ m=m2 → k(x)� ∼= k(x), ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ × (m=m2)∗ = TX;x. ïÂÒÁÔÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v : m=m2 → k(x) = k(x)� ⊂ k(x)[�]=�2, ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 21.2 ÉÍÅÅÍ A=m2 ∼= m=m2 ⊕ k(x), ÞÔÏ ÐÏÚ×Ï-
ÌÑÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÅÇÏ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ A=m2 → k(x)[�]=�2, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ, É
ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ A→ k(x)[�]=�2. ¤

õÓÌÏ×ÉÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ, É ÐÏÌÅ ×ÙÞÅÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ.
ðÒÉÍÅÒ 22.10. ðÕÓÔØ A = Z, m = (p), ÔÁË ÞÔÏ k(x) = Fp. ôÏÇÄÁ m=m2 ∼= Fp, ÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ
Z→ Fp[�]=�2 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ Z→ Fp ⊂ Fp[�]=�2.
ðÒÉÍÅÒ 22.11. ðÕÓÔØ A = Fp(t)[y], m = (yp − t), ÔÁË ÞÔÏ k(x) = Fp(y). ôÏÇÄÁ m=m2 ∼= Fp(y), ÎÏ A=m2 =
Fp(t)[y]=(yp − t)2 6∼= Fp(y)[�]=�2, ÔÁË ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍ A=m2 → k(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÅÞÅÎÉÑ (× A=m2 ÎÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁ,
ÐÒÏÅËÔÉÒÕÀÝÅÇÏÓÑ × y É × p-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁ×ÎÏÇÏ t | × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ (y + (yp − t)z)p = yp 6= t).

÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÌÅÍÍÕ 22.9 ÏÞÅÎØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.
ðÒÉÍÅÒ 22.12. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ x ∈ P(W ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÑÍÏÊ L ⊂ W . ôÏÇÄÁ Map(k[�]=�2;P(W ); x) |
ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ L ⊂W ⊗O ÎÁ Spec k[�]=�2, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÐÒÉ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ Spec k ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ L ⊂W . ÷ÓÑËÏÅ ÔÁËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ L ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÍÕ, ÔÏ
ÅÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ k⊕k�, Á ×ÌÏÖÅÎÉÅ L →W⊗O ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ
w0 +w1� : k →W⊕W� (ÎÁ k� ÏÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ), ÐÒÉÞÅÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ w0 : k →W ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ L ⊂ W . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ w1 : k → W . ðÒÉ
ÜÔÏÍ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ L →W⊗O, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ L. îÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ
L | ÜÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ k[�]=�2, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÉÄÁ 1+a�. ðÒÉ ÜÔÏÍ (w0 +w1�) : k →W ⊕W�
ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ w0 + (w1 + aw0)�, ÔÏ ÅÓÔØ w1 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ ËÒÁÔÎÏÇÏ w0, ÔÏ ÅÓÔØ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ L→W=L. úÎÁÞÉÔ TX;x = Hom(L;W=L).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 31. ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 32. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X ÇÌÁÄËÏÅ, ÔÏ Map(Spec(k[�]=�2); X) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÔÏÞÅË ÔÏÔÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ë X, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÂÁÚÕ X ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ Map(Spec(k[�]=�2); X) → Map(Spec k; X) = X.

åÓÌÉ ÖÅ ÓÈÅÍÁ ÚÁÄÁÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ Ñ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 33. ðÕÓÔØ X ⊂ An ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ f1; : : : ; fm, ÔÏ TX;x = Ker(kn (@fi=@xj)(x) //km ).

þÁÓÔØ 23. îÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË

ðÕÓÔØ Y ⊂ X | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ Ó ÐÕÞËÏÍ ÉÄÅÁÌÏ× J . îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË J =J 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ X ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÎÁ Y , ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÐÕÞËÏÍ. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ
ÐÕÞÏË

NX=Y := (J =J 2)∗

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÐÕÞËÏÍ ÐÏÄÓÈÅÍÙ. úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÄÕÁÌÉÚÁÃÉÑ ÂÅÒÅÔÓÑ ÎÁ Y , Á ÎÅ ÎÁ X!
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.1. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÙ Y ⊂ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
(?) 0 → TY → TX|Y → NX=Y → 0;
Á NX=Y | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r = dimX − dimY .
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÕÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÕÞËÏ× ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁ-
ÌÏ×. ôÁË ËÁË Y ÎÅÏÓÏÂÏ × ÎÅÏÓÏÂÏÍ X, ÔÏ Y | ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ J =J 2 ÌÏËÁÌØÎÏ
Ó×ÏÂÏÄÅÎ ÎÁ Y ÒÁÎÇÁ r, Á ÚÎÁÞÉÔ ÔÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ NX=Y . ôÏÞÎÏÓÔØ ÓÐÒÁ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÌÅ×Á
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÕÞËÏ× ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× É ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ. ¤

ìÅÍÍÁ 23.2. ðÕÓÔØ 0 → F → G→ H → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ×. åÓÌÉ
H ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ, ÔÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → H∗ → G∗ → F ∗ → 0 ÔÁËÖÅ ÔÏÞÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÐÒÏÓ ÌÏËÁÌÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÅÊ
ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÍÏÄÕÌØ H Ó×ÏÂÏÄÅÎ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÝÅÐÌÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÒÁÓ-
ÝÅÐÌÅÎÉÅ É ÄÌÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, É × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔ ÅÅ ÔÏÞÎÏÓÔØ. ¤

÷ÙÞÉÓÌÑÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË ÐÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÄÓÈÅÍÁ Y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ÎÕÌÅÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ
×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.
ìÅÍÍÁ 23.3. ðÕÓÔØ Y ⊂ X | ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ s ∈ �(X;E). ôÏÇÄÁ NY=X = E|Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ J =J 2 ∼= E∗. ¤

ðÒÉÍÅÒ 23.4. ðÕÓÔØ X ⊂ P2 | ËÒÉ×ÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ d. ôÏÇÄÁ NX=P2 ∼= OP2(d)|X .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ �d : P1 → Pd É ÎÁÊÄÅÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. ðÒÉ d = 1 ÉÓËÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ,
ÐÒÉ d = 2 ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ N = �∗2O(2) = O(4). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ d = 3.
úÄÅÓØ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ.
ìÅÍÍÁ 23.5. ðÕÓÔØ f : P(W ) → P(V ) | ×ÌÏÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÓÀÒßÅËÃÉÅÊ V ∗⊗OP(W ) → OP(W )(d) É ÐÕÓÔØ
F : V ∗ → SdW ∗ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ. ôÏÇÄÁ

Nf(P(W ))=P(V ) = Coker(W ⊗OP(W )(1) ~F //V ⊗OP(W )(d));
ÇÄÅ ~F | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ë ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÉ F | V ∗ → SdW ∗ →W ∗ ⊗ Sd−1W ∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ×ÏÔ ÞÔÏ. ðÕÓÔØ ' : S → P(W ) | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ
L →W ⊗OS . ôÏÇÄÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ f ◦' : S → P(V ) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ Ld → SdW ⊗OS F→ V ⊗OS . ðÒÉÍÅÎÉÍ
ÔÅÐÅÒØ ÜÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ S = Spec(k[�]=�2), L = k + k� É ' = w0 + w1�. ôÏÇÄÁ f ◦ ' ÚÁÄÁÅÔÓÑ Sd(w0 + w1�) =
wd0 + dwd−1

0 w1�), Á ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ df : TP(W ) → TP(V )|P(W ) ÄÏÓÔÒÁÉ×ÁÅÔÓÑ ÄÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

0 // OP(W )

id
²²

// W ⊗OP(W )(1)

~F
²²

// TP(W )

df
²²

// 0

0 // OP(W ) // V ⊗OP(W )(d) // TP(V )|P(W ) // 0
ðÒÉÍÅÎÑÑ (?) É ÌÅÍÍÕ Ï ÚÍÅÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ¤

éÔÁË, ÐÕÓÔØ d = 3. ôÏÇÄÁ F = (x3; x2y; xy2; y3), ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 //O(1)2

(
3x2;2xy;y2;0
0;x2;2xy;3y2

)T

//O(3)4 //N //0:
ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ N = O(5)2. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ

O(3)4

(
x2;−2xy;y2;0
0;x2;−2xy;y2

)

//O(5)2 :
ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ (ÓÒÅÄÉ ÅÇÏ ÍÉÎÏÒÏ× ÅÓÔØ É x4 É y4), Á ÅÇÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Ó ÐÅÒ×ÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ
× ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ N → O(5)2, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÑÚÁÎ
ÂÙÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 34. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ d ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ N�d(P1)=Pd ∼= OP1(d+ 2)d−1.
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õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 35. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ N�2(P2)=P5 ∼= S2TP2 .

îÁÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ë ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ Gr(2;W ) ⊂ P(�2W ). úÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ × ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÎÁÄÏ ×ÚÑÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ U ⊂W⊗OGr(2;W )
É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÅÇÏ ×ÎÅÛÎÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔ | �2U ⊂ �2W ⊗OGr(2;W ). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
(?) × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

0 → U∗ ⊗W=U → �2U∗ ⊗ �2W=�2U → N → 0:
ðÏÄËÒÕÞÉ×ÁÑ ÅÅ ÎÁ �2U ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → U ⊗W=U → �2W=�2U → N ⊗ �2U → 0:
úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. ôÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → U → W ⊗ OGr(2;W ) → W=U → 0 ÍÏÖÎÏ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÆÉÌØÔÒÁÃÉÀ ÄÌÉÎÙ 2 ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ W ⊗OGr(2;W ) Ó ÆÁËÔÏÒÁÍÉ U É W=U .
ìÅÍÍÁ 23.6. åÓÌÉ ÎÁ ÐÕÞËÅ B ÚÁÄÁÎÁ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÄÌÉÎÙ 2 Ó ÆÁËÔÏÒÁÍÉ A É C, ÔÏ ÎÁ ÐÕÞËÅ �kB ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÄÌÉÎÙ k + 1 Ó ÆÁËÔÏÒÁÍÉ �iA⊗ �k−iC.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Fi ÏÂÒÁÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ �iA⊗�k−iB → �iB ⊗�k−iB → �kB.
ñÓÎÏ, ÞÔÏ Fk ⊂ Fk−1 ⊂ · · · ⊂ F1 ⊂ F0 = �kB | ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F ′i ÑÄÒÏ
ÍÏÒÆÉÚÍÁ �kB → �i−1B ⊗ �k−i+1B → �i−1B ⊗ �k−i+1C. ôÏÇÄÁ F ′k ⊂ F ′k−1 ⊂ · · · ⊂ F ′1 ⊂ F ′0 = �kB |
ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ �iA⊗ �k−iB → �kB → �i−1B ⊗ �k−i+1C ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ
(ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Fi ⊂ F ′i ), É ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ �iA⊗�k−iB → �kB → �iB⊗�k−iC ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ
× ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ �iA⊗ �k−iB → �iA⊗ �k−iC → �iB ⊗ �k−iC, ÇÄÅ ÐÅÒ×ÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, Á ×ÔÏÒÏÊ
| ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Fi=F ′i−1 = �iA ⊗ �k−iC). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ
Fi = F ′i , ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ É ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÙÂÏÒÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → A→ B → C → 0. ¤
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 36. äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ Ë ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → U → W ⊗ OGr(2;W ) → W=U → 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÀ
F2 ⊂ F1 ⊂ F0 = �2W ⊗OGr(2;W ) Ó F2 ∼= �2U , F1=F2 ∼= U ⊗W=U , F0=F1 ∼= �2(W=U).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 37. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄËÒÕÔËÁ ÎÁ �2U ÍÏÒÆÉÚÍÁ TGr(2;W ) → TP(�2W )|Gr(2;W ) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÏÒ-
ÆÉÚÍÏÍ F1=F2 → F0=F2.

úÎÁÞÉÔ NGr(2;W )=P(�2W ) ⊗ �2U ∼= F0=F1 ∼= �2(WU), ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ NGr(2;W )=P(�2W ) ∼= �2(WU)⊗ �2U∗.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 38. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ NGr(k;W )=P(�kW ) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÄÌÉÎÙ k − 1 Ó
ÆÁËÔÏÒÁÍÉ �i(W=U)⊗ �iU∗, 2 6 i 6 k.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 39. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ NP(U)×P(W )=P(U⊗W ) ∼= TP(U) £ TP(W ).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 40. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á � : X → X × X | ÄÉÁÇÏÎÁÌØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
N�(X)=X×X ∼= TX .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 41. ðÕÓÔØ Z ⊂ Y ⊂ X | ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → NY=Z → NX=Z → NX=Y |Z → 0:
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áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ - 2
13.04.2010

ðÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ
þÁÓÔØ 24. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

÷ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÝÉÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÇÒÏÍÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂßÅË-
ÔÁÍÉ ÓÏ×ÓÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ÷ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÜÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ (ÉÌÉ ÏÞÅÎØ Ë ÎÉÍ ÂÌÉÚËÉ).
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ P1 → P1. þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÎÁÄÏ ÚÁÄÁÔØ
×ÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ O(−d) → O⊕O.
ìÅÍÍÁ 24.1. ÷ÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ O(−d) → O ⊕ O ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ d
ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÁË ËÁË Hom(O(−d);O) = �(P1;O(d)), ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ O(−d) → O⊕O ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× (f; g) ÓÔÅÐÅÎÉ d. ïÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ P ∈ P1

ÍÁÔÒÉÃÁ (f(P ); g(P )) ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ 1, ÔÏ ÅÓÔØ f(P ) É g(P ) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ f É g
ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ. ¤

ôÁË ËÁË Ä×Á ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ,
Á Aut(O(−d)) = k∗, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÝÕÀ
ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.
ìÅÍÍÁ 24.2. éÍÅÅÍ Map(P1;P1) = ⊔∞

d=0 Mapd(P1;P1), Á Mapd(P1;P1) | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × P2d+1(k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Mapd(P1;P1) ⊂ Map(P1;P1) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : P1 → P1, ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÙÈ f∗O(−1) = O(−d). ôÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× (f; g) ÓÔÅÐÅÎÉ d ÂÅÚ ÏÂÝÉÈ
ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × (kd+1⊕ kd+1)=k∗ = P2d+1(k).
ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÏÂÝÉÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. îÏ ÜÔÏ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ |
ÅÓÌÉ f = a0xd+a1xd−1y+ · · ·+ad−1xyd−1 +adyd, g = b0xd+b1xd−1y+ · · ·+bd−1xyd−1 +bdyd, ÔÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ÏÂÝÅÇÏ
ËÏÒÎÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÚÁÎÕÌÅÎÉÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÁ Res(f; g), ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 2d
ÏÔ ai É bj , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ (f; g), ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ | ÜÔÏ ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ 2d × P2d+1,
Á Mapd(P1;P1) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÔÏÞÅË × ÅÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 42. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P2d−1 × P1 → P2d+1, ((a0 : · · · : ad−1 : b0 : · · · : bd−1); (u : v)) 7→
(a0u : a1u + a0v : · · · : ad−1u + ad−2v : ad−1u : b0u : b1u + b0v : · · · : bd−1u + bd−2v : bd−1u). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ Res(f; g) = 0 É ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×
P2d−1 × P1 É × ÜÔÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ k-ÔÏÞÅË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. üÔÁ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÔÉÐÉÞÎÁ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Map(P1;Pn) = ⊔∞

d=0 Mapd(P1;Pn), Mapd(P1;Pn) | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
× Pnd+n+d(k).

þÁÓÔØ 25. ðÒÑÍÙÅ

ðÒÑÍÏÊ × Pn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÂÒÁÚÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ P1 → Pn ÓÔÅÐÅÎÉ 1.
ìÅÍÍÁ 25.1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÙÈ × ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P(W ) | ÜÔÏ Gr(2;W )(k).
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f : P1 → P(W ) | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ 1, Á W ∗⊗OP1 → OP1(1) | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ
ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÑÍ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ W ∗ → k2, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÓÀÒß-
ÅËÔÉ×ÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÌÓÑ ÂÙ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ W ∗ ⊗ OP1 → OP1 → OP1(1)
É ÎÅ ÍÏÇ ÂÙ ÂÙÔØ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ. á ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÄÁÅÔ k-ÔÏÞËÕ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ. ðÒÉÞÅÍ ÚÁÍÅÎÁ f ÎÁ ÄÒÕ-
ÇÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ × k2, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ k-ÔÏÞËÕ
ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ.
ïÂÒÁÔÎÏ, k-ÔÏÞËÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ | ÜÔÏ ÓÀÒßÅËÃÉÑ W ∗ → k2. ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÑ k2 Ó U∗, dimU = 2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁ
P(U) ÍÏÒÆÉÚÍ W ∗ ⊗OP(U) → U∗ ⊗OP(U) → OP(U)(1), ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÕÀ × P(W ). ¤

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X ⊂ P(W ) | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ. ðÒÑÍÁÑ ÎÁ X | ÜÔÏ ÐÒÑÍÁÑ × P(W ), ÌÅÖÁÝÁÑ × X.
ìÅÍÍÁ 25.2. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ X | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÔÏÞÅË ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÙ × Gr(2;W )(k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ X ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ f1; : : : ; fm ÓÔÅÐÅÎÅÊ d1; : : : ; dm ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ
fi ∈ SdiW ∗. óÀÒßÅËÃÉÑ W ∗ ⊗OGr(2;W ) → U∗ ÄÁÅÔ ÓÀÒßÅËÃÉÀ SdW ∗ ⊗OGr(2;W ) → SdU∗, ÞÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ fi ËÁË ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ SdiU∗. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÈÅÍÕ ÎÕÌÅÊ Zs ÓÅÞÅÎÉÑ s = (f1; : : : ; fm)
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Sd1U∗ ⊕ · · · ⊕ SdmU∗ ÎÁ Gr(2;W ). ðÕÓÔØ x | k-ÔÏÞËÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(2;W ), ÔÏ ÅÓÔØ ÓÀÒßÅËÃÉÑ
W ∗ → U∗, dimU = 2. ôÏÞËÁ x ∈ Gr(2;W ) ÌÅÖÉÔ × Zs, ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ fi ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ
SdW ∗ → SdU∗ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. îÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÏÂÒÁÚ | × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ fi ÎÁ ÎÁÛÕ ÐÒÑÍÕÀ |
P(U) ⊂ P(W ). ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ × ÎÕÌØ ÜÔÉÈ ÏÂÒÁÚÏ× ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÀ × ÎÕÌØ s|P(U), ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË
ÒÁÚ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ P(U) ⊂ Zs (ÐÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÓÈÅÍÙ ÎÕÌÅÊ). ¤

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, m-ÍÅÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ × Pn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÂÒÁÚÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
Pm → Pn ÓÔÅÐÅÎÉ 1.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 44. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï m-ÍÅÒÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÎÁ ÐÏÄÓÈÅÍÅ X ⊂ P(W ) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
k-ÔÏÞÅË ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÙ × Gr(m+ 1;W )(k).

þÁÓÔØ 26. ëÏÎÉËÉ

ëÏÎÉËÏÊ × P2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 2.
ìÅÍÍÁ 26.1. ðÕÓÔØ char k 6= 2, C ⊂ P2 | ËÏÎÉËÁ. ôÏÇÄÁ

• ÉÌÉ C | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ;
• ÉÌÉ C | ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÐÒÑÍÙÈ (×ÏÚÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁÄ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ k),

ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ;
• ÉÌÉ C | ÐÒÑÍÁÑ Ó ÎÅÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ C | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅ×Ù-
ÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ
ÆÏÒÍÙ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ÆÏÒÍÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÌÉÞÉÅ Õ ÎÉÈ ÏÂÝÅÇÏ ÎÅÔÒÉ×ÁÌØÎÏÇÏ
ÎÕÌÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ. åÓÌÉ ÅÅ ÑÄÒÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ ÎÁ ÆÁËÔÏÒÅ Ë×Á-
ÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ x2 − �y2. ðÅÒÅÈÏÄÑ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Ë k(

√
�), ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,

ÞÔÏ
√
� ∈ k. ôÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (x −

√
�y)(x +

√
�y), Á ÅÇÏ ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÐÒÑÍÙÈ.
åÓÌÉ ÖÅ ÑÄÒÏ ÆÏÒÍÙ Ä×ÕÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ f2, ÇÄÅ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ 1, ÚÎÁÞÉÔ ËÏÎÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÒÑÍÏÊ Ó ÎÅÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. ¤

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ OP2(1)|C ÎÁ ËÏÎÉËÅ C ÞÅÒÅÚ LC .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 45. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ C | ÇÌÁÄËÁÑ ËÏÎÉËÁ É C(k) 6= ∅, ÔÏ C ∼= P1, Á LC ∼= OP1(2).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 46. ëÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÕÊÔÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ.
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ìÅÍÍÁ 26.2. åÓÌÉ C | ËÏÎÉËÁ, ÔÏ �(C;LC) = k3.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ C | ÇÌÁÄËÁÑ, ÔÏ �(C;LC) = �(P1;OP1(2)) = k3. åÓÌÉ C = L1 t L2, ÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ
ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → OL1(−1) → OC → OL2 → 0, ÏÔËÕÄÁ dim �(C;LC) 6 3. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,
ÍÏÒÆÉÚÍ �(P2;OP2(1)) → �(C;LC) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, ÚÎÁÞÉÔ dim �(C;LC) = 3. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ C |
Ä×ÏÊÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ L, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → OL(−1) → OC → OL → 0, É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏ×ÔÏÒÉÔØ
ÔÅ ÖÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ. ¤

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 26.3. ÷ÏÏÂÝÅ-ÔÏ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(C;LC) = k3 ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ ÏÂÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ËÏÇÏ-
ÍÏÌÏÇÉÊ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ× É ÚÁÎÕÌÅÎÉÑ H1(P2;OP2(−2)).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 47. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ �(C;LdC) = k2d+1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ d > 0.

ëÏÎÉËÏÊ × Pn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ C, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÊ ËÏÎÉËÅ, ÔÁË ÞÔÏ OPn(1)|C ∼= LC .

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 26.4. åÓÌÉ C ⊂ P(W ) | ËÏÎÉËÁ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ P2 ⊂ P(W ), Ô.Þ.
C ⊂ P2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÌÏÖÅÎÉÅ C → P(W ) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ W ∗ ⊗ OC → LC . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ × P(W )
ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ×ÌÏÖÅÎÉÅ × P(U), U ⊂ W , ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÏÒÆÉÚÍ W ∗ ⊗ OX → LC ÐÒÏ-
ÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ U∗ ⊗ OC . ñÓÎÏ, ÞÔÏ dimU ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ 2, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ C → P(W )
ÐÒÏÐÕÓËÁÌÏÓØ ÂÙ ÞÅÒÅÚ ×ÌÏÖÅÎÉÅ C → P1, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. úÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ W ∗ → �(C;LC) = k3 ÓÀÒßÅË-
ÔÉ×ÅÎ (ÉÎÁÞÅ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å U∗ ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ), ÚÎÁÞÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ
×ÙÂÒÁÔØ U Ó dimU = 3 | ÜÔÏ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å U∗ ÏÂÒÁÚ. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 26.5. ÷ÓÑËÁÑ ËÏÎÉËÁ × Pn | ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ P2 É Ë×ÁÄÒÉËÉ.

åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÏÐÉÓÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÉË × P(W ) | ÐÅÒ×ÏÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ | ÜÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÁÒ ÐÌÏÓËÏÓÔØ-Ë×ÁÄÒÉËÁ, ÔÏ ÅÓÔØ Gr(3;W )×P(S2W ∗). ïÄÎÁËÏ, ÜÔÏ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ, ÔÁË ËÁË Ë×ÁÄÒÉËÁ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÎÉËÏÊ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚÎÙÍ Ë×ÁÄÒÉËÁÍ ÍÏÇÕÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ËÏÎÉËÉ.
âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ Ë×ÁÄÒÉËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ,
ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ), ÔÏ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÉËÏÊ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 48. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÉË × P(W ) | ÜÔÏ PGr(3;W )(S2U∗)(k).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 49. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÌÁÄËÉÈ ËÏÎÉË × P(W ) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÔÏÞÅË ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÐÏÄ-
ÓÈÅÍÙ × PGr(3;W )(S2U∗)(k) (ÏÐÉÛÉÔÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ËÁË ÓÈÅÍÕ ÎÕÌÅÊ Ñ×ÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ Ñ×ÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅ-
ÎÉÑ).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 50. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÉË × ÐÏÄÓÈÅÍÅ X ⊂ P(W ) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÔÏÞÅË ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÙ
× PGr(3;W )(S2U∗).

þÁÓÔØ 27. óËÒÕÞÅÎÎÙÅ ËÕÂÉËÉ

óËÒÕÞÅÎÎÏÊ ËÕÂÉËÏÊ × P3 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚ ÔÒÅÈËÒÁÔÎÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ �3 : P1 → P3.
ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÏÐÉÓÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÈ ËÕÂÉË. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÓËÒÕÞÅÎÎÁÑ ËÕÂÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅ-
ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÔÒÅÈ Ë×ÁÄÒÉË. ïÄÎÁËÏ, ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÌÀÂÁÑ ÔÒÏÊËÁ Ë×ÁÄÒÉË ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÐÏ ÓËÒÕÞÅÎÎÏÊ ËÕÂÉËÅ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 51. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {x2 + y2 + z2 + w2 = x2 − y2 − z2 + w2 = xw − yz = 0 } ⊂ P3 | 8 ÔÏÞÅË.

ìÅÍÍÁ 27.1. ðÕÓÔØ C ⊂ P3 | ÓËÒÕÞÅÎÎÁÑ ËÕÂÉËÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ' : OP3(−1)⊕2 → O⊕3
P3 ,

ÔÁËÏÊ ÞÔÏ C = D1(').

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÐÒÏ×ÅÒÑÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ' = ( x y z
y z w ) ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÌØ D1(') Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÒÕÞÅÎÎÏÊ ËÕÂÉËÏÊ.

äÅÊÓÔ×ÕÑ ÎÁ ÜÔÕ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ g ∈ GL4, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓËÒÕÞÅÎÎÏÊ ËÕÂÉËÉ. ¤
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ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ dimA = 2, dimB = 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P(Mat2×3(W ∗)) = P(A∗ ⊗
B∗ ⊗W ∗) É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ A ⊗ B ⊗ O(−1) → W ∗ ⊗ O ÎÁ ÎÅÍ. ðÒÉÍÅÎÑÑ S2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ
 : �2A⊗�2B ⊗O(−2) → S2W ∗ ⊗O. ðÕÓÔØ U = P(A∗ ⊗B∗ ⊗W ∗) \D2( ). ôÏÇÄÁ ÎÁ U ÍÏÒÆÉÚÍ  Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ É ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ U → Gr(3; S2W ∗). ðÕÓÔØ M ⊂ Gr(3; S2W ∗) | ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ. ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ,
ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÈ ËÕÂÉË ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ k-ÔÏÞÅË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M .

þÁÓÔØ 28. ðÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ þÖÏÕ

äÏËÁÖÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ × Pn (Á ÚÎÁÞÉÔ É × ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÙÈ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ \ËÏÏÒÄÉÎÁÔ þÖÏÕ".
îÁÞÎÅÍ Ó ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ. ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÓÈÅÍÅ X. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ X ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅ-
ÎÉÑÍÉ, ÅÓÌÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �(X;E)⊗OX ev→ E ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ.

ìÅÍÍÁ 28.1. ðÕÓÔØ X | ÃÅÌÏÓÔÎÁÑ ÓÈÅÍÁ, E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ X, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ.
ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ s ∈ �(X;E) ÌÉÂÏ Zs = ∅, ÌÉÂÏ dimZs = dimX − r(E). éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ P(�(X;E)), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ s ∈ U .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 28.2. åÓÌÉ X ËÏÜÎ{ÍÁËÏÌÅÅ×Á, ÔÏ ×ÓÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÉÚ U ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ W := �(X;E), E⊥ = Ker(W ⊗ OX → E). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ X × P(W ) ÍÏÒÆÉÚÍ
f : p∗2OP(W )(−1) →W ⊗OX×P(W ) → p∗1E.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 52. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ Zf ⊂ X × P(W ) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó PX(E⊥).

ôÁË ËÁË Zf = PX(E⊥), ÉÍÅÅÍ dimZf = dimX + r(E⊥)− 1 = dimX + dimW − r(E)− 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ
ÐÒÏÅËÃÉÀ p2 : Zf → P(W ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏÊ ÜÔÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ w ∈ P(W ) | ÜÔÏ ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ ×
X ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÝÉÊ ÓÌÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÐÕÓÔ, ÔÏ ÅÓÔØ (ÌÏËÁÌØÎÏ)
ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ P(W ), ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÁÑ × ÎÏÌØ, ÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á
× P(W ) ÐÕÓÔ, ÚÎÁÞÉÔ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ s, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ Zs
ÐÕÓÔÁ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÂÝÉÊ ÓÌÏÊ ÎÅ ÐÕÓÔ, ÔÏ ÉÚ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÎÉÖÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÅ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ P(W ), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ s ∈ U ÓÌÏÊ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ s ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dimZf−dimP(W ) =
dimX − r(E). ¤

íÏÒÆÉÚÍ f : X → Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ f(X) ÐÌÏÔÎÏ × Y . åÓÌÉ ÓÈÅÍÁ Y ÃÅÌÁÑ, ÔÏ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏÓÔØ
ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ Y ÌÅÖÉÔ × ÏÂÒÁÚÅ f , ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ X ×Y SpecK(Y ) 6= ∅.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 28.3. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÃÅÌÙÈ ÓÈÅÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ Y , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ U ÓÌÏÊ Xy := X ×Y y
ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dimX − dimY .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÐÒÏÓ ÌÏËÁÌØÎÙÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = SpecA, Y = SpecB, Á f ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÀ ËÏÌÅÃ B → A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ ÞÁÓÔÎÙÈ K(B) → K(A).
ñÓÎÏ, ÞÔÏ degtr(K(A)=K(B)) = degtr(K(A)=k) − degtr(K(B)=k) = dimX − dimY =: n. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ
ÔÒÁÎÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ y1; : : : ; yn ∈ K(A) ÎÁÄ K(B). ìÏËÁÌÉÚÕÑ A ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ y1; : : : ; yn ∈ A, ÔÏ ÅÓÔØ
×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ B[t1; : : : ; tn] → A, ti 7→ yi É ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÏÐÒÏÓ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ n = 0. ðÕÓÔØ ÔÅ-
ÐÅÒØ n = 0, ÔÁË ÞÔÏ K(A)=K(B) | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÉ Ó×ÏÄÉÔ ×ÓÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ
K(A) = K(B)[t]=P (t). ðÒÏÌÏËÁÌÉÚÏ×Á× A É B, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A = B[t]=P (t), P = tm + b1tm−1 + · · ·+ bm,
bi ∈ B. îÏ ÔÏÇÄÁ dimA = dimB, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 53. ðÕÓÔØ X ⊂ Pn ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ, codimX = m. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÂÝÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
Pm ⊂ Pn ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ X ∩ Pm | ÁÒÔÉÎÏ×Á ÐÏÄÓÈÅÍÁ, ÐÒÉÞÅÍ dim �(X ∩ Pm;OX∩Pm) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 28.4. þÉÓÌÏ dim �(X ∩ Pm;OX∩Pm) ÄÌÑ ÏÂÝÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Pm ⊂ Pn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÐÏÄ-
ÓÈÅÍÙ X ⊂ Pn.
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ðÕÓÔØ X ⊂ P(W ) | ÐÏÄÓÈÅÍÁ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m É ÓÔÅÐÅÎÉ d. ðÕÓÔØ dimW = n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Gr(m;W ),
Fl(1;m;W ) ⊂ P(W ) × Gr(m;W ) É ÐÕÓÔØ p É q | ÐÒÏÅËÃÉÉ Fl(1;m;W ) ÎÁ P(W ) É Gr(m;W ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
ðÏÌÏÖÉÍ ZX = X ×P(W ) Fl(1;m;W ) = p−1(X) ⊂ X × Gr(m;W ). îÁËÏÎÅÃ, ÐÕÓÔØ DX = q(ZX) ⊂ Gr(m;W ).
ñÓÎÏ, ÞÔÏ DX | ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.
ôÁËÖÅ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ËÌÁÓÓÏ× ÄÉ×ÉÚÏÒÏ× ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ.
ìÅÍÍÁ 28.5. éÍÅÅÍ Pic Gr(m;W ) ∼= Z, ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ �mU∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ W = V0⊕V1, dimV0 = m. ôÏÇÄÁ D = {U ∈ Gr(m;W ) | U ∩V0 6= 0 } |
ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÉ×ÉÚÏÒ (ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ GrP(V1)(m− 1;W=OP(V1)(−1)) → Gr(m;W ) É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ
ÓÈÅÍÏÊ ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ �mU∗, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÀ �mV ∗0 ⊂ �mW ∗ = �(Gr(m;W );�mU∗)).
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë D | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Hom(V0; V1). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ ZD → Pic Gr(m;V ) → Pic(Gr(m;W ) \D) → 0. ¤

ìÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ �mU∗ ÎÁ Gr(m;W ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ OGr(m;W )(1), Á ÅÇÏ d-ÁÑ ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
OGr(m;W )(d).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 54. ðÕÓÔØ 0 ⊂ V2 ⊂ V1 ⊂W , dimV2 < m < dimV1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ
ÄÌÑ ×ÌÏÖÅÎÉÑ Gr(k; V1=V2) → Gr(m;W ) (ÇÄÅ k = m− dimV2) ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ OGr(m;W )(d) × OGr(k;V1=V2)(d).
ôÅÏÒÅÍÁ 28.6. ðÏÄÓÈÅÍÁ DX | ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ OGr(m;W )(d). åÓÌÉ ÐÏÄÓÈÅÍÁ X ⊂ P(W )
ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏ DX .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ p | ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ Gr(m− 1; n− 1).
ðÏÜÔÏÍÕ codimFl(1;m;W )ZX = codimX = m. úÎÁÞÉÔ dimDX 6 dimZX = dim Gr(m;W ) + (m − 1) − m =
dim Gr(m;W )−1. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÝÅÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U1 ⊂W ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m+ 1 (ÔÁË ÞÔÏÂÙ X ∩P(U1)
ÂÙÌÏ ÁÒÔÉÎÏ×ÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÏÊ), É ÏÂÝÅÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U2 ⊂ U1 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m−1 (ÔÁË ÞÔÏÂÙ X∩P(U2) = ∅).
ôÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ LU1;U2 = {U ∈ Gr(m;W ) | U2 ⊂ U ⊂ U1 } ∼= P(U1=U2). ñÓÎÏ, ÞÔÏ DX ∩ LU1;U2 | ÐÏÄÓÈÅÍÁ
ÄÌÉÎÙ d. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ DX ÄÉ×ÉÚÏÒ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Gr(m;U1) ⊂ Gr(m;W ) | ÓÈÅÍÁ
ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (U∗)⊕(n−m−1), ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, Á LU1;U2 ⊂ Gr(m;U1)
| ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (U1=U)⊕(m−1), ËÏÔÏÒÏÅ ÔÏÖÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, ÐÏ-
ÜÔÏÍÕ codimLU1;U2

(DX ∩ LU1;U2) = codimDX . ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ O(k) | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÄÉ×ÉÚÏÒÕ DX , ÔÏ ÄÉ×ÉÚÏÒÕ DX ∩ LU1;U2 ÎÁ LU1;U2 ÔÁËÖÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ O(k),
ÐÏÜÔÏÍÕ k = d.
ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË X ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÐÏ DX . úÁÍÅÔÉÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ P(W ) \X | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ
ÔÏÞËÁ, ÔÏ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ U ∈ q(p−1(x)) ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ P(U)∩X ÐÕÓÔÏ, ÔÏ ÅÓÔØ q(p−1(x)) 6⊂ DX , × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÄÌÑ
x ∈ X ÉÍÅÅÍ q(p−1(x)) ⊂ DX ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ. úÎÁÞÉÔ X = {x ∈ X | q(p−1(x)) ⊂ DX }. åÓÌÉ X ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ, ÔÏ
ÓÈÅÍÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ X ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ¤

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÄÉ×ÉÚÏÒÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ OGr(m;W )(d)
| ÜÔÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P(V ), V = �(Gr(m;W );OGr(m;W )(d)). íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ
X ⊂ P(W ) ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m É ÓÔÅÐÅÎÉ d ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÅ × ÎÅÍ. ïÔÄÅÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×
P(V ) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Cn−1;n−1−m;d (ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÈÅÍÁ þÖÏÕ) ÔÁËÏÅ
ÞÔÏ ÐÏÄÓÈÅÍÙ X ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÅÇÏ k-ÔÏÞËÁÍ. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ P(V ) ÄÁÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
ÎÁ Cn−1;n−1−m;d, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ þÖÏÕ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 55. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Cn;n−1;d = P(SdW ∗).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 56. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Cn;k;1 = Gr(k + 1; n+ 1).
ðÒÉÍÅÒ 28.7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÕÌØÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÓÈÅÍÙ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 × Pn. ôÏÇÄÁ m = n, Gr(m;n + 1) = Pn (Ä×ÏÊ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï), Á DX | ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ (ÅÓÌÉ X | Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ
ÔÏÞËÉ), ÌÉÂÏ Ä×ÏÊÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ (ÅÓÌÉ X | ÐÏÄÓÈÅÍÁ ÄÌÉÎÙ 2, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ). îÁ ÜÔÏÍ
ÐÒÉÍÅÒÅ ÈÏÒÏÛÏ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÓÔØ X ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ X ÐÏ DX .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 57. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Cn;0;2 = D2('), ÇÄÅ ' : W ⊗ OP(S2W∗) → W ∗ ⊗ OP(S2W∗). ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ
ÄÌÑ n = 2 | ÜÔÏ ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ 3 × P5.
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ðÒÉÍÅÒ 28.8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ C3;1;2. ôÏÇÄÁ V = S2�2W ∗=�4W ∗. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ '1 : Gr(2; 4)×Gr(2; 4) →
P(V ), ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÐÁÒÕ ÐÒÑÍÙÈ (L1; L2) × ÏÂÒÁÚ �2L⊥1 ⊗�2L⊥2 ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ �2W ∗⊗�2W ∗ → V . ðÕÓÔØ
M1 ⊂ P(V ) | ÏÂÒÁÚ '1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ '2 : PP(W∗)(S2U∗) → P(V ), ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ËÏÎÉËÕ
C, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ { f1 = f2 = 0 } (f1 | ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Á f2 | ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ) × ÏÂÒÁÚ
f2

1 ⊗ f2 ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ S2W ∗ ⊗ S2W ∗ ⊂ S2(W ∗ ⊗ W ∗) → V . ðÕÓÔØ M2 ⊂ P(V ) | ÏÂÒÁÚ '2. íÏÖÎÏ
ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ DL1∪L2 = '1(L1; L2), DC = '2(C). ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ C3;1;2 ⊃ M1 ∪M2. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ
ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÁ×ÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ M1 É M2 | ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ × C3;1;2.
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áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ - 2
20.04.2010

íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ
þÁÓÔØ 29. æÕÎËÔÏÒÙ ÔÏÞÅË

îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÞÁÓÔÏ
ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÂÉÅËÃÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÔÏÞÅË ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÈÏÔÅÌÏÓØ
ÂÙ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÅ ÐÁÄÁÌÉ ÂÙ Ó ÎÅÂÁ, Á ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉÓØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÉÚÕÞÁÅÍÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ
ÏÂßÅËÔÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÔÏÞÅË ÓÈÅÍÙ X ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÓÈÅÍÕ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ |
ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÓÈÅÍÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á k-ÔÏÞÅË ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÕÖÎÁ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ
ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏÊ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ \ÆÕÎËÔÏÒÁ ÔÏÞÅË".
ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ k-ÔÏÞËÁ ÓÈÅÍÙ X | ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Spec k → X. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,
S-ÔÏÞËÏÊ ÓÈÅÍÙ X (ÇÄÅ S | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁ), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ S → X. íÎÏÖÅÓÔ×Ï S-ÔÏÞÅË ÓÈÅÍÙ
X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ X(S). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, X(S) = Map(S;X).
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ S 7→ X(S) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÈÅÍ | ÍÏÒ-
ÆÉÚÍÕ f : S′ → S ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ f∗ : X(S) → X(S′), ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ S-ÔÏÞËÕ S → X ×
S′-ÔÏÞËÕ S′ f→ S → X. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÔÏÒ hX . éÔÁË,

hX ∈ Fun(Sch◦;Sets); hX(S) = X(S):
ÇÄÅ Sch | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÓÈÅÍ, Á Sets | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÐÏ ÆÕÎËÔÏÒÕ ÔÏÞÅË ÓÈÅÍÁ ×ÏÓÓÔÁÎÁ-
×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 29.1. åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÔÏÞÅË hX É hY ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ É ÓÈÅÍÙ X É Y ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. âÏÌÅÅ
ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ F : Sch◦ → Sets ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

Hom(hX ; F ) ∼= F (X):
÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

Hom(hX ; hY ) = hY (X) = Y (X) = Map(X;Y ):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÏÂÝÅËÁÔÅÇÏÒÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ËÁË ÌÅÍÍÁ éÏÎÅÄÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ � : hX → F | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÏÎ ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ �X : hX(X) → F (X). îÏ
hX(X) = X(X) = Map(X;X) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, idX . ðÏÌÏÖÉÍ f� := �X(idX) ∈ F (X). ïÂÒÁÔÎÏ,
ÐÕÓÔØ f ∈ F (X). ëÁÖÄÏÊ ÓÈÅÍÅ S É ËÁÖÄÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍÕ ' : S → X ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ F (')(f) ∈ F (S) |
ÏÂÒÁÚ f ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ F (') : F (X) → F (S). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ' 7→ F (')(f) | ÍÏÒÆÉÚÍ
hX(S) → F (S), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× hX → F , ÔÁË ËÁË ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

hX(S)

hX(g)
²²

// F (S)

F (g)
²²

hX(S′) // F (S′)

ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ g : S′ → S ÏÞÅ×ÉÄÎÁ | × ÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ' : S → X ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÓÎÁÞÁÌÁ × hX(g)(') =
' ◦ g : S′ → X, Á ÚÁÔÅÍ × F (' ◦ g)(f), Á × ÄÒÕÇÏÍ | ÓÎÁÞÁÌÁ × F (')(f), Á ÚÁÔÅÍ × F (g)(F (')(f)). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÞÅÒÅÚ �f : hX → F . ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ

�f�(') = F (')(f�) = F (')(�X(idX)) = �S(hX(')(idX)) = �S(idX ◦') = �S(');
ÔÁË ÞÔÏ �f� = �. ïÂÒÁÔÎÏ,

f�f = �f (idX) = F (idX)(f) = idF (X)(f) = f:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÞÔÏ Hom(hX ; F ) = F (X). õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ Hom(hX ; hY ) = Map(X;Y ) ÓÒÁÚÕ
ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ hX ∼= hY , ÔÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ hX → hY É hY → hX ÏÂÑÚÁÎÙ
ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ ÉÚ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× X → Y É Y → X, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ. ¤
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þÁÓÔØ 30. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ É ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÄÁÎ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : Sch◦ → Sets.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.1. æÕÎËÔÏÒ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÈÅÍÁ X É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏ-
ÒÏ× hX ∼= F . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ X | ÔÏÎËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÆÕÎËÔÏÒÕ F .
ðÒÉÍÅÒ 30.2. ðÕÓÔØ W | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : Sch◦ → Sets. ëÁÖÄÏÊ
ÓÈÅÍÅ S ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ � : L ⊂ W ⊗ OS , Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ
(L; �) ∼ (L′; �′), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : L′ → L, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ �′ = � ◦'. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ,
Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÔÏÎËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ | P(W ).
ðÒÉÍÅÒ 30.3. ðÕÓÔØ W | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : Sch◦ → Sets. ëÁÖÄÏÊ
ÓÈÅÍÅ S ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ � : E ⊂ W ⊗ OS ÒÁÎÇÁ r, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ
(E ; �) ∼ (E ′; �′), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : E ′ → E , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ �′ = � ◦ '. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ,
Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÔÏÎËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ | Gr(r;W ).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 58. îÁÐÉÛÉÔÅ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏÎËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÆÌÁÇÏ×.
ðÒÉÍÅÒ 30.4. ðÕÓÔØ E | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÓÈÅÍÅ X. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : Sch◦ → Sets.
ëÁÖÄÏÊ ÓÈÅÍÅ S ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÒÆÉÚÍÏ× f : S → X É ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ � : L ⊂ f∗E, Ó
ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (f;L; �) ∼ (f ′;L′; �′), ÅÓÌÉ f ′ = f É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : L′ → L, ÔÁËÏÊ
ÞÔÏ �′ = � ◦ '. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ, Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÔÏÎËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ | PX(E).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 59. îÁÐÉÛÉÔÅ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏÎËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÜÔÏ GrX(r; E).

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ, Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÔÏÎËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ | X. ôÏÇÄÁ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
F (X) ÅÓÔØ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ | ÔÏ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍÕ idX ∈ Map(X;X) =
hX(X) ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ F ∼= hX . üÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÎÁ X.
ðÒÉÍÅÒ 30.5. ÷ ÐÒÉÍÅÒÅ 30.2 ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ OP(W )(−1) → W ⊗
OP(W ).
ðÒÉÍÅÒ 30.6. ÷ ÐÒÉÍÅÒÅ 30.3 ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ U →W ⊗OGr(r;W ).
ðÒÉÍÅÒ 30.7. ÷ ÐÒÉÍÅÒÅ 30.4 ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï | ÜÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ � : PX(E) → X É ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ
×ÌÏÖÅÎÉÅ OPX(E)(−1) → �∗E.

ðÏÌÅÚÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÍÏÄÕÌÅÊ É ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÌÅÍÍÁ éÏÎÅÄÙ ÉÍÅÅÔ
ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 30.8. ðÕÓÔØ F : Sch◦ → Sets | ÆÕÎËÔÏÒ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÔÏÎËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÍÏÄÕÌÅÊ X, Á
u ∈ F (X) | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï. ôÏÇÄÁ ÍÏÒÆÉÚÍÙ S → X ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F (S), ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ' : S → X ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÜÌÅÍÅÎÔÕ f ∈ F (S), ÔÏ f = F (')(u).

þÁÓÔØ 31. æÕÎËÔÏÒ ÐÏÄÓÈÅÍ

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ×ÏÐÒÏÓÕ Ï ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÐÏÄÓÈÅÍ × ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. ðÏÐÒÏÂÕÅÍ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ H : Sch◦ → Sets. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏ-
ÏÂÒÁÚÉÅ HX , ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÝÅÅ ×ÓÅ ÐÏÄÓÈÅÍÙ × X. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔÏÍ
ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÐÏÄÓÈÅÍÁ ZX ⊂ X ×HX | ÔÏÇÄÁ ÓÌÏÉ ZX ÎÁÄ ÔÏÞËÁÍÉ HX ÂÕÄÕÔ ÐÏÄÓÈÅÍÁÍÉ × X. óÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ S-ÔÏÞËÉ ÓÈÅÍÙ HX , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÁ S → HX , ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ZX ×HX S | ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏÄÓÈÅÍÁ × (X × HX) ×HX S = X × S. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ H(S) ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÄÓÈÅÍ × Z ⊂ X × S Ó ËÁËÉÍÉ-ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ.
åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ | ÓÌÏÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Z → S ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ \ÐÏÈÏÖÉÍÉ". îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÏÂÝÉÊ ÓÌÏÊ
| ÔÏÞËÁ, ÔÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÓÌÏÊ ÔÏÖÅ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÔÏÞËÏÊ, Á ÎÅ Ä×ÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ. éÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÏÂÝÉÊ
ÓÌÏÊ | ËÏÎÉËÁ, ÔÏ É ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÓÌÏÊ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ËÏÎÉËÏÊ. ÷ÏÐÒÏÓ | ËÁË ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ
ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ.
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íÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ ÐÏÄÓÈÅÍÙ Z ⊂ X×S, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Z → S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ
ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ. üÔÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÐÏÌÎÅ ÒÁÚÕÍÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ × ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÏ ×
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ | ÜÔÏ ÓÌÉÛËÏÍ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÏÎÏ ÚÁÐÒÅÝÁÅÔ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÌÉÛÎÉÈ
ÔÏÞÅË × ÓÌÏÑÈ, ÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÎÏ ÚÁÐÒÅÝÁÅÔ É ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÑ ËÏÎÉË. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ
ÇÏÄÉÔÓÑ.
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ:

• ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÐÏÄÓÈÅÍ Z ⊂ X × S ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙ ÎÁÄ S:
• ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÐÏÄÓÈÅÍ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÙ | ÅÓÌÉ
Z ⊂ X × S ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ, Á S′ → S | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ Z ′ = Z ×S S′ ⊂ X × S′ ÔÏÖÅ ÄÏÌÖÎÁ
ÂÙÔØ ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ (ÉÎÁÞÅ HX ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ).

ïÐÉÓÁÎÉÅ ÜÔÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÏÎÑÔÉÑÍ ÐÌÏÓËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÐÌÏÓËÏÇÏ ÐÕÞËÁ | ÏÄÎÉÍ ÉÚ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ
ÐÏÎÑÔÉÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

þÁÓÔØ 32. ðÌÏÓËÉÅ ÐÕÞËÉ É ÍÏÒÆÉÚÍÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 32.1. íÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ N 7→M⊗AN ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á.
ðÒÉÍÅÒ 32.2. ó×ÏÂÏÄÎÙÊ (ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ) ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ×ÓÅÇÄÁ ÐÌÏÓËÉÊ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÌÏÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ
ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ É ÐÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.
ìÅÍÍÁ 32.3. ðÕÓÔØ A ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÎÅÔÅÒÏ×Ï ËÏÌØÃÏ Ó ÐÏÌÅÍ ×ÙÞÅÔÏ× k, Á M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ.
óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:

(i) M Ó×ÏÂÏÄÅÎ;
(ii) M ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ;

(iii) M ÐÌÏÓËÉÊ;
(iv) Tor1(M; k) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) =⇒ (iv) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. äÏËÁÖÅÍ (iv) =⇒ (i). ðÕÓÔØ Tor1(M; k) = 0. ðÕÓÔØ
dimM ⊗A k = dimM=mM = n. ÷ÙÂÅÒÅÍ n ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÐÏÄÎÉÍÅÍ ÉÈ × M | ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ An → M ,
ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÐÏ ÌÅÍÍÅ îÁËÁÑÍÙ. ðÕÓÔØ N | ÅÇÏ ÑÄÒÏ, ÔÁË ÞÔÏ 0 → N → An →M → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ.
äÏÍÎÏÖÁÑ ÎÁ k ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

· · · → Tor1(M; k) → N ⊗A k → kn →M ⊗A k → 0:
ïÔÓÀÄÁ N ⊗A k = 0, ÔÏ ÅÓÔØ N = mN , ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏ ÌÅÍÍÅ îÁËÁÑÍÙ N = 0 (N ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÔÁË ËÁË A
ÎÅÔÅÒÏ×Ï). ¤
ðÒÉÍÅÒ 32.4. õÓÌÏ×ÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ A = k[x; y](0) | ÌÏËÁÌØÎÏÅ
ËÏÌØÃÏ ÔÏÞËÉ 0 ∈ A2, Á M = k(x) (y ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÕÌÅÍ). ôÏÇÄÁ M ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ, ÎÏ TorA1 (M; k) = 0
(ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ëÏÛÕÌÑ).
ðÒÉÍÅÒ 32.5. Q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ Zp ÍÏÄÕÌÅÍ, ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 60. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ A ⇐⇒ TorA>0(M;−) = 0.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 61. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÌÏÓËÉÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÑÄÅÒ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚ-
ÍÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ M ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÒÁ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ, ÔÏ M ÐÌÏÓËÉÊ.
ìÅÍÍÁ 32.6. íÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÐÌÏÓËÉÊ ⇐⇒ TorA1 (M;A=a) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ
ÉÄÅÁÌÏ× a ⊂ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ (=⇒) ÄÏÍÎÏÖÉÍ ÎÁ M ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ 0 → a → A → A=a → 0. ôÁË ËÁË
TorA1 (M;A) = 0, ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → TorA1 (M;A=a) → M ⊗A a → M → M=aM → 0.
åÓÌÉ M ÐÌÏÓËÉÊ, ÔÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ ×ÌÏÖÅÎÉÅ, ÚÎÁÞÉÔ TorA1 (M;A=a) = 0.
äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ (⇐=). ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ TorA1 (M;A=a) = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ TorA1 (M;N) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ
ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ N , ÔÁË ËÁË ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÍÏÄÕÌÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ Ó ÆÁËÔÏ-
ÒÁÍÉ ×ÉÄÁ A=a. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, 0 → N1 → N2 → N3 → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ
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ÎÁ M ÔÅÒÑÅÔ ÔÏÞÎÏÓÔØ. úÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ M ⊗A N1 → M ⊗A N2 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × 0. ðÕÓÔØ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ | ∑k

i=1mi⊗ni. ôÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ
ÜÌÅÍÅÎÔ ∑l

j=1 �j ⊗ aj ⊗ �j ∈M ⊗ZA⊗ZN2, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ∑
j(�jaj ⊗ �j −�j ⊗ aj�j) = ∑

imi⊗ni × M ⊗ZN2. òÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ × N ′

1 ⊂ N1, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ni, É ÐÏÄÍÏÄÕÌØ N ′
2 ⊂ N2, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÏÂÒÁÚÁÍÉ

ni É �j . ôÏÇÄÁ 0 6= ∑�i ⊗ ni ∈ M ⊗N ′
1 (ÔÁË ËÁË ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × M ⊗A N1), ÎÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ×

M ⊗A N ′
2 ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. úÎÁÞÉÔ TorA1 (M;N ′

2=N ′
1) 6= 0, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË N ′

2=N ′
1 ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ËÏÎÅÞÎÏ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 32.7. ðÕÓÔØ A | ÏÂÌÁÓÔØ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×. íÏÄÕÌØ M ÎÁÄ A ÐÌÏÓËÉÊ ⇐⇒ M ÎÅ ÉÍÅÅÔ
ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÂÅÚ ÑÄÒÁ ÎÁ M .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÁË ËÁË A | ÏÂÌÁÓÔØ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, ×ÓÑËÉÊ a ⊂ A ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ a = (t), t ∈ A, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÉÍÅÅÍ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ 0 → A t→ A→ A=a → 0, ÐÏÜÔÏÍÕ TorA1 (M;A=a) = Ker(M t→M). ¤

ìÅÍÍÁ 32.8. íÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÐÌÏÓËÉÊ ⇐⇒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ⊂ A ÍÏÄÕÌØ Mp ÎÁÄ Ap ÐÌÏÓËÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÔÏÞÅÎ É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ | (N ⊗AM)p =
Np⊗Ap Mp | ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÑ ×ÌÅÞÅÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÅÇÏ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ
ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÍÏÄÕÌÑ M ÐÌÏÓËÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ 0 → N ′ → N → N ′′ → 0, ÕÍÎÏÖÉÍ ÅÅ ÎÁ M , É
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÀ × ÐÅÒ×ÏÍ ÞÌÅÎÅ | 0 → K → N ′⊗AM → N⊗AM → N ′′⊗AM → 0. ðÅÒÅÈÏÄÑ
Ë ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Kp → N ′

p⊗Ap Mp → Np⊗Ap Mp → N ′′
p ⊗Ap Mp → 0.

éÚ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÄÕÌÑ Mp ÓÌÅÄÕÅÔ Kp = 0. îÏ ÅÓÌÉ Kp = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ p, ÔÏ K = 0. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 62. ðÕÓÔØ f : A → B | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ, Á M | B-ÍÏÄÕÌØ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÐÌÏÓËÉÊ
ÎÁÄ A ⇐⇒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ⊂ B ÍÏÄÕÌØ Mp ÎÁÄ Af−1(p) ÐÌÏÓËÉÊ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 32.9. ðÕÓÔØ f : Y → X | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ. ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË F ÎÁ Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÐÌÏÓËÉÍ ÎÁÄ X, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÓÌÏÊ Fy Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ OX;f(y).
ìÅÍÍÁ 32.10. ðÌÏÓËÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓÌÉ f : Y → X | ÍÏÒÆÉÚÍ, F |
Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ Y ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ X, Á s : X ′ → X | ÐÒÏÉÚ×ÏÌÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ p∗Y F | ÐÕÞÏË ÎÁ
X ′ ×X Y ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ X ′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = SpecA, Y = SpecB,
X ′ = SpecA′, Á ÐÕÞÏË F ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎ Ó B-ÍÏÄÕÌÅÍ M . ôÏÇÄÁ ÐÕÞÏË p∗Y F ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎ Ó A′ ⊗A B-ÍÏÄÕÌÅÍ
A′ ⊗AM . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A′-ÍÏÄÕÌÑ N ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï

N ⊗A′ (A′ ⊗AM) = N ⊗AM;
ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ M ÎÁÄ A ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ A′ ⊗AM ÎÁÄ A′. ¤

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 32.11. íÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ f : Y → X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÐÕÞÏË OY ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ X.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 63. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÌÏÓËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏÈÒÁÎÑÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ.
ìÅÍÍÁ 32.12. ðÕÓÔØ X | ÃÅÌÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1. íÏÒÆÉÚÍ f : Y → X ÐÌÏÓËÉÊ ⇐⇒
×ÓÑËÁÑ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÈÅÍÙ Y ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ × ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ ÓÈÅÍÙ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = SpecA, Y = SpecB, Á ÍÏÒÆÉÚÍ
f ÚÁÄÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ f : A → B. ðÕÓÔØ p ⊂ B | ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ B, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f−1(p) 6= 0.
úÎÁÞÉÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ 0 6= t ∈ A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(t) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ × B. äÏÍÎÏÖÁÑ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ
0 → A t→ A → A=tA → 0 (t ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ × A, ÔÁË ËÁË A ÃÅÌÏÓÔÎÏ) ÎÁ B, ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÏÊËÕ, ÎÅ
Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÓÌÅ×Á, ÚÎÁÞÉÔ B ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ.
ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× p ⊂ B ÉÍÅÅÍ f−1(p) = 0. úÎÁÞÉÔ ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 6=
t ∈ A ÜÌÅÍÅÎÔ f(t) ∈ B ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ. äÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ B ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ,
ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ m ⊂ A ÍÏÄÕÌØ Bm ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ Am. îÏ Am | ËÏÌØÃÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ
ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÚÎÁÞÉÔ ÏÂÌÁÓÔØ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×
Am ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÎÅ × ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ × Bm, ÞÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ¤
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ðÒÉÍÅÒ 32.13. õÓÌÏ×ÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ X = Spec k[t2; t3], Y = Spec k[t].
ôÏÇÄÁ Tork[t2;t3]

i (k[t]; k) = k2 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i > 0 (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!), ÚÎÁÞÉÔ k[t] ÎÅ ÐÌÏÓËÉÊ.
ðÒÉÍÅÒ 32.14. õÓÌÏ×ÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ X = Spec k[y; z], Y = Spec k[x; y],
z 7→ xy. ôÏÇÄÁ Tork[y;z]

i (k[x; y]; k) = k[x] ÄÌÑ i = 0; 1 (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!), ÚÎÁÞÉÔ k[x; y] ÎÅ ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ k[y; z].
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 64. ðÕÓÔØ g : Z → Y É f : Y → X | ÍÏÒÆÉÚÍÙ, Á F ∈ Qcoh(Z). åÓÌÉ f ÐÌÏÓËÉÊ, Á F ÐÌÏÓËÉÊ
ÎÁÄ Y , ÔÏ F ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ X.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 65. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÏÔËÒÙÔÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏ; (Â) ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ
ÐÌÏÓËÏ; (×) ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅ ÐÌÏÓËÏ (ËÒÏÍÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ); (Ç) ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ
Y → X (ÔÏ ÅÓÔØ Y = SpecX A, ÇÄÅ A | ÐÕÞÏË OX -ÁÌÇÅÂÒ, ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ËÁË ÐÕÞÏË OX -ÍÏÄÕÌÅÊ) ÐÌÏÓËÉÊ
⇐⇒ A ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 66. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (Á) ÐÌÏÓËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÄÏÍÉÎÁÎÔÅÎ; (Â) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÓÌÏÅ× ÐÌÏÓËÏÇÏ
ÍÏÒÆÉÚÍÁ X → Y ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X É Y .

þÁÓÔØ 33. æÕÎËÔÏÒÙ Hilb, Quot É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ çÉÌØÂÅÒÔÁ

ðÕÓÔØ X | ÓÈÅÍÁ, Á E | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ X. ïÂÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ Hilb É Quot ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ
HilbX(S) = {Z ⊂ X × S | Z | ÐÏÄÓÈÅÍÁ, ÐÌÏÓËÁÑ ÎÁÄ S };
QuotEX(S) = { (F ; ') | F ∈ coh(X × S), F | ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ S, Á ' : E £OS → F | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ }:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 67. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ HilbX = QuotOXX .

ïÞÅÎØ ×ÁÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 33.1. åÓÌÉ X | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÓÈÅÍÁ, Á F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ X × S, ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ S,
ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ s 7→ PFs ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ S, ÇÄÅ Fs | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ F ÎÁ X × Spec k(s), Á PFs | ÅÇÏ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÞÔÏ PFs(m) := dimk(s) �(X×Spec k(s);Fs(m)) ÐÒÉ mÀ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÏÖÎÏ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = Pn, Á S | ÓÐÅËÔÒ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A. ôÏÇÄÁ
X × S = ProjA(A[x0; : : : ; xn]), Á ÐÕÞÏË F ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ A[x0; : : : ; xn]-ÍÏÄÕÌÀ M = ⊕Mk,
Mk = �(PnA;F(k)). úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË Fs ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ k(s)[x0; : : : ; xn]-ÍÏÄÕÌÀ
M ⊗A k(s) = ⊕mMm ⊗A k(s), ÔÏ ÅÓÔØ �(X × Spec k(s);Fs(m)) = dimk(s)Mm ⊗A k(s) ÐÒÉ m À 0, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ mÀ 0 ÍÏÄÕÌØ Mm Ó×ÏÂÏÄÅÎ ÎÁÄ A.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ B := A[x0; : : : ; xn]-ÍÏÄÕÌÅÊ

0 → B → ⊕ni=0B[x−1
i ] → ⊕06i<j6nB[x−1

i ; x−1
j ] → · · · → B[x−1

0 ; : : : ; x−1
n ] → x−1

0 : : : x−1
n A[x−1

0 ; : : : ; x−1
n ] → 0;

× ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÒÏÍÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ | ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÌÏÖÅÎÉÊ, Á ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ
| ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. ôÁË ËÁË ×ÓÅ ÅÇÏ ÞÌÅÎÙ ËÒÏÍÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÐÌÏÓËÉÅ ÎÁÄ B, ÔÏ ÄÏÍÎÏÖÁÑ ÅÇÏ ÎÁÄ B
ÎÁ M ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ
(∗) 0 →M → ⊕ni=0M [x−1

i ] → ⊕06i<j6nM [x−1
i ; x−1

j ] → · · · →M [x−1
0 ; : : : ; x−1

n ] → 0;
ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ TorBk (M;x−1

0 : : : x−1
n A[x−1

0 ; : : : ; x−1
n ]). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÁË ËÁË M ËÏ-

ÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ M ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÎÁÄ B ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ (ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ
ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ l, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ TorBl (M;A) ÂÕÄÅÔ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÏ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ
ÞÉÓÌÏÍ n ××ÉÄÕ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ëÏÛÕÌÑ, Á ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏ M | Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ B-ÍÏÄÕÌØ). éÓÐÏÌØÚÕÑ
ÔÁËÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ TorBk (M;x−1

0 : : : x−1
n A[x−1

0 ; : : : ; x−1
n ]), ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ

N ∈ Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ×ÓÅ ÍÏÄÕÌÉ TorBk (M;x−1
0 : : : x−1

n A[x−1
0 ; : : : ; x−1

n ]) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ × ÓÔÅÐÅÎÑÈ < N . ðÏÜÔÏÍÕ
ÄÌÑ m > N ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÞÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (∗) Ó ÎÏÍÅÒÏÍ m | ÜÔÏ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 →Mm → ⊕ni=0M [x−1
i ]m → ⊕06i<j6nM [x−1

i ; x−1
j ]m → · · · →M [x−1

0 ; : : : ; x−1
n ]m → 0:

ðÌÏÓËÏÓÔØ ÐÕÞËÁ F ÎÁÄ S ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ A-ÍÏÄÕÌÅÊ M [x−1
i ]0. úÁÍÅÔÉÍ,

ÞÔÏ M [x−1
i ]m ∼= M [x−1

i ]0 | ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ A ÍÏÄÕÌØ, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÔÏÖÅ ÐÌÏÓËÉÅ. ïÔÓÀÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ Mm ÔÏÖÅ ÐÌÏÓËÉÊ. îÏ Mm ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÎÁÄ A, ÚÎÁÞÉÔ Mm
Ó×ÏÂÏÄÅÎ. ¤
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 33.2. æÕÎËÔÏÒÙ HilbX É QuotEX Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÓ×ÑÚÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×
HilbX = ⊔

p HilbpX ; HilbpX(S) = {Z ∈ HilbX(S) | PZs = p ÄÌÑ ×ÓÅÈ s ∈ S };
QuotEX = ⊔

p QuotE;pX ; QuotE;pX (S) = { (F ; ') ∈ QuotEX(S) | PFs = p ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË s ∈ S };
ÇÄÅ p ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.

îÅÓ×ÑÚÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Fi : Sch◦ → Sets, i ∈ I ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒ(⊔

i∈I
Fi

)
(S) =

⊔

':S→I

∏

i∈I
Fi('−1(i));

ÇÄÅ ' ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ S → I (I ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏ-
ÌÏÇÉÅÊ), Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÔÅÍ i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ '−1 ÎÅÐÕÓÔÏ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 68. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ⊔Fi ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ⇐⇒ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Fi ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ, ÐÒÉ-
ÞÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ÆÕÎËÔÏÒÁ ⊔Fi | ÎÅÓ×ÑÚÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÍÏÄÕÌÅÊ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Fi.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 69. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ HilbpX = QuotOX ;pX .

éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÁ HilbX ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÆÕÎËÔÏÒÏ× HilbpX , ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× QuotE;pX . ðÒÅÄÓÔÁ-
×ÉÍÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÁ Quot, ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ çÒÏÔÅÎÄÉËÏÍ (ÍÙ ÅÅ ÏÂÓÕÄÉÍ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÏÊ
×ÓÅÈ ÔÅÏÒÅÍ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÏ× × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 70. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (Á) ÆÕÎËÔÏÒ Hilb1

X ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ X; (Â) ÆÕÎËÔÏÒ Hilb1+m
Pn ÐÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ Gr(2; n + 1); (×) ÆÕÎËÔÏÒ QuotW;rSpec k ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ Gr(r;W ∗). ÷Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ
ÏÐÉÛÉÔÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á.


