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çÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÙ
þÁÓÔØ 1. çÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P(�kW ) É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÌÉ×ÅËÔÏÒÏ× ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ÒÁÎÇÁ. úÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÌÉ×ÅËÔÏÒÁ � ∈ �kW ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÎÇ ÒÁ×ÅÎ k, ÐÒÉÞÅÍ ÏÎ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ÆÏÒÍÁÈ,
ÌÅÖÁÝÉÈ × ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ �kU ⊂ �kW , ÇÄÅ U ⊂ W | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k. ÷
ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁÎÇ � | ÜÔÏ ÒÁÎÇ r ÍÏÒÆÉÚÍÁ Ó×ÅÒÔËÉ W ∗ � //�k−1W , ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ
ÅÇÏ ÑÄÒÁ. ÷ ÓÉÌÕ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ �, ÑÓÎÏ ÞÔÏ � ∈ �k(K⊥) ⊂ �kW , ÇÄÅ K⊥ ⊂ W | ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ K.
ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ � 6= 0 ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ dimK⊥ > k, ÏÔËÕÄÁ r = codimK = dimK⊥ > k, Á ÅÓÌÉ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÔÏ � ∈ �kU , ÇÄÅ U = K⊥.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ×ÓÅÈ ÐÏÌÉ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁÎÇÁ k × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P(�kW ). ôÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ
OP(�kW )(−1) → �kW ⊗OP(�kW ) ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ

' : �k−1W ∗ ⊗OP(�kW )(−1) →W ⊗OP(�kW ):
÷×ÅÄÅÍ ÎÁ X ÓÈÅÍÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÚÁÎÕÌÅÎÉÅÍ �k+1' (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, X | ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÌØ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ').
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ X ÒÁÎÇ ' ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ É ÒÁ×ÅÎ k, ÐÏÜÔÏÍÕ U = Im'|X | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ k. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÁËÖÅ
W=U := Coker'|X É U⊥ := (W=U)∗. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏÍ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×
× W É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Gr(k;W ) (ÉÌÉ Gr(k; n), ÇÄÅ n = dimW ). òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ U É U∗ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ
ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ É Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ, Á ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ W=U É U⊥ | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ
ÆÁËÔÏÒÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ É ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏ×. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÁ Gr(k;W ) ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

0 → U →W ⊗OGr(k;W ) →W=U → 0 É 0 → U⊥ →W ∗ ⊗OGr(k;W ) → U∗ → 0:
÷ÌÏÖÅÎÉÅ Gr(k;W ) → P(�kW ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ðÌÀËËÅÒÁ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ S | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁ. ôÏÇÄÁ

Map(S;Gr(k;W )) = { (E; ") | E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ k ÎÁ S, " : E →W ⊗OS | ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ }
(ÐÁÒÙ (E; ") É (E′; ")) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ � : E → E′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ � = �′ ◦ �). ðÒÉ
ÜÔÏÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ S (E;") //Gr(k;W ) //P(�kW ) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ �kE �k" //�kW ⊗OS .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÏÒÆÉÚÍÕ f : S → Gr(k;W ) ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅ f∗U → f∗(W ⊗ OGr(k;W )) = W ⊗ OS .
ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ (E; ") ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ × W ⊗OS . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ

�k" : �kE → �kW ⊗OS :
ñÓÎÏ, ÞÔÏ �k" | ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ �f : S → P(�kW ), ÔÁËÏÊ
ÞÔÏ �f∗OP(�kW )(−1) ∼= �kE. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ �f∗' : �k−1W ∗⊗�kE →W⊗OS ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ
× ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ

�k−1W ∗ ⊗ �kE �k−1"∗ //�k−1E∗ ⊗ �kE E " //W ⊗OS
ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �f∗�k+1' = 0, ÔÁË ËÁË ' ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÒÁÎÇÁ k, ÔÁË ÞÔÏ �f ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ
ÞÅÒÅÚ ÍÏÒÆÉÚÍ f : S → Gr(k;W ), É ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ×ÌÏÖÅÎÉÑ U → W ⊗OGr(k;W ) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ
ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ " : E →W ⊗OS . ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.2. ðÕÓÔØ dimW = n. ôÏÇÄÁ Gr(k;W ) ∼= Gr(n−k;W ∗), Gr(1;W ) ∼= P(W ), Gr(n−1;W ) ∼= P(W ∗).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÌÏÖÅÎÉÅ U⊥ → W ∗ ⊗ OGr(k;W ) ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Gr(k;W ) → Gr(n − k;W ∗).
ïÂÒÁÔÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. äÁÌÅÅ, ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ Gr(1;W ) ÌÉÎÅÊÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ
×ÌÏÖÅÎÉÅ U → W ⊗ OGr(1;W ) ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Gr(1;W ) → P(W ), Á ×ÌÏÖÅÎÉÅ OP(W )(−1) → W ⊗ OP(W ) |
ÍÏÒÆÉÚÍ P(W ) → Gr(1;W ), ËÏÔÏÒÙÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. ôÒÅÔÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÙÍ
ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ Ä×ÕÈ ÐÅÒ×ÙÈ. ¤
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þÁÓÔØ 2. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÌÀËËÅÒÁ

ïÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÄÅÁÌ IX . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, X | ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ
�k+1� ∈ �(P(�kW );�k+1�k−1W ⊗ �k+1W ⊗OP(�kW )(k + 1));

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏ× IX ⊂ OP(�kW ) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �k+1�k−1W ∗ ⊗ �k+1W ∗ ×
�(P(�kW );OP(�kW )(k+ 1)) = Sk+1(�kW ∗) (ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, X ×ÙÓÅËÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ k+ 1).
ïÄÎÁËÏ, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ X ×ÙÓÅËÁÅÔÓÑ ÄÁÖÅ Ë×ÁÄÒÉËÁÍÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1. çÒÁÓÓÍÁÎÉÎÉÁÎ Gr(k;W ) × P(�kW ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ÎÕÌÅÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×

 : �k−1W ∗ ⊗OP(�kW )(−1) →W ⊗OP(�kW ) → �k+1W ⊗OP(�kW )(1);

ÇÄÅ ÐÅÒ×ÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ', Á ×ÔÏÒÏÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ OP(�kW )(−1) → �kW ⊗ OP(�kW )
ÐÏÄËÒÕÔËÏÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ W .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÓÎÏ×ÏÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ. ðÕÓÔØ � ∈ �kW . ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ � ÉÚ W × �k+1W ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n − k, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁÎÇ n − k ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÄÌÑ
ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÐÏÌÉ×ÅËÔÏÒÏ×. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒ w ÌÅÖÉÔ × ÑÄÒÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �, ÔÏ ÅÓÔØ w ∧ � = 0.
ðÕÓÔØ W ′ = W=kw, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → kw → W → W ′ → 0. ðÅÒÅÈÏÄÑ
Ë ×ÎÅÛÎÉÍ ÓÔÅÐÅÎÑÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → �k−1W ′ ∧ w → �kW → �kW ′ → 0 (ÍÏÒÆÉÚÍ
− ∧ w : �k−1W → �kW ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �k−1W ′, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ). ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÍÅÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 // �k−1W ′ ∧ w // �kW //

∧w
²²

�kW ′

ss

// 0

0 // �kW ′ ∧ w // �k+1W // �k+1W ′ // 0

óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÄÅÌÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑÍ ÑÄÒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ∧w ÒÁ×ÎÏ �k−1W ′ ∧ w, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ
�′ ∈ �k−1W , ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ � = �′ ∧ w. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ ÆÁËÔÏÍ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ K = Ker(− ∧ �) ÉÍÅÅÔ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k, ÔÏ � ∈ �kK ⊂ �kW , Á ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ k ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÑÄÒÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ  ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ k. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,
ËÁË ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÒÁÎØÛÅ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÁ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ | ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ k. úÎÁÞÉÔ ÎÁ ÓÈÅÍÅ
ÎÕÌÅÊ Z ÏÂÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÙ k, Á ÚÁÎÞÉÔ ÏÂÒÁÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ (ÉÌÉ ÑÄÒÏ ×ÔÏÒÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁ Z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÒÁÎÇÁ k, ×ÌÏÖÅÎÎÙÍ × W ⊗ OZ . üÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Z → Gr(k;W ), ÐÒÉÞÅÍ ÔÁËÏÊ ÞÔÏ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Ó ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ Gr(k;W ) → P(�kW ). éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, Z ⊂ Gr(k;W ).

îÁÏÂÏÒÏÔ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ Gr(k;W ) ÐÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ  ,
ÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÔÓÑ ËÁË �k−1W ∗ ⊗OGr(k;W )(−1) → U → W ⊗OGr(k;W ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ
U →W ⊗OGr(k;W ) → �k+1W ⊗OGr(k;W )(1) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ × ×ÉÄÅ

U → �k+1U ⊗ �kU∗ → �k+1W ⊗ �kU∗ ∼= �k+1W ⊗OGr(k;W )(1):

îÏ �k+1U = 0, ÚÎÁÞÉÔ  |Gr(k;W ) = 0, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Gr(k;W ) → P(�kW ) ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ
Z , ÔÏ ÅÓÔØ Gr(k;W ) ⊂ Z . úÎÁÞÉÔ Gr(k;W ) = Z . ¤

íÏÒÆÉÚÍ  ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÞÅÎÉÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ �k−1W ⊗ �k+1W ⊗ OP(�kW )(2), ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒÕ Ë×ÁÄÒÉË,
Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �k−1W ∗ ⊗ �k+1W ∗ → S2(�2W ∗). óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÏÒÆÉÚÍÁ  ,
ÏÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ �k−1W ∗ ⊗ �k+1W ∗ → �k−1W ∗ ⊗W ∗ ⊗ �kW ∗ → �kW ∗ ⊗ �kW ∗ → S2(�kW ∗).
÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ

ei1:::ik−1 ⊗ ej1:::jk+1 7→
k+1∑
s=1

(−1)s−1xi1:::ik−1jsxj1:::js−1js+1:::jk+1 =: Qi1;:::;ik−1;j1;:::;jk+1(x):

ë×ÁÄÒÉËÉ Qi1;:::;ik−1;j1;:::;jk+1 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ë×ÁÄÒÉËÁÍÉ ðÌÀËËÅÒÁ.
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ðÒÉÍÅÒ 2.2. ðÕÓÔØ k = 2, n = 4. ôÏÇÄÁ
Q1;2;3;4 = x12x34 − x13x24 + x14x23; Q2;1;3;4 = −x12x34 − x23x14 + x24x13 = −Q1;2;3;4

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Q3;1;2;4 = −Q4;1;2;3 = Q1;2;3;4. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Q1;1;2;3 = 0− x12x13 + x13x12 = 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ É ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Gr(2; 4) ⊂ P5 | Ë×ÁÄÒÉËÁ. ëÓÔÁÔÉ, ÌÀÂÁÑ ÎÅ×ÙÒÏ-
ÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ × P5 ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÂÏÌØÛÅÊ Ä×ÕÈ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë
ÐÌÀËËÅÒÏ×ÏÍÕ ×ÉÄÕ, ÔÁË ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÔÁËÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÕ Gr(2; 4).
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.3. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ { i1; : : : ; ik−1 } ⊂ { j1; : : : ; jk+1 }, ÔÏ Qi1;:::;ik−1;j1;:::;jk+1 = 0.
ðÒÉÍÅÒ 2.4. ðÕÓÔØ k = 2, n = 5. ôÏÇÄÁ
Q1;2;3;4 = x12x34 − x13x24 + x14x23; Q1;2;3;5 = x12x35 − x13x25 + x15x23; Q1;2;4;5 = x12x45 − x14x25 + x15x24;

Q1;3;4;5 = x13x45 − x14x35 + x15x34; Q2;3;4;5 = x23x45 − x24x35 + x25x34:
ïÓÔÁÌØÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÌÉÂÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÜÔÉÍÉ, ÌÉÂÏ ÎÕÌÅ×ÙÅ, Ô.Å. Gr(2; 5) ⊂ P9 | ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÑÔÉ Ë×ÁÄÒÉË.

þÁÓÔØ 3. ìÏËÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ

ïÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Gr(k;W ) Ó ÁÆÆÉÎÎÏÊ
ËÁÒÔÏÊ × P(�kW ), ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ x12:::k 6= 0.
ìÅÍÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ V | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á A(V ) = SpecS•(V ∗) | ÁÆÆÉÎÎÏÅ. ôÏÇÄÁ

Map(S;A(V )) = �(S; V ⊗OS):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÁË ËÁË A(V ) ÁÆÆÉÎÎÏ, Map(S;A(V )) = Homalg(S•(V ∗); AS), ÇÄÅ AS = �(S;OS) | ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÁË ËÁË S(V ∗) | Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Homalg(S•(V ∗); AS) = Hom(V ∗; AS) =
V ⊗AS = �(S; V ⊗OS). ¤

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ X := Gr(k;W )∩{x12:::k 6= 0 } ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÁÆÆÉÎÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Ak(n−k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ W = U0⊕U1, ÔÁË ÞÔÏ dimU0 = k, dimU1 = n−k, ÇÄÅ
U1 = {x1 = · · · = xk = 0 }, É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Ak(n−k) = Hom(U0; U1) → Gr(k;W ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ s : OHom(U0;U1) → Hom(U0; U1)⊗OHom(U0;U1). ïÎÏ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ
U0 ⊗OHom(U0;U1) → U1 ⊗OHom(U0;U1) É ÄÁÌÅÅ ÍÏÒÆÉÚÍ

U0 ⊗OHom(U0;U1)
(1;s)T // (U0 ⊕ U1)⊗OHom(U0;U1) W ⊗OHom(U0;U1):

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÜÔÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÒÁ×ÅÎ k, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎ ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Hom(U0; U1) → Gr(k;W ).
ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÜÔÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Ó ÐÌÀËËÅÒÏ×ÙÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÉÎÏÒÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ (1; s)T . ðÅÒ-
×ÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÉÎÏÒÏ× ÒÁ×ÅÎ 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × X.
ïÂÒÁÔÎÏ, ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ U|X →W ⊗OX → U0 ⊗OX ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÒÁ×ÅÎ x12:::k, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÉÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ U0 ⊗ OX ∼= U|X → W ⊗ OX → U1 ⊗ OX , ÔÏ ÅÓÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Hom(U0; U1)⊗OX . ïÎÏ ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ X → A(Hom(U0; U1)) = Ak(n−k).
ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. ¤

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á xi1i2:::ik 6= 0 ÐÏËÒÙ×ÁÀÔ ×ÓÅ P(�kW ), ÚÁËÌÀÞÁÅÍ ÞÔÏ Gr(k;W ) ÐÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÁÆÆÉÎÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ.

þÁÓÔØ 4. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ËÁË ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á | ÐÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁÃÉÑ ×ÅËÔÏÒ-
ÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ.
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ôÅÏÒÅÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ E | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ n ÎÁ ÓÈÅÍÅ X. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ 0 < k < n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÓÈÅÍÁ GrX(k;E), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ

Map(S;GrX(k;E)) ∼=
{

(f; F; ')
∣∣∣∣
f ∈ Map(S;X), F | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ k ÎÁ S,
' : F → f∗E | ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

}

ôÒÏÊËÉ (f; F; ') É (f ′; F ′; '′) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ f ′ = f É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ � : F → F ′, Ô.Þ. '′◦� = '.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ X = Spec k (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W ),
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S → Spec k ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ S ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÉÚ ÐÒÁ×ÏÊ
ÞÁÓÔÉ, Á f∗E ∼= W ⊗OS , ÐÏÜÔÏÍÕ GrSpec k(k;E) = Gr(k;W ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏÄÅÌÁÅÍ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ É × ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ~X := PX(�kE).
ðÕÓÔØ � : ~X → X | ÐÒÏÅËÃÉÑ. ôÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ O ~X=X(−1) → �∗�kE ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ
~ : �∗�k−1E∗⊗O ~X=X(−1) → �∗E, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.
ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ~ ×ÓÅÇÄÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÌØ Y = Dk( ~ ) É
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ p = �|Y . ñÓÎÏ, ÞÔÏ U = Im( ~ |Y ) | ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ k × �∗E|Y = p∗E. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Y |
ÉÓËÏÍÁÑ ÓÈÅÍÁ.
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ g : S → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ f = p ◦ g, F = g∗U , É ' | ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
g ×ÌÏÖÅÎÉÑ U → p∗E, ÐÏÄÈÏÄÑÝÁÑ ÔÒÏÊËÁ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÒÏÊËÉ (f; F; ') ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ
�k' : �kF → f∗�kE. ÷ ÓÉÌÕ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁÃÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ
~f : S → PX(�kE), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ � ◦ ~f = f É ~f∗O ~X=X(−1) = �kF . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ~f∗ :
f∗�k−1E∗ ⊗ �kF → f∗E ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ

f∗�k−1E∗ ⊗ �kF �k−1'∗ //�k−1F ∗ ⊗ �kF F " //f∗E

ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ~f∗�k+1 = 0, ÔÁË ËÁË  ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ F ÒÁÎÇÁ k, ÔÁË ÞÔÏ ~f ÐÒÏÐÕÓ-
ËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÍÏÒÆÉÚÍ f : S → GrX(k;E), É ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ×ÌÏÖÅÎÉÑ U → p∗E ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ
ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ' : F → f∗E.
÷ÚÁÉÍÎÁÑ ÏÂÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É × ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ¤

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ GrX(k;E) Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÎÁÂÖÅÎ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ � : GrX(k;E) → X
É ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

0 → U → �∗E → E=U → 0; 0 → U⊥ → �∗E∗ → U∗ → 0:
üÔÏ ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÌÉÂÏ ÉÚ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ, ÌÉÂÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. þÔÏÂÙ ÐÏ-
ÓÔÒÏÉÔØ U , ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ??. ÷ÏÚØÍÅÍ S = GrX(k;E) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ
S → GrX(k;E). ôÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ÅÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÏÊËÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ S → X (ÜÔÏ É ÅÓÔØ
�), ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ S (ÜÔÏ É ÅÓÔØ U) É ×ÌÏÖÅÎÉÑ U → �∗E. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ E=U := �∗E=U , U⊥ = (E=U)∗.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ GrX(1; E) ∼= PX(E), GrX(n − 1; E) ∼= PX(E∗), GrX(k;E) ∼= GrX(n − k;E∗),
ÇÄÅ n | ÒÁÎÇ E.

þÁÓÔØ 5. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ

íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÉÐÉÞÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ.
ðÕÓÔØ W | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. ðÏÌÎÙÍ ÆÌÁÇÏÍ × W ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×

0 ⊂ U1 ⊂ U2 ⊂ · · · ⊂ Un−1 ⊂W;
ÔÁËÁÑ ÞÔÏ dimUi = i.
ôÅÏÒÅÍÁ 5.1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Fl(W ), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ

Map(S;Fl(W )) =
{

0 → F1 → F2 → · · · → Fn−1 →W ⊗OS
∣∣∣∣
Fi | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ i,
Fi → Fi+1 | ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

}
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏ× X = Gr(1;W ) × Gr(2;W ) × · · · × Gr(n − 1;W )
É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Ui ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó Gr(i;W ) ÎÁ X. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 'i
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×

'i : Ui →W ⊗OX →W=Ui+1:
ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Z = Z'1⊕'2⊕···⊕'n−2 = Z'1 ∩ Z'2 ∩ · · · ∩ Z'n−2 | ÉÓËÏÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,
ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 // Ui //

**UUUUUUUUUUU W ⊗OZ // W=Ui // 0

0 // Ui+1 // W ⊗OZ // W=Ui+1 // 0
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÕÎËÔÉÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ | ÜÔÏ ('i)|Z , ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Z. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÓÔÒÅÌËÁ Ui → Ui+1, ÄÅÌÁÀÝÁÑ ÌÅ×ÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ Z ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÃÅÐÏÞËÁ
×ÌÏÖÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ 0 → U1 → U2 → · · · → Un−1 → W ⊗OZ . åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ f : S → Z | ÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ
ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÎÁ S.
ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÄÁÎÏ S É ÃÅÐÏÞËÁ 0 → F1 → F2 → · · · → Fn−1 → W ⊗ OS ×ÌÏÖÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. ëÁÖÄÏÅ
ÉÚ ×ÌÏÖÅÎÉÊ Fi → W ⊗ OS ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ fi : S → Gr(i;X), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f∗Ui = Fi. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ
ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ~f : S → X. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ~f∗'i = 0, ÔÁË ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍ ~f∗'i | ÜÔÏ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Fi → W ⊗OS → W ⊗OS=Fi+1, Á ÐÅÒ×ÁÑ ÉÚ ÓÔÒÅÌÏË ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Fi+1. úÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ
~f ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ f : S → Z. ¤
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÆÌÁÇÏ×.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÆÌÁÇÏ× Fl(i1; i2; : : : ; ik;W ) É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØ-
ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Fl(i1; : : : ; ik;W ) ∼= Fl(n− ik; : : : ; n− i1;W ∗). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ Fl(W ) ∼= Fl(W ∗).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Fl(i1; : : : ; ik;W ) ∼= GrFl(i1;:::;ik−1;W )(ik−ik−1;W=Uik−1) ∼= GrFl(i2;:::;ik;W )(i1;Ui2).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÆÌÁÇÏ× × ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ.

÷ÏÔ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ X = Fl(1; 2;W ) ×Gr(2;W ) Fl(1; 2;W ) ÐÁÒÁÍÅÔÒÉ-
ÚÕÅÔ ÔÒÏÊËÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U1; U ′1; U2 ⊂ W , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ dimU1 = dimU ′1 = 1, dimU2 = 2. ïÐÉÛÉÔÅ ÅÇÏ
ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï.


