áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ - 2 02.03.2010

þÁÓÔØ 1. çÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P(~^kW ) É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÏŒ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ÒÁÎÇÁ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÁ ˘ ∈ ~^kW ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÎÇ ÒÁŒÅÎ k, ÐÒÉÞÅÍ ÏÎ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ÆÏÒÍÁÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ~^kU ⊂ ~^kW , ÇÄÅ U ⊂ W | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁÎÇ ˘ | ÜÔÏ ÒÁÎÇ r ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓŒÅÒÔËÉ W^{∗ ˘} �~^{k−1} W , ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÑÄÒÁ. œ ÓÉÌÕ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ˘, ÑÓÎÏ ÞÔÏ ˘ ∈ ~^k(K^⊥) ⊂ ~^kW , ÇÄÅ K^⊥ ⊂ W | ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ K. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ˘ ≠ 0 ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ dim K^⊥ � k, ÏÔËÕÄÁ r = codimK = dim K^⊥ � k, Á ÅÓÌÉ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÔÏ ˘ ∈ ~^kU, ÇÄÅ U = K^⊥.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ŒÓÅÈ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÁÎÇÁ k Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P(~^kW ). ôÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ O_{P(�}k_{W )}(−1) → ~^kW ⊗ O_{P(�}k_{W )} ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ

’ : ~^{k−1} W^∗ ⊗ O_{P(�}k_{W )}(−1) → W ⊗ O_{P(�}k_{W )}:

œŒÅÄÅÍ ÎÁ X ÓÈÅÍÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÚÁÎÕÌÅÎÉÅÍ ~^{k+1}’ (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, X | ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÌØ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ’). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ X ÒÁÎÇ ’ ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ É ÒÁŒÅÎ k, ÐÏÜÔÏÍÕ U = Im ’_{|X} | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ k. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÁËÖÅ W=U := Coker ’_{|X} É U^⊥ := (W=U)^∗ . íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏÍ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ W É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Gr(k; W ) (ÉÌÉ Gr(k; n), ÇÄÅ n = dim W ). òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ U É U^∗ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ, Á ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ W=U É U^⊥ | ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÆÁËÔÏÒÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ É ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏŒ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÁ Gr(k; W ) ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ 0 → U → W ⊗ O_{Gr(k;W )} → W=U → 0 É 0 → U^⊥ → W^∗ ⊗ O_{Gr(k;W )} → U^∗ → 0:

œÌÏÖÅÎÉÅ Gr(k; W ) → P(~^kW ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ðÌÀËËÅÒÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ S | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁ. ôÏÇÄÁ

Map(S; Gr(k; W )) = { (E; ”) | E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ k ÎÁ S, ” : E → W ⊗ O_S | ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ } (ÐÁÒÙ (E; ”) É (E^′; ”)) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ¸ : E → E^′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ffl = ffl^′ ∘ ¸). ðÒÉ

ÜÔÏÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ S^{(E;”)} �Gr(k; W ) �P(~^kW ) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ~^kE^{�k ”} �~^kW ⊗ O_S .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÏÒÆÉÚÍÕ f : S → Gr(k; W ) ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ f^∗ U → f^∗ (W ⊗ O_{Gr(k;W )}) = W ⊗ O_S . ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ (E; ”) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ Œ W ⊗ O_S . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ~^k” : ~^kE → ~^kW ⊗ O_S :

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ~^k” | ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ —f : S → P(~^kW ), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ —f^∗ O_{P(�}k_{W )}(−1) ∼= ~^kE. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ —f^∗ ’ : ~^{k−1} W^∗ ⊗~^kE → W ⊗O_S ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ

~^{k−1} W^∗ ⊗ ~^kE^{�k−1 ”∗} �~^{k−1} E^∗ ⊗ ~^kE E^” �W ⊗ O S ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ —f^∗ ~^{k+1}’ = 0, ÔÁË ËÁË ’ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÒÁÎÇÁ k, ÔÁË ÞÔÏ —f ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÍÏÒÆÉÚÍ f : S → Gr(k; W ), É ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ŒÌÏÖÅÎÉÑ U → W ⊗ O_{Gr(k;W )} ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ” : E → W ⊗ O_S . □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.2. ðÕÓÔØ dim W = n. ôÏÇÄÁ Gr(k; W ) ∼= Gr(n−k; W^∗ ), Gr(1; W ) ∼= P(W ), Gr(n−1; W ) ∼= P(W^∗ ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÌÏÖÅÎÉÅ U^⊥ → W^∗ ⊗ O_{Gr(k;W )} ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Gr(k; W ) → Gr(n − k; W^∗ ). ïÂÒÁÔÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. äÁÌÅÅ, ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ Gr(1; W ) ÌÉÎÅÊÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÌÏÖÅÎÉÅ U → W ⊗ O_{Gr(1;W )} ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Gr(1; W ) → P(W ), Á ŒÌÏÖÅÎÉÅ O_{P(W )}(−1) → W ⊗ O_{P(W )} | ÍÏÒÆÉÚÍ P(W ) → Gr(1; W ), ËÏÔÏÒÙÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. ôÒÅÔÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÄŒÕÈ ÐÅÒŒÙÈ. □ 1

þÁÓÔØ 2. õÒÁŒÎÅÎÉÑ ðÌÀËËÅÒÁ

ïÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÄÅÁÌ I_X . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, X | ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ

~^{k+1}Œ ∈ `(P(~^kW ); ~^{k+1}~^{k−1} W ⊗ ~^{k+1}W ⊗ O_{P(�}k_{W )}(k + 1));

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏŒ I_X ⊂ O_{P(�}k_{W )} ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~^{k+1}~^{k−1} W^∗ ⊗ ~^{k+1}W^∗ Œ `(P(~^kW ); O_{P(�}k_{W )}(k + 1)) = S^{k+1}(~^kW^∗ ) (ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, X ŒÙÓÅËÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ k + 1). ïÄÎÁËÏ, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ X ŒÙÓÅËÁÅÔÓÑ ÄÁÖÅ ËŒÁÄÒÉËÁÍÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1. çÒÁÓÓÍÁÎÉÎÉÁÎ Gr(k; W ) Œ P(~^kW ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ÎÕÌÅÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

: ~^{k−1} W^∗ ⊗ O_{P(�}k_{W )}(−1) → W ⊗ O_{P(�}k_{W )} → ~^{k+1}W ⊗ O_{P(�}k_{W )}(1);

ÇÄÅ ÐÅÒŒÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ’, Á ŒÔÏÒÏÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ O_{P(�}k_{W )}(−1) → ~^kW ⊗ O_{P(�}k_{W )} ÐÏÄËÒÕÔËÏÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ W .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÓÎÏŒÏÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ. ðÕÓÔØ ˘ ∈ ~^kW . ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ˘ ÉÚ W Œ ~^{k+1}W ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n − k, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁÎÇ n − k ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÏŒ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒ w ÌÅÖÉÔ Œ ÑÄÒÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ˘, ÔÏ ÅÓÔØ w ∧ ˘ = 0. ðÕÓÔØ W^′ = W=kw, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → kw → W → W^′ → 0. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ŒÎÅÛÎÉÍ ÓÔÅÐÅÎÑÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → ~^{k−1} W^′ ∧ w → ~^kW → ~^kW^′ → 0 (ÍÏÒÆÉÚÍ − ∧ w : ~^{k−1} W → ~^kW ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ~^{k−1} W^′, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÍÅÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 � ~^{k−1} W^′ ∧ w � ~^kW � ∧w � ~^kW^′ � � 0

0 � ~^kW^′ ∧ w � ~^{k+1}W � ~^{k+1}W^′ � 0

óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÄÅÌÁÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑÍ ÑÄÒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ∧w ÒÁŒÎÏ ~^{k−1} W^′ ∧ w, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ˘^′ ∈ ~^{k−1} W , ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ ˘ = ˘^′ ∧ w. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ ÆÁËÔÏÍ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ K = Ker(− ∧ ˘) ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k, ÔÏ ˘ ∈ ~^kK ⊂ ~^kW , Á ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ k ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÑÄÒÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ k. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁË ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÒÁÎØÛÅ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ | ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ k. úÎÁÞÉÔ ÎÁ ÓÈÅÍÅ ÎÕÌÅÊ Z ÏÂÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÙ k, Á ÚÁÎÞÉÔ ÏÂÒÁÚ ÐÅÒŒÏÇÏ (ÉÌÉ ÑÄÒÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁ Z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÒÁÎÇÁ k, ŒÌÏÖÅÎÎÙÍ Œ W ⊗ O_Z . üÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Z → Gr(k; W ), ÐÒÉÞÅÍ ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Ó ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ Gr(k; W ) → P(~^kW ). éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, Z ⊂ Gr(k; W ).

îÁÏÂÏÒÏÔ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ Gr(k; W ) ÐÅÒŒÙÊ ÉÚ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ , ÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÔÓÑ ËÁË ˘^{k−1} W^∗ ⊗ O_{Gr(k;W )}(−1) → U → W ⊗ O_{Gr(k;W )}. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ U → W ⊗ O_{Gr(k;W )} → ~^{k+1}W ⊗ O_{Gr(k;W )}(1) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ Œ ŒÉÄÅ

U → ~^{k+1}U ⊗ ~^kU^∗ → ~^{k+1}W ⊗ ~^kU^∗ ∼= ~^{k+1}W ⊗ O_{Gr(k;W )}(1):

îÏ ~^{k+1}U = 0, ÚÎÁÞÉÔ _{|Gr(k;W )} = 0, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Gr(k; W ) → P(~^kW ) ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Z, ÔÏ ÅÓÔØ Gr(k; W ) ⊂ Z. úÎÁÞÉÔ Gr(k; W ) = Z. □

íÏÒÆÉÚÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÅÞÅÎÉÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ~^{k−1} W ⊗ ~^{k+1}W ⊗ O_{P(�}k_{W )}(2), ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒÕ ËŒÁÄÒÉË, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~^{k−1} W^∗ ⊗ ~^{k+1}W^∗ → S^2(~^2W^∗ ). óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÏÒÆÉÚÍÁ , ÏÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ~^{k−1} W^∗ ⊗ ~^{k+1}W^∗ → ~^{k−1} W^∗ ⊗ W^∗ ⊗ ~^kW^∗ → ~^kW^∗ ⊗ ~^kW^∗ → S^2(~^kW^∗ ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ

e_{i1:::ik−1} ⊗ e_{j1:::jk+1} → k+1∑ s=1 (−1)^{s−1} x_{i1 :::ik−1 js} x_{j1 :::js−1 js+1:::jk+1} =: Q_{i1;:::;ik−1 ;j1;:::;jk+1} (x):

ëŒÁÄÒÉËÉ Q_{i1;:::;ik−1 ;j1;:::;jk+1} ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËŒÁÄÒÉËÁÍÉ ðÌÀËËÅÒÁ.

ðÒÉÍÅÒ 2.2. ðÕÓÔØ k = 2, n = 4. ôÏÇÄÁ Q_{1;2;3;4} = x_{12}x_{34} − x_{13}x_{24} + x_{14}x_{23}; Q_{2;1;3;4} = −x_{12}x_{34} − x_{23}x_{14} + x_{24}x_{13} = −Q_{1;2;3;4} áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Q_{3;1;2;4} = −Q_{4;1;2;3} = Q_{1;2;3;4}. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Q_{1;1;2;3} = 0 − x_{12}x_{13} + x_{13}x_{12} = 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ É ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Gr(2; 4) ⊂ P^5 | ËŒÁÄÒÉËÁ. ëÓÔÁÔÉ, ÌÀÂÁÑ ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ Œ P^5 ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÂÏÌØÛÅÊ ÄŒÕÈ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÌÀËËÅÒÏŒÏÍÕ ŒÉÄÕ, ÔÁË ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÔÁËÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÕ Gr(2; 4). úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.3. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ { i_1; : : : ; i_{k−1} } ⊂ { j_1; : : : ; j_{k+1} }, ÔÏ Q_{i1;:::;ik−1 ;j1;:::;jk+1} = 0. ðÒÉÍÅÒ 2.4. ðÕÓÔØ k = 2, n = 5. ôÏÇÄÁ

Q_{1;2;3;4} = x_{12}x_{34} − x_{13}x_{24} + x_{14}x_{23}; Q_{1;2;3;5} = x_{12}x_{35} − x_{13}x_{25} + x_{15}x_{23}; Q_{1;2;4;5} = x_{12}x_{45} − x_{14}x_{25} + x_{15}x_{24}; Q_{1;3;4;5} = x_{13}x_{45} − x_{14}x_{35} + x_{15}x_{34}; Q_{2;3;4;5} = x_{23}x_{45} − x_{24}x_{35} + x_{25}x_{34}:

ïÓÔÁÌØÎÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÜÔÉÍÉ, ÌÉÂÏ ÎÕÌÅŒÙÅ, Ô.Å. Gr(2; 5) ⊂ P^9 | ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÑÔÉ ËŒÁÄÒÉË.

þÁÓÔØ 3. ìÏËÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ

ïÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Gr(k; W ) Ó ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ Œ P(~^kW ), ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ x_{12:::k} ≠ 0.

ìÅÍÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á A(V ) = Spec S^• (V^∗ ) | ÁÆÆÉÎÎÏÅ. ôÏÇÄÁ Map(S; A(V )) = `(S; V ⊗ O_S ):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË A(V ) ÁÆÆÉÎÎÏ, Map(S; A(V )) = Hom_{alg}(S^• (V^∗ ); A_S ), ÇÄÅ A_S = `(S; O_S ) | ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÁË ËÁË S(V^∗ ) | ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Hom_{alg}(S^• (V^∗ ); A_S ) = Hom(V^∗ ; A_S ) = V ⊗ A_S = `(S; V ⊗ O_S ). □ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ X := Gr(k; W )∩{ x_{12:::k} ≠ 0 } ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÁÆÆÉÎÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ A^{k(n−k)} .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ W = U_0 ⊕U_1, ÔÁË ÞÔÏ dim U_0 = k, dim U_1 = n−k, ÇÄÅ U_1 = { x_1 = · · · = x_k = 0 }, É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ A^{k(n−k)} = Hom(U_0; U_1) → Gr(k; W ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ s : O_{Hom(U0;U1)} → Hom(U_0; U_1) ⊗ O_{Hom(U0;U1)}. ïÎÏ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ U_0 ⊗ O_{Hom(U0;U1)} → U_1 ⊗ O_{Hom(U0;U1)} É ÄÁÌÅÅ ÍÏÒÆÉÚÍ

U_0 ⊗ O_{Hom(U0;U1)}^{(1;s)T} � (U_0 ⊕ U_1) ⊗ O_{Hom(U0;U1)} W ⊗ O_{Hom(U0;U1)}:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÜÔÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÒÁŒÅÎ k, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎ ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Hom(U_0; U_1) → Gr(k; W ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÜÔÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Ó ÐÌÀËËÅÒÏŒÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÉÎÏÒÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ (1; s)^T . ðÅÒ- ŒÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÉÎÏÒÏŒ ÒÁŒÅÎ 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ X.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ U_{|X} → W ⊗ O_X → U_0 ⊗ O_X ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÒÁŒÅÎ x_{12:::k}, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÉÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ U_0 ⊗ O_X ∼= U_{|X} → W ⊗ O_X → U_1 ⊗ O_X , ÔÏ ÅÓÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Hom(U_0; U_1) ⊗ O_X . ïÎÏ ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ X → A(Hom(U_0; U_1)) = A^{k(n−k)} . ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. □

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ x_{i1 i2:::ik} ≠ 0 ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ŒÓÅ P(~^kW ), ÚÁËÌÀÞÁÅÍ ÞÔÏ Gr(k; W ) ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÁÆÆÉÎÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ.

þÁÓÔØ 4. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ËÁË ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÁÑ ŒÅÒÓÉÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÁÑ ŒÅÒÓÉÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ E | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ n ÎÁ ÓÈÅÍÅ X. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ 0 ¡ k ¡ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÈÅÍÁ Gr_X (k; E), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ

Map(S; Gr_X (k; E)) ∼= { (f; F; ’) | | | f ∈ Map(S; X), F | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ k ÎÁ S, ’ : F → f^∗ E | ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ }

ôÒÏÊËÉ (f; F; ’) É (f^′; F^′; ’^′) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ f^′ = f É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ¸ : F → F^′, Ô.Þ. ’^′∘¸ = ’.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ X = Spec k (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ), ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S → Spec k ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ S ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÉÚ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, Á f^∗ E ∼= W ⊗ O_S , ÐÏÜÔÏÍÕ Gr_{Spec k}(k; E) = Gr(k; W ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏÄÅÌÁÅÍ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ É Œ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ~X := P_X (~^kE). ðÕÓÔØ ß : ~X → X | ÐÒÏÅËÃÉÑ. ôÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ O_{X̃=X} (−1) → ß^∗ ~^kE ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ~ : ß∗ ~k−1 E∗ ⊗O_{X̃=X} (−1) → ß ∗ E, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ~ ŒÓÅÇÄÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÌØ Y = D_k( ~) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ p = ß_{|Y} . ñÓÎÏ, ÞÔÏ U = Im( ~_{|Y} ) | ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ k Œ ß^∗ E_{|Y} = p^∗ E. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Y | ÉÓËÏÍÁÑ ÓÈÅÍÁ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ g : S → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ f = p ∘ g, F = g^∗ U, É ’ | ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ g ŒÌÏÖÅÎÉÑ U → p^∗ E, ÐÏÄÈÏÄÑÝÁÑ ÔÒÏÊËÁ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÒÏÊËÉ (f; F; ’) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ~^k’ : ~^kF → f^∗ ~^kE. œ ÓÉÌÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ~f : S → P_X (~kE), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ß ∘ ~f = f É ~f ∗ O_{X̃=X} (−1) = ~ kF . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ~f ∗ : f^∗ ~^{k−1} E^∗ ⊗ ~^kF → f^∗ E ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ

f^∗ ~^{k−1} E^∗ ⊗ ~^kF^�

k−1 ’^∗ �

~^{k−1} F^∗ ⊗ ~^kF F^” �f^∗ E

ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ~f^∗ ~^{k+1} = 0, ÔÁË ËÁË ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ F ÒÁÎÇÁ k, ÔÁË ÞÔÏ ~f ÐÒÏÐÕÓ- ËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÍÏÒÆÉÚÍ f : S → Gr_X (k; E), É ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ŒÌÏÖÅÎÉÑ U → p^∗ E ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ’ : F → f^∗ E.

œÚÁÉÍÎÁÑ ÏÂÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É Œ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. □

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr_X (k; E) ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÎÁÂÖÅÎ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ß : Gr_X (k; E) → X É ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ 0 → U → ß^∗ E → E=U → 0; 0 → U^⊥ → ß^∗ E^∗ → U^∗ → 0:

üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕŒÉÄÅÔØ ÌÉÂÏ ÉÚ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ, ÌÉÂÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. þÔÏÂÙ ÐÏ- ÓÔÒÏÉÔØ U, ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ??. œÏÚØÍÅÍ S = Gr_X (k; E) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ S → Gr_X (k; E). ôÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ÅÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÒÏÊËÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ S → X (ÜÔÏ É ÅÓÔØ ß), ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ S (ÜÔÏ É ÅÓÔØ U) É ŒÌÏÖÅÎÉÑ U → ß^∗ E. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ E=U := ß^∗ E=U, U^⊥ = (E=U)^∗ .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Gr_X (1; E) ∼= P_X (E), Gr_X (n − 1; E) ∼= P_X (E^∗ ), Gr_X (k; E) ∼= Gr_X (n − k; E^∗ ), ÇÄÅ n | ÒÁÎÇ E.

þÁÓÔØ 5. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ

íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÉÐÉÞÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ W | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. ðÏÌÎÙÍ ÆÌÁÇÏÍ Œ W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ 0 ⊂ U_1 ⊂ U_2 ⊂ · · · ⊂ U_{n−1} ⊂ W;

ÔÁËÁÑ ÞÔÏ dim U_i = i.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Fl(W ), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ

Map(S; Fl(W )) = { 0 → F_1 → F_2 → · · · → F_{n−1} → W ⊗ O_S | | F^i | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ i, F_i → F_{i+1} | ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ } äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏŒ X = Gr(1; W ) × Gr(2; W ) × · · · × Gr(n − 1; W ) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U_i ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó Gr(i; W ) ÎÁ X. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ’_i ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ’_i : U_i → W ⊗ O_X → W=U_{i+1}:

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Z = Z_{’1⊕’ 2⊕···⊕’ n−2} = Z_{’1} ∩ Z_{’2} ∩ · · · ∩ Z_{’n−2} | ÉÓËÏÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ 0 � Ui � � � � � W ⊗ O^Z

� W=U_i � 0

0 � Ui+1 � W ⊗ O Z � W=Ui+1 � 0 ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÕÎËÔÉÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ | ÜÔÏ (’_i)_{|Z} , ÞÔÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Z. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÔÒÅÌËÁ U_i → U_{i+1}, ÄÅÌÁÀÝÁÑ ÌÅŒÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ Z ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÃÅÐÏÞËÁ ŒÌÏÖÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ 0 → U_1 → U_2 → · · · → U_{n−1} → W ⊗ O_Z . åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ f : S → Z | ÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÎÁ S.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÄÁÎÏ S É ÃÅÐÏÞËÁ 0 → F_1 → F_2 → · · · → F_{n−1} → W ⊗ O_S ŒÌÏÖÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ŒÌÏÖÅÎÉÊ F_i → W ⊗ O_S ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ f_i : S → Gr(i; X), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f^∗ U_i = F_i. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ~f : S → X. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ~f^∗ ’_i = 0, ÔÁË ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍ ~f^∗ ’_i | ÜÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ F_i → W ⊗ O_S → W ⊗ O_S =F_{i+1}, Á ÐÅÒŒÁÑ ÉÚ ÓÔÒÅÌÏË ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ F_{i+1}. úÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ~f ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ f : S → Z. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÆÌÁÇÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÆÌÁÇÏŒ Fl(i_1; i_2; : : : ; i_k; W ) É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÇÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØ- ÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Fl(i_1; : : : ; i_k; W ) ∼= Fl(n − i_k; : : : ; n − i_1; W^∗ ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ Fl(W ) ∼= Fl(W^∗ ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Fl(i_1; : : : ; i_k; W ) ∼= Gr_{Fl(i1;:::;ik−1 ;W )}(i_k −i_{k−1} ; W=U_{ik−1} ) ∼= Gr_{Fl(i2;:::;ik ;W )}(i_1; U_{i2} ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÆÌÁÇÏŒ Œ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ.

œÏÔ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ X = Fl(1; 2; W ) ×_{Gr(2;W )} Fl(1; 2; W ) ÐÁÒÁÍÅÔÒÉ- ÚÕÅÔ ÔÒÏÊËÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U_1; U^′_1; U_2 ⊂ W , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ dim U_1 = dim U^′_1 = 1, dim U_2 = 2. ïÐÉÛÉÔÅ ÅÇÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ.