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äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ
þÁÓÔØ 1. ëÜÌÅÒÏ×Ù ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ËÏÌØÃÁ A ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × A-ÍÏÄÕÌÅ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ
ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ D : A→M , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÐÒÁ×ÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ

D(ab) = aD(b) + bD(a):
åÓÌÉ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R, ÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ R-ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ D(r) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ
r ∈ R. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ R-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÊ A→M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Di�(A=R;M).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ Z-ÌÉÎÅÊÎÏ, ÔÁË ËÁË D(1) = D(1 ·1) = D(1)+D(1), ÏÔËÕÄÁ D(1) = 0.
ðÒÉÍÅÒ 1.2. ÷ÓÑËÏÅ k-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ D ∈ Di�(k[x]=k;M) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ D(f) = df=dx ·
m0, ÇÄÅ m0 ∈M . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ m0 = D(x). ôÏÇÄÁ D(x2) = 2xD(x) É ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ D(xn) = nxn−1D(x),
ÏÔËÕÄÁ × ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f : M → N | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, Á D : A→M | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÔÏ f ◦D : A→ N
| ÔÏÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ f(D(ab)) = f(aD(b)+bD(a)) = af(D(b))+b(fD(a)). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å f ×ÚÑÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ (ÚÄÅÓØ ×ÁÖÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ!), ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ
ÞÔÏ Di�(A=R;M) | A-ÍÏÄÕÌØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ g : B → A | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ R-ÁÌÇÅÂÒ, ÔÏ D ◦ g : B →M |
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÏÌØÃÁ B.
ôÅÏÒÅÍÁ 1.3. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ R-ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ A-ÍÏÄÕÌØ 
A=R É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ d : A → 
A=R,
ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ | ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (f : 
A=R → M) 7→ (f ◦ d : A → M) ÚÁÄÁÅÔ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ

Hom(
A=R;M) ∼= Di�(A=R;M):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ A⊗RA→ A. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I ÉÄÅÁÌ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ
ÅÇÏ ÑÄÒÏÍ. úÁÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ, ÞÔÏ I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ A-ÂÉÍÏÄÕÌÅÍ É ËÁË ÌÅ×ÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ
1⊗ a− a⊗ 1. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ∑ ai ⊗ bi ∈ I (ÔÏ ÅÓÔØ ∑ aibi = 0). ôÏÇÄÁ

∑
ai ⊗ bi =

∑
ai(1⊗ bi − bi ⊗ 1):

ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ I2 ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÁË ÌÅ×ÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ ÜÅÌÅÍÅÎÔÁÍÉ (1⊗a−a⊗1)(1⊗b−b⊗1) =
(1⊗ ab− a⊗ b− b⊗ a+ ab⊗ 1).
ðÏÌÏÖÉÍ 
A=R := I=I2, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ d ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ d(a) = 1⊗ a− a⊗ 1. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÐÒÏ×ÅÒÉÍ,
ÞÔÏ d | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ

d(ab)− ad(b)− bd(a) = 1⊗ ab− ab⊗ 1− a(1⊗ b− b⊗ 1)− b(1⊗ a− a⊗ 1) =
= 1⊗ ab− ab⊗ 1− a⊗ b+ ab⊗ 1− b⊗ a+ ab⊗ 1 = (1⊗ a− a⊗ 1)(1⊗ b− b⊗ 1) ≡ 0 (mod I2):

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, d | R-ÌÉÎÅÊÎÏ, ÔÁË ËÁË 1 ⊗ r − r ⊗ 1 = 0 × A ⊗R A. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ.
ðÕÓÔØ D : A → M | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ FD : A ⊗R A → M , ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ
ÆÏÒÍÕÌÏÊ a⊗ b 7→ aD(b). ïÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ FD(I2) = 0. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

FD((1⊗ a− a⊗ 1)(1⊗ b− b⊗ 1)) = FD(1⊗ ab− a⊗ b− b⊗ a+ ab⊗ 1) = D(ab)− aD(b)− bD(a) = 0:
úÎÁÞÉÔ FD ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ fD : I=I2 →M . ðÒÉ ÜÔÏÍ fD(d(a)) = FD(1⊗a−a⊗1) = D(a)−aD(1) = D(a).
ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ f : I=I2 → M | ÍÏÒÆÉÚÍ, Á D(a) = f(d(a)), ÔÏ FD(1 ⊗ a − a ⊗ 1) = D(a) = f(d(a)) =
f(1⊗ a− a⊗ 1), ÔÏ ÅÓÔØ FD = f . ¤
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þÁÓÔØ 2. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ

÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÍÏÄÕÌØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× ÄÌÑ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.
ìÅÍÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ R | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. ôÏÇÄÁ 
R[x1;:::;xn]=R] ∼= R[x1; : : : ; xn]⊕n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A = R[x1; : : : ; xn], ÔÏÇÄÁ A ⊗R A = R[x′1; : : : ; x′n; x′′1 ; : : : ; x′′n], Á ÍÏÒÆÉÚÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ
ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ x′i É x′′i × xi. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ I ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ x′i − x′′i , Á ÉÄÅÁÌ I2 | ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ
(x′i − x′′i )(x′j − x′′j ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ FD : I=I2 → An, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÀ

D : A→ An; f(x1; : : : ; xn) 7→ (@f=@x1; : : : ; @f=@xn)
(ÏÎ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ x′i − x′′i = d(xi) × ei := (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0), ÇÄÅ 1 ÓÔÏÉÔ ÎÁ i-ÏÍ ÍÅÓÔÅ). ïÂÒÁÔÎÏ,
ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ g : An → I=I2, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ei × x′i − x′′i . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. ¤

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.2. âÏÌÅÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÚÁÐÉÓÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÔÁËÏ×Á. ðÕÓÔØ V | Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ
R-ÍÏÄÕÌØ, Á A = S•RV ∗ | ÅÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ 
A=R ∼= V ∗ ⊗R A, ÐÒÉÞÅÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ d : S•RV ∗ → V ∗ ⊗R S•RV ∗ | ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.
ìÅÍÍÁ 2.3. åÓÌÉ S ⊂ A | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÔÏ 
S−1A=A = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ D : S−1A → M | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ D(A) = 0. ôÏÇÄÁ 0 = D(1) =
D(s−1s) = s−1D(s) + sD(s−1) = sD(s−1), ÚÎÁÞÉÔ D(s−1) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ s ∈ S, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ D ≡ 0. ¤

ìÅÍÍÁ 2.4. ðÕÓÔØ A É R′ | ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ R. ôÏÇÄÁ 
A⊗RR′=R′ = 
A=R ⊗R R′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Di�(A ⊗R R′=R′;M) ∼= Di�(A=R;M) (ÔÁË
ËÁË HomA⊗RR′(
A=R ⊗R R′;M) ∼= HomA(
A=R;M)). ðÕÓÔØ D : A → M | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ
ÔÏÇÄÁ D′(a ⊗ r′) = r′D(a). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ R′-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÏÌØÃÁ A ⊗R R′. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ
D′ : A⊗RR′ →M | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ, Á i : A→ A⊗RR′ | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ D′◦i : A→M
| R-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. ¤

ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× | ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.5. ðÕÓÔØ B = A=J . ôÏÇÄÁ ÔÏÞÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ B-ÍÏÄÕÌÅÊ
(1) J=J2 → 
A=R ⊗A B → 
B=R → 0;

ÇÄÅ ÌÅ×ÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ J → A d→ 
A=R → 
A=R ⊗A B, Á ÐÒÁ×ÙÊ | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×Á-
ÎÉÅÍ A→ B d→ 
B=R.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ B-ÍÏÄÕÌØ M É ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(−;M):
0 → Di�(B=R;M) → Di�(A=R;M) → Hom(J=J2;M)

(ÍÙ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ HomB(
A=R ⊗A B;M) ∼= HomA(
A=R;M)). îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÅÅ
ÔÏÞÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ M . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ D 7→ D ◦ �, ÇÄÅ � : A → B |
ÐÒÏÅËÃÉÑ, É × ÓÉÌÕ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ. ÷ÔÏÒÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ D 7→ D ◦ j,
ÇÄÅ j : J → A| ×ÌÏÖÅÎÉÅ (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a1; a2 ∈ J , ÔÏD(j(a1a2)) = D(a1a2) = a1D(a2)+a2D(a1) = 0, ÔÁË
ËÁË M , ÂÕÄÕÞÉ B-ÍÏÄÕÌÅÍ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ J , ÚÎÁÞÉÔ D ◦ j ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ J2; ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ
Ó a1 ∈ A, a2 ∈ J ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ D ◦ j | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ B-ÍÏÄÕÌÅÊ). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ D ◦ j = 0. úÎÁÞÉÔ D
ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ D′ : B → M , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ D = D′ ◦ �. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ D′
| ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ¤

ðÒÉÍÅÒ 2.6. ðÕÓÔØ f1; : : : ; fm ∈ A = k[x1; : : : ; xn] É B = A=(f1; : : : ; fm). îÁÊÄÅÍ 
B=k. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÏÞÎÏÊ

ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ (1) É ÌÅÍÍÏÊ 2.1. óÒÅÄÎÉÊ ÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ Bn, Á ÓÀÒßÅËÃÉÉ An f1;:::;fm //J //J=J2

ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÌÅ×ÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ df1, df2, . . . , dfm. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Bm (@fi=@xj) //Bn //
B=R //0.

åÓÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ×ÁÖÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ | Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ÓËÁÌÑÒÏ×.
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.7. ðÕÓÔØ A → B → C | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÌÅÃ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ C-ÍÏÄÕÌÅÊ
(2) 
B=A ⊗B C → 
C=A → 
C=B → 0

× ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒ×ÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ B → C d→ 
C=A, Á ×ÔÏÒÏÊ | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ-
×ÁÎÉÅÍ C d→ 
C=B.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÕÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
0 → Di�(C=B;M) → Di�(C=A;M) → Di�(B=A;M);

ÇÄÅ M | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ C-ÍÏÄÕÌØ. ðÅÒ×ÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ | ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ (ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÄ B
ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÎÁÄ A), Á ×ÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ D 7→ D ◦ f , ÇÄÅ f : B → C. îÏ
ÅÓÌÉ D ◦ f = 0, ÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ D ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ B, Á ÚÎÁÞÉÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÁÄ B. ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.8. ðÕÓÔØ B1; B2 | A-ÁÌÇÅÂÒÙ, Á C = B1 ⊗A B2. ôÏÇÄÁ 
C=A = 
B1=A ⊗A B2 ⊕B1 ⊗A 
B2=A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÅÅÍ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

B1=A ⊗B1 C → 
C=A → 
C=B1 → 0; 
B2=A ⊗B2 C → 
C=A → 
C=B2 → 0

É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ 
C=B1 = 
B2=A ⊗A B1 = 
B2=A ⊗B2 C É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ 
C=B2 . ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× 
B2=A ⊗B2 C → 
C=A → 
C=B1 | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÞÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ¤
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ K=k | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÌÉ K = k(x1; : : : ; xn), ÔÏ 
K=k = Kn;
(b) ÅÓÌÉ K=k | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, ÔÏ 
K=k = 0. (c) á ÅÓÌÉ K=k | ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ?
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.9. åÓÌÉ A | ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ R-ÁÌÇÅÂÒÙ, ÔÏ 
A=R ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ A = S−1B, ÇÄÅ B = R[x1; : : : ; xn]=J . éÚ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 
B=R | ÆÁË-
ÔÏÒÍÏÄÕÌØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ. äÁÌÅÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÅÐÏÞËÕ
R → B → A. éÚ (2) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 
B=R ⊗ A → 
A=R → 
A=B . ÷ ÎÅÊ 
A=B = 0,
ÚÎÁÞÉÔ 
A=R | ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ 
B=R⊗BA, É ÚÎÁÞÉÔ ÓÁÍ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ. ¤

þÁÓÔØ 3. ðÕÞÏË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X | ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ R. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÕÞÏË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× ÎÁ X. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á SpecA = U ⊂ X ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÕÞÏË ÎÁ U , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÏÄÕÌÀ 
A=R, Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ
×ÌÏÖÅÎÉÑ SpecB = V ⊂ U (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ A→ B) ÍÏÒÆÉÚÍ 
A=R → 
B=R, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ
ÐÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÀ A→ B d→ 
B=R.
ìÅÍÍÁ 3.1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË 
X=R ÎÁ X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ
SpecA = U ⊂ X ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ 
X=R(U) = 
A=R, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ×ÌÏÖÅÎÉÊ ÔÁËÉÅ ÖÅ
ËÁË É ×ÙÛÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ
Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÏÄÕÌÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×, É ÓËÌÅÉÔØ ÉÚ ÎÉÈ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ
ÐÕÞÏË ÎÁ ×ÓÅÍ X (ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÈÅÍÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÏÄÕÌØ 
OX;x=R É ËÁÖÄÏÍÕ
U ⊂ X ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ { sx ∈ 
OX;x=R }x∈U , ËÏÔÏÒÙÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÏÄÕÌÑ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×). îÏ ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÄÒÕÇÊÏ ÓÐÏÓÏÂ.
ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ X ÏÔÄÅÌÉÍÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ � : X → X × X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ). ðÕÓÔØ I ⊂ OX×X | ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏ× ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÕÞÏË I=I2. úÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ÏÎ ÁÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ I, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ OX×X=I-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÐÕÞÏË ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÕÞÏË 
X=R ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

I=I2 = �∗
X=R:
ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÕÞÏË ÌÏËÁÌØÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎ ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×. åÓÌÉ U = SpecA ⊂ X,
ÔÏ U ×U ⊂ X×X É ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ A⊗A→ A, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÕÞÏË
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I ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÉÄÅÁÌÕ I ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.3. úÎÁÞÉÔ ÐÕÞÏË I=I2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÄÕÌÀ I=I2 = 
A=R, ÞÔÏ É
ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.
åÓÌÉ ÖÅ ÓÈÅÍÁ X ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌÉÍÏÊ, ÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÎÏ ÚÁÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁ-
ÍËÎÕÔÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å V ⊂ X×X. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ×ÓÅ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ,
ÞÔÏ É ÒÁÎØÛÅ, ÚÁÍÅÎÉ× X ×X ÎÁ V . ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ d : A → 
A=R ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ × ÇÌÏÂÁÌØÎÙÊ
ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏ× d : OX → 
X=R. úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÕÞËÏ× OX-ÍÏÄÕÌÅÊ!
ìÅÍÍÁ 3.2. 
X=R = �∗(I=I2) = �∗I.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ××ÉÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÆÁËÔÁ. ÷ÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁË.
ðÒÉÍÅÎÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ �∗ Ë ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → I2 → I → I=I2 → 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

�∗(I2) → �∗I → �∗(I=I2) → 0:
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÕ I2 ⊗A (A=I) → I ⊗A (A=I),
ËÏÔÏÒÙÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. úÎÁÞÉÔ ×ÔÏÒÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ¤

ìÅÍÍÁ 3.3. ðÕÓÔØ i : Y → X | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ, Á J | ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏ× Y × X. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒ
i∗ : Qcoh(Y ) → Qcoh(X) | ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÐÕÞËÏ×, ÁÎÌÌÕÉÒÕÅÍÙÈ ÐÕÞËÏÍ ÉÄÅÁÌÏ× J .
ïÂÒÁÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ | i∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÐÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ i∗i∗F ∼= F ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ F ∈ Qcoh(Y ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
ÐÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ Hom(i∗i∗F; F ) ∼= Hom(i∗F; i∗F ), ÚÎÁÞÉÔ ÓÕÝÅÓ×ÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ i∗i∗F → F É
ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. üÔÏ ×ÏÐÒÏÓ ÌÏËÁÌØÎÙÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,
ÞÔÏ X = SpecA | ÁÆÆÉÎÎÏ, J ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÉÄÅÁÌÕ J ⊂ A, Á Y = Spec(A=J). ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒ i∗ | ÜÔÏ
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ Mod−(A=J) → Mod−A, Á ÆÕÎËÔÏÒ i∗ | ÜÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ−⊗A(A=J) : Mod−A→ Mod−(A=J).
÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ M | A=J-ÍÏÄÕÌØ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÕÞËÕ F , ÔÏ ÐÕÞËÕ i∗i∗F ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÄÕÌØ
M ⊗A (A=J), Á ÎÁÛ ÍÏÒÆÉÚÍ M ⊗A (A=J) →M ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ A=J ÎÁ M . ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ
ÜÔÏ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÁË ËÁË J ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ M ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ.
ïÂÒÁÔÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÐÕÞËÁ G ÎÁ X ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ G→ i∗i∗G, ËÏÔÏÒÙÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÕÅÔ
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍÕ N → N ⊗A (A=J) ÄÌÑ A-ÍÏÄÕÌÑ N . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ
ÔÅÈ N , ËÏÔÏÒÙÅ ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ J , ÔÁË ÞÔÏ i∗ | ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÐÕÞËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ
ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ J . ¤

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÕÞÏË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×. ðÕÓÔØ X | ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ S. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÄÉÁÇÏÎÁÌØ × ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ � : X → X ×S X É ÐÏÌÏÖÉÍ 
X=S = �∗I, ÇÄÅ I | ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏ× ÄÉÁÇÏ-
ÎÁÌÉ, ÅÓÌÉ X ÏÔÄÅÌÉÍÁ ÎÁÄ S, Á ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÔÄÅÌÉÍÁ, ÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÚÁÍÅÎÉ× ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÚÁÍËÎÕÔÁ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ SpecA ⊂ X, SpecR ⊂ S | ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÏÔËÒÙ-
ÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ �(SpecA) ⊂ SpecR, ÇÄÅ � : X → S (ÔÁË ÞÔÏ A | R-ÁÌÇÅÂÒÁ), ÔÏ 
X=S ÎÁÄ
SpecA ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÄÕÌÀ 
A=R.
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X | ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R, ÔÏ 
X=R = 
X= SpecR.
ìÅÍÍÁ 3.4. ðÕÞÏË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× 
X=S ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X | ÌÏËÁÌØÎÏ ÎÅÔÅÒÏ×Á,
ÔÏ 
X=S ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ.

üÔÁ ÌÅÍÍÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ 2.9.

þÁÓÔØ 4. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

îÁÞÎÅÍ Ó ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ V | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÔÏ 
A(V ) ∼= V ∗ ⊗OA(V ).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ E | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ S, Á X = TotS(E) = SpecS(S•E∗), ÔÏ

X=S ∼= �∗E∗, ÇÄÅ � : X → S | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ.
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ôÅÏÒÅÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ W | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÔÓ×Ï ÎÁÄ k ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → 
P(W ) →W ∗ ⊗OP(W )(−1) → OP(W ) → 0; (ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ)
× ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÁ×ÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ W ∗ ⊗OP(W ) → OP(W )(1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÑÄÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � : W ∗ ⊗ OP(W ) → OP(W )(1) ÞÅÒÅÚ K (ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ
P(W ) ËÁË ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr(1;W ), ÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ U⊥). ðÏÌÕÞÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ � : K →W ∗ ⊗OP(W ). ðÏÄÎÉÍÅÍ
� É � ÎÁ P(W )× P(W ) É ÐÒÏËÏÍÐÏÎÉÒÕÅÍ | ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ

' : p∗1K
p∗1� //W ∗ ⊗OP(W )×P(W )

p∗2� //p∗2OP(W )(1):
ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Z' = �(P(W )). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Z' ⊂ �(P(W )) ÎÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ×
ÔÏÍ, ÞÔÏ p1|Z' = p2|Z' . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×
W ∗ ⊗OP(W )×P(W ) → p∗iOP(W )(1) ÎÁ Z'. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉÙÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 // p∗1K|Z'
p∗1� //

'|Z' ))SSSSSSSSSSSSSSS
W ∗ ⊗OZ'

p∗1� //

p∗2�
²²

p∗1OP(W )(1)|Z'

ttj j j j j j j j
// 0

p∗2OP(W )(1)|Z'
ôÁË ËÁË '|Z' = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÕÎËÔÉÒÎÕÀ ÓÔÒÅÌËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÁ × ÓÉÌÕ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ
×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. îÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏ× ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ
ÒÁÎÇÁ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Õ ÎÅÇÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÒÁÎÇ, ÚÎÁÞÉÔ ÐÏ ÌÅÍÍÅ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÅÇÏ ÑÄÒÏ
| ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏ ÒÁÎÇÁ ÎÏÌØ, ÚÎÁÞÉÔ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÕÎËÔÉÒÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ,
ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ p1|Z' = p2|Z' .
þÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍ ×ÌÏÖÅÎÉÉ � : P(W ) → P(W )× P(W )
ÉÍÅÅÍ �∗' = � ◦ � = 0, ÚÎÁÞÉÔ � ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Z'.
éÔÁË, Z' = �(P(W )). ÷ÓÐÏÍÉÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÈÅÍÙ ÎÕÌÅÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÀÒßÅËÃÉÀ K £ OP(W )(−1) → I.
ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ �∗ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ �∗(K £OP(W )(−1)) = K(−1) → �∗I = 
P(W ). îÏ É K(−1) É

P(W ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ÐÕÞËÁÍÉ ÒÁÎÇÁ n − 1 (ÄÌÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, Á ÄÌÑ
×ÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ, Á ÎÁ
ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÐÕÞÏË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ), ÚÎÁÞÉÔ ÜÔÏÔ ÍÏÒÆÉÚÍ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.
ôÅÐÅÒØ ×ÓÐÏÍÉÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÕÞËÁ K, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ¤
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(k;W )
(a) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ U⊥ £ U → I, ÇÄÅ I | ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏ× ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ;
(b) ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ 
Gr(k;W ) ∼= U⊥ ⊗ U .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ E | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ S. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ (a) 
GrS(k;E)=S ∼= U⊥ ⊗ U ;
(b) ÎÁ PS(E) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ

0 → 
PS(E)=S → �∗E∗ ⊗OPS(E)=S(−1) → OPS(E) → 0;
ÇÄÅ � : PS(E) → S | ÐÒÏÅËÃÉÑ.


