áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ - 2 16.03.2010

þÁÓÔØ 1. òÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ

îÁÐÏÍÎÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÏÌÅÃ É ÏÂÓÕÄÉÍ ÉÈ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ.

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ëÒÕÌÌÑ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ n, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ p_0 ⊂ p_1 ⊂ · · · ⊂ p_n ⊂ A. åÓÌÉ A | ÃÅÌÏÓÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, Á K | ÅÅ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ, ÔÏ dim A = degtrK=k. ëÏÌØÃÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÒÁÚÍÅÒÎÙÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n.

äÌÑ ÎÅÔÅÒÏŒÏÇÏ ÒÁŒÎÏÒÁÚÍÅÒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A, ÅÓÌÉ f ∈ A, ÔÏ dim A − 1 � dim A=(f) � dim A, ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ f ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÔÏ dim A=(f) = dim A − 1 É ËÏÌØÃÏ A=(f) ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÎÙÍ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m É ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k-ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ m=m^2 ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ëÒÕÌÌÑ ËÏÌØÃÁ A: dim_k m=m^2 = dim A:

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ dim_k m=m^2 � dim A.

îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÐÏËÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÕÖÎÁ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÅÇÏ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ÔÏÖÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ.

ôÁËÖÅ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏËÁ ÏÓÔÁŒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ ÐÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ).

ôÅÏÒÅÍÁ 1.2. œÓÑËÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. óÈÅÍÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ (ÉÌÉ ÎÅÏÓÏÂÏÊ) Œ ÔÏÞËÅ x, ÅÓÌÉ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ O_{X;x} ÒÅ- ÇÕÌÑÒÎÏ. ôÏÞËÁ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÓÏÂÏÊ. óÈÅÍÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ (ÎÅÏÓÏÂÏÊ), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.4. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÔÏÞÅË ÓÈÅÍÙ ÏÔËÒÙÔÏ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÓÈÅÍÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÔÏ ÏÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÐÒÏÓ ÌÏËÁÌÅÎ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = Spec A ÁÆÆÉÎÎÁ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÅÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A_p ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏ É p ⊂ q, ÔÏ A_q ÔÏÖÅ ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏ. îÏ ÅÓÌÉ A_q ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ A_p = (A_q)_{pAq} ÔÏÖÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. □

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÓÈÅÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÔÏÌØËÏ Œ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÏÞËÁÈ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.5. œÓÑËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓŒÑÚÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÓŒÏÉÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ- ÐÏÎÅÎÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÄŒÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ, ÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏ. □

þÁÓÔØ 2. óÌÏÉ ÐÕÞËÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÕÞÏË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X | ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ k, ÔÏ ÐÕÞÏË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ ˙_{X=k} ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ Spec A ⊂ X ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÍÏÄÕÌÀ ˙_{A=k}. 1

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ A | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m É ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ k = A=m. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ k ⊂ A, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ A → k ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÁ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → m=m^2 → ˙_{A=k} ⊗_A k → ˙_{k=k} → 0 ÔÏÞÎÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ

˙_{A=k} ⊗_A k ∼= m=m^2:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ˙_{A=k} ⊗_A k → m=m^2 | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÏŒÁÎÉÅ A → m=m^2. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÅÍ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ß ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ A → k → A. üÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌØÃÁ A Œ ÓÅÂÑ. ðÏÌÏÖÉÍ æ(x) := x − ß(x). ôÏÇÄÁ æ(x) ∈ m ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ A. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

ß(xy) + æ(xy) = xy = (ß(x) + æ(x))(ß(y) + æ(y)) = ß(x)ß(y) + ß(x)æ(y) + ß(y)æ(x) + æ(x)æ(y):

úÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ ß(xy) = ß(x)ß(y) É ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ß(x) = x − æ(x), ß(y) = y − æ(y), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

æ(xy) − xæ(y) − yæ(x) = −æ(x)æ(y) ∈ m^2;

ÚÎÁÞÉÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ —æ : A^æ→ m → m=m^2 | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f : ˙_{A=k} ⊗_A k → m=m^2 | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ f(dx ⊗ 1) = —æ(x). ôÁË ËÁË ÄÌÑ x ∈ m ÉÍÅÅÍ æ(x) = x, ÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ m=m^{2 d}→ ˙_{A=k} ⊗_A k^f→ m=m^2 | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÁ, ÏÔËÕÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

œÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ˙_{k=k} = 0. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.2. õÓÌÏŒÉÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ, ÅÓÌÉ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ k (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ k → A).

ëÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ K=k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÔÏ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K_0=k É ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K=K_0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K=k ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ, ÔÏ dim_K ˙_{K=k} = degtrK=k.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ k | ÓÏŒÅÒÝÅÎÎÏÅ ÐÏÌÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ k ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ. õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÍ. úÁÒÉÓËÉÊ-óÁÍÀÜÌØ, ÔÅÏÒÅÍÁ 31 (ÓÔÒ. 105).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ X | ÃÅÌÁÑ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(i) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÏÞÅË x ∈ X ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ˙_{X=k} ⊗_{OX;x} k(x) ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n; (ii) ÐÕÞÏË ˙_{X=k} ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ n; (iii) ÓÈÅÍÁ X ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.4. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÐÏÌÑ k(x) ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ ÎÁÄ k (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÓÈÅÍÁ X ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÎÁÄ k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÍÐÌÉËÁÃÉÑ (ii) ⇒ (i) ÏÞÅŒÉÄÎÁ. äÏËÁÖÅÍ (i) ⇒ (iii). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÏ- ËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÌÀÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ. ðÕÓÔØ A | ÔÁËÏÅ ËÏÌØÃÏ, m | ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ ˙_{A=k} ⊗_A k ∼= k^n, ÚÎÁÞÉÔ dim m=m^2 = n, ÚÎÁÞÉÔ A ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ (iii) ⇒ (ii). ðÕÓÔØ ÓÈÅÍÁ X ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ. þÔÏÂÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ˙_{X=k} ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ n = dim X, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÌÏÊ ÐÕÞËÁ ˙_{X=k} Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÒÁÎÇÁ n ÎÁÄ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A = O_{X;x}. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÏÄÕÌØ | ˙_{A=k}. úÁÍÅÔÉÍ ÐÒÏ ÎÅÇÏ ÄŒÁ ÆÁËÔÁ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÅÓÌÉ K | ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ A, ÔÏ ˙_{A=k} ⊗_A K = ˙_{K=k} = K^n, ÔÁË ËÁË ÐÏÌÅ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÓÏŒÅÒÖÅÎÎÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ K=k ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ, Á ÓÔÅÐÅÎØ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÑ K ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ A. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÔÁË ËÁË k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, Á ÔÏÞËÁ x ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÔÏ k(x) = k, ÔÁË ÞÔÏ ˙_{A=k} ⊗_A k = m=m^2 = k^n, ÔÁË ËÁË X ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. ïÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÏÊ. □

ìÅÍÍÁ 2.5. ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A Ó ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ k É ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ K. åÓÌÉ dim_K M ⊗_A K = dim_k M ⊗_A k, ÔÏ M ÓŒÏÂÏÄÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ dim_k M ⊗_A k = n. œÙÂÅÒÅÍ n ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Œ M ⊗_A k = M=mM É ÐÏÄÎÉÍÅÍ ÉÈ Œ M. ðÏÌÕÞÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ’ : A^n → M. ðÏ ÌÅÍÍÅ îÁËÁÑÍÙ ÏÎ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÒÏÎÙ, ÔÅÎÚÏÒÎÏ ÄÏÍÎÏÖÁÑ ÎÁ K ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

A^n � � M � K^n � M ⊗ A K

ôÁË ËÁË ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÏÞÎÏ ÓÐÒÁŒÁ, ÎÉÖÎÑÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÁ. ôÁË ËÁË dim_K M ⊗_A K = n, ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. îÁËÏÎÅÃ, ÔÁË ËÁË A ÃÅÌÏÓÔÎÏ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ A → K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÚÎÁÞÉÔ ÌÅŒÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÚÎÁÞÉÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÓÔÒÅÌÏË A^n → M ⊗_A K | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÍÏÒÆÉÚÍ A^n → M | ŒÌÏÖÅÎÉÅ. úÎÁÞÉÔ M ∼= A^n. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.6. úÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ⊂ A^n ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ c ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÉÄÅÁÌÏÍ I(X) = (f_1; : : : ; f_m), ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ J(f) := (@f_i=@x_j ) ÒÁŒÅÎ c ŒÏ ŒÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÏÞËÁÈ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ A := A_X = k[x_1; : : : ; x_n]=(f_1; : : : ; f_m). éÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ A^{m J(f)} �A^n �˙_{A=k} �0. ôÅÎÚÏÒÎÏ ÕÍÎÏÖÁÑ ÎÁ k(x) ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ˙_{A=k} ⊗_A k(x) ÒÁŒÎÁ n − rankJ(f)_x, ÏÔËÕÄÁ É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ. □

ðÒÉÍÅÒ 2.7. ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ æÅÒÍÁ X = { x^n_0 + x^n_1 + · · · + x^n_N = 0 } ⊂ P^N ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ, ÅÓÌÉ char k ÎÅ ÄÅÌÉÔ n. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ X ÒÁŒÎÁ N − 1. äÁÌÅÅ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ I_X = (1 + y^n_1 + · · · + y^n_N ), ÔÁË ÞÔÏ J(f) = (ny^{n−1}_1 ; : : : ; ny^{n−1}_N ). åÓÌÉ char k ÎÅ ÄÅÌÉÔ n, ÔÏ ÒÁÎÇ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÞËÅ (y_1; : : : ; y_N ) = (0; : : : ; 0), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ X, ÚÎÁÞÉÔ X ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ. åÓÌÉ ÖÅ p = char k ÄÅÌÉÔ n, ÔÏ x^n_0 + · · · + x^n_N = (x^{n=p}_0 + · · · + x^{n=p}_N )^p, ÔÁË ÞÔÏ X ÎÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ, É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÎÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÖÉÄÁÅÍ ÏÔ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

þÁÓÔØ 3. òÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ËÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ

ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ, Á M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎÉÍ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x_1; : : : ; x_n Œ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ Œ M, ÅÓÌÉ x_{i+1} ÎÅ ÑŒÌÑÑÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ Œ ÍÏÄÕÌÅ M=(x_1; : : : ; x_i) ÄÌÑ ŒÓÅÈ 0 � i � n − 1. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ i ÔÏÞÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 �M=(x_1; : : : ; x_i)^{xi+1} �M=(x_1; : : : ; x_i) �M=(x_1; : : : ; x_{i+1}) �0:

åÓÌÉ ÍÏÄÕÌØ ÎÅ ÕËÁÚÁÎ, ÔÏ ÐÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ M ÂÅÒÅÔÓÑ A.

ðÒÉÍÅÒ 3.1. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_1; : : : ; x_m Œ k[x_1; : : : ; x_n] ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ. á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x(x+y); y(x+y) Œ k[x; y] | ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÁ, ÔÁË ËÁË Œ k[x; y]=x(x + y) ÉÍÅÅÍ x · y(x + y) = 0.

ìÅÍÍÁ 3.2. ðÕÓÔØ A | ÒÁŒÎÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÎÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_1; : : : ; x_m ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ dim A=(x_1; : : : ; x_m) = dim A − m.

œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ ÏÞÅŒÉÄÎÁ | ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÕ, ÎÅ ÑŒÌÑÝÅÍÕÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ. œ ÄÐÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÍÙ ÐÏËÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, ÔÁË ËÁË ÐÒÏÝÅ ÂÕÄÅÔ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ Œ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ëÏÜÎ-íÁËÏÌÅÅŒÁ ËÏÌØÃÁ. ïÂ ÜÔÏÍ ÍÙ ÐÏÇÏŒÏÒÉÍ Œ ÄÒÕÇÏÊ ÒÁÚ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ E | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÒÁŒÎÏÒÁÚÍÅÒÎÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ (ëÏÜÎ-íÁËÏÌÅÅŒÏÊ) ÓÈÅÍÅ X. çÌÏ- ÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ s ∈ `(X; E) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ dim Z_s = dim X − rank(E).

œÏÚØÍÅÍ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Spec A = U ⊂ X, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÕÅÔÓÑ: E_{|U} ∼= O^r_U . ðÒÉ ÜÔÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÅÞÅÎÉÅ s_{|U} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ s_1; : : : ; s_r ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ A. œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ s | ÒÅÇÕÌÒÎÏ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÎÅÛÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E^∗ . óÅÞÅÎÉÅ s ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓŒÅÒÔËÉ ~^{k+1}E^∗ �~^kE^∗ ⊗ E^{∗ 1⊗s} �~^kE^∗ ;

ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ s. åÓÌÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÏŒÁÔØ E, ÔÏ ÎÁ ÂÁÚÉÓÅ e_{i0:::ik} Œ ~^{k+1}E^∗ ÜÔÏÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

e_{i0:::ik} → k∑ j=0 (−1)^j s(e_{ij} )e_{i0:::ij−1 ij+1:::ik} :

ìÅÍÍÁ 3.3. ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r, Á s ∈ `(X; E). ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (?) 0 → ~^rE^{∗ s}→ ~^{r−1} E^{∗ s}→ · · ·^s→ ~^2E^{∗ s}→ E^{∗ s}→ O_X → 0: ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, É ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍÉ ŒÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ŒÓÅ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ. □ ëÏÍÐÌÅËÓ (?) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ëÏÛÕÌÑ ÓÅÞÅÎÉÑ s.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.4. åÓÌÉ ÓÅÞÅÎÉÅ s ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ŒÅÚÄÅ, ËÒÏÍÅ ËÒÁÊÎÅÇÏ ÓÐÒÁŒÁ ÞÌÅÎÁ, ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑ Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ O_{Zs} | ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÍÕ ÐÕÞËÕ ÓÈÅÍÙ ÎÕÌÅÊ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÎÇÕ r ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E. åÓÌÉ r = 0 ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÄÌÑ ÒÁÎÇÁ r − 1. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ E ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, Á ÓÅÞÅÎÉÅ s ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ s_1; : : : ; s_r. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F ÓÕÍÍÕ ÐÅÒŒÙÈ r − 1 ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ E, Á ÞÅÒÅÚ t ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÅÞÅÎÉÅ F , ÔÁË ÞÔÏ E = F ⊕ O. ôÏÇÄÁ ~^kE^∗ = ~^kF^∗ ⊕ ~^{k−1} F^∗ . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ëÏÛÕÌÑ: 0 � 0 � 0 � 0 � 0 � � ~^{r−1} F^{∗ t} � � : : :^t � ~2F ∗^t � � F^{∗ t} � � O � 0

0 � ~^rE^{∗ s} � ~^{r−1} E^{∗ s} � � : : :^s � ~2E∗^s � � E^{∗ s} � � O � � 0 0 � ~^{r−1} F^{∗ t} � � ~^{r−2} F^{∗ t} � � : : :^t � F ∗^t � � O � � 0 0 0 0 0 éÚ ÌÅÍÍÙ 3.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ t ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, Á ÆÕÎËÃÉÑ s_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ (ÎÅ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ) ÎÁ ÓÈÅÍÅ ÎÕÌÅÊ Z_t ⊂ X. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍÍÏÊ Ï ÚÍÅÅ É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → H^{−1} (~^• E^∗ ; s) → O_{Zt}^{sn}→ O_{Zt} → H^0(~^• E^∗ ; s) → 0 (ÔÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÓÅÒÅÄÉÎÅ | ÜÔÏ s_n ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ Ï ÚÍÅÅ) É ÚÁÎÕÌÅÎÉÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÓËÏÌØËÕ s_n ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ Œ O_{Zt} , ÓÒÅÄÎÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÁË ÞÔÏ H^{−1} = 0, Á H^0 = O_{Zs} . □

þÁÓÔØ 4. ëÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË

ðÕÓÔØ Y ⊂ X | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ, i : Y → X | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, Á J | ÅÅ ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏŒ. ìÅÍÍÁ 4.1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (∗) J =J^2 → i^∗ ˙_{X=k} → ˙_{Y =k} → 0:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ. □ ðÕÞÏË J =J^2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÐÕÞËÏÍ ÐÏÄÓÈÅÍÙ Y . õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ J =J^2 ∼= i^∗ J , ÇÄÅ i | ŒÌÏÖÅÎÉÅ Y → X.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.2. ðÕÓÔØ Y ⊂ X | ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ s ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÒÁÎÇÁ r ÎÁ X. åÓÌÉ ÓÅÞÅÎÉÅ s ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ ËÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ r, ÔÏÞÎÅÅ J =J^2 ∼= i^∗ E^∗ .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ëÏÛÕÌÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÓÐÒÁŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ~^2E^{∗ s}→ E^∗ → J → 0:

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÏÞÎÙÊ ÓÐÒÁŒÁ ÆÕÎËÔÏÒ i^∗ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÓÐÒÁŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ~^2i^∗ E^{∗ i∗ s}→ i^∗ E^∗ → i^∗ J → 0:

îÏ i^∗ s = 0, ÔÁË ËÁË Y | ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ s, ÐÏÜÔÏÍÕ i^∗ J ∼= i^∗ E^∗ . □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ X ⊂ P^n | ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ d. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ J =J^2 ∼= O_X (−d).

ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.3. ðÕÓÔØ Y ⊂ X | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ËÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏ- ÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ r = dim X − dim Y . ôÏÇÄÁ ÌÏËÁÌØÎÏ Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ÎÕÌÅÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ y ∈ Y . ìÏËÁÌØÎÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ y ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÐÕÞÏË J =J^2 É (ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÅÝÅ ÒÁÚ ÕÍÅÎØÛÉŒ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ) ÐÏÄÎÑÔØ r ÅÇÏ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÄÏ ÓÅÞÅÎÉÊ ÐÕÞËÁ J ⊂ O_X , ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔØ r ÆÕÎËÃÉÊ s_1; : : : ; s_r. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ O^r_X → J , ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÊ ÜÔÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ Œ ÔÏÞËÅ y, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ É Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Y = Z_{(s1;:::;sr )} É ÔÁË ËÁË dim Y = dim X − r, ÔÏ s = (s_1; : : : ; s_r) | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ O^r_X , Á Y | ÅÇÏ ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ. □

åÓÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ Y ⊂ X ÌÏËÁÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ÎÕÌÅÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÇÏŒÏ- ÒÑÔ, ÞÔÏ Y | ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Œ X.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.4. úÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ Y ⊂ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ r = dim X − dim Y .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÏÞÅË Œ P^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ËÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (∗) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅŒÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.5. ðÕÓÔØ X | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k, E | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, s | ÅÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ, Á Y = Z_s | ÅÇÏ ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ. åÓÌÉ Y ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (∗) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÓÌÅŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → i^∗ E^∗ → i^∗ ˙_{X=k} → ˙_{Y =k} → 0:

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = Spec A É Y = Spec B | ÁÆÆÉÎÎÙ. íÏÒÆÉÚÍ i^∗ E^∗ → i^∗ ˙_{X=k} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ B-ÍÏÄÕÌÅÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ ÉÄÅÁÌÅ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ (ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÔÏÞÅÎ). œ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ 0 � Ker ’ � � B^r � � B^n � 0 � ⊕ p(Ker ’ ⊗ B Bp) � ⊕ pB^rp � ⊕ pB^np

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÉÄÅÁÌÁÍ p, ÔÁË ËÁË ÑÄÒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ B → ⊕_pB_p ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÔÏ ÅÓÔØ Œ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÅ B, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÎÕÌÅŒÏÊ. ôÁË ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÂÝÉÍ ÔÏÞËÁÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Y , ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÔÏÞÎÏÓÔØ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ. ðÕÓÔØ y | ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ. ôÏÇÄÁ O_{Y;y} | ÐÏÌÅ k(y), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ Œ ÔÏÞËÕ y ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ i^∗ E^∗ ⊗ k(y) → i^∗ ˙_{X=k} ⊗ k(y) → ˙_{k(y)=k} → 0. ôÁË ËÁË ÐÏÌÅ k ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ, Á dim Y = dim X − rankE = n − r, ÔÁË ËÁË s ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ ˙_{k(y)=k} = k(y)^{n−r} . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÛÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ k(y)^r → k(y)^n → k(y)^{n−r} → 0. îÏ ÏÎÁ ÔÏÞÎÁ Œ ÓÅÒÅÄÉÎÅ É ÓÐÒÁŒÁ, ÚÎÁÞÉÔ ÏÎÁ ÔÏÞÎÁ ÔÁËÖÅ É ÓÌÅŒÁ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ X ⊂ P^n | ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ d Ó ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ f. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˙_X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÁ

0 �O_X (−d)^{(@f=@xi )} �O_X (−1)^{n+1 (xi)} �O_X �0 Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÞÌÅÎÅ.

îÁËÏÎÅÃ, ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.6. ðÕÓÔØ X | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, Á Y ⊂ X | ÎÅÏÓÏÂÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ Œ X ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÉ r. ôÏÇÄÁ Y | ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (∗) ÔÏÞÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Y | ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÔÁË ËÁË ÔÏÞÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ìÏËÁÌÉÚÕÅÍ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ Y . ðÏÌÕÞÉÍ ÓÀÒSSÅËÃÉÀ f : A → B ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÌÅÃ, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ dim A−dim B = r. åÓÌÉ m É n | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ, Á I = Ker f, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ I=mI → m=m^2 → n=n^2 → 0 ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ñÄÒÏ ÐÒÁŒÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ r. œÙÂÅÒÅÍ r ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ É ÐÏÄÎÉÍÅÍ ÉÈ ÄÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x_1; : : : ; x_r ∈ I. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ I. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ B^′ = A=(x_1; : : : ; x_r) É ÐÕÓÔØ n^′ | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ B^′. ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ dim n^′=(n^′)^2 = n − r, ÔÁË ÞÔÏ dim B^′ � n − r = dim B. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ B | ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ ËÏÌØÃÁ B^′, ÐÏÜÔÏÍÕ dim B � dim B^′. úÎÁÞÉÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÙ É ËÏÌØÃÏ B^′ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ. îÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÚÎÁÞÉÔ B^′ = B É I = (x_1; : : : ; x_r) | ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ r ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. □