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ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅ×ÏÓÔØ
þÁÓÔØ 1. æÕÎËÔÏÒÙ Tor É Ext

ðÕÓÔØ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓ P• ÐÒÏÅË-
ÔÉ×ÎÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ

· · · → P2 → P1 → P0 → 0;
ÔÁËÏÊ ÞÔÏ H0(P•) = M , H>0(P•) = 0.

ìÅÍÍÁ 1.1. ÷ÓÑËÉÊ A-ÍÏÄÕÌØ M ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ. åÓÌÉ P• É Q• | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÒÅ-
ÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ÍÏÄÕÌÅÊ M É N , Á f : M → N | ÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ
f• : P• → Q• (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× fi : Pi → Qi, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ
H0(f•) = f . åÓÌÉ f•; g• : P• → Q• | Ä×Á ÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ H0(f•) = H0(g•), ÔÏ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× hi : Pi → Qi+1, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ fi− gi = dQi+1 ◦hi−hi−1 ◦ dPi .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÓÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ (ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÅ) Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ
ÍÏÄÕÌÅÊ | ÅÓÌÉ P ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, Á S → T | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ P → T ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ
ÍÏÒÆÉÚÍÁ P → S (ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÆÕÎËÔÏÒ Hom(P;−) ÔÏÞÅÎ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÌÅ×Á, ÎÏ É ÓÐÒÁ×Á), Á ÔÁËÖÅ ÔÏÔ ÆÁËÔ,
ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÍÏÖÎÏ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ × M É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ).

éÔÁË, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ. åÓÌÉ ÐÅÒ×ÙÅ k-ÛÁÇÏ× ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÀÒßÅËÃÉÀ
Pk+1 → Ker(Pk → Pk−1), ÞÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÍÏÖÎÏ. ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ
f0; : : : ; fk−1 ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ. ôÁË ËÁË dQk−1◦fk−1◦dPk = 0, ÔÏ fk−1◦dPk ÂßÅÔ ÉÚ Pk × Ker dQk−1 = Im dQk , Á ÍÏÒÆÉÚÍ
Qk → Im dQk ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÓËÏÍÙÊ fk ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ,
ÞÔÏ h0; : : : ; hk−1 ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ. ôÏÇÄÁ dQk ◦(fk−gk−hk−1◦dPk ) = (fk−1−gk−1−dQk ◦hk−1−hk−2◦dPk−1)◦dPk = 0,
É ÄÁÌÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ËÁË É ×ÙÛÅ. ¤

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ Torp(M;N) É Extp(M;N) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ M ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ-
×ÅÎÔÕ P• É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓÙ P• ⊗A N , HomA(P•; N) É ÐÏÌÏÖÉÍ

TorAp (M;N) = Hp(P• ⊗A N); ExtpA(M;N) = Hp(HomA(P•; N)):

ìÅÍÍÁ 1.2. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ A-ÍÏÄÕÌÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ É ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙ É ÐÏ M É ÐÏ N .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÞÎÅÍ Ó ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ P• É P ′• | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ÄÌÑ M É M ′, Á
f : M →M ′ | ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏ ÐÒÅÄÙÄÝÅÊ ÌÅÍÍÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× f• : P• → P ′•, ËÏÔÏ-
ÒÙÊ ÄÁÓÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× P•⊗AN → P ′•⊗AN É HomA(P ′•; N) → HomA(P•; N), Á ÚÁÔÅÍ É ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÈ
ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ TorAp (M;N) → TorAp (M ′; N) É ExtpA(M ′; N) → ExtpA(M;N). åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ
f• ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ, ÎÏ ÅÓÌÉ g• | ÄÒÕÇÏÊ ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ h•, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ
ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ É ÍÅÖÄÕ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× P•⊗AN É P ′•⊗AN , HomA(P ′•; N) É HomA(P•; N), Á ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ
ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÄÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØ-
ÎÏÓÔØ | ÅÓÌÉ g : M ′ → M ′′ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÍÏÒÆÉÚÍ, Á g• : P ′• → P ′′• | ÅÇÏ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÎÁ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ, ÔÏ g• ◦ f•
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ g ◦ f , Á ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ËÁË ÒÁÚ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×.

ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ É × ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ. åÓÌÉ P• É P ′• | Ä×Å ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÑ
M , ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ idM : M → M ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× f• : P• → P ′• É g• : P ′• → P•, ÐÒÉÞÅÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ
f•◦g• É g•◦f• ÔÏÖÅ ÐÏÄÎÉÍÁÀÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍ
ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÉÍÉ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. ¤
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3. (i) TorA0 (M;N) ∼= M ⊗A N , Ext0
A(M;N) ∼= HomA(M;N).

(ii) åÓÌÉ M ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ TorA>0(M;N) = Ext>0
A (M;N) = 0; ÅÓÌÉ N ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ TorA>0(M;N) = 0.

(iii) ÷ÓÑËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ 0 →M ′ →M →M ′′ → 0 ÄÁÅÔ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
· · · → Tor1(M ′; N) → Tor1(M;N) → Tor1(M ′′; N) →M ′ ⊗A N →M ⊗A N →M ′′ ⊗A N → 0;

0 → Hom(M ′′; N) → Hom(M;N) → Hom(M ′; N) → Ext1(M ′′; N) → Ext1(M;N) → Ext1(M ′; N) → : : :
(iv) ÷ÓÑËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ 0 → N ′ → N → N ′′ → 0 ÄÁÅÔ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

· · · → Tor1(M;N ′) → Tor1(M;N) → Tor1(M;N ′′) →M ⊗A N ′ →M ⊗A N →M ⊗A N ′′ → 0;
0 → Hom(M;N ′) → Hom(M;N) → Hom(M;N ′′) → Ext1(M;N ′) → Ext1(M;N) → Ext1(M;N ′′) → : : :

(v) Torp(M;N) ∼= Torp(N;M).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (i) õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÐÒÁ×Á ÆÕÎËÔÏÒÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É
ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÌÅ×Á ÆÕÎËÔÏÒÁ Hom.
(ii) åÓÌÉ M ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ P0 = M , P>0 = 0. äÌÑ ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÔÏÞÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÁ.
(iii) ÷ÙÂÅÒÅÍ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ P ′′• . úÁÔÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ P• Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ P• → P ′′• , ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÍ
ÍÏÒÆÉÚÍ M → M ′′, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÂÙÌ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ (ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ Ë Pk ÐÒÑÍÏÅ
ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ Ker(P ′′k → P ′′k−1)). ðÏÌÏÖÉÍ P ′k = Ker(Pk → P ′′k ). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,
ÞÔÏ P ′k ÂÕÄÕÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙ (× ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÀÒßÅËÃÉÑ Pk → P ′′k ÒÁÓÝÅÐÌÑÅÔÓÑ × ÓÉÌÕ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ P ′′k ,
ÐÏÜÔÏÍÕ Pk ∼= P ′′k ⊕ P ′k, Á ÚÎÁÞÉÔ P ′k ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ). ðÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÚÍÅÅ P ′• ÂÕÄÅÔ ÒÅÚÏÌ×ÅÎÔÏÊ ÄÌÑ M ′. ðÏÌÕÞÁÅÍ
ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÍÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÒÅÚÏÌ×ÅÎÔ. äÏÍÎÏÖÁÑ ÅÅ ÎÁ N (ÉÌÉ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(−; N)),
ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅÎÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÍÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÅÍÍÁ Ï ÚÍÅÅ ÄÁÅÔ ÉÓËÏÍÕÀ ÄÌÉÎÎÕÀ
ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. æÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ.
(iv) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

(v) îÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Q• | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÄÌÑ N , ÔÏ Hp(M ⊗AQ•) = TorAp (M;N). ðÕÓÔØ
Ni = Im dQi , ÔÁË ÞÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÔÏÞÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ 0 → Ni+1 → Qi → Ni → 0, N0 = N . ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÉÍ ÐÕÎËÔ
(iv) É ÐÕÎËÔ (i) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0 → Tor1(M;Ni) →M ⊗A Ni+1 →M ⊗A Qi →M ⊗A Ni → 0
É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ TorAi+1(M;Ni) = TorAi (M;Ni+1) ÄÌÑ i > 0. ÷ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÔÏÇÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0
²²
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²²

0 // Tori+2(M;N) // M ⊗A Ni+2 // M ⊗A Qi+1 //

))TTTTTTT
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0

M ⊗A Qi
²² ))TTTTTTT

0 // Tori(M;N) // M ⊗A Ni //

²²

M ⊗A Qi−1 // M ⊗A Ni−1 // 0

0
× ËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ × ËÏÍÐÌÅËÓÅ M ⊗A Q•. éÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÓÒÁÚÕ ×ÉÄÎÏ,
ÞÔÏ Coker(M ⊗A Qi+1 → M ⊗A Qi) = M ⊗A Ni, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑ ÜÔÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ × ÓÔÅÐÅÎÉ i ÒÁ×ÎÁ
Ker(M ⊗A Ni →M ⊗A Qi−1) = TorAi (M;N). ¤

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.4. äÅÊÓÔ×ÉÑ ËÏÌØÃÁ A ÎÁ Torp(M;N) (ÉÌÉ ÎÁ Extp(M;N)), ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÉÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ A ÎÁ M
É N ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÎÉ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÉÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ A ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÅ P• ⊗A N (ÓÏÏÔ×. HomA(P•; N)),
ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ A ÎÁ P• É ÎÁ N ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á ÏÎÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.5. áÎÁÌÏÇÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (v) ÄÌÑ Ext Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÚÁ-
ÍÅÎÙ N ÎÁ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÆÕÎËÔÏÒÁ HomA(M;−) É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÔÁËÖÅ
ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ Extp(M;N).
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þÁÓÔØ 2. áÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ

ìÅÍÍÁ 2.1. ÷ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÍ ËÏÌØÃÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ËÏÎÅÞÎÏ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, Õ
ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ ÓÈÅÍÙ ÞÉÓÌÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ËÏÎÅÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï Z ⊂ X, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ (× ÓÉÌÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ ÔÁËÏÅ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ Z ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ, ÔÏ ÅÓÔØ Z = Z ′ ∪ Z ′′, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÁË ËÁË Z ÂÙÌÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ËÁË Z ′, ÔÁË É
Z ′′ ÉÍÅÀÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. úÎÁÞÉÔ ÔÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ Z. ¤

ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ, M | A-ÍÏÄÕÌØ. ÷ÓÑËÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ 0 6= m ∈M ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ
Ann(m;M) = Ker(A m→M) = { a ∈ A | am = 0 }:

ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ann(M) É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÍÏÄÕÌÑ. úÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄ-
ÓÈÅÍÁ × Spec(A), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÜÔÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÍÏÄÕÌÑ M (ÉÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ
ÅÍÕ ÐÕÞËÁ) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ supp(M).
ðÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ×ÉÄÁ Ann(m;M) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ ÍÏÄÕÌÑ M . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÓÓÏÃÉÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÍÏÄÕÌÑ M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ass(M).
ðÒÉÍÅÒ 2.2. • åÓÌÉ p ⊂ A | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÔÏ Ass(A=p) = { p }.

• ðÕÓÔØ A = k[x; y]=(y2; xy). ôÏÇÄÁ Ass(A) = { (y); (x; y) }.
• ðÕÓÔØ A = k[x], M = ⊕a∈kA=(x− a). ôÏÇÄÁ Ass(M) = { (x− a) }a∈k.
• ðÕÓÔØ A = ∏∞

i=1 k. ôÏÇÄÁ Ass(A) = {mi }∞i=1, ÇÄÅ mi | ÑÄÒÏ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ i-ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ.

ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ | ÜÔÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÎÏÓÉ-
ÔÅÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÊ ÐÕÞËÁ.
ìÅÍÍÁ 2.3. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A ÎÅÔÅÒÏ×Ï, Á ÍÏÄÕÌØ M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ, ÔÏ Ass(M) ÎÅÐÕÓÔÏ É ËÏÎÅÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÎÅÐÕÓÔÏÔÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ I = Ann(m;M) ÍÁËÉÓÍÁÌÅÎ ÐÏ
×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÓÒÅÄÉ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× (Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ
××ÉÄÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ), ÔÏ ÏÎ ÐÒÏÓÔÏÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ b 6∈ I, ab ∈ I. ôÏÇÄÁ abm = 0 ÐÏ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÀ I, ÎÏ bm 6= 0. úÎÁÞÉÔ a ∈ Ann(bm;M). îÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ I = Ann(m;M) ⊂ Ann(bm;M), ÚÎÁÞÉÔ × ÓÉÌÕ
ÍÁËÉÓÍÁÌØÎÏÓÔÉ I ÉÍÅÅÍ Ann(bm;M) = I, ÔÏ ÅÓÔØ a ∈ I.
äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÎÁ ×ÓÑËÏÍ ÍÏÄÕÌÅ M ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ, ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÁËÔÏÒÙ ËÏÔÏ-
ÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ A=pA, ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÀ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ÎÁÊÔÉ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ p, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m ∈ M . ôÏÇÄÁ Im(A m→ M) = A=p.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÄÕÌØ M1 = CokerM=Am. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌÅÊ
M → M1 → M2 → : : : , ËÏÔÏÒÁÑ × ÓÉÌÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ A É ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ M ÄÏÌÖÎÁ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÏ-
×ÁÔØÓÑ. úÎÁÞÉÔ Mn = 0 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ n, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ M = Ker(M → Mn) ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ,
×ÓÅ ÆÁËÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ A=p.
ôÅÐÅÒØ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ 0 → M ′ → M �→ M ′′ → 0, ÔÏ Ass(M) ⊂ Ass(M ′) ∪ Ass(M ′′). ÷
ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ p = Ann(m), m ∈ M . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ A=p ⊂ M . ðÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ

0 // M ′ ∩ (A=p) //

²²

A=p //

²²

�(A=p) //

²²

0

0 // M ′ // M � // M ′′ // 0
åÓÌÉ M ′ ∩ (A=p) = 0, ÔÏ �(A=p) ∼= A=p, ÏÔËÕÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ A=p ⊂ M ′′, ÔÏ ÅÓÔØ p ∈ Ass(M ′′). åÓÌÉ ÖÅ
M ′ ∩ (A=p) 6= 0, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 0 6= m′ ∈M ′ ∩ (A=p) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ Ann(m′) = p, ÔÏ ÅÓÔØ p ∈ Ass(M ′).
ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ë ÆÁËÔÏÒÁÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, ÆÁËÔÏÒÙ ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÎÁÛÕ
ÆÉÌØÔÒÁÃÉÀ, Á ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏ. ¤
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.4. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÏÊ ÍÏÖÅÔ
ÂÙÔØ ÓÉÌØÎÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Ass(M). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ A = M = Z, ÔÏ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ pZ ⊂ Z ÄÁÅÔ { (0); (p) }, × ÔÏ
×ÒÅÍÑ ËÁË Ass(Z) = { (0) }.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ass(M [S−1]) = { p[S−1] | p ∈ Ass(M); p ∩ S = ∅ }.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ
ËÏÌØÃÁ (ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÎÙÍÉ).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ | ÜÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÉÄÅ-
ÁÌÏ× ËÏÌØÃÁ A.

þÁÓÔØ 3. ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅ×ÏÓÔØ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. çÌÕÂÉÎÏÊ A-ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÄÌÑ M ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ × A. çÌÕÂÉÎÏÊ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÇÌÕÂÉÎÁ ËÁË A-ÍÏÄÕÌÑ. çÌÕÂÉÎÁ M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ depth(M), Á
ÇÌÕÂÉÎÁ ËÏÌØÃÁ A | depth(A). åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A ÌÏËÁÌØÎÏ, ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ.

÷ÏÔ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÇÌÕÂÉÎÙ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2. ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A. ôÏÇÄÁ

depth(M) = min{ l | Extl(k;M) 6= 0 }:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ Ä×Å ×ÅÝÉ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ ×ÌÅ-
ÞÅÔ ÚÁÎÕÌÅÎÉÅ ÄÒÕÇÏÊ, Á ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ M Ë M=xM ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÄÌÑ M ÜÌÅÍÅÎÔÁ
ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÁ 1.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ Hom(k;M) 6= 0, ÔÏ × M ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÍÙÊ ÉÄÅÁÌÏÍ m, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÎÉËÁËÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÕÓÔØ depth(M) = 0. úÎÁÞÉÔ m ⊂ ∪p∈Ass(M)p, ÎÏ
×ÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÒÏÓÔÙÈ (Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ass(M) ËÏÎÅÞÎÏ),
ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÉÈ (ÓÍ. áÔØÑ-íÁËÄÏÎÁÌØÄÓ), ÚÎÁÞÉÔ m ⊂ p ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ p ∈ Ass(M), ÎÏ ÔÏÇÄÁ m = p,
ÔÏ ÅÓÔØ m ∈ Ass(M).
îÁËÏÎÅÃ, ÐÕÓÔØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÓËÁÖÅÍ x, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ × M . ðÏÌÏÖÉÍ M ′ = M=xM .
ðÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ

0 →M x→M →M ′ → 0:
ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÅÊ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(k;−) ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ Extl(k;M ′) = 0 ÐÒÉ l < n− 1, É ÞÔÏ

Extn−1(k;M ′) = Ker(x : Extn(k;M) → Extn(k;M)):
îÏ x ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÕÌÅÍ ÎÁ k, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÎÁ Extn(k;M), ÔÁË ÞÔÏ Extn−1(k;M ′) = Extn(k;M) 6= 0. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÑ M ′, ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ n− 1. ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.3. åÓÌÉ x ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ ÄÌÑ M , ÔÏ depth(M=xM) = depth(M)− 1.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.4. ìÀÂÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÄÌÑ M ÜÌÅÍÅÎÔ × A ÄÏÓÔÒÁÉ×ÁÅÔÓÑ ÄÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÄÌÉÎÙ depth(M).
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.5. depth(A) 6 dimA.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ depth(A). åÓÌÉ x ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ,
ÔÏ depth(A=xA) = depth(A)− 1, dim(A=xA) = dimA− 1. ¤
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6. ëÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ, ÅÓÌÉ depth(A) = dim(A). óÈÅÍÁ ÎÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ.

óÏÇÌÁÓÎÏ 3.2, ËÏÌØÃÏ ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅ×Ï ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ExtlA(k; A) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ l < dimA:

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÄÒÕÇÉÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉÔÅÒÉÉ ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅ×ÏÓÔÉ.
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ìÅÍÍÁ 3.7. òÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ
ÓÈÅÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ dimA. åÓÌÉ dimA = 0, ÔÏ depth(A) 6 dimA = 0, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ-
×ÁÅÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ dimA > 0. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × m=m2 É ÐÏÄÎÉÍÅÍ ÅÇÏ ÄÏ x ∈ m. ôÁË ËÁË ÒÅÇÕ-
ÌÑÒÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÏÓÔÎÏ, ÔÏ x ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ dimA=(x) = dimA−1. ó ÄÒÕÇÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ A=(x) | ÜÔÏ m=xm, Á (m=xm)=(m=xm)2 = m=(xm + m2) = (m=m2)=(x),
× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÁ 1 ÍÅÎØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m=m2. úÎÁÞÉÔ ËÏÌØÃÏ A=(x) ÔÏÖÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, Á ÚÎÁ-
ÞÉÔ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅ×Ï, Á ÚÎÁÞÉÔ depth(A=(x)) = dim(A=(x)) = dimA − 1. îÏ
depth(A=(x)) = depth(A)− 1 × ÓÉÌÕ 3.3, ÚÎÁÞÉÔ depth(A) = dimA, ÔÏ ÅÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ. ¤
ìÅÍÍÁ 3.8. åÓÌÉ A | ËÏÌØÃÏ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ, Á x1; : : : ; xm | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ ËÏÌØÃÏ
A=(x1; : : : ; xm) ÔÏÖÅ ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅ×Ï.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÌÕÞÁÊ m = 1, Á ÏÎ ÏÞÅ×ÉÄÅÎ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ x1 ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ, ÔÏ
depth(A=xA) = depthA− 1 × ÓÉÌÕ 3.3, Á dim(A=(x1)) = dimA− 1 ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ¤

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ × ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅ×ÏÊ ÓÈÅÍÅ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ × ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÓÈÅÍÅ)
ÔÏÖÅ ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅ×Ï.
ìÅÍÍÁ 3.9. åÓÌÉ A | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ, ÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ
ÉÄÅÁÌÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ p ⊂ A | ×ÌÏÖÅÎÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ. ôÏÇÄÁ A=p ⊂ A,
dimA=p < dimA. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ É ÄÌÑ
A=p, ÚÎÁÞÉÔ depth(A) 6 depth(A=p). îÏ depth(A=p) 6 dim(A=p). ¤
ôÅÏÒÅÍÁ 3.10. ðÕÓÔØ A | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x1; : : : ; xm ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ
ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ dimA=(x1; : : : ; xm) = dimA−m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ, ÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÐÏÎÉÖÁÅÔÓÑ ÎÁ m. äÏËÁ-
ÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ m.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÌÕÞÁÊ m = 1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x1 ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ), ÔÏ
dimA=(x1) = dimA− 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ dimA=(x1) = dimA− 1, ÔÏ x1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ.
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ x1 ÂÙÌ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÏÎ ÌÅÖÁÌ ÂÙ × ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ ÉÄÅÁÌÅ p. îÏ
ÐÏÓËÏÌØËÕ A | ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅ×Ï, ÔÏ p ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, Á ÔÏÇÄÁ dimA=(x1) = dimA.
ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ m > 1. ÷ ÃÅÐÏÞËÅ ËÏÌÅÃ A, A=(x1), . . . , A=(x1; : : : ; xm) ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÒÁÚÍÅÒ-
ÎÏÓÔØ ÐÏÎÉÖÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ ÎÁ 1, Á × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÎÉÖÁÅÔÓÑ ÎÁ m. úÎÁÞÉÔ ÏÎÁ ÐÏÎÉÖÁÌÁÓØ ÎÁ 1 ÎÁ
ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ dimA=(x1) = dimA− 1, ÚÎÁÞÉÔ × ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ x1 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ × A, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 3.3 ÉÍÅÅÍ depth(A=(x1)) = depth(A)−1,
ÚÎÁÞÉÔ ËÏÌØÃÏ A=(x1) ÔÏÖÅ ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅ×Ï, É ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x2; : : : ; xm × ÎÅÍ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ
ÔÅÏÒÅÍÙ. úÎÁÞÉÔ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ. ¤


