áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ - 2 23.03.2010

þÁÓÔØ 1. æÕÎËÔÏÒÙ Tor É Ext

ðÕÓÔØ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A. ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓ P_• ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ · · · → P_2 → P_1 → P_0 → 0;

ÔÁËÏÊ ÞÔÏ H_0(P_• ) = M, H_{¿0}(P_• ) = 0.

ìÅÍÍÁ 1.1. œÓÑËÉÊ A-ÍÏÄÕÌØ M ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ. åÓÌÉ P_• É Q_• | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÒÅ- ÚÏÌØŒÅÎÔÙ ÍÏÄÕÌÅÊ M É N, Á f : M → N | ÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ f_• : P_• → Q_• (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f_i : P_i → Q_i, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ H_0(f_• ) = f. åÓÌÉ f_• ; g_• : P_• → Q_• | ÄŒÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ H_0(f_• ) = H_0(g_• ), ÔÏ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ h_i : P_i → Q_{i+1}, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f_i − g_i = d^Q_{i+1} ∘ h_i − h_{i−1} ∘ d^P_i .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÓÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ (ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÅ) ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ | ÅÓÌÉ P ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ, Á S → T | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ P → T ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ P → S (ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÆÕÎËÔÏÒ Hom(P; −) ÔÏÞÅÎ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÌÅŒÁ, ÎÏ É ÓÐÒÁŒÁ), Á ÔÁËÖÅ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÍÏÖÎÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Œ M É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÅÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ).

éÔÁË, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ. åÓÌÉ ÐÅÒŒÙÅ k-ÛÁÇÏŒ ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÀÒSSÅËÃÉÀ P_{k+1} → Ker(P_k → P_{k−1} ), ÞÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÍÏÖÎÏ. ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f_0; : : : ; f_{k−1} ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ. ôÁË ËÁË d^Q_{k−1} ∘f_{k−1} ∘d^P_k = 0, ÔÏ f_{k−1} ∘d^P_k ÂSSÅÔ ÉÚ P_k Œ Ker d^Q_{k−1} = Im d^Q_k , Á ÍÏÒÆÉÚÍ Q_k → Im d^Q_k ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÓËÏÍÙÊ f_k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ h_0; : : : ; h_{k−1} ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ. ôÏÇÄÁ d^Q_k ∘(f_k −g_k −h_{k−1} ∘d^P_k ) = (f_{k−1} −g_{k−1} −d^Q_k ∘h_{k−1} −h_{k−2} ∘d^P_{k−1} )∘d^P_k = 0, É ÄÁÌÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ËÁË É ŒÙÛÅ. □

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ Tor_p(M; N) É Ext^p(M; N) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. œÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ M ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ- ŒÅÎÔÕ P_• É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓÙ P_• ⊗_A N, Hom_A(P_• ; N) É ÐÏÌÏÖÉÍ

Tor^A_p (M; N) = H_p(P_• ⊗_A N); Ext^p_A(M; N) = H^p(Hom_A(P_• ; N)):

ìÅÍÍÁ 1.2. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ A-ÍÏÄÕÌÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ É ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙ É ÐÏ M É ÐÏ N.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÞÎÅÍ Ó ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ P_• É P^′_• | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ ÄÌÑ M É M^′, Á f : M → M^′ | ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏ ÐÒÅÄÙÄÝÅÊ ÌÅÍÍÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f_• : P_• → P^′_• , ËÏÔÏ- ÒÙÊ ÄÁÓÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ P_• ⊗_A N → P^′_• ⊗_A N É Hom_A(P^′_• ; N) → Hom_A(P_• ; N), Á ÚÁÔÅÍ É ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Tor^A_p (M; N) → Tor^A_p (M^′; N) É Ext^p_A(M^′; N) → Ext^p_A(M; N). åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f_• ÎÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ, ÎÏ ÅÓÌÉ g_• | ÄÒÕÇÏÊ ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ h_• , ËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ É ÍÅÖÄÕ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ P_• ⊗_A N É P^′_• ⊗_A N, Hom_A(P^′_• ; N) É Hom_A(P_• ; N), Á ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÄÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØ- ÎÏÓÔØ | ÅÓÌÉ g : M^′ → M^{′′} ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÍÏÒÆÉÚÍ, Á g_• : P^′_• → P^{′′}_• | ÅÇÏ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÎÁ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ, ÔÏ g_• ∘ f_• ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ g ∘ f, Á ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ËÁË ÒÁÚ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ É Œ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ. åÓÌÉ P_• É P^′_• | ÄŒÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÑ M, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ id_M : M → M ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f_• : P_• → P^′_• É g_• : P^′_• → P_• , ÐÒÉÞÅÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ f_• ∘g_• É g_• ∘f_• ÔÏÖÅ ÐÏÄÎÉÍÁÀÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÉÍÉ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. □ 1

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3. (i) Tor^A_0 (M; N) ∼= M ⊗_A N, Ext^0_A(M; N) ∼= Hom_A(M; N).

(ii) åÓÌÉ M ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ Tor^A_{¿0}(M; N) = Ext^{¿0}_A (M; N) = 0; ÅÓÌÉ N ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ Tor^A_{¿0}(M; N) = 0. (iii) œÓÑËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ 0 → M^′ → M → M^{′′} → 0 ÄÁÅÔ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ · · · → Tor_1(M^′; N) → Tor_1(M; N) → Tor_1(M^{′′}; N) → M^′ ⊗_A N → M ⊗_A N → M^{′′} ⊗_A N → 0;

0 → Hom(M^{′′}; N) → Hom(M; N) → Hom(M^′; N) → Ext^1(M^{′′}; N) → Ext^1(M; N) → Ext^1(M^′; N) → : : : (iv) œÓÑËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ 0 → N^′ → N → N^{′′} → 0 ÄÁÅÔ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ · · · → Tor_1(M; N^′) → Tor_1(M; N) → Tor_1(M; N^{′′}) → M ⊗_A N^′ → M ⊗_A N → M ⊗_A N^{′′} → 0;

0 → Hom(M; N^′) → Hom(M; N) → Hom(M; N^{′′}) → Ext^1(M; N^′) → Ext^1(M; N) → Ext^1(M; N^{′′}) → : : : (v) Tor_p(M; N) ∼= Tor_p(N; M).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (i) õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÐÒÁŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ É ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÌÅŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ Hom.

(ii) åÓÌÉ M ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ P_0 = M, P_{¿0} = 0. äÌÑ ŒÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÔÏÞÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÁ. (iii) œÙÂÅÒÅÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ P^{′′}_• . úÁÔÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ P_• Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ P_• → P^{′′}_• , ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ M → M^{′′}, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÂÙÌ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ (ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÂÁŒÌÑÔØ Ë P_k ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ Ker(P^{′′}_k → P^{′′}_{k−1} )). ðÏÌÏÖÉÍ P^′_k = Ker(P_k → P^{′′}_k ). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ P^′_k ÂÕÄÕÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙ (Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÀÒSSÅËÃÉÑ P_k → P^{′′}_k ÒÁÓÝÅÐÌÑÅÔÓÑ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ P^{′′}_k , ÐÏÜÔÏÍÕ P_k ∼= P^{′′}_k ⊕ P^′_k, Á ÚÎÁÞÉÔ P^′_k ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ). ðÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÚÍÅÅ P^′_• ÂÕÄÅÔ ÒÅÚÏÌŒÅÎÔÏÊ ÄÌÑ M^′. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÍÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÒÅÚÏÌŒÅÎÔ. äÏÍÎÏÖÁÑ ÅÅ ÎÁ N (ÉÌÉ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(−; N)), ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅÎÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÍÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÅÍÍÁ Ï ÚÍÅÅ ÄÁÅÔ ÉÓËÏÍÕÀ ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. æÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ. (iv) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

(v) îÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Q_• | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÄÌÑ N, ÔÏ H_p(M ⊗_A Q_• ) = Tor^A_p (M; N). ðÕÓÔØ N_i = Im d^Q_i , ÔÁË ÞÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÔÏÞÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ 0 → N_{i+1} → Q_i → N_i → 0, N_0 = N. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÉÍ ÐÕÎËÔ (iv) É ÐÕÎËÔ (i) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → Tor_1(M; N_i) → M ⊗_A N_{i+1} → M ⊗_A Q_i → M ⊗_A N_i → 0 É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Tor^A_{i+1}(M; N_i) = Tor^A_i (M; N_{i+1}) ÄÌÑ i ¿ 0. œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÔÏÇÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ 0 � Tor_{i+1}(M; N) � 0 � Tori+2(M; N) � M ⊗ A Ni+2 � M ⊗ A Qi+1 � � � M ⊗_A N_{i+1} � � 0 M ⊗_A Q_i � � � 0 � Tori(M; N) � M ⊗ A Ni � � M ⊗_A Q_{i−1} � M ⊗_A N_{i−1} � 0 0 Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÅ M ⊗_A Q_• . éÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÓÒÁÚÕ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ Coker(M ⊗_A Q_{i+1} → M ⊗_A Q_i) = M ⊗_A N_i, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑ ÜÔÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ Œ ÓÔÅÐÅÎÉ i ÒÁŒÎÁ Ker(M ⊗_A N_i → M ⊗_A Q_{i−1} ) = Tor^A_i (M; N). □ úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.4. äÅÊÓÔŒÉÑ ËÏÌØÃÁ A ÎÁ Tor_p(M; N) (ÉÌÉ ÎÁ Ext^p(M; N)), ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÉÚ ÄÅÊÓÔŒÉÊ A ÎÁ M É N ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÎÉ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÉÚ ÄÅÊÓÔŒÉÊ A ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÅ P_• ⊗_A N (ÓÏÏÔŒ. Hom_A(P_• ; N)), ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ A ÎÁ P_• É ÎÁ N ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Á ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.5. áÎÁÌÏÇÏÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (v) ÄÌÑ Ext ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÚÁ- ÍÅÎÙ N ÎÁ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÆÕÎËÔÏÒÁ Hom_A(M; −) É ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ Ext^p(M; N).

þÁÓÔØ 2. áÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ

ìÅÍÍÁ 2.1. œ ÎÅÔÅÒÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÎÅÞÎÏ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, Õ ÎÅÔÅÒÏŒÏÊ ÓÈÅÍÙ ÞÉÓÌÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ËÏÎÅÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ X, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ (Œ ÓÉÌÕ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ ÔÁËÏÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÕÂÙŒÁÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ Z ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ ÅÓÔØ Z = Z^′ ∪ Z^{′′}, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÁË ËÁË Z ÂÙÌÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ËÁË Z^′, ÔÁË É Z^{′′} ÉÍÅÀÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. úÎÁÞÉÔ ÔÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ Z. □

ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ, M | A-ÍÏÄÕÌØ. œÓÑËÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ 0 ≠ m ∈ M ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ

Ann(m; M) = Ker(A^m→ M) = { a ∈ A | am = 0 }:

ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ann(M) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÍÏÄÕÌÑ. úÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄ- ÓÈÅÍÁ Œ Spec(A), ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÜÔÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÍÏÄÕÌÑ M (ÉÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÅÍÕ ÐÕÞËÁ) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ supp(M).

ðÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ŒÉÄÁ Ann(m; M) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ ÍÏÄÕÌÑ M. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÁÓÓÏÃÉÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÍÏÄÕÌÑ M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ass(M).

ðÒÉÍÅÒ 2.2. • åÓÌÉ p ⊂ A | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÔÏ Ass(A=p) = { p }.

• ðÕÓÔØ A = k[x; y]=(y^2; xy). ôÏÇÄÁ Ass(A) = { (y); (x; y) }. • ðÕÓÔØ A = k[x], M = ⊕_{a∈k}A=(x − a). ôÏÇÄÁ Ass(M) = { (x − a) }_{a∈k}. • ðÕÓÔØ A =

∏_∞

i=1 k. ôÏÇÄÁ Ass(A) = { m_i }^∞_{i=1}, ÇÄÅ m_i | ÑÄÒÏ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ i-ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ.

ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ | ÜÔÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÎÏÓÉ- ÔÅÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÊ ÐÕÞËÁ.

ìÅÍÍÁ 2.3. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A ÎÅÔÅÒÏŒÏ, Á ÍÏÄÕÌØ M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ, ÔÏ Ass(M) ÎÅÐÕÓÔÏ É ËÏÎÅÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÎÁÞÁÌÅ ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÎÅÐÕÓÔÏÔÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ I = Ann(m; M) ÍÁËÉÓÍÁÌÅÎ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÓÒÅÄÉ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ (Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ŒŒÉÄÕ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ), ÔÏ ÏÎ ÐÒÏÓÔÏÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ b ∉ I, ab ∈ I. ôÏÇÄÁ abm = 0 ÐÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÀ I, ÎÏ bm ≠ 0. úÎÁÞÉÔ a ∈ Ann(bm; M). îÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ I = Ann(m; M) ⊂ Ann(bm; M), ÚÎÁÞÉÔ Œ ÓÉÌÕ ÍÁËÉÓÍÁÌØÎÏÓÔÉ I ÉÍÅÅÍ Ann(bm; M) = I, ÔÏ ÅÓÔØ a ∈ I.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÎÁ ŒÓÑËÏÍ ÍÏÄÕÌÅ M ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ, ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÁËÔÏÒÙ ËÏÔÏ- ÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ A=pA, ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÀ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ p, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m ∈ M. ôÏÇÄÁ Im(A^m→ M) = A=p. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÄÕÌØ M_1 = Coker M=Am. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌÅÊ M → M_1 → M_2 → : : : , ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÓÉÌÕ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ A É ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ M ÄÏÌÖÎÁ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÏ- ŒÁÔØÓÑ. úÎÁÞÉÔ M_n = 0 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ n, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ M = Ker(M → M_n) ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ, ŒÓÅ ÆÁËÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ A=p.

ôÅÐÅÒØ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ 0 → M^′ → M^ß→ M^{′′} → 0, ÔÏ Ass(M) ⊂ Ass(M^′) ∪ Ass(M^{′′}). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ p = Ann(m), m ∈ M. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ A=p ⊂ M. ðÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ

0 � M^′ ∩ (A=p) � � A=p � � ß(A=p) � � 0

0 � M^′ � M^ß � M^{′′} � 0

åÓÌÉ M^′ ∩ (A=p) = 0, ÔÏ ß(A=p) ∼= A=p, ÏÔËÕÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ A=p ⊂ M^{′′}, ÔÏ ÅÓÔØ p ∈ Ass(M^{′′}). åÓÌÉ ÖÅ M^′ ∩ (A=p) ≠ 0, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 0 ≠ m^′ ∈ M^′ ∩ (A=p) ÏÞÅŒÉÄÎÏ Ann(m^′) = p, ÔÏ ÅÓÔØ p ∈ Ass(M^′).

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ë ÆÁËÔÏÒÁÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÆÁËÔÏÒÙ ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÎÁÛÕ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÀ, Á ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÏ. □ úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.4. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÉÌØÎÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Ass(M). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ A = M = Z, ÔÏ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ pZ ⊂ Z ÄÁÅÔ { (0); (p) }, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË Ass(Z) = { (0) }.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ass(M[S^{−1} ]) = { p[S^{−1} ] | p ∈ Ass(M); p ∩ S = ∅ }. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ ËÏÌØÃÁ (ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÎÙÍÉ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ | ÜÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÉÄÅ- ÁÌÏŒ ËÏÌØÃÁ A.

þÁÓÔØ 3. ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅŒÏÓÔØ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. çÌÕÂÉÎÏÊ A-ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÄÌÑ M ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ Œ A. çÌÕÂÉÎÏÊ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÇÌÕÂÉÎÁ ËÁË A-ÍÏÄÕÌÑ. çÌÕÂÉÎÁ M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ depth(M), Á ÇÌÕÂÉÎÁ ËÏÌØÃÁ A | depth(A). åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A ÌÏËÁÌØÎÏ, ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Œ ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ.

œÏÔ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÇÌÕÂÉÎÙ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2. ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A. ôÏÇÄÁ depth(M) = min{ l | Ext^l(k; M) ≠ 0 }:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÄŒÅ ŒÅÝÉ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÕÌÀ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ ŒÌÅ- ÞÅÔ ÚÁÎÕÌÅÎÉÅ ÄÒÕÇÏÊ, Á ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ M Ë M=xM ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÄÌÑ M ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÁ 1.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ Hom(k; M) ≠ 0, ÔÏ Œ M ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÍÙÊ ÉÄÅÁÌÏÍ m, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÉËÁËÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÕÓÔØ depth(M) = 0. úÎÁÞÉÔ m ⊂ ∪_{p∈Ass(M)}p, ÎÏ ŒÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ (Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ass(M) ËÏÎÅÞÎÏ), ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÉÈ (ÓÍ. áÔØÑ-íÁËÄÏÎÁÌØÄÓ), ÚÎÁÞÉÔ m ⊂ p ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ p ∈ Ass(M), ÎÏ ÔÏÇÄÁ m = p, ÔÏ ÅÓÔØ m ∈ Ass(M).

îÁËÏÎÅÃ, ÐÕÓÔØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÓËÁÖÅÍ x, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ Œ M. ðÏÌÏÖÉÍ M^′ = M=xM. ðÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ 0 → M^x→ M → M^′ → 0:

ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÅÊ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(k; −) ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ Ext^l(k; M^′) = 0 ÐÒÉ l ¡ n − 1, É ÞÔÏ Ext^{n−1} (k; M^′) = Ker(x : Ext^n(k; M) → Ext^n(k; M)):

îÏ x ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÕÌÅÍ ÎÁ k, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÎÁ Ext^n(k; M), ÔÁË ÞÔÏ Ext^{n−1} (k; M^′) = Ext^n(k; M) ≠ 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÑ M^′, ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÎÏ n − 1. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.3. åÓÌÉ x ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ ÄÌÑ M, ÔÏ depth(M=xM) = depth(M) − 1.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.4. ìÀÂÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÄÌÑ M ÜÌÅÍÅÎÔ Œ A ÄÏÓÔÒÁÉŒÁÅÔÓÑ ÄÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ depth(M).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.5. depth(A) � dim A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ depth(A). åÓÌÉ x ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÔÏ depth(A=xA) = depth(A) − 1, dim(A=xA) = dim A − 1. □ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6. ëÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ, ÅÓÌÉ depth(A) = dim(A). óÈÅÍÁ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ.

óÏÇÌÁÓÎÏ 3.2, ËÏÌØÃÏ ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅŒÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ext^l_A(k; A) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ l ¡ dim A:

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÄÒÕÇÉÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉÔÅÒÉÉ ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅŒÏÓÔÉ.

ìÅÍÍÁ 3.7. òÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ dim A. åÓÌÉ dim A = 0, ÔÏ depth(A) � dim A = 0, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ- ŒÁÅÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ dim A ¿ 0. œÙÂÅÒÅÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ m=m^2 É ÐÏÄÎÉÍÅÍ ÅÇÏ ÄÏ x ∈ m. ôÁË ËÁË ÒÅÇÕ- ÌÑÒÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÏÓÔÎÏ, ÔÏ x ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ dim A=(x) = dim A−1. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ A=(x) | ÜÔÏ m=xm, Á (m=xm)=(m=xm)^2 = m=(xm + m^2) = (m=m^2)=(x), Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÁ 1 ÍÅÎØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m=m^2. úÎÁÞÉÔ ËÏÌØÃÏ A=(x) ÔÏÖÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, Á ÚÎÁ- ÞÉÔ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅŒÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ depth(A=(x)) = dim(A=(x)) = dim A − 1. îÏ depth(A=(x)) = depth(A) − 1 Œ ÓÉÌÕ 3.3, ÚÎÁÞÉÔ depth(A) = dim A, ÔÏ ÅÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ. □

ìÅÍÍÁ 3.8. åÓÌÉ A | ËÏÌØÃÏ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ, Á x_1; : : : ; x_m | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ ËÏÌØÃÏ A=(x_1; : : : ; x_m) ÔÏÖÅ ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅŒÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÌÕÞÁÊ m = 1, Á ÏÎ ÏÞÅŒÉÄÅÎ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ x_1 ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ, ÔÏ depth(A=xA) = depthA − 1 Œ ÓÉÌÕ 3.3, Á dim(A=(x_1)) = dim A − 1 ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. □

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Œ ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅŒÏÊ ÓÈÅÍÅ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ Œ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÓÈÅÍÅ) ÔÏÖÅ ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅŒÏ.

ìÅÍÍÁ 3.9. åÓÌÉ A | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ, ÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ p ⊂ A | ŒÌÏÖÅÎÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ. ôÏÇÄÁ A=p ⊂ A, dim A=p ¡ dim A. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Œ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ É ÄÌÑ A=p, ÚÎÁÞÉÔ depth(A) � depth(A=p). îÏ depth(A=p) � dim(A=p). □

ôÅÏÒÅÍÁ 3.10. ðÕÓÔØ A | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ëÏÜÎÁ{íÁËÏÌÅÑ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_1; : : : ; x_m ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ dim A=(x_1; : : : ; x_m) = dim A − m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ, ÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÐÏÎÉÖÁÅÔÓÑ ÎÁ m. äÏËÁ- ÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ m.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÓÌÕÞÁÊ m = 1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x_1 ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ), ÔÏ dim A=(x_1) = dim A − 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ dim A=(x_1) = dim A − 1, ÔÏ x_1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ x_1 ÂÙÌ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÏÎ ÌÅÖÁÌ ÂÙ Œ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ ÉÄÅÁÌÅ p. îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ A | ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅŒÏ, ÔÏ p ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, Á ÔÏÇÄÁ dim A=(x_1) = dim A.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ m ¿ 1. œ ÃÅÐÏÞËÅ ËÏÌÅÃ A, A=(x_1), . . . , A=(x_1; : : : ; x_m) ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ ÐÏÎÉÖÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ ÎÁ 1, Á Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÎÉÖÁÅÔÓÑ ÎÁ m. úÎÁÞÉÔ ÏÎÁ ÐÏÎÉÖÁÌÁÓØ ÎÁ 1 ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ dim A=(x_1) = dim A − 1, ÚÎÁÞÉÔ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ x_1 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ Œ A, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Œ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 3.3 ÉÍÅÅÍ depth(A=(x_1)) = depth(A)−1, ÚÎÁÞÉÔ ËÏÌØÃÏ A=(x_1) ÔÏÖÅ ëÏÜÎ{íÁËÏÌÅÅŒÏ, É ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x_2; : : : ; x_m Œ ÎÅÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. úÎÁÞÉÔ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ. □