áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ - 2 06.04.2010

þÁÓÔØ 1. çÌÁÄËÏÓÔØ É ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ

œÓÑËÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÛÁÒÕ. äÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ) ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ŒÅÒÎÏ, ÔÁË ËÁË ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓËÏÇÏ ÓÌÉÛËÏÍ ÓÌÁÂÁ. ïÄÎÁËÏ ŒÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ A | ÎÅÔÅÒÏŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ k É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ

(i) A ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ;

(ii) gr A ∼= k[x_1; : : : ; x_n], n = dim m=m^2; (iii) ^A ∼= k[[x_1; : : : ; x_n]], n = dim m=m^2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÊ (ii) É (iii) ÏÞÅŒÉÄÎÁ. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ (i) É (iii). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ dim m=m^2 = n. œÙÂÒÁŒ n ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÉÄÅÁÌÁ m, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ k[[x_1; : : : ; x_n]] → ^A. éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÅÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ f | ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ÑÄÒÅ. ðÕÓÔØ f_d | ÍÌÁÄÛÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ f. ôÏÇÄÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏ dim A=m^k = dim ^A=m^k �

�_{k+n−1} n � − �_{k−d+n−1} n � , ÞÔÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ k ÓÔÅÐÅÎÉ n − 1, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ dim A � n − 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ A ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ dim A = n), ÔÏ f ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ f ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ dim A=m^k = dim ^A=m^k =

�_{k+n−1} n � , ÞÔÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÚÎÁÞÉÔ dim A = n É A ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ. □

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, \ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ" ÎÅÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ \ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ" ÔÏÞËÉ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.1, ÞÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÏÓÔÎÏ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÈÅÍÙ X ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÒÁŒ- ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË ˙_{X=k} ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ dim X. ëÌÀÞÅŒÏÊ ÍÏÍÅÎÔ Œ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ | ÔÏÞÎÏÓÔØ ÓÌÅŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ m=m^2 → ˙_{X=k} ⊗ k(x) → ˙_{k(x)=k} → 0, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÌÑ ÓÌÅÄÏŒÁÌÁ ÉÚ ÒÁÓÝÅÐÉÍÏÓÔÉ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → m → A → k(x) → 0. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÍÅÔØ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÔÒÏÊËÉ 0 → m=m^2 → A=m^2 → k(x) → 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ A=m^2 → A=m = k(x) ÉÍÅÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ æ : k(x) → A=m^2. ðÏ- ÓÔÒÏÊÔÅ ÍÏÒÆÉÚÍ ˙_{A=k}⊗k(x) → m=m^2, ÒÁÓÝÅÐÌÑÀÝÉÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ m=m^2 → ˙_{X=k}⊗k(x) → ˙_{k(x)=k} → 0.

ìÅÍÍÁ 1.2. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ k, Á k(x)=k | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÍÏÒ- ÆÉÚÍ A=m^2 → k(x) ÉÍÅÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ k(x) ∼= k[t]=P (t), ÇÄÅ P (t) | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. ðÕÓÔØ a ∈ A | ÐÒÏÏÂÒÁÚ Œ A ÏÂÒÁÚ t Œ k(x). ôÏÇÄÁ P (a) ≡ 0 (mod m). îÁÍ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ a^′ ∈ A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ P (a^′) ≡ 0 (mod m^2). âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ a^′ = a + ff, ff ∈ m. ðÏ ÍÏÄÕÌÀ m^2 ÉÍÅÅÍ P (a + ff) = P (a) + ffP^′(a). îÏ P^′(a) ≢ 0 (mod m), ÔÁË ËÁË P ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ, ÚÎÁÞÉÔ P^′(a) ÏÂÒÁÔÉÍÏ Œ A=m^2, ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ff. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ k, Á k(x)=k | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ k(x) → A=m^n ÐÒÏÅËÃÉÉ A=m^n → k(x); (Â) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ k(x) → ^A ÐÒÏÅËÃÉÉ ^A → k(x);

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3. åÓÌÉ X | ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ k, Á x | ÔÏÞËÁ ÎÁ X, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ k(x) ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ k, ÔÏ ˙_{X=k} ⊗ k(x) ∼= m=m^2.

óÈÅÍÁ X ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÅ ÐÏÌÑ ŒÙÞÅÔÏŒ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ ÎÁÄ k. åÓÌÉ ÐÏÌÅ k ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ, ÔÏ ŒÓÑËÁÑ k-ÓÈÅÍÁ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÁ ÎÁÄ k.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.4. åÓÌÉ X | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÁ ÎÁÄ k, Á ˙_{X=k} ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ dim X, ÔÏ X ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ. 1

þÁÓÔØ 2. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ X ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÄ k. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ Ë X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÅ T_X , ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ (ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÍÕ) ÐÕÞËÕ ˙_{X=k}: T_X ∼= ˙^∗_{X=k}:

ðÒÉÍÅÒ 2.2. ðÕÓÔØ X = P(W ). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ 0 → O_{P(W )} → W ⊗ O_{P(W )}(1) → T_{P(W )} → 0:

ðÒÉÍÅÒ 2.3. ðÕÓÔØ X = P^1. ôÏÇÄÁ T_X ∼= O_X (2). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 �O_P1^{(x;y)} �O_P1 (1) ⊕ O_P1 (1) �T_P1 �0:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ O_P1 (1) ⊕ O_P1 (1)^{(y;−x)} �O_P1 (2). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍ, Á ÅÇÏ ËÏÍ- ÐÏÚÉÃÉÑ Ó ÐÅÒŒÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÒÁŒÎÁ yx − xy = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ T_P1 → O_P1 (2). îÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ 2.4. ðÕÓÔØ X = Gr(k; W ). ôÏÇÄÁ T_{Gr(k;W )} ∼= U^∗ ⊗ W=U.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ X; Y | ÇÌÁÄËÉÅ, p; q : X × Y → X; Y | ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T_{X×Y} = p^∗ T_X ⊕ q^∗ T_Y .

äÌÑ ÏÓÏÂÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÈÏÒÏÛÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ (ÎÁÐÒÁÛÉŒÁÀÝÅÅÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁË ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ Ë ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍ ÐÕÞËÁ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ | ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÏÂSSÑÓÎÅÎÏ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ). ïÄÎÁËÏ, ÅÓÔØ ÈÏÒÏÛÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÔÏÞËÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë ÓÈÅÍÅ X Œ ÔÏÞËÅ x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_{X;x} := (m=m^2)^∗ , ÇÄÅ m | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÔÏÞËÉ x, Á ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k(x). ìÅÍÍÁ 2.6. åÓÌÉ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÔÏÞËÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÌÏÅÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ: T_{X;x} = T_X ⊗ k(x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÏÊ ÐÕÞËÁ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ m=m^2. □

åÓÌÉ ÖÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ, ÓÌÏÊ ÐÕÞËÁ ˙^∗_{X=k} ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ 2.7. ðÕÓÔØ X | ËÒÉŒÁÑ Œ A^2 Ó ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ y^2 = x^3 (ËÁÓÐÉÄÁÌØÎÁÑ ËÕÂÉËÁ), X = Spec k[t^2; t^3]. ðÕÓÔØ char k ≠ 2; 3. ôÏÇÄÁ ˙_{X=k} = Coker(O_X^{(3x}

2;2y) �

O_X ⊕ O_X ) = Coker(k[t^2; t^3]^{(t}

4;t^3) �

k[t^2; t^3] ⊕ k[t^2; t^3]), Á ˙^∗_{X=k} = Ker(k[t^2; t^3] ⊕ k[t^2; t^3]^{(t}

4;t^3) �

k[t^2; t^3]) = Im(k[t^2; t^3]^{(t}

2;−t^3) �

k[t^2; t^3] ⊕ k[t^2; t^3]), ÔÁË ÞÔÏ ˙^∗_{X=k} | ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÐÕÞÏË ÒÁÎÇÁ 1, Á ÅÇÏ ÓÌÏÊ Œ ÎÕÌÅ ÏÄÎÏÍÅÒÅÎ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ dim T_{X;0} = 2. äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÞÁÓÔÏ ÏÞÅÎØ ÕÄÏÂÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.8. äÌÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË x ∈ X ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ dim T_{X;x} � dim X. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ dim T_{X;x} = dim X, ÔÏ ÔÏÞËÁ x ÎÅÏÓÏÂÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ dim T_{X;x} = dim X ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË x ∈ X, ÔÏ X ÎÅÏÓÏÂÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ dim T_{X;x} = dim m=m^2 � dim O_{X;x} = dim X, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅÏÓÏÂÏÓÔØ ÔÏÞËÉ. □

äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÞÁÓÔÏ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ìÅÍÍÁ 2.9. ðÕÓÔØ X | ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, x | ÅÅ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÔÏÞËÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ k(x)=k ÓÅ- ÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ. ôÏÇÄÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_{X;x} ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó Map(Spec(k(x)[ffl]=ffl^2); X; x) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ Spec k(x) Œ x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = Spec A. ôÏÇÄÁ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ A → k(x)[ffl]=ffl^2, ÐÅ- ÒÅŒÏÄÑÝÉÅ m ⊂ A Œ k(x)ffl. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÚÁÎÕÌÑÀÔÓÑ ÎÁ m^2 É ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÁÀÔ k(x)-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ m=m^2 → k(x)ffl ∼= k(x), ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ (m=m^2)^∗ = T_{X;x}. ïÂÒÁÔÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v : m=m^2 → k(x) = k(x)ffl ⊂ k(x)[ffl]=ffl^2, œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1.2 ÉÍÅÅÍ A=m^2 ∼= m=m^2 ⊕ k(x), ÞÔÏ ÐÏÚŒÏ- ÌÑÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÅÇÏ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ A=m^2 → k(x)[ffl]=ffl^2, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ, É ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ A → k(x)[ffl]=ffl^2. □

õÓÌÏŒÉÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ, É ÐÏÌÅ ŒÙÞÅÔÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙ.

ðÒÉÍÅÒ 2.10. ðÕÓÔØ A = Z, m = (p), ÔÁË ÞÔÏ k(x) = F_p. ôÏÇÄÁ m=m^2 ∼= F_p, ÎÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Z → F_p[ffl]=ffl^2 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ Z → F_p ⊂ F_p[ffl]=ffl^2.

ðÒÉÍÅÒ 2.11. ðÕÓÔØ A = F_p(t)[y], m = (y^p − t), ÔÁË ÞÔÏ k(x) = F_p(y). ôÏÇÄÁ m=m^2 ∼= F_p(y), ÎÏ A=m^2 = F_p(t)[y]=(y^p − t)^2 ≁= F_p(y)[ffl]=ffl^2, ÔÁË ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍ A=m^2 → k(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÅÞÅÎÉÑ (Œ A=m^2 ÎÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÐÒÏÅËÔÉÒÕÀÝÅÇÏÓÑ Œ y É Œ p-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁŒÎÏÇÏ t | Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ (y + (y^p − t)z)^p = y^p ≠ t).

œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÌÅÍÍÕ 2.9 ÏÞÅÎØ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ðÒÉÍÅÒ 2.12. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ x ∈ P(W ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÑÍÏÊ L ⊂ W . ôÏÇÄÁ Map(k[ffl]=ffl^2; P(W ); x) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ L ⊂ W ⊗ O ÎÁ Spec k[ffl]=ffl^2, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ Spec k ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ L ⊂ W . œÓÑËÏÅ ÔÁËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ L ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÍÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ k⊕kffl, Á ŒÌÏÖÅÎÉÅ L → W ⊗O ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ w_0 +w_1ffl : k → W ⊕W ffl (ÎÁ kffl ÏÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ), ÐÒÉÞÅÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ w_0 : k → W ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ L ⊂ W . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ w_1 : k → W . ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ L → W ⊗O, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ L. îÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ L | ÜÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ k[ffl]=ffl^2, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÉÄÁ 1+affl. ðÒÉ ÜÔÏÍ (w_0 +w_1ffl) : k → W ⊕W ffl ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ w_0 + (w_1 + aw_0)ffl, ÔÏ ÅÓÔØ w_1 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ËÒÁÔÎÏÇÏ w_0, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ L → W=L. úÎÁÞÉÔ T_{X;x} = Hom(L; W=L).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X ÇÌÁÄËÏÅ, ÔÏ Map(Spec(k[ffl]=ffl^2); X) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ k-ÔÏÞÅË ÔÏÔÁÌØ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ë X, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÂÁÚÕ X ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ Map(Spec(k[ffl]=ffl^2); X) → Map(Spec k; X) = X.

åÓÌÉ ÖÅ ÓÈÅÍÁ ÚÁÄÁÎÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÑŒÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ X ⊂ A^n ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ f_1; : : : ; f_m, ÔÏ T_{X;x} = Ker(k^{n (@fi =@xj )(x)} �k^m ).

þÁÓÔØ 3. îÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË

ðÕÓÔØ Y ⊂ X | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ Ó ÐÕÞËÏÍ ÉÄÅÁÌÏŒ J . îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË J =J^2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ X ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÎÁ Y , ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÐÕÞËÏÍ. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ ÐÕÞÏË N_{X=Y} := (J =J^2)^∗ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÐÕÞËÏÍ ÐÏÄÓÈÅÍÙ. úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÄÕÁÌÉÚÁÃÉÑ ÂÅÒÅÔÓÑ ÎÁ Y , Á ÎÅ ÎÁ X!

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÙ Y ⊂ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

(?) 0 → T_Y → T_{X|Y} → N_{X=Y} → 0;

Á N_{X=Y} | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r = dim X − dim Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÕÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÕÞËÏŒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁ- ÌÏŒ. ôÁË ËÁË Y ÎÅÏÓÏÂÏ Œ ÎÅÏÓÏÂÏÍ X, ÔÏ Y | ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ J =J^2 ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÎÁ Y ÒÁÎÇÁ r, Á ÚÎÁÞÉÔ ÔÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ N_{X=Y} . ôÏÞÎÏÓÔØ ÓÐÒÁŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÌÅŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÕÞËÏŒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ. □ ìÅÍÍÁ 3.2. ðÕÓÔØ 0 → F → G → H → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ. åÓÌÉ H ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ, ÔÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → H^∗ → G^∗ → F^∗ → 0 ÔÁËÖÅ ÔÏÞÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÐÒÏÓ ÌÏËÁÌÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÍÏÄÕÌØ H ÓŒÏÂÏÄÅÎ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÝÅÐÌÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÒÁÓ- ÝÅÐÌÅÎÉÅ É ÄÌÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, É Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔ ÅÅ ÔÏÞÎÏÓÔØ. □

œÙÞÉÓÌÑÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÄÓÈÅÍÁ Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ÎÕÌÅÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 3.3. ðÕÓÔØ Y ⊂ X | ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ s ∈ `(X; E). ôÏÇÄÁ N_{Y =X} = E_{|Y} .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ J =J^2 ∼= E^∗ . □ ðÒÉÍÅÒ 3.4. ðÕÓÔØ X ⊂ P^2 | ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ d. ôÏÇÄÁ N_{X=P}2 ∼= O_P2 (d)_{|X} .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ œÅÒÏÎÅÚÅ ˚_d : P^1 → P^d É ÎÁÊÄÅÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. ðÒÉ d = 1 ÉÓËÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ, ÐÒÉ d = 2 ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ N = ˚^∗_2 O(2) = O(4). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ d = 3. úÄÅÓØ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 3.5. ðÕÓÔØ f : P(W ) → P(V ) | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÓÀÒSSÅËÃÉÅÊ V^∗ ⊗ O_{P(W )} → O_{P(W )}(d) É ÐÕÓÔØ F : V^∗ → S^dW^∗ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ. ôÏÇÄÁ

N_{f(P(W ))=P(V )} = Coker(W ⊗ O_{P(W )}(1)^{F̃} �V ⊗ O_{P(W )}(d));

ÇÄÅ ~F | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÉ F | V^∗ → S^dW^∗ → W^∗ ⊗ S^{d−1} W^∗ .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ŒÏÔ ÞÔÏ. ðÕÓÔØ ’ : S → P(W ) | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ L → W ⊗ O_S . ôÏÇÄÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ f ∘ ’ : S → P(V ) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ L^d → S^dW ⊗ O_S^F→ V ⊗ O_S . ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÜÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ S = Spec(k[ffl]=ffl^2), L = k + kffl É ’ = w_0 + w_1ffl. ôÏÇÄÁ f ∘ ’ ÚÁÄÁÅÔÓÑ S^d(w_0 + w_1ffl) = w^d_0 + dw^{d−1}_0 w_1ffl), Á ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ df : T_{P(W )} → T_{P(V )|P(W )} ÄÏÓÔÒÁÉŒÁÅÔÓÑ ÄÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ 0 � OP(W ) id �

� W ⊗ O_{P(W )}(1) F̃ �

� T_{P(W )} df �

� 0

0 � OP(W ) � V ⊗ O P(W )(d) � TP(V )|P(W ) � 0 ðÒÉÍÅÎÑÑ (?) É ÌÅÍÍÕ Ï ÚÍÅÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. □

éÔÁË, ÐÕÓÔØ d = 3. ôÏÇÄÁ F = (x^3; x^2y; xy^2; y^3), ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 �O(1)^2 � 3x^2;2xy;y^2;0 0;x^2;2xy;3y^2

�_T

�O(3)4 �N �0:

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ N = O(5)^2. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ

O(3)^4 � x^2;−2xy;y^2;0 0;x^2;−2xy;y^2 � �O(5)2 :

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ (ÓÒÅÄÉ ÅÇÏ ÍÉÎÏÒÏŒ ÅÓÔØ É x^4 É y^4), Á ÅÇÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Ó ÐÅÒŒÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Œ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ N → O(5)^2, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ d ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ N_{˚d(P}1_{)=P}d ∼= O_P1 (d + 2)^{d−1} . õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ N_{˚2(P}2_{)=P}5 ∼= S^2T_P2 .

îÁÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ë ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ Gr(2; W ) ⊂ P(~^2W ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ U ⊂ W ⊗O_{Gr(2;W )} É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÅÇÏ ŒÎÅÛÎÉÊ ËŒÁÄÒÁÔ | ~^2U ⊂ ~^2W ⊗ O_{Gr(2;W )}. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (?) Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ 0 → U^∗ ⊗ W=U → ~^2U^∗ ⊗ ~^2W=~^2U → N → 0:

ðÏÄËÒÕÞÉŒÁÑ ÅÅ ÎÁ ~^2U ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → U ⊗ W=U → ~^2W=~^2U → N ⊗ ~^2U → 0:

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. ôÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → U → W ⊗ O_{Gr(2;W )} → W=U → 0 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÆÉÌØÔÒÁÃÉÀ ÄÌÉÎÙ 2 ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ W ⊗ O_{Gr(2;W )} Ó ÆÁËÔÏÒÁÍÉ U É W=U.

ìÅÍÍÁ 3.6. åÓÌÉ ÎÁ ÐÕÞËÅ B ÚÁÄÁÎÁ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÄÌÉÎÙ 2 Ó ÆÁËÔÏÒÁÍÉ A É C, ÔÏ ÎÁ ÐÕÞËÅ ~^kB ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÄÌÉÎÙ k + 1 Ó ÆÁËÔÏÒÁÍÉ ~^iA ⊗ ~^{k−i} C.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F_i ÏÂÒÁÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ~^iA ⊗ ~^{k−i} B → ~^iB ⊗ ~^{k−i} B → ~^kB. ñÓÎÏ, ÞÔÏ F_k ⊂ F_{k−1} ⊂ · · · ⊂ F_1 ⊂ F_0 = ~^kB | ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F^′_i ÑÄÒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ~^kB → ~^{i−1} B ⊗ ~^{k−i+1} B → ~^{i−1} B ⊗ ~^{k−i+1} C. ôÏÇÄÁ F^′_k ⊂ F^′_{k−1} ⊂ · · · ⊂ F^′_1 ⊂ F^′_0 = ~^kB | ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ~^iA ⊗ ~^{k−i} B → ~^kB → ~^{i−1} B ⊗ ~^{k−i+1} C ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ (ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F_i ⊂ F^′_i ), É ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ~^iA ⊗ ~^{k−i} B → ~^kB → ~^iB ⊗ ~^{k−i} C ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ~^iA ⊗ ~^{k−i} B → ~^iA ⊗ ~^{k−i} C → ~^iB ⊗ ~^{k−i} C, ÇÄÅ ÐÅÒŒÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, Á ŒÔÏÒÏÊ | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F_i=F^′_{i−1} = ~^iA ⊗ ~^{k−i} C). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ F_i = F^′_i , ÞÔÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ É ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÙÂÏÒÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → A → B → C → 0. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ Ë ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → U → W ⊗ O_{Gr(2;W )} → W=U → 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÀ F_2 ⊂ F_1 ⊂ F_0 = ~^2W ⊗ O_{Gr(2;W )} Ó F_2 ∼= ~^2U, F_1=F_2 ∼= U ⊗ W=U, F_0=F_1 ∼= ~^2(W=U).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄËÒÕÔËÁ ÎÁ ~^2U ÍÏÒÆÉÚÍÁ T_{Gr(2;W )} → T_{P(�}2_{W )|Gr(2;W )} ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ F_1=F_2 → F_0=F_2.

úÎÁÞÉÔ N_{Gr(2;W )=P(�}2_{W )} ⊗ ~^2U ∼= F_0=F_1 ∼= ~^2(W U), ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ N_{Gr(2;W )=P(�}2_{W )} ∼= ~^2(W U) ⊗ ~^2U^∗ .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ N_{Gr(k;W )=P(�}k_{W )} ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÄÌÉÎÙ k − 1 Ó ÆÁËÔÏÒÁÍÉ ~^i(W=U) ⊗ ~^iU^∗ , 2 � i � k.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ N_{P(U)×P(W )=P(U⊗W )} ∼= T_{P(U)} ⊠ T_{P(W )}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á ´ : X → X × X | ÄÉÁÇÏÎÁÌØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ N_{�(X)=X×X} ∼= T_X .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15. ðÕÓÔØ Z ⊂ Y ⊂ X | ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → N_{Y =Z} → N_{X=Z} → N_{X=Y |Z} → 0: