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ðÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ
þÁÓÔØ 1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

÷ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÝÉÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÇÒÏÍÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂßÅË-
ÔÁÍÉ ÓÏ×ÓÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ÷ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÜÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ (ÉÌÉ ÏÞÅÎØ Ë ÎÉÍ ÂÌÉÚËÉ).
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ P1 → P1. þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÎÁÄÏ ÚÁÄÁÔØ
×ÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ O(−d) → O⊕O.
ìÅÍÍÁ 1.1. ÷ÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ O(−d) → O⊕O ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÔ
Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÁË ËÁË Hom(O(−d);O) = �(P1;O(d)), ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ O(−d) → O⊕O ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× (f; g) ÓÔÅÐÅÎÉ d. ïÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ P ∈ P1

ÍÁÔÒÉÃÁ (f(P ); g(P )) ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ 1, ÔÏ ÅÓÔØ f(P ) É g(P ) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ f É g
ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ. ¤

ôÁË ËÁË Ä×Á ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ,
Á Aut(O(−d)) = k∗, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÝÕÀ
ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.
ìÅÍÍÁ 1.2. éÍÅÅÍ Map(P1;P1) = ⊔∞

d=0 Mapd(P1;P1), Á Mapd(P1;P1) | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × P2d+1(k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Mapd(P1;P1) ⊂ Map(P1;P1) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : P1 → P1, ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÙÈ f∗O(−1) = O(−d). ôÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× (f; g) ÓÔÅÐÅÎÉ d ÂÅÚ ÏÂÝÉÈ
ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × (kd+1⊕ kd+1)=k∗ = P2d+1(k).
ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÏÂÝÉÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. îÏ ÜÔÏ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ |
ÅÓÌÉ f = a0xd+a1xd−1y+ · · ·+ad−1xyd−1 +adyd, g = b0xd+b1xd−1y+ · · ·+bd−1xyd−1 +bdyd, ÔÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ÏÂÝÅÇÏ
ËÏÒÎÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÚÁÎÕÌÅÎÉÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÁ Res(f; g), ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 2d
ÏÔ ai É bj , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ (f; g), ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ | ÜÔÏ ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ 2d × P2d+1,
Á Mapd(P1;P1) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÔÏÞÅË × ÅÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P2d−1 × P1 → P2d+1, ((a0 : · · · : ad−1 : b0 : · · · : bd−1); (u : v)) 7→
(a0u : a1u + a0v : · · · : ad−1u + ad−2v : ad−1u : b0u : b1u + b0v : · · · : bd−1u + bd−2v : bd−1u). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ Res(f; g) = 0 É ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×
P2d−1 × P1 É × ÜÔÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ k-ÔÏÞÅË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. üÔÁ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÔÉÐÉÞÎÁ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Map(P1;Pn) = ⊔∞

d=0 Mapd(P1;Pn), Mapd(P1;Pn) | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
× Pnd+n+d(k).

þÁÓÔØ 2. ðÒÑÍÙÅ

ðÒÑÍÏÊ × Pn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÂÒÁÚÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ P1 → Pn ÓÔÅÐÅÎÉ 1.
ìÅÍÍÁ 2.1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÙÈ × ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P(W ) | ÜÔÏ Gr(2;W )(k).
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f : P1 → P(W ) | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ 1, Á W ∗⊗OP1 → OP1(1) | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ
ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÑÍ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ W ∗ → k2, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÓÀÒß-
ÅËÔÉ×ÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÌÓÑ ÂÙ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ W ∗ ⊗ OP1 → OP1 → OP1(1)
É ÎÅ ÍÏÇ ÂÙ ÂÙÔØ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ. á ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÄÁÅÔ k-ÔÏÞËÕ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ. ðÒÉÞÅÍ ÚÁÍÅÎÁ f ÎÁ ÄÒÕ-
ÇÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ × k2, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ k-ÔÏÞËÕ
ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ.
ïÂÒÁÔÎÏ, k-ÔÏÞËÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ | ÜÔÏ ÓÀÒßÅËÃÉÑ W ∗ → k2. ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÑ k2 Ó U∗, dimU = 2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁ
P(U) ÍÏÒÆÉÚÍ W ∗ ⊗OP(U) → U∗ ⊗OP(U) → OP(U)(1), ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÕÀ × P(W ). ¤

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X ⊂ P(W ) | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ. ðÒÑÍÁÑ ÎÁ X | ÜÔÏ ÐÒÑÍÁÑ × P(W ), ÌÅÖÁÝÁÑ × X.
ìÅÍÍÁ 2.2. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ X | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÔÏÞÅË ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÙ × Gr(2;W )(k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ X ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ f1; : : : ; fm ÓÔÅÐÅÎÅÊ d1; : : : ; dm ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ
fi ∈ SdiW ∗. óÀÒßÅËÃÉÑ W ∗ ⊗OGr(2;W ) → U∗ ÄÁÅÔ ÓÀÒßÅËÃÉÀ SdW ∗ ⊗OGr(2;W ) → SdU∗, ÞÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ fi ËÁË ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ SdiU∗. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÈÅÍÕ ÎÕÌÅÊ Zs ÓÅÞÅÎÉÑ s = (f1; : : : ; fm)
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Sd1U∗ ⊕ · · · ⊕ SdmU∗ ÎÁ Gr(2;W ). ðÕÓÔØ x | k-ÔÏÞËÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(2;W ), ÔÏ ÅÓÔØ ÓÀÒßÅËÃÉÑ
W ∗ → U∗, dimU = 2. ôÏÞËÁ x ∈ Gr(2;W ) ÌÅÖÉÔ × Zs, ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ fi ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ
SdW ∗ → SdU∗ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. îÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÏÂÒÁÚ | × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ fi ÎÁ ÎÁÛÕ ÐÒÑÍÕÀ |
P(U) ⊂ P(W ). ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ × ÎÕÌØ ÜÔÉÈ ÏÂÒÁÚÏ× ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÀ × ÎÕÌØ s|P(U), ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË
ÒÁÚ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ P(U) ⊂ Zs (ÐÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÓÈÅÍÙ ÎÕÌÅÊ). ¤

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, m-ÍÅÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ × Pn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÂÒÁÚÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
Pm → Pn ÓÔÅÐÅÎÉ 1.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï m-ÍÅÒÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÎÁ ÐÏÄÓÈÅÍÅ X ⊂ P(W ) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
k-ÔÏÞÅË ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÙ × Gr(m+ 1;W )(k).

þÁÓÔØ 3. ëÏÎÉËÉ

ëÏÎÉËÏÊ × P2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 2.
ìÅÍÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ char k 6= 2, C ⊂ P2 | ËÏÎÉËÁ. ôÏÇÄÁ

• ÉÌÉ C | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ;
• ÉÌÉ C | ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÐÒÑÍÙÈ (×ÏÚÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁÄ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ k),

ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ;
• ÉÌÉ C | ÐÒÑÍÁÑ Ó ÎÅÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ C | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅ×Ù-
ÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ
ÆÏÒÍÙ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ÆÏÒÍÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÌÉÞÉÅ Õ ÎÉÈ ÏÂÝÅÇÏ ÎÅÔÒÉ×ÁÌØÎÏÇÏ
ÎÕÌÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ. åÓÌÉ ÅÅ ÑÄÒÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ ÎÁ ÆÁËÔÏÒÅ Ë×Á-
ÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ x2 − �y2. ðÅÒÅÈÏÄÑ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Ë k(

√
�), ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,

ÞÔÏ
√
� ∈ k. ôÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (x −

√
�y)(x +

√
�y), Á ÅÇÏ ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÐÒÑÍÙÈ.
åÓÌÉ ÖÅ ÑÄÒÏ ÆÏÒÍÙ Ä×ÕÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ f2, ÇÄÅ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ 1, ÚÎÁÞÉÔ ËÏÎÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÒÑÍÏÊ Ó ÎÅÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. ¤

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ OP2(1)|C ÎÁ ËÏÎÉËÅ C ÞÅÒÅÚ LC .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ C | ÇÌÁÄËÁÑ ËÏÎÉËÁ É C(k) 6= ∅, ÔÏ C ∼= P1, Á LC ∼= OP1(2).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. ëÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÕÊÔÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ.
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ìÅÍÍÁ 3.2. åÓÌÉ C | ËÏÎÉËÁ, ÔÏ �(C;LC) = k3.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ C | ÇÌÁÄËÁÑ, ÔÏ �(C;LC) = �(P1;OP1(2)) = k3. åÓÌÉ C = L1 t L2, ÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ
ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → OL1(−1) → OC → OL2 → 0, ÏÔËÕÄÁ dim �(C;LC) 6 3. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,
ÍÏÒÆÉÚÍ �(P2;OP2(1)) → �(C;LC) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, ÚÎÁÞÉÔ dim �(C;LC) = 3. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ C |
Ä×ÏÊÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ L, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → OL(−1) → OC → OL → 0, É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏ×ÔÏÒÉÔØ
ÔÅ ÖÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ. ¤

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.3. ÷ÏÏÂÝÅ-ÔÏ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(C;LC) = k3 ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ ÏÂÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ËÏÇÏÍÏ-
ÌÏÇÉÊ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ× É ÚÁÎÕÌÅÎÉÑ H1(P2;OP2(−2)).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ �(C;LdC) = k2d+1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ d > 0.

ëÏÎÉËÏÊ × Pn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ C, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÊ ËÏÎÉËÅ, ÔÁË ÞÔÏ OPn(1)|C ∼= LC .

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.4. åÓÌÉ C ⊂ P(W ) | ËÏÎÉËÁ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ P2 ⊂ P(W ), Ô.Þ. C ⊂ P2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÌÏÖÅÎÉÅ C → P(W ) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ W ∗ ⊗ OC → LC . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ × P(W )
ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ×ÌÏÖÅÎÉÅ × P(U), U ⊂ W , ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÏÒÆÉÚÍ W ∗ ⊗ OX → LC ÐÒÏ-
ÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ U∗ ⊗ OC . ñÓÎÏ, ÞÔÏ dimU ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ 2, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ C → P(W )
ÐÒÏÐÕÓËÁÌÏÓØ ÂÙ ÞÅÒÅÚ ×ÌÏÖÅÎÉÅ C → P1, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. úÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ W ∗ → �(C;LC) = k3 ÓÀÒßÅË-
ÔÉ×ÅÎ (ÉÎÁÞÅ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å U∗ ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ), ÚÎÁÞÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ
×ÙÂÒÁÔØ U Ó dimU = 3 | ÜÔÏ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å U∗ ÏÂÒÁÚ. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.5. ÷ÓÑËÁÑ ËÏÎÉËÁ × Pn | ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ P2 É Ë×ÁÄÒÉËÉ.

åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÏÐÉÓÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÉË × P(W ) | ÐÅÒ×ÏÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ | ÜÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÁÒ ÐÌÏÓËÏÓÔØ-Ë×ÁÄÒÉËÁ, ÔÏ ÅÓÔØ Gr(3;W )×P(S2W ∗). ïÄÎÁËÏ, ÜÔÏ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ, ÔÁË ËÁË Ë×ÁÄÒÉËÁ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÎÉËÏÊ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚÎÙÍ Ë×ÁÄÒÉËÁÍ ÍÏÇÕÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ËÏÎÉËÉ.
âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ Ë×ÁÄÒÉËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ,
ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ), ÔÏ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÉËÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÉË × P(W ) | ÜÔÏ PGr(3;W )(S2U∗)(k).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÌÁÄËÉÈ ËÏÎÉË × P(W ) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÔÏÞÅË ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÙ
× PGr(3;W )(S2U∗)(k) (ÏÐÉÛÉÔÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ËÁË ÓÈÅÍÕ ÎÕÌÅÊ Ñ×ÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ Ñ×ÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÉË × ÐÏÄÓÈÅÍÅ X ⊂ P(W ) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÔÏÞÅË ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÙ ×
PGr(3;W )(S2U∗).

þÁÓÔØ 4. óËÒÕÞÅÎÎÙÅ ËÕÂÉËÉ

óËÒÕÞÅÎÎÏÊ ËÕÂÉËÏÊ × P3 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚ ÔÒÅÈËÒÁÔÎÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ �3 : P1 → P3.

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÏÐÉÓÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÈ ËÕÂÉË. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÓËÒÕÞÅÎÎÁÑ ËÕÂÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅ-
ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÔÒÅÈ Ë×ÁÄÒÉË. ïÄÎÁËÏ, ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÌÀÂÁÑ ÔÒÏÊËÁ Ë×ÁÄÒÉË ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÐÏ ÓËÒÕÞÅÎÎÏÊ ËÕÂÉËÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {x2 + y2 + z2 + w2 = x2 − y2 − z2 + w2 = xw − yz = 0 } ⊂ P3 | 8 ÔÏÞÅË.

ìÅÍÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ C ⊂ P3 | ÓËÒÕÞÅÎÎÁÑ ËÕÂÉËÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ' : OP3(−1)⊕2 → O⊕3
P3 ,

ÔÁËÏÊ ÞÔÏ C = D1(').

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÐÒÏ×ÅÒÑÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ' = ( x y z
y z w ) ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÌØ D1(') Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÒÕÞÅÎÎÏÊ ËÕÂÉËÏÊ.

äÅÊÓÔ×ÕÑ ÎÁ ÜÔÕ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ g ∈ GL4, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓËÒÕÞÅÎÎÏÊ ËÕÂÉËÉ. ¤
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ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ dimA = 2, dimB = 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P(Mat2×3(W ∗)) = P(A∗ ⊗
B∗ ⊗W ∗) É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ A ⊗ B ⊗ O(−1) → W ∗ ⊗ O ÎÁ ÎÅÍ. ðÒÉÍÅÎÑÑ S2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ
 : �2A⊗�2B ⊗O(−2) → S2W ∗ ⊗O. ðÕÓÔØ U = P(A∗ ⊗B∗ ⊗W ∗) \D2( ). ôÏÇÄÁ ÎÁ U ÍÏÒÆÉÚÍ  Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ É ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ U → Gr(3; S2W ∗). ðÕÓÔØ M ⊂ Gr(3; S2W ∗) | ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ. ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ,
ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÈ ËÕÂÉË ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ k-ÔÏÞÅË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M .

þÁÓÔØ 5. ðÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ þÖÏÕ

äÏËÁÖÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ × Pn (Á ÚÎÁÞÉÔ É × ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÙÈ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ \ËÏÏÒÄÉÎÁÔ þÖÏÕ".
îÁÞÎÅÍ Ó ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ. ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÓÈÅÍÅ X. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ X ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅ-
ÎÉÑÍÉ, ÅÓÌÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �(X;E)⊗OX ev→ E ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ.

ìÅÍÍÁ 5.1. ðÕÓÔØ X | ÃÅÌÏÓÔÎÁÑ ÓÈÅÍÁ, E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ X, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ.
ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ s ∈ �(X;E) ÌÉÂÏ Zs = ∅, ÌÉÂÏ dimZs = dimX − r(E). éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ P(�(X;E)), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ s ∈ U .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.2. åÓÌÉ X ËÏÜÎ{ÍÁËÏÌÅÅ×Á, ÔÏ ×ÓÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÉÚ U ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ W := �(X;E), E⊥ = Ker(W ⊗ OX → E). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ X × P(W ) ÍÏÒÆÉÚÍ
f : p∗2OP(W )(−1) →W ⊗OX×P(W ) → p∗1E.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ Zf ⊂ X × P(W ) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó PX(E⊥).

ôÁË ËÁË Zf = PX(E⊥), ÉÍÅÅÍ dimZf = dimX + r(E⊥)− 1 = dimX + dimW − r(E)− 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ
ÐÒÏÅËÃÉÀ p2 : Zf → P(W ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏÊ ÜÔÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ w ∈ P(W ) | ÜÔÏ ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ ×
X ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÝÉÊ ÓÌÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÐÕÓÔ, ÔÏ ÅÓÔØ (ÌÏËÁÌØÎÏ)
ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ P(W ), ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÁÑ × ÎÏÌØ, ÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á
× P(W ) ÐÕÓÔ, ÚÎÁÞÉÔ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ s, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ Zs
ÐÕÓÔÁ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÂÝÉÊ ÓÌÏÊ ÎÅ ÐÕÓÔ, ÔÏ ÉÚ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÎÉÖÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÅ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ P(W ), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ s ∈ U ÓÌÏÊ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ s ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dimZf−dimP(W ) =
dimX − r(E). ¤

íÏÒÆÉÚÍ f : X → Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ f(X) ÐÌÏÔÎÏ × Y . åÓÌÉ ÓÈÅÍÁ Y ÃÅÌÁÑ, ÔÏ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏÓÔØ
ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ Y ÌÅÖÉÔ × ÏÂÒÁÚÅ f , ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ X ×Y SpecK(Y ) 6= ∅.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.3. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÃÅÌÙÈ ÓÈÅÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ Y , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ U ÓÌÏÊ Xy := X ×Y y ÉÍÅÅÔ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dimX − dimY .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÐÒÏÓ ÌÏËÁÌØÎÙÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = SpecA, Y = SpecB, Á f ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÀ ËÏÌÅÃ B → A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ ÞÁÓÔÎÙÈ K(B) → K(A).
ñÓÎÏ, ÞÔÏ degtr(K(A)=K(B)) = degtr(K(A)=k) − degtr(K(B)=k) = dimX − dimY =: n. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ
ÔÒÁÎÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ y1; : : : ; yn ∈ K(A) ÎÁÄ K(B). ìÏËÁÌÉÚÕÑ A ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ y1; : : : ; yn ∈ A, ÔÏ ÅÓÔØ
×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ B[t1; : : : ; tn] → A, ti 7→ yi É ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÏÐÒÏÓ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ n = 0. ðÕÓÔØ ÔÅ-
ÐÅÒØ n = 0, ÔÁË ÞÔÏ K(A)=K(B) | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÉ Ó×ÏÄÉÔ ×ÓÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ
K(A) = K(B)[t]=P (t). ðÒÏÌÏËÁÌÉÚÏ×Á× A É B, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A = B[t]=P (t), P = tm + b1tm−1 + · · ·+ bm,
bi ∈ B. îÏ ÔÏÇÄÁ dimA = dimB, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. ðÕÓÔØ X ⊂ Pn ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ, codimX = m. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÂÝÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
Pm ⊂ Pn ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ X ∩ Pm | ÁÒÔÉÎÏ×Á ÐÏÄÓÈÅÍÁ, ÐÒÉÞÅÍ dim �(X ∩ Pm;OX∩Pm) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.4. þÉÓÌÏ dim �(X ∩ Pm;OX∩Pm) ÄÌÑ ÏÂÝÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Pm ⊂ Pn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÐÏÄ-
ÓÈÅÍÙ X ⊂ Pn.



5

ðÕÓÔØ X ⊂ P(W ) | ÐÏÄÓÈÅÍÁ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m É ÓÔÅÐÅÎÉ d. ðÕÓÔØ dimW = n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Gr(m;W ),
Fl(1;m;W ) ⊂ P(W ) × Gr(m;W ) É ÐÕÓÔØ p É q | ÐÒÏÅËÃÉÉ Fl(1;m;W ) ÎÁ P(W ) É Gr(m;W ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
ðÏÌÏÖÉÍ ZX = X ×P(W ) Fl(1;m;W ) = p−1(X) ⊂ X × Gr(m;W ). îÁËÏÎÅÃ, ÐÕÓÔØ DX = q(ZX) ⊂ Gr(m;W ).
ñÓÎÏ, ÞÔÏ DX | ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.
ôÁËÖÅ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ËÌÁÓÓÏ× ÄÉ×ÉÚÏÒÏ× ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ.
ìÅÍÍÁ 5.5. éÍÅÅÍ Pic Gr(m;W ) ∼= Z, ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ �mU∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ W = V0⊕V1, dimV0 = m. ôÏÇÄÁ D = {U ∈ Gr(m;W ) | U ∩V0 6= 0 } |
ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÉ×ÉÚÏÒ (ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ GrP(V1)(m− 1;W=OP(V1)(−1)) → Gr(m;W ) É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ
ÓÈÅÍÏÊ ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ �mU∗, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÀ �mV ∗0 ⊂ �mW ∗ = �(Gr(m;W );�mU∗)).
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë D | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Hom(V0; V1). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ ZD → Pic Gr(m;V ) → Pic(Gr(m;W ) \D) → 0. ¤

ìÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ �mU∗ ÎÁ Gr(m;W ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ OGr(m;W )(1), Á ÅÇÏ d-ÁÑ ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
OGr(m;W )(d).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. ðÕÓÔØ 0 ⊂ V2 ⊂ V1 ⊂W , dimV2 < m < dimV1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ
ÄÌÑ ×ÌÏÖÅÎÉÑ Gr(k; V1=V2) → Gr(m;W ) (ÇÄÅ k = m− dimV2) ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ OGr(m;W )(d) × OGr(k;V1=V2)(d).
ôÅÏÒÅÍÁ 5.6. ðÏÄÓÈÅÍÁ DX | ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ OGr(m;W )(d). åÓÌÉ ÐÏÄÓÈÅÍÁ X ⊂ P(W )
ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏ DX .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ p | ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ Gr(m− 1; n− 1).
ðÏÜÔÏÍÕ codimFl(1;m;W )ZX = codimX = m. úÎÁÞÉÔ dimDX 6 dimZX = dim Gr(m;W ) + (m − 1) − m =
dim Gr(m;W )−1. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÝÅÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U1 ⊂W ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m+ 1 (ÔÁË ÞÔÏÂÙ X ∩P(U1)
ÂÙÌÏ ÁÒÔÉÎÏ×ÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÏÊ), É ÏÂÝÅÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U2 ⊂ U1 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m−1 (ÔÁË ÞÔÏÂÙ X∩P(U2) = ∅).
ôÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ LU1;U2 = {U ∈ Gr(m;W ) | U2 ⊂ U ⊂ U1 } ∼= P(U1=U2). ñÓÎÏ, ÞÔÏ DX ∩ LU1;U2 | ÐÏÄÓÈÅÍÁ
ÄÌÉÎÙ d. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ DX ÄÉ×ÉÚÏÒ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Gr(m;U1) ⊂ Gr(m;W ) | ÓÈÅÍÁ
ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (U∗)⊕(n−m−1), ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, Á LU1;U2 ⊂ Gr(m;U1)
| ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (U1=U)⊕(m−1), ËÏÔÏÒÏÅ ÔÏÖÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, ÐÏ-
ÜÔÏÍÕ codimLU1;U2

(DX ∩ LU1;U2) = codimDX . ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ O(k) | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÄÉ×ÉÚÏÒÕ DX , ÔÏ ÄÉ×ÉÚÏÒÕ DX ∩ LU1;U2 ÎÁ LU1;U2 ÔÁËÖÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ O(k),
ÐÏÜÔÏÍÕ k = d.
ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË X ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÐÏ DX . úÁÍÅÔÉÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ P(W ) \X | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ
ÔÏÞËÁ, ÔÏ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ U ∈ q(p−1(x)) ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ P(U)∩X ÐÕÓÔÏ, ÔÏ ÅÓÔØ q(p−1(x)) 6⊂ DX , × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÄÌÑ
x ∈ X ÉÍÅÅÍ q(p−1(x)) ⊂ DX ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ. úÎÁÞÉÔ X = {x ∈ X | q(p−1(x)) ⊂ DX }. åÓÌÉ X ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ, ÔÏ
ÓÈÅÍÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ X ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ¤

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÄÉ×ÉÚÏÒÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ OGr(m;W )(d)
| ÜÔÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P(V ), V = �(Gr(m;W );OGr(m;W )(d)). íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ
X ⊂ P(W ) ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m É ÓÔÅÐÅÎÉ d ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÅ × ÎÅÍ. ïÔÄÅÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×
P(V ) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Cn−1;n−1−m;d (ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÈÅÍÁ þÖÏÕ) ÔÁËÏÅ
ÞÔÏ ÐÏÄÓÈÅÍÙ X ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÅÇÏ k-ÔÏÞËÁÍ. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ P(V ) ÄÁÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
ÎÁ Cn−1;n−1−m;d, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ þÖÏÕ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Cn;n−1;d = P(SdW ∗).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Cn;k;1 = Gr(k + 1; n+ 1).
ðÒÉÍÅÒ 5.7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÕÌØÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÓÈÅÍÙ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 × Pn. ôÏÇÄÁ m = n, Gr(m;n + 1) = Pn (Ä×ÏÊ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï), Á DX | ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ (ÅÓÌÉ X | Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ
ÔÏÞËÉ), ÌÉÂÏ Ä×ÏÊÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ (ÅÓÌÉ X | ÐÏÄÓÈÅÍÁ ÄÌÉÎÙ 2, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ). îÁ ÜÔÏÍ
ÐÒÉÍÅÒÅ ÈÏÒÏÛÏ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÓÔØ X ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ X ÐÏ DX .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Cn;0;2 = D2('), ÇÄÅ ' : W ⊗ OP(S2W∗) → W ∗ ⊗ OP(S2W∗). ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ
ÄÌÑ n = 2 | ÜÔÏ ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ 3 × P5.
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ðÒÉÍÅÒ 5.8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ C3;1;2. ôÏÇÄÁ V = S2�2W ∗=�4W ∗. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ '1 : Gr(2; 4)×Gr(2; 4) →
P(V ), ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÐÁÒÕ ÐÒÑÍÙÈ (L1; L2) × ÏÂÒÁÚ �2L⊥1 ⊗�2L⊥2 ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ �2W ∗⊗�2W ∗ → V . ðÕÓÔØ
M1 ⊂ P(V ) | ÏÂÒÁÚ '1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ '2 : PP(W∗)(S2U∗) → P(V ), ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ËÏÎÉËÕ
C, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ { f1 = f2 = 0 } (f1 | ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Á f2 | ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ) × ÏÂÒÁÚ
f2

1 ⊗ f2 ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ S2W ∗ ⊗ S2W ∗ ⊂ S2(W ∗ ⊗ W ∗) → V . ðÕÓÔØ M2 ⊂ P(V ) | ÏÂÒÁÚ '2. íÏÖÎÏ
ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ DL1∪L2 = '1(L1; L2), DC = '2(C). ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ C3;1;2 ⊃ M1 ∪M2. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ
ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÁ×ÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ M1 É M2 | ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ × C3;1;2.


