áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ - 2 13.04.2010

þÁÓÔØ 1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

œ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÝÉÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÇÒÏÍÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂSSÅË- ÔÁÍÉ ÓÏŒÓÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÁÐÒÏÔÉŒ, ÜÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ (ÉÌÉ ÏÞÅÎØ Ë ÎÉÍ ÂÌÉÚËÉ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ P^1 → P^1. þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÎÁÄÏ ÚÁÄÁÔØ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ O(−d) → O ⊕ O.

ìÅÍÍÁ 1.1. œÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ O(−d) → O ⊕ O ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË Hom(O(−d); O) = `(P^1; O(d)), ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ O(−d) → O ⊕O ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ (f; g) ÓÔÅÐÅÎÉ d. ïÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ P ∈ P^1 ÍÁÔÒÉÃÁ (f(P ); g(P )) ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ 1, ÔÏ ÅÓÔØ f(P ) É g(P ) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ f É g ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ. □

ôÁË ËÁË ÄŒÁ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, Á Aut(O(−d)) = k^∗ , ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÝÕÀ ÎÅÎÕÌÅŒÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.

ìÅÍÍÁ 1.2. éÍÅÅÍ Map(P^1; P^1) =

⨆_∞ d=0 Map_d(P^1; P^1), Á Map_d(P^1; P^1) | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ P^{2d+1}(k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Map_d(P^1; P^1) ⊂ Map(P^1; P^1) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : P^1 → P^1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f^∗ O(−1) = O(−d). ôÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ (f; g) ÓÔÅÐÅÎÉ d ÂÅÚ ÏÂÝÉÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ (k^{d+1} ⊕ k^{d+1})=k^∗ = P^{2d+1}(k). ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÑ ÏÂÝÉÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. îÏ ÜÔÏ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ | ÅÓÌÉ f = a_0x^d +a_1x^{d−1} y +· · ·+a_{d−1} xy^{d−1} +a_dy^d, g = b_0x^d +b_1x^{d−1} y +· · ·+b_{d−1} xy^{d−1} +b_dy^d, ÔÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ËÏÒÎÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÚÁÎÕÌÅÎÉÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÁ Res(f; g), ËÏÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 2d ÏÔ a_i É b_j , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ (f; g), ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ | ÜÔÏ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ 2d Œ P^{2d+1}, Á Map_d(P^1; P^1) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ k-ÔÏÞÅË Œ ÅÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P^{2d−1} × P^1 → P^{2d+1}, ((a_0 : · · · : a_{d−1} : b_0 : · · · : b_{d−1} ); (u : v)) → (a_0u : a_1u + a_0v : · · · : a_{d−1} u + a_{d−2} v : a_{d−1} u : b_0u : b_1u + b_0v : · · · : b_{d−1} u + b_{d−2} v : b_{d−1} u). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ Res(f; g) = 0 É ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ P^{2d−1} × P^1 É Œ ÜÔÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ k-ÔÏÞÅË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. üÔÁ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÔÉÐÉÞÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Map(P^1; P^n) =

⨆_∞ d=0 Map_d(P^1; P^n), Map_d(P^1; P^n) | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ P^{nd+n+d}(k).

þÁÓÔØ 2. ðÒÑÍÙÅ

ðÒÑÍÏÊ Œ P^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÂÒÁÚÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ P^1 → P^n ÓÔÅÐÅÎÉ 1.

ìÅÍÍÁ 2.1. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P(W ) | ÜÔÏ Gr(2; W )(k). 1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f : P^1 → P(W ) | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ 1, Á W^∗ ⊗O_P1 → O_P1 (1) | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÑÍ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ W^∗ → k^2, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÓÀÒSS- ÅËÔÉŒÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÌÓÑ ÂÙ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ W^∗ ⊗ O_P1 → O_P1 → O_P1 (1) É ÎÅ ÍÏÇ ÂÙ ÂÙÔØ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. á ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÄÁÅÔ k-ÔÏÞËÕ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ. ðÒÉÞÅÍ ÚÁÍÅÎÁ f ÎÁ ÄÒÕ- ÇÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ Œ k^2, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ŒÌÉÑÅÔ ÎÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ k-ÔÏÞËÕ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ.

ïÂÒÁÔÎÏ, k-ÔÏÞËÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ | ÜÔÏ ÓÀÒSSÅËÃÉÑ W^∗ → k^2. ïÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÑ k^2 Ó U^∗ , dim U = 2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁ P(U) ÍÏÒÆÉÚÍ W^∗ ⊗ O_{P(U)} → U^∗ ⊗ O_{P(U)} → O_{P(U)}(1), ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÕÀ Œ P(W ). □

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X ⊂ P(W ) | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ. ðÒÑÍÁÑ ÎÁ X | ÜÔÏ ÐÒÑÍÁÑ Œ P(W ), ÌÅÖÁÝÁÑ Œ X.

ìÅÍÍÁ 2.2. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ X | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ k-ÔÏÞÅË ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÙ Œ Gr(2; W )(k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ f_1; : : : ; f_m ÓÔÅÐÅÎÅÊ d_1; : : : ; d_m ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ f_i ∈ S^{di} W^∗ . óÀÒSSÅËÃÉÑ W^∗ ⊗ O_{Gr(2;W )} → U^∗ ÄÁÅÔ ÓÀÒSSÅËÃÉÀ S^dW^∗ ⊗ O_{Gr(2;W )} → S^dU^∗ , ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ f_i ËÁË ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ S^{di} U^∗ . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÈÅÍÕ ÎÕÌÅÊ Z_s ÓÅÞÅÎÉÑ s = (f_1; : : : ; f_m) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ S^{d1} U^∗ ⊕ · · · ⊕ S^{dm} U^∗ ÎÁ Gr(2; W ). ðÕÓÔØ x | k-ÔÏÞËÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(2; W ), ÔÏ ÅÓÔØ ÓÀÒSSÅËÃÉÑ W^∗ → U^∗ , dim U = 2. ôÏÞËÁ x ∈ Gr(2; W ) ÌÅÖÉÔ Œ Z_s, ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ f_i ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ S^dW^∗ → S^dU^∗ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. îÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÏÂÒÁÚ | Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f_i ÎÁ ÎÁÛÕ ÐÒÑÍÕÀ | P(U) ⊂ P(W ). ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Œ ÎÕÌØ ÜÔÉÈ ÏÂÒÁÚÏŒ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÀ Œ ÎÕÌØ s_{|P(U)}, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ÒÁÚ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ P(U) ⊂ Z_s (ÐÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÓÈÅÍÙ ÎÕÌÅÊ). □

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, m-ÍÅÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ Œ P^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÂÒÁÚÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ P^m → P^n ÓÔÅÐÅÎÉ 1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ m-ÍÅÒÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÎÁ ÐÏÄÓÈÅÍÅ X ⊂ P(W ) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ k-ÔÏÞÅË ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÙ Œ Gr(m + 1; W )(k).

þÁÓÔØ 3. ëÏÎÉËÉ

ëÏÎÉËÏÊ Œ P^2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÉŒÁÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 2.

ìÅÍÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ char k ≠ 2, C ⊂ P^2 | ËÏÎÉËÁ. ôÏÇÄÁ

• ÉÌÉ C | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ;

• ÉÌÉ C | ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÒÑÍÙÈ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁÄ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ k), ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ;

• ÉÌÉ C | ÐÒÑÍÁÑ Ó ÎÅÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÒÁŒÎÅÎÉÅ C | ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅŒÙ- ÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ËÒÉŒÏÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ÆÏÒÍÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÌÉÞÉÅ Õ ÎÉÈ ÏÂÝÅÇÏ ÎÅÔÒÉŒÁÌØÎÏÇÏ ÎÕÌÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ŒÙÒÏÖÄÅÎÁ. åÓÌÉ ÅÅ ÑÄÒÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ ÎÁ ÆÁËÔÏÒÅ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ x^2 − ˘y^2. ðÅÒÅÈÏÄÑ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Ë k( √ ˘), ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ √ ˘ ∈ k. ôÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (x − √ ˘y)(x + √ ˘y), Á ÅÇÏ ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÄŒÕÈ ÐÒÑÍÙÈ.

åÓÌÉ ÖÅ ÑÄÒÏ ÆÏÒÍÙ ÄŒÕÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ f^2, ÇÄÅ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ 1, ÚÎÁÞÉÔ ËÏÎÉËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÎÅÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. □

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ O_P2 (1)_{|C} ÎÁ ËÏÎÉËÅ C ÞÅÒÅÚ L_C .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ C | ÇÌÁÄËÁÑ ËÏÎÉËÁ É C(k) ≠ ∅, ÔÏ C ∼= P^1, Á L_C ∼= O_P1 (2).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. ëÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÕÊÔÅ ËŒÁÄÒÉËÉ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ.

ìÅÍÍÁ 3.2. åÓÌÉ C | ËÏÎÉËÁ, ÔÏ `(C; L_C ) = k^3.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ C | ÇÌÁÄËÁÑ, ÔÏ `(C; L_C ) = `(P^1; O_P1 (2)) = k^3. åÓÌÉ C = L_1 ⊔ L_2, ÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → O_{L1} (−1) → O_C → O_{L2} → 0, ÏÔËÕÄÁ dim `(C; L_C ) � 3. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÏÒÆÉÚÍ `(P^2; O_P2 (1)) → `(C; L_C ) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÚÎÁÞÉÔ dim `(C; L_C ) = 3. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ C | ÄŒÏÊÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ L, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → O_L(−1) → O_C → O_L → 0, É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏŒÔÏÒÉÔØ ÔÅ ÖÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.3. œÏÏÂÝÅ-ÔÏ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ `(C; L_C ) = k^3 ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚ ÏÂÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ËÏÇÏÍÏ- ÌÏÇÉÊ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ É ÚÁÎÕÌÅÎÉÑ H^1(P^2; O_P2 (−2)).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ `(C; L^d_C ) = k^{2d+1} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ d ¿ 0.

ëÏÎÉËÏÊ Œ P^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ C, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÊ ËÏÎÉËÅ, ÔÁË ÞÔÏ O_Pn (1)_{|C} ∼= L_C .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.4. åÓÌÉ C ⊂ P(W ) | ËÏÎÉËÁ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ P^2 ⊂ P(W ), Ô.Þ. C ⊂ P^2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÌÏÖÅÎÉÅ C → P(W ) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ W^∗ ⊗ O_C → L_C . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Œ P(W ) ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Œ P(U), U ⊂ W , ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÏÒÆÉÚÍ W^∗ ⊗ O_X → L_C ÐÒÏ- ÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ U^∗ ⊗ O_C . ñÓÎÏ, ÞÔÏ dim U ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÏ 2, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ C → P(W ) ÐÒÏÐÕÓËÁÌÏÓØ ÂÙ ÞÅÒÅÚ ŒÌÏÖÅÎÉÅ C → P^1, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. úÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ W^∗ → `(C; L_C ) = k^3 ÓÀÒSSÅË- ÔÉŒÅÎ (ÉÎÁÞÅ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ U^∗ ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ), ÚÎÁÞÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ŒÙÂÒÁÔØ U Ó dim U = 3 | ÜÔÏ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ U^∗ ÏÂÒÁÚ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.5. œÓÑËÁÑ ËÏÎÉËÁ Œ P^n | ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ P^2 É ËŒÁÄÒÉËÉ.

åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÏÐÉÓÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÎÉË Œ P(W ) | ÐÅÒŒÏÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ | ÜÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÁÒ ÐÌÏÓËÏÓÔØ-ËŒÁÄÒÉËÁ, ÔÏ ÅÓÔØ Gr(3; W )×P(S^2W^∗ ). ïÄÎÁËÏ, ÜÔÏ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ËŒÁÄÒÉËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÎÉËÏÊ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚÎÙÍ ËŒÁÄÒÉËÁÍ ÍÏÇÕÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÔØ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ËÏÎÉËÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ËŒÁÄÒÉËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÄŒÕÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ), ÔÏ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÉËÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÉË Œ P(W ) | ÜÔÏ P_{Gr(3;W )}(S^2U^∗ )(k).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÌÁÄËÉÈ ËÏÎÉË Œ P(W ) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ k-ÔÏÞÅË ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÙ Œ P_{Gr(3;W )}(S^2U^∗ )(k) (ÏÐÉÛÉÔÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ËÁË ÓÈÅÍÕ ÎÕÌÅÊ ÑŒÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÑŒÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÉË Œ ÐÏÄÓÈÅÍÅ X ⊂ P(W ) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ k-ÔÏÞÅË ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÙ Œ P_{Gr(3;W )}(S^2U^∗ ).

þÁÓÔØ 4. óËÒÕÞÅÎÎÙÅ ËÕÂÉËÉ

óËÒÕÞÅÎÎÏÊ ËÕÂÉËÏÊ Œ P^3 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚ ÔÒÅÈËÒÁÔÎÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ œÅÒÏÎÅÚÅ ˚_3 : P^1 → P^3.

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÏÐÉÓÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÈ ËÕÂÉË. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÓËÒÕÞÅÎÎÁÑ ËÕÂÉËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅ- ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÔÒÅÈ ËŒÁÄÒÉË. ïÄÎÁËÏ, ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÌÀÂÁÑ ÔÒÏÊËÁ ËŒÁÄÒÉË ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÐÏ ÓËÒÕÞÅÎÎÏÊ ËÕÂÉËÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ { x^2 + y^2 + z^2 + w^2 = x^2 − y^2 − z^2 + w^2 = xw − yz = 0 } ⊂ P^3 | 8 ÔÏÞÅË.

ìÅÍÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ C ⊂ P^3 | ÓËÒÕÞÅÎÎÁÑ ËÕÂÉËÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ’ : O_P3 (−1)^{⊕2} → O^{⊕3}_{P3} , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ C = D_1(’).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÐÒÏŒÅÒÑÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ’ = (^{x y z}_{y z w} ) ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÌØ D_1(’) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓËÒÕÞÅÎÎÏÊ ËÕÂÉËÏÊ. äÅÊÓÔŒÕÑ ÎÁ ÜÔÕ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ g ∈ GL_4, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓËÒÕÞÅÎÎÏÊ ËÕÂÉËÉ. □ ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ dim A = 2, dim B = 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P(Mat_{2×3} (W^∗ )) = P(A^∗ ⊗ B^∗ ⊗ W^∗ ) É ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ A ⊗ B ⊗ O(−1) → W^∗ ⊗ O ÎÁ ÎÅÍ. ðÒÉÍÅÎÑÑ S^2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ : ~^2A ⊗ ~^2B ⊗ O(−2) → S^2W^∗ ⊗ O. ðÕÓÔØ U = P(A^∗ ⊗ B^∗ ⊗ W^∗ ) \ D_2(). ôÏÇÄÁ ÎÁ U ÍÏÒÆÉÚÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ É ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ U → Gr(3; S^2W^∗ ). ðÕÓÔØ M ⊂ Gr(3; S^2W^∗ ) | ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ. ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÈ ËÕÂÉË ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ k-ÔÏÞÅË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M.

þÁÓÔØ 5. ðÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ þÖÏÕ

äÏËÁÖÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Œ P^n (Á ÚÎÁÞÉÔ É Œ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ \ËÏÏÒÄÉÎÁÔ þÖÏÕ".

îÁÞÎÅÍ Ó ÐÏÄÇÏÔÏŒËÉ. ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÓÈÅÍÅ X. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ X ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅ- ÎÉÑÍÉ, ÅÓÌÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ `(X; E) ⊗ O_X^{ev}→ E ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ.

ìÅÍÍÁ 5.1. ðÕÓÔØ X | ÃÅÌÏÓÔÎÁÑ ÓÈÅÍÁ, E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ X, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ s ∈ `(X; E) ÌÉÂÏ Z_s = ∅, ÌÉÂÏ dim Z_s = dim X − r(E). éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ P(`(X; E)), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ s ∈ U.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.2. åÓÌÉ X ËÏÜÎ{ÍÁËÏÌÅÅŒÁ, ÔÏ ŒÓÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÉÚ U ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ W := `(X; E), E^⊥ = Ker(W ⊗ O_X → E). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ X × P(W ) ÍÏÒÆÉÚÍ f : p^∗_2O_{P(W )}(−1) → W ⊗ O_{X×P(W )} → p^∗_1E.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ Z_f ⊂ X × P(W ) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó P_X (E^⊥).

ôÁË ËÁË Z_f = P_X (E^⊥), ÉÍÅÅÍ dim Z_f = dim X + r(E^⊥) − 1 = dim X + dim W − r(E) − 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÅËÃÉÀ p_2 : Z_f → P(W ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏÊ ÜÔÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ w ∈ P(W ) | ÜÔÏ ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ Œ X ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÝÉÊ ÓÌÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÐÕÓÔ, ÔÏ ÅÓÔØ (ÌÏËÁÌØÎÏ) ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ P(W ), ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÁÑ Œ ÎÏÌØ, ÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓŒÕÀÝÅÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ P(W ) ÐÕÓÔ, ÚÎÁÞÉÔ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ s, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ Z_s ÐÕÓÔÁ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÂÝÉÊ ÓÌÏÊ ÎÅ ÐÕÓÔ, ÔÏ ÉÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÎÉÖÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ P(W ), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ s ∈ U ÓÌÏÊ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ s ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dim Z_f −dim P(W ) = dim X − r(E). □

íÏÒÆÉÚÍ f : X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ f(X) ÐÌÏÔÎÏ Œ Y . åÓÌÉ ÓÈÅÍÁ Y ÃÅÌÁÑ, ÔÏ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ Y ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂÒÁÚÅ f, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ X ×_Y Spec K(Y ) ≠ ∅.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.3. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÃÅÌÙÈ ÓÈÅÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ Y , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ U ÓÌÏÊ X_y := X ×_Y y ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dim X − dim Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÐÒÏÓ ÌÏËÁÌØÎÙÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = Spec A, Y = Spec B, Á f ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÀ ËÏÌÅÃ B → A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ ÞÁÓÔÎÙÈ K(B) → K(A). ñÓÎÏ, ÞÔÏ degtr(K(A)=K(B)) = degtr(K(A)=k) − degtr(K(B)=k) = dim X − dim Y =: n. œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ ÔÒÁÎÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ y_1; : : : ; y_n ∈ K(A) ÎÁÄ K(B). ìÏËÁÌÉÚÕÑ A ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ y_1; : : : ; y_n ∈ A, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ B[t_1; : : : ; t_n] → A, t_i → y_i É ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÏÐÒÏÓ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ n = 0. ðÕÓÔØ ÔÅ- ÐÅÒØ n = 0, ÔÁË ÞÔÏ K(A)=K(B) | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓŒÏÄÉÔ ŒÓÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ K(A) = K(B)[t]=P (t). ðÒÏÌÏËÁÌÉÚÏŒÁŒ A É B, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A = B[t]=P (t), P = t^m + b_1t^{m−1} + · · · + b_m, b_i ∈ B. îÏ ÔÏÇÄÁ dim A = dim B, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. ðÕÓÔØ X ⊂ P^n ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ, codimX = m. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÂÝÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ P^m ⊂ P^n ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ X ∩ P^m | ÁÒÔÉÎÏŒÁ ÐÏÄÓÈÅÍÁ, ÐÒÉÞÅÍ dim `(X ∩ P^m; O_{X∩P}m ) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.4. þÉÓÌÏ dim `(X ∩ P^m; O_{X∩P}m ) ÄÌÑ ÏÂÝÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ P^m ⊂ P^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÐÏÄ- ÓÈÅÍÙ X ⊂ P^n.

ðÕÓÔØ X ⊂ P(W ) | ÐÏÄÓÈÅÍÁ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m É ÓÔÅÐÅÎÉ d. ðÕÓÔØ dim W = n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Gr(m; W ), Fl(1; m; W ) ⊂ P(W ) × Gr(m; W ) É ÐÕÓÔØ p É q | ÐÒÏÅËÃÉÉ Fl(1; m; W ) ÎÁ P(W ) É Gr(m; W ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÏÌÏÖÉÍ Z_X = X ×_{P(W )} Fl(1; m; W ) = p^{−1} (X) ⊂ X × Gr(m; W ). îÁËÏÎÅÃ, ÐÕÓÔØ D_X = q(Z_X ) ⊂ Gr(m; W ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ D_X | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

ôÁËÖÅ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ËÌÁÓÓÏŒ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ.

ìÅÍÍÁ 5.5. éÍÅÅÍ Pic Gr(m; W ) ∼= Z, ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ~^mU^∗ .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ W = V_0 ⊕ V_1, dim V_0 = m. ôÏÇÄÁ D = { U ∈ Gr(m; W ) | U ∩ V_0 ≠ 0 } | ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÉŒÉÚÏÒ (ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Gr_{P(V1)}(m − 1; W=O_{P(V1)}(−1)) → Gr(m; W ) É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÓÈÅÍÏÊ ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ~^mU^∗ , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÀ ~^mV^∗_0 ⊂ ~^mW^∗ = `(Gr(m; W ); ~^mU^∗ )). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë D | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Hom(V_0; V_1). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ZD → Pic Gr(m; V ) → Pic(Gr(m; W ) \ D) → 0. □

ìÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ~^mU^∗ ÎÁ Gr(m; W ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ O_{Gr(m;W )}(1), Á ÅÇÏ d-ÁÑ ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ O_{Gr(m;W )}(d).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. ðÕÓÔØ 0 ⊂ V_2 ⊂ V_1 ⊂ W , dim V_2 ¡ m ¡ dim V_1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÄÌÑ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Gr(k; V_1=V_2) → Gr(m; W ) (ÇÄÅ k = m − dim V_2) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ O_{Gr(m;W )}(d) Œ O_{Gr(k;V1=V2)}(d).

ôÅÏÒÅÍÁ 5.6. ðÏÄÓÈÅÍÁ D_X | ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ O_{Gr(m;W )}(d). åÓÌÉ ÐÏÄÓÈÅÍÁ X ⊂ P(W ) ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ D_X .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ p | ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ Gr(m − 1; n − 1). ðÏÜÔÏÍÕ codim_{Fl(1;m;W )}Z_X = codimX = m. úÎÁÞÉÔ dim D_X � dim Z_X = dim Gr(m; W ) + (m − 1) − m = dim Gr(m; W ) − 1. œÙÂÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÝÅÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U_1 ⊂ W ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m + 1 (ÔÁË ÞÔÏÂÙ X ∩ P(U_1) ÂÙÌÏ ÁÒÔÉÎÏŒÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÏÊ), É ÏÂÝÅÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U_2 ⊂ U_1 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m−1 (ÔÁË ÞÔÏÂÙ X ∩P(U_2) = ∅). ôÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ L_{U1;U2} = { U ∈ Gr(m; W ) | U_2 ⊂ U ⊂ U_1 } ∼= P(U_1=U_2). ñÓÎÏ, ÞÔÏ D_X ∩ L_{U1;U2} | ÐÏÄÓÈÅÍÁ ÄÌÉÎÙ d. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ D_X ÄÉŒÉÚÏÒ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Gr(m; U_1) ⊂ Gr(m; W ) | ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (U^∗ )^{⊕(n−m−1)} , ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, Á L_{U1;U2} ⊂ Gr(m; U_1) | ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (U_1=U)^{⊕(m−1)} , ËÏÔÏÒÏÅ ÔÏÖÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ codim_{LU1;U2} (D_X ∩ L_{U1;U2} ) = codimD_X . ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ O(k) | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÄÉŒÉÚÏÒÕ D_X , ÔÏ ÄÉŒÉÚÏÒÕ D_X ∩ L_{U1;U2} ÎÁ L_{U1;U2} ÔÁËÖÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ O(k), ÐÏÜÔÏÍÕ k = d.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË X ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÐÏ D_X . úÁÍÅÔÉÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ P(W ) \ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÔÏ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ U ∈ q(p^{−1} (x)) ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ P(U) ∩ X ÐÕÓÔÏ, ÔÏ ÅÓÔØ q(p^{−1} (x)) ⊄ D_X , Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÄÌÑ x ∈ X ÉÍÅÅÍ q(p^{−1} (x)) ⊂ D_X ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ. úÎÁÞÉÔ X = { x ∈ X | q(p^{−1} (x)) ⊂ D_X }. åÓÌÉ X ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ, ÔÏ ÓÈÅÍÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ X ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. □

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ O_{Gr(m;W )}(d) | ÜÔÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P(V ), V = `(Gr(m; W ); O_{Gr(m;W )}(d)). íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ X ⊂ P(W ) ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m É ÓÔÅÐÅÎÉ d ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÅ Œ ÎÅÍ. ïÔÄÅÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Œ P(V ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C_{n−1;n−1−m;d} (ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÅÍÁ þÖÏÕ) ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÐÏÄÓÈÅÍÙ X ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÅÇÏ k-ÔÏÞËÁÍ. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ P(V ) ÄÁÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ C_{n−1;n−1−m;d} , ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ þÖÏÕ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C_{n;n−1;d} = P(S^dW^∗ ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C_{n;k;1} = Gr(k + 1; n + 1).

ðÒÉÍÅÒ 5.7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÕÌØÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÓÈÅÍÙ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 Œ P^n. ôÏÇÄÁ m = n, Gr(m; n + 1) = P^n (ÄŒÏÊ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ), Á D_X | ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ (ÅÓÌÉ X | ÄŒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ), ÌÉÂÏ ÄŒÏÊÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ (ÅÓÌÉ X | ÐÏÄÓÈÅÍÁ ÄÌÉÎÙ 2, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ). îÁ ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÈÏÒÏÛÏ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÓÔØ X ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÄÌÑ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÑ X ÐÏ D_X .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C_{n;0;2} = D_2(’), ÇÄÅ ’ : W ⊗ O_{P(S}2_W ∗_) → W^∗ ⊗ O_{P(S}2_W ∗_). ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ n = 2 | ÜÔÏ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ 3 Œ P^5.

ðÒÉÍÅÒ 5.8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ C_{3;1;2}. ôÏÇÄÁ V = S^2~^2W^∗ =~^4W^∗ . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ’_1 : Gr(2; 4) × Gr(2; 4) → P(V ), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÐÁÒÕ ÐÒÑÍÙÈ (L_1; L_2) Œ ÏÂÒÁÚ ~^2L^⊥_1 ⊗ ~^2L^⊥_2 ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ~^2W^∗ ⊗ ~^2W^∗ → V . ðÕÓÔØ M_1 ⊂ P(V ) | ÏÂÒÁÚ ’_1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ’_2 : P_{P(W} ∗_)(S^2U^∗ ) → P(V ), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ËÏÎÉËÕ C, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ { f_1 = f_2 = 0 } (f_1 | ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Á f_2 | ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÉËÉ) Œ ÏÂÒÁÚ f^2_1 ⊗ f_2 ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ S^2W^∗ ⊗ S^2W^∗ ⊂ S^2(W^∗ ⊗ W^∗ ) → V . ðÕÓÔØ M_2 ⊂ P(V ) | ÏÂÒÁÚ ’_2. íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ D_{L1∪L2} = ’_1(L_1; L_2), D_C = ’_2(C). ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ C_{3;1;2} ⊃ M_1 ∪ M_2. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÁŒÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ M_1 É M_2 | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Œ C_{3;1;2}.