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íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ
þÁÓÔØ 1. æÕÎËÔÏÒÙ ÔÏÞÅË

îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÞÁÓÔÏ
ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÂÉÅËÃÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÔÏÞÅË ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÈÏÔÅÌÏÓØ
ÂÙ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÅ ÐÁÄÁÌÉ ÂÙ Ó ÎÅÂÁ, Á ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉÓØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÉÚÕÞÁÅÍÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ
ÏÂßÅËÔÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÔÏÞÅË ÓÈÅÍÙ X ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÓÈÅÍÕ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ |
ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÓÈÅÍÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á k-ÔÏÞÅË ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÕÖÎÁ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ
ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏÊ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ \ÆÕÎËÔÏÒÁ ÔÏÞÅË".
ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ k-ÔÏÞËÁ ÓÈÅÍÙ X | ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Spec k → X. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,
S-ÔÏÞËÏÊ ÓÈÅÍÙ X (ÇÄÅ S | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁ), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ S → X. íÎÏÖÅÓÔ×Ï S-ÔÏÞÅË ÓÈÅÍÙ
X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ X(S). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, X(S) = Map(S;X).
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ S 7→ X(S) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÈÅÍ | ÍÏÒ-
ÆÉÚÍÕ f : S′ → S ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ f∗ : X(S) → X(S′), ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ S-ÔÏÞËÕ S → X ×
S′-ÔÏÞËÕ S′ f→ S → X. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÔÏÒ hX . éÔÁË,

hX ∈ Fun(Sch◦;Sets); hX(S) = X(S):
ÇÄÅ Sch | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÓÈÅÍ, Á Sets | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÐÏ ÆÕÎËÔÏÒÕ ÔÏÞÅË ÓÈÅÍÁ ×ÏÓÓÔÁÎÁ-
×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1. åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÔÏÞÅË hX É hY ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ É ÓÈÅÍÙ X É Y ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ F : Sch◦ → Sets ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

Hom(hX ; F ) ∼= F (X):
÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

Hom(hX ; hY ) = hY (X) = Y (X) = Map(X;Y ):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÏÂÝÅËÁÔÅÇÏÒÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ËÁË ÌÅÍÍÁ éÏÎÅÄÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ � : hX → F | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÏÎ ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ �X : hX(X) → F (X). îÏ
hX(X) = X(X) = Map(X;X) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, idX . ðÏÌÏÖÉÍ f� := �X(idX) ∈ F (X). ïÂÒÁÔÎÏ,
ÐÕÓÔØ f ∈ F (X). ëÁÖÄÏÊ ÓÈÅÍÅ S É ËÁÖÄÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍÕ ' : S → X ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ F (')(f) ∈ F (S) |
ÏÂÒÁÚ f ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ F (') : F (X) → F (S). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ' 7→ F (')(f) | ÍÏÒÆÉÚÍ
hX(S) → F (S), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× hX → F , ÔÁË ËÁË ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

hX(S)

hX(g)
²²

// F (S)

F (g)
²²

hX(S′) // F (S′)

ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ g : S′ → S ÏÞÅ×ÉÄÎÁ | × ÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ' : S → X ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÓÎÁÞÁÌÁ × hX(g)(') =
' ◦ g : S′ → X, Á ÚÁÔÅÍ × F (' ◦ g)(f), Á × ÄÒÕÇÏÍ | ÓÎÁÞÁÌÁ × F (')(f), Á ÚÁÔÅÍ × F (g)(F (')(f)). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÞÅÒÅÚ �f : hX → F . ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ

�f�(') = F (')(f�) = F (')(�X(idX)) = �S(hX(')(idX)) = �S(idX ◦') = �S(');
ÔÁË ÞÔÏ �f� = �. ïÂÒÁÔÎÏ,

f�f = �f (idX) = F (idX)(f) = idF (X)(f) = f:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÞÔÏ Hom(hX ; F ) = F (X). õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ Hom(hX ; hY ) = Map(X;Y ) ÓÒÁÚÕ
ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ hX ∼= hY , ÔÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ hX → hY É hY → hX ÏÂÑÚÁÎÙ
ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ ÉÚ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× X → Y É Y → X, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ. ¤
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þÁÓÔØ 2. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ É ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÄÁÎ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : Sch◦ → Sets.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. æÕÎËÔÏÒ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÈÅÍÁ X É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏ-
ÒÏ× hX ∼= F . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ X | ÔÏÎËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÆÕÎËÔÏÒÕ F .
ðÒÉÍÅÒ 2.2. ðÕÓÔØ W | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : Sch◦ → Sets. ëÁÖÄÏÊ
ÓÈÅÍÅ S ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ � : L ⊂ W ⊗ OS , Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ
(L; �) ∼ (L′; �′), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : L′ → L, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ �′ = � ◦'. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ,
Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÔÏÎËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ | P(W ).
ðÒÉÍÅÒ 2.3. ðÕÓÔØ W | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : Sch◦ → Sets. ëÁÖÄÏÊ
ÓÈÅÍÅ S ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ � : E ⊂ W ⊗ OS ÒÁÎÇÁ r, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ
(E ; �) ∼ (E ′; �′), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : E ′ → E , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ �′ = � ◦ '. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ,
Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÔÏÎËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ | Gr(r;W ).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. îÁÐÉÛÉÔÅ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏÎËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÆÌÁÇÏ×.
ðÒÉÍÅÒ 2.4. ðÕÓÔØ E | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÓÈÅÍÅ X. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : Sch◦ → Sets.
ëÁÖÄÏÊ ÓÈÅÍÅ S ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÒÆÉÚÍÏ× f : S → X É ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ � : L ⊂ f∗E, Ó
ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (f;L; �) ∼ (f ′;L′; �′), ÅÓÌÉ f ′ = f É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : L′ → L, ÔÁËÏÊ
ÞÔÏ �′ = � ◦ '. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ, Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÔÏÎËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ | PX(E).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. îÁÐÉÛÉÔÅ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏÎËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÜÔÏ GrX(r; E).

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ, Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÔÏÎËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ | X. ôÏÇÄÁ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
F (X) ÅÓÔØ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ | ÔÏ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍÕ idX ∈ Map(X;X) =
hX(X) ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ F ∼= hX . üÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÎÁ X.
ðÒÉÍÅÒ 2.5. ÷ ÐÒÉÍÅÒÅ 2.2 ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ OP(W )(−1) →W⊗OP(W ).
ðÒÉÍÅÒ 2.6. ÷ ÐÒÉÍÅÒÅ 2.3 ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ U →W ⊗OGr(r;W ).
ðÒÉÍÅÒ 2.7. ÷ ÐÒÉÍÅÒÅ 2.4 ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï | ÜÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ � : PX(E) → X É ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ
×ÌÏÖÅÎÉÅ OPX(E)(−1) → �∗E.

ðÏÌÅÚÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÍÏÄÕÌÅÊ É ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÌÅÍÍÁ éÏÎÅÄÙ ÉÍÅÅÔ
ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.8. ðÕÓÔØ F : Sch◦ → Sets | ÆÕÎËÔÏÒ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÔÏÎËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÍÏÄÕÌÅÊ X, Á
u ∈ F (X) | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï. ôÏÇÄÁ ÍÏÒÆÉÚÍÙ S → X ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F (S), ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ' : S → X ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÜÌÅÍÅÎÔÕ f ∈ F (S), ÔÏ f = F (')(u).

þÁÓÔØ 3. æÕÎËÔÏÒ ÐÏÄÓÈÅÍ

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ×ÏÐÒÏÓÕ Ï ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÐÏÄÓÈÅÍ × ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. ðÏÐÒÏÂÕÅÍ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ H : Sch◦ → Sets. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏ-
ÏÂÒÁÚÉÅ HX , ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÝÅÅ ×ÓÅ ÐÏÄÓÈÅÍÙ × X. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔÏÍ
ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÐÏÄÓÈÅÍÁ ZX ⊂ X ×HX | ÔÏÇÄÁ ÓÌÏÉ ZX ÎÁÄ ÔÏÞËÁÍÉ HX ÂÕÄÕÔ ÐÏÄÓÈÅÍÁÍÉ × X. óÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ S-ÔÏÞËÉ ÓÈÅÍÙ HX , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÁ S → HX , ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ZX ×HX S | ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏÄÓÈÅÍÁ × (X × HX) ×HX S = X × S. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ H(S) ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÄÓÈÅÍ × Z ⊂ X × S Ó ËÁËÉÍÉ-ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ.
åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ | ÓÌÏÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Z → S ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ \ÐÏÈÏÖÉÍÉ". îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÏÂÝÉÊ ÓÌÏÊ
| ÔÏÞËÁ, ÔÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÓÌÏÊ ÔÏÖÅ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÔÏÞËÏÊ, Á ÎÅ Ä×ÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ. éÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÏÂÝÉÊ
ÓÌÏÊ | ËÏÎÉËÁ, ÔÏ É ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÓÌÏÊ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ËÏÎÉËÏÊ. ÷ÏÐÒÏÓ | ËÁË ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ
ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ.
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íÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ ÐÏÄÓÈÅÍÙ Z ⊂ X×S, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Z → S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ
ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ. üÔÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÐÏÌÎÅ ÒÁÚÕÍÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ × ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÏ ×
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ | ÜÔÏ ÓÌÉÛËÏÍ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÏÎÏ ÚÁÐÒÅÝÁÅÔ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÌÉÛÎÉÈ
ÔÏÞÅË × ÓÌÏÑÈ, ÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÎÏ ÚÁÐÒÅÝÁÅÔ É ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÑ ËÏÎÉË. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ
ÇÏÄÉÔÓÑ.
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ:

• ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÐÏÄÓÈÅÍ Z ⊂ X × S ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙ ÎÁÄ S:
• ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÐÏÄÓÈÅÍ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÙ | ÅÓÌÉ
Z ⊂ X × S ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ, Á S′ → S | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ Z ′ = Z ×S S′ ⊂ X × S′ ÔÏÖÅ ÄÏÌÖÎÁ
ÂÙÔØ ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ (ÉÎÁÞÅ HX ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ).

ïÐÉÓÁÎÉÅ ÜÔÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÏÎÑÔÉÑÍ ÐÌÏÓËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÐÌÏÓËÏÇÏ ÐÕÞËÁ | ÏÄÎÉÍ ÉÚ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ
ÐÏÎÑÔÉÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

þÁÓÔØ 4. ðÌÏÓËÉÅ ÐÕÞËÉ É ÍÏÒÆÉÚÍÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. íÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ N 7→M ⊗AN ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á.
ðÒÉÍÅÒ 4.2. ó×ÏÂÏÄÎÙÊ (ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ) ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ×ÓÅÇÄÁ ÐÌÏÓËÉÊ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÌÏÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ
ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ É ÐÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.
ìÅÍÍÁ 4.3. ðÕÓÔØ A ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÎÅÔÅÒÏ×Ï ËÏÌØÃÏ Ó ÐÏÌÅÍ ×ÙÞÅÔÏ× k, Á M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ.
óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:

(i) M Ó×ÏÂÏÄÅÎ;
(ii) M ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ;

(iii) M ÐÌÏÓËÉÊ;
(iv) Tor1(M; k) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) =⇒ (iv) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. äÏËÁÖÅÍ (iv) =⇒ (i). ðÕÓÔØ Tor1(M; k) = 0. ðÕÓÔØ
dimM ⊗A k = dimM=mM = n. ÷ÙÂÅÒÅÍ n ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÐÏÄÎÉÍÅÍ ÉÈ × M | ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ An → M ,
ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÐÏ ÌÅÍÍÅ îÁËÁÑÍÙ. ðÕÓÔØ N | ÅÇÏ ÑÄÒÏ, ÔÁË ÞÔÏ 0 → N → An →M → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ.
äÏÍÎÏÖÁÑ ÎÁ k ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

· · · → Tor1(M; k) → N ⊗A k → kn →M ⊗A k → 0:
ïÔÓÀÄÁ N ⊗A k = 0, ÔÏ ÅÓÔØ N = mN , ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏ ÌÅÍÍÅ îÁËÁÑÍÙ N = 0 (N ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÔÁË ËÁË A
ÎÅÔÅÒÏ×Ï). ¤
ðÒÉÍÅÒ 4.4. õÓÌÏ×ÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ A = k[x; y](0) | ÌÏËÁÌØÎÏÅ
ËÏÌØÃÏ ÔÏÞËÉ 0 ∈ A2, Á M = k(x) (y ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÕÌÅÍ). ôÏÇÄÁ M ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ, ÎÏ TorA1 (M; k) = 0
(ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ëÏÛÕÌÑ).
ðÒÉÍÅÒ 4.5. Q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ Zp ÍÏÄÕÌÅÍ, ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ A ⇐⇒ TorA>0(M;−) = 0.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÌÏÓËÉÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÑÄÅÒ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏ×.
÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ M ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÒÁ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ, ÔÏ M ÐÌÏÓËÉÊ.
ìÅÍÍÁ 4.6. íÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÐÌÏÓËÉÊ ⇐⇒ TorA1 (M;A=a) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ
ÉÄÅÁÌÏ× a ⊂ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ (=⇒) ÄÏÍÎÏÖÉÍ ÎÁ M ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ 0 → a → A → A=a → 0. ôÁË ËÁË
TorA1 (M;A) = 0, ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → TorA1 (M;A=a) → M ⊗A a → M → M=aM → 0.
åÓÌÉ M ÐÌÏÓËÉÊ, ÔÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ ×ÌÏÖÅÎÉÅ, ÚÎÁÞÉÔ TorA1 (M;A=a) = 0.
äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ (⇐=). ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ TorA1 (M;A=a) = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ TorA1 (M;N) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ
ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ N , ÔÁË ËÁË ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÍÏÄÕÌÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ Ó ÆÁËÔÏ-
ÒÁÍÉ ×ÉÄÁ A=a. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, 0 → N1 → N2 → N3 → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ
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ÎÁ M ÔÅÒÑÅÔ ÔÏÞÎÏÓÔØ. úÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ M ⊗A N1 → M ⊗A N2 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × 0. ðÕÓÔØ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ | ∑k

i=1mi⊗ni. ôÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ
ÜÌÅÍÅÎÔ ∑l

j=1 �j ⊗ aj ⊗ �j ∈M ⊗ZA⊗ZN2, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ∑
j(�jaj ⊗ �j −�j ⊗ aj�j) = ∑

imi⊗ni × M ⊗ZN2. òÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ × N ′

1 ⊂ N1, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ni, É ÐÏÄÍÏÄÕÌØ N ′
2 ⊂ N2, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÏÂÒÁÚÁÍÉ

ni É �j . ôÏÇÄÁ 0 6= ∑�i ⊗ ni ∈ M ⊗N ′
1 (ÔÁË ËÁË ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × M ⊗A N1), ÎÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ×

M ⊗A N ′
2 ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. úÎÁÞÉÔ TorA1 (M;N ′

2=N ′
1) 6= 0, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË N ′

2=N ′
1 ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ËÏÎÅÞÎÏ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.7. ðÕÓÔØ A | ÏÂÌÁÓÔØ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×. íÏÄÕÌØ M ÎÁÄ A ÐÌÏÓËÉÊ ⇐⇒M ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ,
ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÂÅÚ ÑÄÒÁ ÎÁ M .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÁË ËÁË A | ÏÂÌÁÓÔØ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, ×ÓÑËÉÊ a ⊂ A ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ a = (t), t ∈ A, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÉÍÅÅÍ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ 0 → A t→ A→ A=a → 0, ÐÏÜÔÏÍÕ TorA1 (M;A=a) = Ker(M t→M). ¤

ìÅÍÍÁ 4.8. íÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÐÌÏÓËÉÊ ⇐⇒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ⊂ A ÍÏÄÕÌØ Mp ÎÁÄ Ap ÐÌÏÓËÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÔÏÞÅÎ É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ | (N ⊗AM)p =
Np⊗Ap Mp | ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÑ ×ÌÅÞÅÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÅÇÏ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ
ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÍÏÄÕÌÑ M ÐÌÏÓËÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ 0 → N ′ → N → N ′′ → 0, ÕÍÎÏÖÉÍ ÅÅ ÎÁ M , É
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÀ × ÐÅÒ×ÏÍ ÞÌÅÎÅ | 0 → K → N ′⊗AM → N⊗AM → N ′′⊗AM → 0. ðÅÒÅÈÏÄÑ
Ë ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Kp → N ′

p⊗Ap Mp → Np⊗Ap Mp → N ′′
p ⊗Ap Mp → 0.

éÚ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÄÕÌÑ Mp ÓÌÅÄÕÅÔ Kp = 0. îÏ ÅÓÌÉ Kp = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ p, ÔÏ K = 0. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ f : A → B | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ, Á M | B-ÍÏÄÕÌØ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÐÌÏÓËÉÊ
ÎÁÄ A ⇐⇒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ⊂ B ÍÏÄÕÌØ Mp ÎÁÄ Af−1(p) ÐÌÏÓËÉÊ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.9. ðÕÓÔØ f : Y → X | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ. ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË F ÎÁ Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ
ÎÁÄ X, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÓÌÏÊ Fy Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ OX;f(y).
ìÅÍÍÁ 4.10. ðÌÏÓËÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓÌÉ f : Y → X | ÍÏÒÆÉÚÍ, F |
Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ Y ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ X, Á s : X ′ → X | ÐÒÏÉÚ×ÏÌÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ p∗Y F | ÐÕÞÏË ÎÁ
X ′ ×X Y ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ X ′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = SpecA, Y = SpecB,
X ′ = SpecA′, Á ÐÕÞÏË F ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎ Ó B-ÍÏÄÕÌÅÍ M . ôÏÇÄÁ ÐÕÞÏË p∗Y F ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎ Ó A′ ⊗A B-ÍÏÄÕÌÅÍ
A′ ⊗AM . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A′-ÍÏÄÕÌÑ N ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï

N ⊗A′ (A′ ⊗AM) = N ⊗AM;
ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ M ÎÁÄ A ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ A′ ⊗AM ÎÁÄ A′. ¤

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.11. íÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ f : Y → X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÐÕÞÏË OY ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ X.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÌÏÓËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏÈÒÁÎÑÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ.
ìÅÍÍÁ 4.12. ðÕÓÔØ X | ÃÅÌÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1. íÏÒÆÉÚÍ f : Y → X ÐÌÏÓËÉÊ ⇐⇒ ×ÓÑËÁÑ
ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÈÅÍÙ Y ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ × ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ ÓÈÅÍÙ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = SpecA, Y = SpecB, Á ÍÏÒÆÉÚÍ
f ÚÁÄÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ f : A → B. ðÕÓÔØ p ⊂ B | ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ B, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f−1(p) 6= 0.
úÎÁÞÉÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ 0 6= t ∈ A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(t) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ × B. äÏÍÎÏÖÁÑ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ
0 → A t→ A → A=tA → 0 (t ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ × A, ÔÁË ËÁË A ÃÅÌÏÓÔÎÏ) ÎÁ B, ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÏÊËÕ, ÎÅ
Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÓÌÅ×Á, ÚÎÁÞÉÔ B ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ.
ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× p ⊂ B ÉÍÅÅÍ f−1(p) = 0. úÎÁÞÉÔ ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 6=
t ∈ A ÜÌÅÍÅÎÔ f(t) ∈ B ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ. äÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ B ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ,
ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ m ⊂ A ÍÏÄÕÌØ Bm ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ Am. îÏ Am | ËÏÌØÃÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ
ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÚÎÁÞÉÔ ÏÂÌÁÓÔØ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×
Am ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÎÅ × ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ × Bm, ÞÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ¤
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ðÒÉÍÅÒ 4.13. õÓÌÏ×ÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ X = Spec k[t2; t3], Y = Spec k[t].
ôÏÇÄÁ Tork[t2;t3]

i (k[t]; k) = k2 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i > 0 (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!), ÚÎÁÞÉÔ k[t] ÎÅ ÐÌÏÓËÉÊ.
ðÒÉÍÅÒ 4.14. õÓÌÏ×ÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ X = Spec k[y; z], Y = Spec k[x; y],
z 7→ xy. ôÏÇÄÁ Tork[y;z]

i (k[x; y]; k) = k[x] ÄÌÑ i = 0; 1 (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!), ÚÎÁÞÉÔ k[x; y] ÎÅ ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ k[y; z].
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ g : Z → Y É f : Y → X | ÍÏÒÆÉÚÍÙ, Á F ∈ Qcoh(Z). åÓÌÉ f ÐÌÏÓËÉÊ, Á F ÐÌÏÓËÉÊ
ÎÁÄ Y , ÔÏ F ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ X.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÏÔËÒÙÔÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏ; (Â) ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏ;
(×) ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅ ÐÌÏÓËÏ (ËÒÏÍÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ); (Ç) ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Y → X
(ÔÏ ÅÓÔØ Y = SpecX A, ÇÄÅ A | ÐÕÞÏË OX -ÁÌÇÅÂÒ, ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ËÁË ÐÕÞÏË OX -ÍÏÄÕÌÅÊ) ÐÌÏÓËÉÊ ⇐⇒ A
ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (Á) ÐÌÏÓËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÄÏÍÉÎÁÎÔÅÎ; (Â) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÓÌÏÅ× ÐÌÏÓËÏÇÏ
ÍÏÒÆÉÚÍÁ X → Y ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X É Y .

þÁÓÔØ 5. æÕÎËÔÏÒÙ Hilb, Quot É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ çÉÌØÂÅÒÔÁ

ðÕÓÔØ X | ÓÈÅÍÁ, Á E | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ X. ïÂÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ Hilb É Quot ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ
HilbX(S) = {Z ⊂ X × S | Z | ÐÏÄÓÈÅÍÁ, ÐÌÏÓËÁÑ ÎÁÄ S };
QuotEX(S) = { (F ; ') | F ∈ coh(X × S), F | ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ S, Á ' : E £OS → F | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ }:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ HilbX = QuotOXX .

ïÞÅÎØ ×ÁÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.1. åÓÌÉ X | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÓÈÅÍÁ, Á F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ X × S, ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ S,
ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ s 7→ PFs ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ S, ÇÄÅ Fs | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ F ÎÁ X × Spec k(s), Á PFs | ÅÇÏ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÞÔÏ PFs(m) := dimk(s) �(X×Spec k(s);Fs(m)) ÐÒÉ mÀ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÏÖÎÏ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = Pn, Á S | ÓÐÅËÔÒ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A. ôÏÇÄÁ
X × S = ProjA(A[x0; : : : ; xn]), Á ÐÕÞÏË F ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ A[x0; : : : ; xn]-ÍÏÄÕÌÀ M = ⊕Mk,
Mk = �(PnA;F(k)). úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË Fs ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ k(s)[x0; : : : ; xn]-ÍÏÄÕÌÀ
M ⊗A k(s) = ⊕mMm ⊗A k(s), ÔÏ ÅÓÔØ �(X × Spec k(s);Fs(m)) = dimk(s)Mm ⊗A k(s) ÐÒÉ m À 0, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ mÀ 0 ÍÏÄÕÌØ Mm Ó×ÏÂÏÄÅÎ ÎÁÄ A.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ B := A[x0; : : : ; xn]-ÍÏÄÕÌÅÊ

0 → B → ⊕ni=0B[x−1
i ] → ⊕06i<j6nB[x−1

i ; x−1
j ] → · · · → B[x−1

0 ; : : : ; x−1
n ] → x−1

0 : : : x−1
n A[x−1

0 ; : : : ; x−1
n ] → 0;

× ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÒÏÍÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ | ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÌÏÖÅÎÉÊ, Á ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ
| ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. ôÁË ËÁË ×ÓÅ ÅÇÏ ÞÌÅÎÙ ËÒÏÍÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÐÌÏÓËÉÅ ÎÁÄ B, ÔÏ ÄÏÍÎÏÖÁÑ ÅÇÏ ÎÁÄ B
ÎÁ M ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ
(∗) 0 →M → ⊕ni=0M [x−1

i ] → ⊕06i<j6nM [x−1
i ; x−1

j ] → · · · →M [x−1
0 ; : : : ; x−1

n ] → 0;
ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ TorBk (M;x−1

0 : : : x−1
n A[x−1

0 ; : : : ; x−1
n ]). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÁË ËÁË M ËÏ-

ÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ M ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÎÁÄ B ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ (ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ
ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ l, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ TorBl (M;A) ÂÕÄÅÔ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÏ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ
ÞÉÓÌÏÍ n ××ÉÄÕ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ëÏÛÕÌÑ, Á ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏ M | Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ B-ÍÏÄÕÌØ). éÓÐÏÌØÚÕÑ
ÔÁËÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ TorBk (M;x−1

0 : : : x−1
n A[x−1

0 ; : : : ; x−1
n ]), ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ

N ∈ Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ×ÓÅ ÍÏÄÕÌÉ TorBk (M;x−1
0 : : : x−1

n A[x−1
0 ; : : : ; x−1

n ]) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ × ÓÔÅÐÅÎÑÈ < N . ðÏÜÔÏÍÕ
ÄÌÑ m > N ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÞÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (∗) Ó ÎÏÍÅÒÏÍ m | ÜÔÏ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 →Mm → ⊕ni=0M [x−1
i ]m → ⊕06i<j6nM [x−1

i ; x−1
j ]m → · · · →M [x−1

0 ; : : : ; x−1
n ]m → 0:

ðÌÏÓËÏÓÔØ ÐÕÞËÁ F ÎÁÄ S ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ A-ÍÏÄÕÌÅÊ M [x−1
i ]0. úÁÍÅÔÉÍ,

ÞÔÏ M [x−1
i ]m ∼= M [x−1

i ]0 | ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ A ÍÏÄÕÌØ, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÔÏÖÅ ÐÌÏÓËÉÅ. ïÔÓÀÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ Mm ÔÏÖÅ ÐÌÏÓËÉÊ. îÏ Mm ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÎÁÄ A, ÚÎÁÞÉÔ Mm
Ó×ÏÂÏÄÅÎ. ¤
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.2. æÕÎËÔÏÒÙ HilbX É QuotEX Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÓ×ÑÚÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×
HilbX = ⊔

p HilbpX ; HilbpX(S) = {Z ∈ HilbX(S) | PZs = p ÄÌÑ ×ÓÅÈ s ∈ S };
QuotEX = ⊔

p QuotE;pX ; QuotE;pX (S) = { (F ; ') ∈ QuotEX(S) | PFs = p ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË s ∈ S };
ÇÄÅ p ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.

îÅÓ×ÑÚÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Fi : Sch◦ → Sets, i ∈ I ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒ(⊔

i∈I
Fi

)
(S) =

⊔

':S→I

∏

i∈I
Fi('−1(i));

ÇÄÅ ' ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ S → I (I ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏ-
ÌÏÇÉÅÊ), Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÔÅÍ i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ '−1 ÎÅÐÕÓÔÏ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ⊔Fi ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ⇐⇒ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Fi ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ, ÐÒÉ-
ÞÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ÆÕÎËÔÏÒÁ ⊔Fi | ÎÅÓ×ÑÚÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÍÏÄÕÌÅÊ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Fi.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ HilbpX = QuotOX ;pX .

éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÁ HilbX ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÆÕÎËÔÏÒÏ× HilbpX , ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× QuotE;pX . ðÒÅÄÓÔÁ-
×ÉÍÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÁ Quot, ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ çÒÏÔÅÎÄÉËÏÍ (ÍÙ ÅÅ ÏÂÓÕÄÉÍ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÏÊ
×ÓÅÈ ÔÅÏÒÅÍ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÏ× × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (Á) ÆÕÎËÔÏÒ Hilb1

X ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ X; (Â) ÆÕÎËÔÏÒ Hilb1+m
Pn ÐÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ Gr(2; n + 1); (×) ÆÕÎËÔÏÒ QuotW;rSpec k ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ Gr(r;W ∗). ÷Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ
ÏÐÉÛÉÔÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á.


