áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ - 2 20.04.2010

þÁÓÔØ 1. æÕÎËÔÏÒÙ ÔÏÞÅË

îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÞÁÓÔÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÂÉÅËÃÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÔÏÞÅË ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÅ ÐÁÄÁÌÉ ÂÙ Ó ÎÅÂÁ, Á ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉÓØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÉÚÕÞÁÅÍÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÏÂSSÅËÔÏŒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ k-ÔÏÞÅË ÓÈÅÍÙ X ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÓÈÅÍÕ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ | ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ ÓÈÅÍÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ k-ÔÏÞÅË ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÕÖÎÁ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏÊ, ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ \ÆÕÎËÔÏÒÁ ÔÏÞÅË".

ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ k-ÔÏÞËÁ ÓÈÅÍÙ X | ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Spec k → X. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, S-ÔÏÞËÏÊ ÓÈÅÍÙ X (ÇÄÅ S | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁ), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ S → X. íÎÏÖÅÓÔŒÏ S-ÔÏÞÅË ÓÈÅÍÙ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ X(S). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, X(S) = Map(S; X).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ S → X(S) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÈÅÍ | ÍÏÒ- ÆÉÚÍÕ f : S^′ → S ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ f^∗ : X(S) → X(S^′), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ S-ÔÏÞËÕ S → X Œ S^′-ÔÏÞËÕ S^{′ f}→ S → X. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÔÏÒ h_X . éÔÁË,

h_X ∈ Fun(Sch^∘ ; Sets); h_X (S) = X(S):

ÇÄÅ Sch | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÓÈÅÍ, Á Sets | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÐÏ ÆÕÎËÔÏÒÕ ÔÏÞÅË ÓÈÅÍÁ ŒÏÓÓÔÁÎÁ- ŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1. åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÔÏÞÅË h_X É h_Y ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ É ÓÈÅÍÙ X É Y ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ F : Sch^∘ → Sets ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

Hom(h_X ; F ) ∼= F (X):

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Hom(h_X ; h_Y ) = h_Y (X) = Y (X) = Map(X; Y ):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÏÂÝÅËÁÔÅÇÏÒÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏÅ ËÁË ÌÅÍÍÁ éÏÎÅÄÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ff : h_X → F | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÏÎ ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ff_X : h_X (X) → F (X). îÏ h_X (X) = X(X) = Map(X; X) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, id_X . ðÏÌÏÖÉÍ f_ff := ff_X (id_X ) ∈ F (X). ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ f ∈ F (X). ëÁÖÄÏÊ ÓÈÅÍÅ S É ËÁÖÄÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍÕ ’ : S → X ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ F (’)(f) ∈ F (S) | ÏÂÒÁÚ f ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ F (’) : F (X) → F (S). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ’ → F (’)(f) | ÍÏÒÆÉÚÍ h_X (S) → F (S), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ h_X → F , ÔÁË ËÁË ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

h_X (S)

h_X (g) � � F (S)

F (g) � h_X (S^′) � F (S^′)

ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ g : S^′ → S ÏÞÅŒÉÄÎÁ | Œ ÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ’ : S → X ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÓÎÁÞÁÌÁ Œ h_X (g)(’) = ’ ∘ g : S^′ → X, Á ÚÁÔÅÍ Œ F (’ ∘ g)(f), Á Œ ÄÒÕÇÏÍ | ÓÎÁÞÁÌÁ Œ F (’)(f), Á ÚÁÔÅÍ Œ F (g)(F (’)(f)). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÞÅÒÅÚ ff_f : h_X → F . ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ

ff_{fff} (’) = F (’)(f_ff) = F (’)(ff_X (id_X )) = ff_S (h_X (’)(id_X )) = ff_S (id_X ∘’) = ff_S (’);

ÔÁË ÞÔÏ ff_{fff} = ff. ïÂÒÁÔÎÏ, f_{fff} = ff_f (id_X ) = F (id_X )(f) = id_{F (X)}(f) = f:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÞÔÏ Hom(h_X ; F ) = F (X). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ Hom(h_X ; h_Y ) = Map(X; Y ) ÓÒÁÚÕ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ h_X ∼= h_Y , ÔÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ h_X → h_Y É h_Y → h_X ÏÂÑÚÁÎÙ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ ÉÚ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ X → Y É Y → X, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ. □ 1

þÁÓÔØ 2. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ É ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÄÁÎ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : Sch^∘ → Sets.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. æÕÎËÔÏÒ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÈÅÍÁ X É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏ- ÒÏŒ h_X ∼= F . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ X | ÔÏÎËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÆÕÎËÔÏÒÕ F .

ðÒÉÍÅÒ 2.2. ðÕÓÔØ W | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : Sch^∘ → Sets. ëÁÖÄÏÊ ÓÈÅÍÅ S ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ffl : L ⊂ W ⊗ O_S , Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (L; ffl) ∼ (L^′; ffl^′), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : L^′ → L, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ffl^′ = ffl ∘ ’. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ, Á ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÔÏÎËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ | P(W ).

ðÒÉÍÅÒ 2.3. ðÕÓÔØ W | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : Sch^∘ → Sets. ëÁÖÄÏÊ ÓÈÅÍÅ S ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ffl : E ⊂ W ⊗ O_S ÒÁÎÇÁ r, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (E; ffl) ∼ (E^′; ffl^′), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : E^′ → E, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ffl^′ = ffl ∘ ’. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ, Á ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÔÏÎËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ | Gr(r; W ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. îÁÐÉÛÉÔÅ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏÎËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÆÌÁÇÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ 2.4. ðÕÓÔØ E | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÓÈÅÍÅ X. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : Sch^∘ → Sets. ëÁÖÄÏÊ ÓÈÅÍÅ S ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f : S → X É ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ffl : L ⊂ f^∗ E, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (f; L; ffl) ∼ (f^′; L^′; ffl^′), ÅÓÌÉ f^′ = f É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : L^′ → L, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ffl^′ = ffl ∘ ’. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ, Á ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÔÏÎËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ | P_X (E).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. îÁÐÉÛÉÔÅ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏÎËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÜÔÏ Gr_X (r; E).

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ, Á ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÔÏÎËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ | X. ôÏÇÄÁ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ F (X) ÅÓÔØ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ | ÔÏ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍÕ id_X ∈ Map(X; X) = h_X (X) ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ F ∼= h_X . üÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÎÁ X.

ðÒÉÍÅÒ 2.5. œ ÐÒÉÍÅÒÅ 2.2 ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ | ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ O_{P(W )}(−1) → W ⊗O_{P(W )}.

ðÒÉÍÅÒ 2.6. œ ÐÒÉÍÅÒÅ 2.3 ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ | ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ U → W ⊗ O_{Gr(r;W )}.

ðÒÉÍÅÒ 2.7. œ ÐÒÉÍÅÒÅ 2.4 ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ | ÜÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ß : P_X (E) → X É ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ O_{PX (E)}(−1) → ß^∗ E.

ðÏÌÅÚÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÍÏÄÕÌÅÊ É ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÌÅÍÍÁ éÏÎÅÄÙ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.8. ðÕÓÔØ F : Sch^∘ → Sets | ÆÕÎËÔÏÒ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÔÏÎËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÍÏÄÕÌÅÊ X, Á u ∈ F (X) | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÍÏÒÆÉÚÍÙ S → X ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F (S), ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ’ : S → X ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÕ f ∈ F (S), ÔÏ f = F (’)(u).

þÁÓÔØ 3. æÕÎËÔÏÒ ÐÏÄÓÈÅÍ

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ŒÏÐÒÏÓÕ Ï ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÐÏÄÓÈÅÍ Œ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ H : Sch^∘ → Sets. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ H_X , ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÝÅÅ ŒÓÅ ÐÏÄÓÈÅÍÙ Œ X. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔÏÍ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÐÏÄÓÈÅÍÁ Z_X ⊂ X × H_X | ÔÏÇÄÁ ÓÌÏÉ Z_X ÎÁÄ ÔÏÞËÁÍÉ H_X ÂÕÄÕÔ ÐÏÄÓÈÅÍÁÍÉ Œ X. óÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ S-ÔÏÞËÉ ÓÈÅÍÙ H_X , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÁ S → H_X , ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Z_X ×_{HX} S | ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏÄÓÈÅÍÁ Œ (X × H_X ) ×_{HX} S = X × S. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ H(S) ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÄÓÈÅÍ Œ Z ⊂ X × S Ó ËÁËÉÍÉ-ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ.

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ | ÓÌÏÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Z → S ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ \ÐÏÈÏÖÉÍÉ". îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÏÂÝÉÊ ÓÌÏÊ | ÔÏÞËÁ, ÔÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÓÌÏÊ ÔÏÖÅ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÔÏÞËÏÊ, Á ÎÅ ÄŒÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ. éÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÏÂÝÉÊ ÓÌÏÊ | ËÏÎÉËÁ, ÔÏ É ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÓÌÏÊ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ËÏÎÉËÏÊ. œÏÐÒÏÓ | ËÁË ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ.

íÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ ÐÏÄÓÈÅÍÙ Z ⊂ X ×S, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Z → S ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ. üÔÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÐÏÌÎÅ ÒÁÚÕÍÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ Œ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ | ÜÔÏ ÓÌÉÛËÏÍ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÏÎÏ ÚÁÐÒÅÝÁÅÔ ÐÏÑŒÌÅÎÉÅ ÌÉÛÎÉÈ ÔÏÞÅË Œ ÓÌÏÑÈ, ÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÎÏ ÚÁÐÒÅÝÁÅÔ É ŒÙÒÏÖÄÅÎÉÑ ËÏÎÉË. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ:

• ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÐÏÄÓÈÅÍ Z ⊂ X × S ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙ ÎÁÄ S: • ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÐÏÄÓÈÅÍ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÙ | ÅÓÌÉ Z ⊂ X × S ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ, Á S^′ → S | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ Z^′ = Z ×_S S^′ ⊂ X × S^′ ÔÏÖÅ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ (ÉÎÁÞÅ H_X ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ).

ïÐÉÓÁÎÉÅ ÜÔÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÏÎÑÔÉÑÍ ÐÌÏÓËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÐÌÏÓËÏÇÏ ÐÕÞËÁ | ÏÄÎÉÍ ÉÚ ŒÁÖÎÅÊÛÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

þÁÓÔØ 4. ðÌÏÓËÉÅ ÐÕÞËÉ É ÍÏÒÆÉÚÍÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. íÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ N → M ⊗_A N ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ.

ðÒÉÍÅÒ 4.2. óŒÏÂÏÄÎÙÊ (ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ) ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ŒÓÅÇÄÁ ÐÌÏÓËÉÊ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÌÏÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ É ÐÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

ìÅÍÍÁ 4.3. ðÕÓÔØ A ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÎÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ Ó ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ k, Á M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(i) M ÓŒÏÂÏÄÅÎ; (ii) M ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ; (iii) M ÐÌÏÓËÉÊ; (iv) Tor_1(M; k) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) =⇒ (iv) ÏÞÅŒÉÄÎÏ. äÏËÁÖÅÍ (iv) =⇒ (i). ðÕÓÔØ Tor_1(M; k) = 0. ðÕÓÔØ dim M ⊗_A k = dim M=mM = n. œÙÂÅÒÅÍ n ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÐÏÄÎÉÍÅÍ ÉÈ Œ M | ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ A^n → M, ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÐÏ ÌÅÍÍÅ îÁËÁÑÍÙ. ðÕÓÔØ N | ÅÇÏ ÑÄÒÏ, ÔÁË ÞÔÏ 0 → N → A^n → M → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ. äÏÍÎÏÖÁÑ ÎÁ k ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ · · · → Tor_1(M; k) → N ⊗_A k → k^n → M ⊗_A k → 0:

ïÔÓÀÄÁ N ⊗_A k = 0, ÔÏ ÅÓÔØ N = mN, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏ ÌÅÍÍÅ îÁËÁÑÍÙ N = 0 (N ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÔÁË ËÁË A ÎÅÔÅÒÏŒÏ). □

ðÒÉÍÅÒ 4.4. õÓÌÏŒÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ A = k[x; y]_{(0)} | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÔÏÞËÉ 0 ∈ A^2, Á M = k(x) (y ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÕÌÅÍ). ôÏÇÄÁ M ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ, ÎÏ Tor^A_1 (M; k) = 0 (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ëÏÛÕÌÑ).

ðÒÉÍÅÒ 4.5. Q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ Z_p ÍÏÄÕÌÅÍ, ÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ A ⇐⇒ Tor^A_{¿0}(M; −) = 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÌÏÓËÉÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÑÄÅÒ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ M ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÒÁŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ, ÔÏ M ÐÌÏÓËÉÊ.

ìÅÍÍÁ 4.6. íÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÐÌÏÓËÉÊ ⇐⇒ Tor^A_1 (M; A=a) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ a ⊂ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ (=⇒) ÄÏÍÎÏÖÉÍ ÎÁ M ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ 0 → a → A → A=a → 0. ôÁË ËÁË Tor^A_1 (M; A) = 0, ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Tor^A_1 (M; A=a) → M ⊗_A a → M → M=aM → 0. åÓÌÉ M ÐÌÏÓËÉÊ, ÔÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÚÎÁÞÉÔ Tor^A_1 (M; A=a) = 0.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ (⇐=). œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ Tor^A_1 (M; A=a) = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ Tor^A_1 (M; N) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ N, ÔÁË ËÁË ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÍÏÄÕÌÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ Ó ÆÁËÔÏ- ÒÁÍÉ ŒÉÄÁ A=a. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, 0 → N_1 → N_2 → N_3 → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ

ÎÁ M ÔÅÒÑÅÔ ÔÏÞÎÏÓÔØ. úÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ M ⊗_A N_1 → M ⊗_A N_2 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ 0. ðÕÓÔØ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ |

∑_k i=1 m_i ⊗n_i. ôÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ

∑_l j=1 ¯_j ⊗ a_j ⊗ ˚_j ∈ M ⊗_Z A ⊗_Z N_2, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ∑ j (¯_j a_j ⊗ ˚_j − ¯_j ⊗ a_j ˚_j ) = ∑ i m_i ⊗ n_i Œ M ⊗_Z N_2. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ N^′_1 ⊂ N_1, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ n_i, É ÐÏÄÍÏÄÕÌØ N^′_2 ⊂ N_2, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÏÂÒÁÚÁÍÉ n_i É ˚_j . ôÏÇÄÁ 0 ≠ ∑ ¯_i ⊗ n_i ∈ M ⊗ N^′_1 (ÔÁË ËÁË ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ M ⊗_A N_1), ÎÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ Œ M ⊗_A N^′_2 ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. úÎÁÞÉÔ Tor^A_1 (M; N^′_2=N^′_1) ≠ 0, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË N^′_2=N^′_1 ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.7. ðÕÓÔØ A | ÏÂÌÁÓÔØ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. íÏÄÕÌØ M ÎÁÄ A ÐÌÏÓËÉÊ ⇐⇒ M ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÂÅÚ ÑÄÒÁ ÎÁ M.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË A | ÏÂÌÁÓÔØ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ŒÓÑËÉÊ a ⊂ A ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ a = (t), t ∈ A, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÍ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ 0 → A^t→ A → A=a → 0, ÐÏÜÔÏÍÕ Tor^A_1 (M; A=a) = Ker(M^t→ M). □

ìÅÍÍÁ 4.8. íÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÐÌÏÓËÉÊ ⇐⇒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ⊂ A ÍÏÄÕÌØ M_p ÎÁÄ A_p ÐÌÏÓËÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. æÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÔÏÞÅÎ É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ | (N ⊗_A M)_p = N_p ⊗_{Ap} M_p | ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÑ ŒÌÅÞÅÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÅÇÏ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÍÏÄÕÌÑ M ÐÌÏÓËÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ 0 → N^′ → N → N^{′′} → 0, ÕÍÎÏÖÉÍ ÅÅ ÎÁ M, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÀ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÞÌÅÎÅ | 0 → K → N^′ ⊗_A M → N ⊗_A M → N^{′′} ⊗_A M → 0. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → K_p → N^′_p ⊗_{Ap} M_p → N_p ⊗_{Ap} M_p → N^{′′}_p ⊗_{Ap} M_p → 0. éÚ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÄÕÌÑ M_p ÓÌÅÄÕÅÔ K_p = 0. îÏ ÅÓÌÉ K_p = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ p, ÔÏ K = 0. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ f : A → B | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ, Á M | B-ÍÏÄÕÌØ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ A ⇐⇒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ⊂ B ÍÏÄÕÌØ M_p ÎÁÄ A_f −1_{(p)} ÐÌÏÓËÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.9. ðÕÓÔØ f : Y → X | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ. ëŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË F ÎÁ Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ ÎÁÄ X, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÓÌÏÊ F_y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ O_{X;f(y)}.

ìÅÍÍÁ 4.10. ðÌÏÓËÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÓÌÉ f : Y → X | ÍÏÒÆÉÚÍ, F | ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ Y ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ X, Á s : X^′ → X | ÐÒÏÉÚŒÏÌÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ p^∗_Y F | ÐÕÞÏË ÎÁ X^′ ×_X Y ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ X^′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = Spec A, Y = Spec B, X^′ = Spec A^′, Á ÐÕÞÏË F ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎ Ó B-ÍÏÄÕÌÅÍ M. ôÏÇÄÁ ÐÕÞÏË p^∗_Y F ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎ Ó A^′ ⊗_A B-ÍÏÄÕÌÅÍ A^′ ⊗_A M. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A^′-ÍÏÄÕÌÑ N ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ

N ⊗_A′ (A^′ ⊗_A M) = N ⊗_A M;

ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ M ÎÁÄ A ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ A^′ ⊗_A M ÎÁÄ A^′. □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.11. íÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ f : Y → X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÐÕÞÏË O_Y ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ X.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÌÏÓËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏÈÒÁÎÑÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ.

ìÅÍÍÁ 4.12. ðÕÓÔØ X | ÃÅÌÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1. íÏÒÆÉÚÍ f : Y → X ÐÌÏÓËÉÊ ⇐⇒ ŒÓÑËÁÑ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÈÅÍÙ Y ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ ÓÈÅÍÙ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = Spec A, Y = Spec B, Á ÍÏÒÆÉÚÍ f ÚÁÄÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ f : A → B. ðÕÓÔØ p ⊂ B | ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ B, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f^{−1} (p) ≠ 0. úÎÁÞÉÔ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ 0 ≠ t ∈ A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(t) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ Œ B. äÏÍÎÏÖÁÑ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ 0 → A^t→ A → A=tA → 0 (t ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ Œ A, ÔÁË ËÁË A ÃÅÌÏÓÔÎÏ) ÎÁ B, ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÏÊËÕ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÕÀÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÓÌÅŒÁ, ÚÎÁÞÉÔ B ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ p ⊂ B ÉÍÅÅÍ f^{−1} (p) = 0. úÎÁÞÉÔ ÄÌÑ ŒÓÅÈ 0 ≠ t ∈ A ÜÌÅÍÅÎÔ f(t) ∈ B ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ. äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ B ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ m ⊂ A ÍÏÄÕÌØ B_m ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ A_m. îÏ A_m | ËÏÌØÃÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÚÎÁÞÉÔ ÏÂÌÁÓÔØ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ A_m ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÎÅ Œ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ Œ B_m, ÞÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. □ ðÒÉÍÅÒ 4.13. õÓÌÏŒÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ X = Spec k[t^2; t^3], Y = Spec k[t]. ôÏÇÄÁ Tor^{k[t2;t3]}_i (k[t]; k) = k^2 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i � 0 (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!), ÚÎÁÞÉÔ k[t] ÎÅ ÐÌÏÓËÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ 4.14. õÓÌÏŒÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ X = Spec k[y; z], Y = Spec k[x; y], z → xy. ôÏÇÄÁ Tor^{k[y;z]}_i (k[x; y]; k) = k[x] ÄÌÑ i = 0; 1 (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!), ÚÎÁÞÉÔ k[x; y] ÎÅ ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ k[y; z].

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ g : Z → Y É f : Y → X | ÍÏÒÆÉÚÍÙ, Á F ∈ Qcoh(Z). åÓÌÉ f ÐÌÏÓËÉÊ, Á F ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ Y , ÔÏ F ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ X.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÏÔËÒÙÔÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏ; (Â) ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏ; (Œ) ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅ ÐÌÏÓËÏ (ËÒÏÍÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ); (Ç) ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Y → X (ÔÏ ÅÓÔØ Y = Spec_X A, ÇÄÅ A | ÐÕÞÏË O_X -ÁÌÇÅÂÒ, ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ËÁË ÐÕÞÏË O_X -ÍÏÄÕÌÅÊ) ÐÌÏÓËÉÊ ⇐⇒ A ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (Á) ÐÌÏÓËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÄÏÍÉÎÁÎÔÅÎ; (Â) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÓÌÏÅŒ ÐÌÏÓËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ X → Y ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X É Y .

þÁÓÔØ 5. æÕÎËÔÏÒÙ Hilb, Quot É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ çÉÌØÂÅÒÔÁ

ðÕÓÔØ X | ÓÈÅÍÁ, Á E | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ X. ïÂÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ Hilb É Quot ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ Hilb_X (S) = { Z ⊂ X × S | Z | ÐÏÄÓÈÅÍÁ, ÐÌÏÓËÁÑ ÎÁÄ S };

Quot^E_X (S) = { (F; ’) | F ∈ coh(X × S), F | ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ S, Á ’ : E ⊠ O_S → F | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ }:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Hilb_X = Quot^{OX}_X .

ïÞÅÎØ ŒÁÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.1. åÓÌÉ X | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÓÈÅÍÁ, Á F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ X × S, ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ S, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ s → P_{Fs} ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ S, ÇÄÅ F_s | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ F ÎÁ X × Spec k(s), Á P_{Fs} | ÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÞÔÏ P_{Fs} (m) := dim_{k(s)} `(X × Spec k(s); F_s(m)) ÐÒÉ m ≫ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÏÖÎÏ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = P^n, Á S | ÓÐÅËÔÒ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A. ôÏÇÄÁ X × S = Proj_A(A[x_0; : : : ; x_n]), Á ÐÕÞÏË F ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ A[x_0; : : : ; x_n]-ÍÏÄÕÌÀ M = ⊕M_k, M_k = `(P^n_A; F(k)). úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË F_s ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ k(s)[x_0; : : : ; x_n]-ÍÏÄÕÌÀ M ⊗_A k(s) = ⊕_mM_m ⊗_A k(s), ÔÏ ÅÓÔØ `(X × Spec k(s); F_s(m)) = dim_{k(s)} M_m ⊗_A k(s) ÐÒÉ m ≫ 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ m ≫ 0 ÍÏÄÕÌØ M_m ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÎÁÄ A.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ B := A[x_0; : : : ; x_n]-ÍÏÄÕÌÅÊ

0 → B → ⊕^n_{i=0}B[x^{−1}_i ] → ⊕_{0⩽i¡j⩽n}B[x^{−1}_i ; x^{−1}_j ] → · · · → B[x^{−1}_0 ; : : : ; x^{−1}_n ] → x^{−1}_0 : : : x^{−1}_n A[x^{−1}_0 ; : : : ; x^{−1}_n ] → 0; Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÒÏÍÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ | ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÌÏÖÅÎÉÊ, Á ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. ôÁË ËÁË ŒÓÅ ÅÇÏ ÞÌÅÎÙ ËÒÏÍÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÐÌÏÓËÉÅ ÎÁÄ B, ÔÏ ÄÏÍÎÏÖÁÑ ÅÇÏ ÎÁÄ B ÎÁ M ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ (∗) 0 → M → ⊕^n_{i=0}M[x^{−1}_i ] → ⊕_{0⩽i¡j⩽n}M[x^{−1}_i ; x^{−1}_j ] → · · · → M[x^{−1}_0 ; : : : ; x^{−1}_n ] → 0;

ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÕÔ ÒÁŒÎÙ Tor^B_k (M; x^{−1}_0 : : : x^{−1}_n A[x^{−1}_0 ; : : : ; x^{−1}_n ]). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÁË ËÁË M ËÏ- ÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ M ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÎÁÄ B ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ (ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ l, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ Tor^B_l (M; A) ÂÕÄÅÔ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÏ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÞÉÓÌÏÍ n ŒŒÉÄÕ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ ëÏÛÕÌÑ, Á ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏ M | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ B-ÍÏÄÕÌØ). éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÁËÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Tor^B_k (M; x^{−1}_0 : : : x^{−1}_n A[x^{−1}_0 ; : : : ; x^{−1}_n ]), ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ N ∈ Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÏÄÕÌÉ Tor^B_k (M; x^{−1}_0 : : : x^{−1}_n A[x^{−1}_0 ; : : : ; x^{−1}_n ]) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ Œ ÓÔÅÐÅÎÑÈ ¡ N. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ m � N ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÞÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (∗) Ó ÎÏÍÅÒÏÍ m | ÜÔÏ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → M_m → ⊕^n_{i=0}M[x^{−1}_i ]_m → ⊕_{0⩽i¡j⩽n}M[x^{−1}_i ; x^{−1}_j ]_m → · · · → M[x^{−1}_0 ; : : : ; x^{−1}_n ]_m → 0:

ðÌÏÓËÏÓÔØ ÐÕÞËÁ F ÎÁÄ S ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ A-ÍÏÄÕÌÅÊ M[x^{−1}_i ]_0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ M[x^{−1}_i ]_m ∼= M[x^{−1}_i ]_0 | ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ A ÍÏÄÕÌØ, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÏÖÅ ÐÌÏÓËÉÅ. ïÔÓÀÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ M_m ÔÏÖÅ ÐÌÏÓËÉÊ. îÏ M_m ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÎÁÄ A, ÚÎÁÞÉÔ M_m ÓŒÏÂÏÄÅÎ. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.2. æÕÎËÔÏÒÙ Hilb_X É Quot^E_X ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÓŒÑÚÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Hilb_X = ⨆ p Hilb^p_X ; Hilb^p_X (S) = { Z ∈ Hilb_X (S) | P_{Zs} = p ÄÌÑ ŒÓÅÈ s ∈ S };

Quot^E_X = ⨆ p Quot^{E;p}_X ; Quot^{E;p}_X (S) = { (F; ’) ∈ Quot^E_X (S) | P_{Fs} = p ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË s ∈ S };

ÇÄÅ p ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

îÅÓŒÑÚÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ F_i : Sch^∘ → Sets, i ∈ I ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒ ( ⨆ i∈I F_i ) (S) = ⨆ ’:S→I ∏ i∈I F_i(’^{−1} (i));

ÇÄÅ ’ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ S → I (I ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÅÊ), Á ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÔÅÍ i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ’^{−1} ÎÅÐÕÓÔÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ⨆ F_i ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ⇐⇒ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ F_i ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ, ÐÒÉ- ÞÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ÆÕÎËÔÏÒÁ ⨆ F_i | ÎÅÓŒÑÚÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÍÏÄÕÌÅÊ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ F_i.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Hilb^p_X = Quot^{OX ;p}_X .

éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÁ Hilb_X ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÍÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Hilb^p_X , ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Quot^{E;p}_X . ðÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÍÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÁ Quot, ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ çÒÏÔÅÎÄÉËÏÍ (ÍÙ ÅÅ ÏÂÓÕÄÉÍ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏŒÏÊ ŒÓÅÈ ÔÅÏÒÅÍ Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (Á) ÆÕÎËÔÏÒ Hilb^1_X ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ X; (Â) ÆÕÎËÔÏÒ Hilb^{1+m}_Pn ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ Gr(2; n + 1); (Œ) ÆÕÎËÔÏÒ Quot^{W;r}_{Spec k} ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ Gr(r; W^∗ ). œÏ ŒÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÐÉÛÉÔÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ.