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Оснащенные триангулированные категории

Решается задача описания триангулированной категории, порожден-
ной конечным числом объектов. Для этого вводится понятие «оснащения»
триангулированной категории с помощью комплексов RHom.

Понятие триангулированной категории [1], [2], [18], широко исполь-
зуемое в гомологической алгебре, не во всех отношениях является удов-
летворительным, что отмечалось, в частности, в книге [18]. Именно, ос-
новной принцип гомологической алгебры состоит в том, что надо всегда
рассматривать не только когомологий комплексов, а и сами комплексы.
В то же время абелева группа Нот&(Е) F) в триангулированной кате-
гории SD есть образование типа группы нулевых когомологий некоторого
цепного комплекса (в алгебраически возникающих категориях) или
нулевой гомотопической группы некоторого CW-спектра (в топологиче-
ски возникающих категориях). В большинстве случаев, встречающихся
на практике, дело обстоит именно так. В частности, в триангулирован-
ных категориях, встречающихся в гомологической алгебре (гомотопиче-
ская, производная категории) группа Hom^(£, F) является группой
нулевых когомологий естественно возникающего комплекса RHom(E, F).
При этом возникающие точные функторы происходят из функторов, со-
храняющих комплексы RHom.

Аксиоматизация понятия «триангулированная категория с комплек-
сами RHom» приводит к необходимости рассматривать дифференциаль-
ные градуированные (DG-) категории. Структура DG-категории должна
быть в разумном смысле согласована с триангулированной структурой.
Во-первых, когомологий комплексов RHom должны быть естественно изо-
морфны группам Ext в триангулированной категории. Далее, имеются
два способа определения высших композиций Масси. Один исходит из
DG-структуры, другой — из триангулированной. Естественно ожидать,
что для DG-структуры, согласованной с триангулированной, оба способа
должны приводить к одному ответу.

Чтобы удовлетворить этим (и другим) требованиям, мы вводим в на-
стоящей работе понятие предтриангулированной категории (§ 3). Это
DG-категория, обладающая функториальным конусом замкнутых мор-
физмов (и, более общо, сверткой так называемых скрученных комплек-
сов, см. §1). Условия существования свертки можно сформулировать как
представимость некоторых функторов. Таким образом, предтриангулиро-
ванная категория — это DG-категория с дополнительными свойствами,
а не с дополнительной структурой.

Важным примером предтриангулированной категории является кате-
гория Рге-Тг(^) скрученных комплексов над DG-категорией s& (см. § 1).
Функтор перехода от s& к Pre-Tr(j^) является аналогом взятия свобод-
ного объекта в алгебраической теории. В действительности предтриангу-
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лированная категория может быть определена как алгебра над монадой
(в смысле Квиллена — Маклейна [3]), построенной с помощью функто-
ра Рге-Тг.

Триангулированная категория, как математическая структура, не яв-
ляется частным случаем универсальной алгебры в смысле А. Г. Куроша
[4], т. е. множества с заранее заданной системой операций (подобно
тому, как не является универсальной алгеброй топологическое простран-
ство). Напротив, предтриангулированная категория является универ-
сальной алгеброй.

Наряду с монадой Рге-Тг можно ввести еще одну монаду, используя
односторонние скрученные комплексы. Это делается в § 4, где дается
описание оснащенной триангулированной категории, порожденной ко-
нечным числом объектов.

В случае, когда триангулированная категория порождена элементами
упорядоченного исключительного набора (см. [9], [17]), естественно
задаться вопросом о том, как будет преобразовываться Ext-алгебра на-
бора при его перестройках. Оказывается, что знание Ext-групп между
элементами исходного набора для этого, вообще говоря, недостаточно.
Однако за перестройками вполне можно проследить на уровне DG-ал-
гебр. Для этого необходимо рассмотреть предтриангулированное осна-
щение категории (см. § 5).

§ 1. DG-категории и скрученные комплексы над ними

Предаддитивная категория [5]—это такая категория £фу в которой
все множества Нот с й (£' , F) снабжены структурами абелевых групп, так
что композиция морфизмов билинейна. Предаддитивная категория с од-
ним объектом есть не что иное как кольцо. Аддитивной категорией назы-
вается предаддитивная категория, в которой существуют конечные пря-
мые суммы.

DG-категорией мы будем называть такую предаддитивную категорию
М-, у которой все абелевы группы Hom^(£, F) снабжены Z-градуиров-
кой и дифференциалом d степени + 1 , т. е. снабжены структурой комп-
лекса. При этом требуется, чтобы морфизмы композиции

Horn^ (£, F) ® Hom^ (F, G) -> Нот^ (Е, G)

•были морфизмами комплексов и, кроме того, для всякого E£st выпол-
нено равенство d(idE)=O. Обозначим через Homea

h(E, F) k-ю градуиро-
вочную компоненту комплекса Н о т ^ (£, F). .

Всякое дифференциальное градуированное кольцо может быть рас-
смотрено как DG-категория с одним объектом. Другой важный пример
DG-категории строится так. Пусть М — аддитивная категория. Рассмот-
рим категорию C{s&), объектами которой являются коцепные комплек-
сы над st. Если К, L' — такие комплексы, то

j-i=m

Для
/ = {/,: Kl^Li+m}£Hom<"(K\L')

положим

df={fi+1dK+(-l)m+1dLfr. /C'-L t+m+1},

где dK, dL — дифференциалы в К и L'. Этим на C(st) задается структу-
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pa DG-категории. Замкнутые морфизмы степени 0 — это морфизмы комп-
лексов в обычном смысле. «Точные» морфизмы — те, что гомотопны
нулю. С любой DG-категорией si связана градуированная категория
Н («я£), называемая категорией когомологий si. Объекты в H{si)—те
же, что и в £Ф, а морфизмы из X в У определяются как когомологий
комплекса Hom^ (X, Y).

Ограничиваясь нулевыми когомологиями комплексов Нот, мы полу-
чим предаддитивную категорию H°(sfi). Так, например, для аддитивной
категории Ш категория #°C(Jf) = Hot (<%) есть гомотопическая категория
комплексов над $. Пусть также si ^ — градуированная категория, полу-
чающаяся из si забыванием дифференциала на морфизмах.

DG-функтором между DG-категориями si и $ называется аддитив-
ный функтор /: s&-*$, сохраняющий градуировку и дифференциал на
морфизмах. Такой функтор индуцирует функтор # ( / ) : Я ( ^ )->#(.$)•
Будем называть DG-функтор / квазиизоморфизмом (квазиэквивалент-
ностью), если Н(/) — изоморфизм (эквивалентность) категорий.

В частности, если si— DG-категория с одним объектом, отвечающая
DG-алгебре A; a $—C(s£b), то DG-функтор из si в $ есть не что иное
как левый DG-модуль над si. Категорию DG-категорий (с DG-функто-
рами в качестве морфизмов) будем обозначать DG-Cat.

Если si и si' — две DG-категории, то множество ковариантных DG-
функторов зФ^зФ' само есть множество объектов некой DG-категории,.
которую обозначим Z)G-Ftm(*s^, s&'). Именно, пусть ф и г|з — два DG-
функтора. Положим Homfc(<p, ф) равным множеству естественных преоб-
разований градуированных функторов /: <р̂  ->\| ; s [k] из jfi в 33^ (т. е.

для каждого объекта EGObst t(E)£Homs3h(<p(E)9 ^(E)).
Дифференциал преобразования t на каждом Е равен dt{E). Таким

образом, замкнутые морфизмы степени 0 — это DG-преобразования DG-
функторов. Аналогично определяется DG-категория DG-Fun°(*s^, si*),.
состоящая из контравариантных DG-функторов.

О п р е д е л е н и е 1([6]). Пусть si — DG-категория. Скрученным
комплексом над si называется набор {(E/^ez, Яи: Е*~+Ej)> г Д е Е< —
объекты si, равные 0 для почти всех /, цц — морфизмы в si степени

i — / + 1 , удовлетворяющие условию йцц + ^Qkjqik = 0.

П р и м е р . Если s£ = C{$) есть категория комплексов над аддитив-
ной категорией ^ , то скрученный комплекс над si есть просто комплекс
над ^ , каждый член которого снабжен дополнительной градуировкой.
Это понятие обобщает понятие скрученного комплекса над $ в смысле
О'Брайена, Толедо и Тонга [7].

Скрученные комплексы над DG-категорий si сами образуют DG-ка-
тегорию следующим образом. Пусть C={Ei9 q^, С'={Е/, q^}—два
скрученных комплекса. Положим

Нот* (С, С) = И Нот!* (Я,, Е))
i+i-i=k

и для fdHom^l(Eu E{) положим

df = dj + 2: (W + (- l)/(t'-m+1 W
m

где rf^—дифференциал на морфизмах DG-категории si.
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Замкнутые морфизмы степени 0 между скрученными комплексами бу-
дем называть скрученными морфизмами.

Пусть s&® — DG-категория, получаемая из si присоединением конеч-
ных формальных прямых сумм объектов. (Если в si уже имеются пря-
мые суммы, то s4>® эквивалентна зФ как DG-категория.) /^-категорию
скрученных комплексов над si® обозначим Pre-Tr(j^), а ее категорию
нулевых когомологий — через Tr (s&).

Если si'— другая DG-категория, и /: si-+si'— DG-функтор, то воз-
никает DG-функтор

Pre-Te(F): Pre-Tr(^)->Per-Tr(^')

и функтор

Если s& — предаддитивная категория с тривиальной DG-структурой, то

О п р е д е л е н и е 2. Пусть si— DG-категория, C={EU q^},
С'={Е/У <7</} — два объекта Pre-Tr(^), /={/v Ес+Е/} —скрученный
морфизм из С в С . Его конусом называется объект Cone /={£/ ' , <7г;"},
имеющий

Ян

Имеются естественные замкнутые морфизмы в

с -U с
\ / . (l.i)
+1 Cone/

которые индуцируют морфизмы в
Будем называть отмеченными треугольниками в Тг(«5$) треугольники,

изоморфные треугольникам вида (1.1).
П р е д л о ж е н и е 1. Категория Tv{s4) с указанным набором отме-

ченных треугольников является триангулированной категорией.
Прежде чем доказывать это предложение, приведем конструкцию еще

одной триангулированной категории, связанной cDG-ка+егорией. Эта кон-
струкция является обобщением схемы: алгебра->гомотопическая катего-
рия модулей, на случай DG-структур (см. [6]).

Пусть s4> — DG-категория. Мы будем изучать контравариантные DG-
функторы из $&> в Z)G-KaTeropnio C(s&b) комплексов абелевых групп. Если
ф: M~-+C{si>b) — некий DG-функтор, то через <ф б будем обозначать функ-
тор из s£ в градуированные абелевы группы, получаемый из ф забыва-
нием дифференциала, а через Я(ф) -—функтор со значениями там же,
получаемый из ф взятием когомологий комплексов. Категорию 0-х кого-
мологий DG-категории DG-Fun°(^, C(s$>b)) обозначим H o t ( ^ ) . Если
s& имеет один объект и тривиальную DG-структуру, т. е. отвечает некому
кольцу, то Hot (.5$) его гомотопическая категория комплексов модулей
над этим кольцом.

Пусть t: ф--м|) — /^-преобразование контравариантных DG-функто-
ров s^-*C(s£b). Определим новый DG-функтор, Cone(^):
сопоставляющий объекту EdОЪ^Ф комплекс Сопе{^£: ф(£)'-м|>(Е)}.

€72



Имеется треугольник в DG-Fun°(si, С(sib))

Ф •• \|)

\ •/ (1.2)
+1Сопе(/),

который дает также треугольник в Hot (si).
Назовем отмеченными треугольниками в Hot(j^) треугольники, изо-

морфные получающимся из треугольников вида (1.2).
П р е д л о ж е н и е 2. Категория Hot(si) с указанным набором отме-

ченных треугольников и покомпонентным функтором сдвига является
триангулированной категорией.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проверка аксиом Вердье TR1 — TR4 для
случая обычной гомотопической категории комплексов, приведенная, на-
пример, в [2], дословно переносится на наш случай, который есть по су-
ществу, случай комплексов с системой операторов (образующих DG-ка-
тегорию).

Приведем определение представимого функтора в нашей ситуации.
Пусть £ — объект /^-категории si. Ему отвечает контравариантный
DG-функтор hE: <si-+C(sib), который переводит FdObsi в комплекс
H o m ^ / 7 , Е). Сопоставление E^hE задает ковариантный DG-функтор

h: si~+DG-Fun°(si, С (sib)).

Аналогично «классическому» случаю (см. [18]) проверяется, что функ-
тор h является вполне строгим, т. е. имеются изоморфизмы комплексов

HOIIU (Et E') ~ HomDG-Fim»(e«,C(e«ft)) (AjSi Й£')« (1.3)

Произвольный контравариантный DG-фупктор h: si?-+C(sib) будем
называть представимым, если он изоморфен (как DG-функтор) функто-
ру вида hE для некоторого EdObsi.

О п р е д е л е н и е 3. Пусть si — DG-категория. Определим вложение
DG-категорий

а: Рге-Тг (Л) -> DG-Fun° (J, С (ЛЬ)).

Это вложение сопоставляет объекту K={Eit ^}€Ob Pre-Tr(j^) сле-
дующий DG-функтор а(К): si»-*C(sib). Для каждого EQQbsi значение
а(К)(Е) есть градуированная абелева группа © H o m ^ ' ^ , E{) [i], снаб-
женная дифференциалом d + Q, где Q = | | ^ | | , a d — дифференциал в
ФНот*'(E,Et) [i].

П р е д л о ж е н и е 3. Построенный функтор а является вложением
Рге-Тг (si) в DG-Fun°(si, С (sib)) как полной DG-подкатегории. При
этом а переводит конус замкнутого морфизма f в Рге-Тг (si) в конус
морфизма a(f) в DG-Fun°(si, С (sib)).

б) Функтор когомологий Я (ее) задает вложение Tr(*s£) в H o t ( ^ )
как полной триангулированной подкатегории.

Д о к а з а т е л ь с т в о состоит в проверке определений. Из пункта а)
вытекает предложение 1, что дает возможность сформулировать пункт б).

§ 2. Монада, связанная с функтором Рге-Тг

Функтор Рге-Тг, построенный в предыдущем параграфе, позволяет
определить монаду над категорией Z)G-Cat. Это дает нам возможность
определить предтриангулированную категорию как алгебру над этой мо-
надой.

4 Математический сборник, т. 181, № 5 673



Напомним, что монадой в категории & (см. [3]) называется функтор
С: 9Ь-+дЦ вместе с естественными преобразованиями \i: СоС~+С и г\:

такими, что для каждого BGObJf сквозные морфизмы

С (В) ЦС{В) >C(C(B))^lC(B)

суть тождественные, и диаграмма

С (С (С {В))) J^SL-+ С (С (В))

С (С (В)) 55 +С(В)

коммутативна.
Пусть 38=DG'Cat — категория DG-категорий и «я£€ОЬ& — некоторая

DG-категория.
Построим £)б-функтор

T o U : Рге-Тг (Pre-Тг (Л)) -> Рге-Тг (Л).

Именно, объект Pre-Tr (Pre-Tr (*s^)) можно представлять себе как набор
С = {(Ci/)i,/ez, Qij,ki'" Cq ->Cki) с надлежащими дифференциальными ус-
ловиями на qiW. Положим

Tot* (С) = {(Dk)kez, Ы: Dk -> Д},
где

^ = © Сц\ ы = || ^ / § т л ||, i + j = k,m + n = L
i+j=k

Будем называть Tot^(C) сверткой скрученного комплекса С над Рге-

Ясно, что соответствие ^н-^Tot^ продолжается до естественного пре-
образования функторов

Tot: Pre-TroPre-Tr^Pre-Tr

на категории Z)G-Cat.
Обозначим через е^ естественное вложение s4- в Рге-Тг (s£) как пол-

ной DG-подкатегории: г^(Е) есть набор, состоящий из одного Е на ну-
левом месте. Таким образом, е есть естественное преобразование функ-
торов id-^Pre-Tr на категории DG-Cat.

П р е д л о ж е н и е 1. Функтор *

Рге-Тг: Z)G-Cat->DG-Cat

и естественные преобразования

г: id->Pre-Tr, Tot: Pre-Tr (Pre-Tr)-^Рге-Тг

определяют монаду над категорией DG-Cat.
Доказательство получается непосредственной проверкой.
П р е д л о ж е н и е 2. Функтор Tot^ есть эквивалентность DG-катего-

рий, а функтор когомологий

# ° (ToU): Тг (Рге-Тг {Л)) -> Тг (Л)

есть эквивалентность триангулированных категорий.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Если С и С — два объекта (Рге-Тг) 2(^), то
комплексы

Hom(pre-Tr)2(^(C,C0 и HomPre-TrH)(TotC, Tot С )

одинаковы. Иначе говоря, Tot^ есть эквивалентность DG-категорий. Из
предложения 1 вытекает, что он сохраняет свертки скрученных комплек-
сов. Поэтому #°(Tot^) — эквивалентность триангулированных категорий.

В дальнейшем нам понадобится еще одно свойство функтора

Tot^: (Рге-Tr)2 (А) ^ Pre-Tr (J).

Именно, пусть s&—DG-категория, C = {Eh q{j}— скрученный комплекс
над Pre-Tr ( J ^ ) , т. е. объект (Рге-Тг) 2(^), X — объект Рге-Тг(^). Тогда
возникают скрученные комплексы Hom^f, С) и Н о т (С, X) над Z)G-Ka-
тегорией C(s£b). Например,

Нот (С, X) = {Hompre-Trus) (Eh X), ?,,},

где qa — отображения групп Нот, индуцированные q^. Как объяснялось
выше (пример после определения 1), скрученный комплекс над C{s4-b)
есть обычный комплекс абелевых групп (свертка) с дополнительной гра-
дуировкой в членах. Обозначим через ТНот(Х, С) и ТНот(С, X) сверт-
ки скрученных комплексов Hom(Z, С) и Нот (С, X) над С{зФЬ). Пусть
также T=Tot(С)бРге-Тг(Л).

П р е д л о ж е н и е 3. В описанной ситуации имеются естественные
изоморфизмы комплексов

THom (X, С) ~ Нот Р г е . Т г Ы ) (X, Г), ТНогп (С, X) ~ Нотр^тг^) (Л X). Ш

§ 3. Предтриангулированные категории

О п р е д е л е н и е 1. DG-категория & называется предтриангулиро-
ванной, если для всякого скрученного комплекса /(€Pre-Tr(<gf) соответ-
ствующий контравариантный DG-функтор а(/С): <§^С{з&Ъ) (см. § 1,
определение 3) является представимым.

П р е д л о ж е н и е 1. Каждая предтриангулированная категория
снабжается структурой алгебры (&, Т) над монадой {см. [3]) (Pre-Tr,
Tot, г) в категории DG-Cat такой, что функторы

Т: Рге-Тг (&) -+ &\ es: & -> Pre-Tr (&)

являются квазиобратными друг другу эквивалентностями ОС-категорий.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для /СбPre-Tr{&) пусть Т(К) — некоторый

представляющий объект для функтора а (К). Из формулы (1.3) вытека-
ет, что соответствие К^Т(К) продолжается до DG-функтора Т: Рте-
Т г ( ^ ) ь - ^ такого, что Toeg = idg, T и eg — квазиобратны и диаграмма

(Pre-Tr)2 (#) - ^ ^ - > Pre-Tr (&)
Рге-Тг(Г)| \Т (3.1)

Pre-Tr {$) т- >сё

коммутативна. Ц
Функтор Т будем называть сверткой (скрученных комплексов). Его

определение зависит от произвола в выборе представляющих объектов.
Другой выбор приведет к функтору Т\ который связан с Т каноничес-
ким изоморфизмом DG-функторов, поэтому произвол в выборе несущест-
венен. В дальнейшем мы будем предполагать функтор Т заданным.
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Предтриангулированная категория снабжена функтором сдвига:

Простейший нетривиальный пример скрученного комплекса над DG-ка-
тегорией & получается из замкнутого морфизма f: E-*~F степени 0. Точ-
нее, морфизму f отвечает Cf = {£,, q{^ где Еа = Е, El = Fy £ ,= 0, при ]Ф
=5̂ =0,1, qOi=f, остальные qi5 равны 0. Если & — предтриангулированная
категория, то свертку Cf будем называть конусом замкнутого морфизма
/и обозначать Сопе(/)бОЬ(<^).

Диаграмме замкнутых морфизмов

в категории Рге-Тг(^) отвечает диаграмма замкнутых морфизмов

E+F

в & и, следовательно, диаграмма в категории #°(<?Г). Будем называть от-
меченными треугольниками в Н°(&) диаграммы, изоморфные диаграм-
мам такого вида.

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть & — предтриангулированная категория.
Тогда категория Н°(&) с определенными выше функтором сдвига и се-
мейством отмеченных треугольников является триангулированной. Функ-
тор Н°(Т): Tv(<g)-+H°(<g) является эквивалентностью триангулирован-
ных категорий.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проверка аксиом Вердье для гомотопической
категории комплексов [2] сводится к построению некоторых стандартных
диаграмм замкнутых морфизмов комплексов. Эти конструкции дословно
переносятся на случай скрученных комплексов. Поэтому требуемые стан-
дартные диаграммы могут быть построены в категории Рге-Тг(<^). При-
меняя к ним функтор Г, получим стандартные диаграммы в &, сущест-
вование которых устанавливает справедливость аксиом Вердье в Я°(^)-
По определению функтор Т является эквивалентностью категорий. То
обстоятельство, что он является точным, вытекает из коммутативности
диаграммы (3.1).

Если задана триангулированная категория $D\ то оснащением 2D
будем называть предтриангулированную категорию & вместе с эквива-
лентностью HQ(<g)-+3) триангулированных категорий. Саму категорию
<£) будем тогда называть оснащенной.

П р и м е р ы . 1. Пусть М> — аддитивная категория. Гомотопическая ка-
тегория Hot(j^) является оснащенной триангулированной категорией.
Соответствующая предтриангулированная категория есть

2. Более общо, для любой DG-категории зФ категория
является предтриангулированной.

3. Пусть si — абелева категория с достаточным числом инъективных
объектов. Триангулированная категория Db(s&) эквивалентна полной
подкатегории в гомотопической категории Hot+(j$), состоящей из комп-
лексов, все члены которых инъективны и которые имеют только конечное
число гомологии. Рассматривая соответствующую полную подкатегорию
в C+(s£)> получим оснащение категории D6(*s$), которое обозначим

Аналогичные рассмотрения применимы к случаю достаточного числа
проективных объектов.
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4. Пусть sf> и 8— две DG-категории, причем 8 предтриангулирова-
на. Введем на DG-категории DG-Fun(sf>, 8) предтриангулированную
структуру, определяя свертку скрученных комплексов DG-функторов по-
объектно. В частности, категория DG-модулей над DG-алгеброй А
(морфизмы суть морфизмы, сохраняющие градуировку и коммутирую-
щие с умножением на элементы А, но не обязательно с дифференциала-
ми) есть предтриангулированная категория. Соответствующая оснащен-
ная триангулированная категория есть Hot (Л).

З а м е ч а н и е . Конструкции типа примера 4 невозможны в рамках
триангулированных категорий.

О п р е д е л е н и е 2. Пусть <£, 8' — предтриангулированные катего-
рии.

а) Мы говорим, что 8 есть полная предтриангулированная подкате-
гория в 8', если 8 есть полная DG-подкатегория в 8\ а функтор 7V пе-
реводит Pre-Tr(^) в 8 и совпадает с Тп (напомним, что функтор Тё

здесь предполагается фиксированным).
б) Предточным (ковариантным) функтором из 8 в 81 называется

морфизм соответствующих алгебр ,над монадой (Pre-Тг, Tot, е), т. е.
jDG-функтор f: 8-+81, коммутирующий с операцией взятия свертки скру-
ченных комплексов. Аналогично для контравариантных функторов.

Ясно, что для предточного функтора f функтор

есть точный функтор. Обозначим через Ргех(<§?, &') полную DG-подкате-
горию в DG-Fun (&, S"), объекты которой суть предточные функторы.
Пусть Prex°(^f, <Sr)—аналогичная категория, в которой фигурируют
контравариантные функторы.

П р е д л о ж е н и е 3. Пусть 8, S" — две предтриангулированные кате-
гории. Тогда Ргех(<?\ <£') есть полная предтриангулированная подкате-
гория в DG-Fun(8, &').U

П р е д л о ж е н и е 4. Пусть & — предтриангулированная категория.
а) Для всякого £6ОЬ^ DG-функторы

hE:F^ Hom'g(F, £), kE: F ^ Hom'g(£, F)

из & в C(s^b) являются предточными {и, соответственно, контравари-
антными и ковариантными).

б) Сопоставления E*-+hE, E>-+kE продолжаются до предточных функ-
торов

h:8^ Ргех0 (8, С (Jb)), k:%-+ Ргех (&, С (ЛЬ)),

соответственно, ковариантных и контравариантных.
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Если рассмотреть Е как объект Рге-Тг(<??),

то /)О-функторы hE и kE из Pre-Tr(<§f) в C(s&b) будут предточными в
силу предложения 3 § 2. Так как функтор свертки Т есть эквивалент-
ность DG-категорий, то hE и kE будут предточными функторами на 8.

б) Доказательство предоставляется читателю.
З а м е ч а н и е . Практически все известные точные функторы между

триангулированными категориями, встречающиеся в гомологической ал-
гебре, происходят из предточных функторов между соответствующими
оснащениями. В частности, «шесть функториальностей» Гротендика на
пучках модулей над окольцованными пространствами (функторы i?/*,
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Ц*> Rf\> f>®> RHOTI) происходят из подходящих предточных функторов.
Эти предточные функторы получаются применением соответствующих
операций к резольвентам. (В случае бесконечной гомологической раз-
мерности пространства или пучка колец возможность использования ре-
зольвент обоснована в [8].)

Пусть {Ei\i£I}—семейство объектов предтриангулированной кате-
гории S\ Наименьшую строго полную предтриангулированную подкате-
горию в &, содержащую все Еи будем называть их предтриангулирован-
ной оболочкой и обозначать P%({Ei\idI}).

Таким образом, Р$({Ег}) состоит из сверток в 8 всевозможных скру-
ченных комплексов, состоящих из прямых сумм Е{. Пусть s& — полная
DG-подкатегория в & на объектах Е{.

П р е д л о ж е н и е 5. Сквозной функтор

Рге-Тг (J) -> Pre-Тг (#) -^ &

осуществляет эквивалентность Pre-Tr(s&) и P%{{Ei\idI}) как предтри-
ангулированных категорий.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как Т является эквивалентностью DG-ка-
тегорий, сквозной функтор осуществляет эквивалентность Pre-Tr (j^) со
своим образом. •

Доказанное предложение позволяет отождествить предтриангулиро-
ванные категории с категориями некоторых DG-модулей над подходящи-
ми DG-алгебрами. Действительно, выбирая достаточно много объектов
в категории <§Г, мы представим ее в виде Pre-Tr (s£), которая согласно
предложению 3 § 1 вложена как полная DG-подкатегория в гомотопи-
ческую категорию DG-функторов s£-+C(Mb) (т. е. фактически, DG-

модулей над DG-алгеброй 0 Hom^ (E, F)).
EF£Ob&

§ 4. Односторонние скрученные комплексы

В этом параграфе мы рассматриваем следующую задачу. Дан набор
объектов Еи .. .,£"п триангулированной категории 3): Обозначим через
(Еи ..., En}*® триангулированную подкатегорию в 3); порожденную Еи

т. е, наименьшую строго полную триангулированную подкатегорию в
3)у содержащую £<. Мы хотим описать категорию (Еи ..., Еп}^. Без на-
личия оснащения в 3) такая задача кажется очень трудной. Так, на-
пример, если (/?!,..., Еп)—сильный исключительный набор в С-линей-
ной триангулированной категории 3) (т. е. Extp^>(Eif Ej)=0 при рФО
или t > / , а Нот&(Eif E{)i= С, см. [9]), то не видно никакого способа
отождествить (Еи ..., Еп}<& с производной категорией модулей над ал-
геброй

А = е Hom^ (Eu Ei).

Мы будем предполагать поэтому, что 3) оснащена: 3)~Н°(&) для
некоторой предтриангулированной категории <£. В конце предыдущего
параграфа была описана предтриангулированная оболочка Р(Еи . . . , Еп)
объектов Еи а именно

Р(Еи . . . , £ „ ) - Pre-Tr (A),

где $4-<zi<% — полная DG-подкатегория на объектах ЕГ. Категория кого-
мологий HQP(*gu . . . , S'n) является триангулированной, но, возможно,
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яе порождается объектами Е{ как триангулированная категория. Напри-
мер, свертку скрученного комплекса

<7ю

нельзя получить, вообще говоря, с помощью операции взятия конуса
замкнутых морфизмов из объектов Ео и Et. Чтобы преодолеть эту труд-
ность, мы вводим следующее определение.

О п р е д е л е н и е 1. Скрученный комплекс C = {EU qi3) над DG-катего-
рией s& называется односторонним, если q{j=0 при i^j.

П р и м е р . Если s£=C{$) —категория комплексов над аддитивной
категорией Ш, то односторонний скрученный комплекс над si> — в точ-
ности скрученный комплекс над $ в смысле ОЪрайена, Толедо, Тон-
га [7].

Односторонние скрученные комплексы позволяют определить на
категории DG-Cat еще одну монаду.

Пусть зФ — DG-категория. Обозначим через $& DG-категорию, полу-
чаемую из s& присоединением формальных сдвигов объектов. Ее объек-
тами являются символы E[i], где £ 6 O b ^ , tGZ. Если Е, F£Ohs&, то

Н о т - (Е [I], F [/]) = Нот^ (Е, F) [j - i].

Обозначим через Pre-Tr+(*5^) полную DG-подкатегорию в Рге-Tr
объектами которой являются односторонние скрученные комплексы. Ес-
ли C—{Eh qi5} —скрученный комплекс над s& и п= {пи £GZ} —набор це-
лых чисел, то определим новый скрученный комплекс С{п} = {Е/, Цц),
где

Е\ = ф Ej [ny], q'u = \qM | (k + nk = it I + щ = /),
j+nj = t

>qhi— образ qhidHomh~l+i (Eky Ei) при отождествлении последней группы с

Скрученный комплекс С{п} будем называть ассоциированным с С при
помощи п. Переход к ассоциированным комплексам задает на Рге-Тг(^)
действие свободной абелевой группы Z00 посредством автоэквивалентно-
стей предтриангулированной категории. Более того, С{п} канонически
изоморфен'С. Допуская вольность речи, мы будем отождествлять С с
ассоциированными комплексами С{п).

Кроме того, на скрученных комплексах над s& определен^ два ком-
мутирующих функтора сдвига, совокупное действие которых будет обоз-
начаться С>-+С[т, п]. Если C = {EU qtj}9 то

С[т, п] = {(Е^т [n])iez, qi-mj-m}.

Пусть теперь U={Viy ri3)—скрученный комплекс над Pre-Tr(j^) и
п={пь i'GZ}—набор целых чисел, как выше. Определим ассоциирован-
ный комплекс U{{n}}, t-й член которого есть Vi[—ni9nt] а отображе-
ния суть образы Гц при отождествлении

Функтор свертки

Tot: (Рге-Тг)2 (А) -> Рге-Тг (Л)
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переводит ассоциированные комплексы в ассоциированные:

Л е м м а 1. Пусть U={Vh rtJ) —односторонний скрученный комплекс
над Pre-Tr+(«s$)czPre-Tr(j^). Если числа пи r£Z, достаточно быстро воз-
растают, то Tot (£/{{#}}) является односторонним скрученным комплек-
сом.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно выбрать гц так, чтобы л*—n{-i бы-
ло больше, чем М{—тг_ь где mb М4 — минимальный и максимальный но-
мера ненулевых членов скрученных комплексов V», П

О п р е д е л е н и е 2. Определим функтор

Т о й : (Рге-Тг+)2 (Л) -> Рге-Тг+ (А),

полагая для одностороннего скрученного комплекса U над Pre-Tr+(«s$)

для достаточно быстро возрастающей последовательности целых чисел
п=\гц).

Различные выборы последовательности п приводят к канонически
изоморфным ответам.

Обозначим также через е^ + каноническое вложение

П р е д л о ж е н и е 1. Естественные преобразования функторов

Tot + : (Pre-Tr+)2 ~> Pre-Tr+, s+: id ^ Рге-Тг+

на категории DG-Cat задают монаду. О
Обозначим через Тг+(*я£) категорию нулевых когомологий DG-кате-

гории Рге-Тг+(*5^).
П р е д л о ж е н и е 2. Категория Tr+ (s&) является полной триангули-

рованной подкатегорией в Tr(«s$). Она порождена объектами s& как
триангулированная категория.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Конус замкнутого морфизма в Pre-Tr+ (sfi)
получается сверткой (т. е. операцией Tot+) от соответствующего одно-
стороннего комплекса. Это доказывает, что Т г + ( ^ ) триангулированная
Покажем, что она порождена Ob s&. Пусть {Еи qijy i<j}—односторон-
ний скрученный комплекс над .5$ и только объекты Еи . . . , Еп отличны
от нуля. Тогда

— замкнутый морфизм; морфизмы qn-2.n-i и qn-2.n задают морфизм иа
Еп-2 в конус qn-i,n (в категории Рге-Тг + (^)) и т. д. Продолжая таким
образом, представим С как итерированный конус (в Рге-Тг+(*я£)) замк-
нутых морфизмов, начиная с объектов Е4. Переходя к гомологиям, по-
лучаем, что Tr+(iS£) порождена О Ь ^ .

Т е о р е м а 1. Пусть S — предтриангулированная категория, Е1у . . .
. . . , Еп — объекты &, S4>QZ& — полная DG-подкатегория на объектах £V
Тогда (Еи . . . , Еп)н°$ эквивалентна Т г + ( ^ ) как триангулированная ка-
тегория.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим функтор

переводящий скрученный комплекс над зФ в его свертку в & (при этом
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формальные сдвиги объектов из st> заменяются на их настоящие сдвиги*
в <§). Функтор Ф задает изоморфизмы на комплексах Нот. Следова-
тельно, //°(Ф) есть эквивалентность категории Тг+(«я£) с ее существен-
ным образом. Так как Т г + ( ^ ) порождена s& как триангулированная ка-
тегория, существенный образ Tr+(j$) при Ф совпадает с (Еи . . . , Еп).

Из доказанной теоремы вытекает, что всякая оснащенная триангу-
лированная категория может быть представлена как полная триангули-
рованная подкатегория в гомотопической категории DG-модулей над
подходящей DG-алгеброй. Утверждения такого рода (для случая алгебр
с тривиальной /^-структурой) рассматривались в работах [9], [10].

З а м е ч а н и е . Можно было бы взять за основу монаду (Рге-Тг4",
Tot+, e+) и определять « + -предтриангулированные» категории как ал-
гебры над этой монадой. С точки зрения понятия триангулированной
категории это выглядело бы даже естественнее, ввиду теоремы 1. Одна-
ко все реально возникающие триангулированные категории допускают
более богатую структуру: свертку произвольных, а не только односто-
ронних скрученных комплексов. Поэтому мы аксиоматизируем именно
эту структуру.

§ 5. Заключительные замечания

А. К о м п о з и ц и и М а с с и. Если

— цепочка компонируемых замкнутых морфизмов в DG-категории $i> и
8i=deg(di), то определено множество

<<*\ ..., П с Н о т я С ; ^ 1 " (С0, О .
называемое множеством значений многозначной композиции Масси мор-
физмов dl (см., например, [11]). Известно, что это множество не пусто
тогда и только тогда, когда множества значений всех частичных опера-
ций Масси

содержат 0; в частности, произведения соседних морфизмов являются
кограницами, т. е. (С, dl) задают комплекс над H'{&f).

С другой стороны, определение скобок Тоды в топологии [12], [13]
легко переносится на случай произвольных триангулированных катего-
рий, давая для цепочки компонируемых морфизмов

(скажем, степени 0) триангулированной категории 3) множество

<d\ . . . , d0} с Ext tV (С0, Cn+1).

Можно проверить, что для оснащенной триангулированной катего-
рии композиции Масси совпадают со скобками Тоды. В работе [16] это
доказано для гомотопической категории комплексов.

Б. К-теория. Вопрос об определении высших /С-функторов Квил-
лена [14] абелевой категории s& по триангулированной категории Db(s4>)
является открытым. Некоторым продвижением является работа В. А. Хи-
нича и В. В. Шехтмана [15], в которой К^ определены в терминах ка-
тегории Cb(s&) конечных комплексов над i и их квазиизоморфизмов.
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.Методом Хинича — Шехтмана можно определить для любой предтриан-
тулированной категории 8 псевдосимплициальную категорию £/.($*)>
реализация которой может быть названа пространством алгебраической
/(-теории 8 (а ее гомотопические группы — /(-функторами 8). Приме-
нение этой конструкции к естественному оснащению Dh{s4-)> построен-
ному при помощи инъективных резольвент, дает /(-функтор Квиллена
для si-.

В. П е р е с т р о й к и и с к л ю ч и т е л ь н ы х н а б о р о в .
О п р е д е л е н и е 1. а) Исключительным объектом в С-линейной

предтриангулированной категории 8 называется объект Е, для кото-
рого

#° (Нотё ( £ , £ ) ) = С
и

Н1 (Homg (Я, Е)) = 0 при 1фО.

б) Исключительным набором называется упорядоченный набор ис-
ключительных объектов (£*о, . • • , Еп), удовлетворяющий условиям:

(Eh Ej) — ациклический комплекс при

Определение исключительного набора в триангулированной катего-
рии см. в [9].

Исключительный набор из двух объектов называется исключитель-
ной парой. Для исключительной пары (£", F) определяются правые и ле-
вые перестройки. Это пары (LF, Е) и (F, RE), где LF и RE определяют-
ся как свертки комплексов:

LF - T(Hom(£, F) ®E-^F)y—

RE = Т (Е ^ Нот (£, F)* ® Е).
-1 ;

Объясним обозначения. Т — функтор свертки; индексы под объекта-
ми фиксируют градуировку комплекса объектов из 8\ если V—С-век-
торное пространство, то V®E — прямая сумма dim V экземпляров объ-
екта Е\ Hom(£l, F)®E — это комплекс объектов категории 8, так как
Hom(£, F)—комплекс С-векторных пространств. В комплексе
Н о т ( £ , F)* при сопряжении градуировка меняет знак; / и г — канони-
ческие морфизмы.

Перестройка исключительного набора — это (правая или левая) пе-
рестройка какой-либо пары соседних элементов набора. Результат пе-
рестройки будет исключительным набором.

Предположим, что предтриангулированная категория 8 порождена
исключительным набором а = (£0, •••, Еп). Тогда категория Н°(8) бу-
дет порождена этим набором как триангулированная категория. По тео-
реме 1 § 4 Н°(8) определяется Дб-категорией s&a — полной подкатего-
рией в 8 на объектах Е{ набора а. Перестроенный набор также будет
порождать категорию Н°(8) (см. [9]). Поэтому было бы естественно
проследить за тем, как меняется категория зФа при перестройках набо-
ра. Для этого нужно определить Нот-комплексы между элементами пе-
рестроенного набора а, что легко сделать явно, пользуясь формулами
для перестроек и предточностью представимых функторов (предложе-
ние 3 § 3). Переходя к гомологиям DG-категории Ла получим Ext-
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группы между элементами набора о. Вычислить же их, исходя из Ext-
групп исходного набора, вообще говоря невозможно.

Если рассматривать алгебры s&o как DG-алгебры с точностью до ква-
зиизоморфизма, то перестройки этой алгебры образуют действие груп-
лы кос Артина. Это следует из соответствующего результата для триан-
гулированных категорий [17], [9].
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