
Çàäà÷è ïî êóðñó "DG-êàòåãîðèè è òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè"

Çàäà÷à 1. Ïóñòü C � ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ íàä ïîëåì C. Ïîëîæèì T :=

Db
coh(C)/〈OC〉, ãäå 〈OC〉 � òðèàíãóëèðîâàííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ, ïîðîæäåííàÿ îáúåêòîì
OC .

à) Ïðîâåðüòå, ÷òî T êàðóáèåâî çàìêíóòà è ïîðîæäåíà îáúåêòîì Op, ãäå p ∈ C

- ïðîèçâîëüíàÿ çàìêíóòàÿ òî÷êà. Äîêàæèòå, ÷òî Homi
T (Op,Op) = 0 ïðè i 6= 0. Â

÷àñòíîñòè, èìååì ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé T ∼= Dperf (Ap), ãäå Ap := Hom0
T (Op,Op)

� àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà.
á) Ïîêàæèòå, ÷òî ãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü àáåëåâîé êàòåãîðèè Mod-Ap ðàâíà 1,

åñëè ðîä C ïîëîæèòåëåí. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè C = P1, òî Ap = C.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü Q - îáîáùåííûé êîë÷àí Êðîíåêåðà ñ m ñòðåëêàìè, Rep(Q)

� êàòåãîðèÿ êîíå÷íîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé Q. Ïóñòü P1, P2 -
íåðàçëîæèìûå ïðîåêòèâíûå îáúåêòû Rep(Q), òàê ÷òî Hom(P1, P2) = Cm. Âîçüìåì
ïðåäñòàâëåíèå E ∈ Rep(Q), èìåþùåå ðåçîëüâåíòó

0→ P k1 → P2 → E → 0,

ãäå 0 ≤ k ≤ m. Ïîêàæèòå, ÷òî ôàêòîð-êàòåãîðèÿ Db(Rep(Q))/〈E〉 ýêâèâàëåíòíà
êàòåãîðèè Dperf (B), ãäå B � ñâîáîäíàÿ C -àëãåáðà c k(n− k) îáðàçóþùèìè.
Çàäà÷à 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç dgcatk êàòåãîðèþ ìàëûõ DG êàòåãîðèé íàä
êîììóòàòèâíûì êîëüöîì k.

à) Ïîêàæèòå, ÷òî â dgcatk ñóùåñòâóþò ìàëûå ïðåäåëû è êîïðåäåëû.
á) Ïóñòü A ∈ dgcatk � h-ïëîñêàÿ DG êàòãîðèÿ (ò.å. êîìïëåêñû ìîðôèçìîâ ÿâëÿþòñÿ

h-ïëîñêèìè k -ìîäóëÿìè) è B ⊂ A � ïîëíàÿ DG ïîäêàòåãîðèÿ. Ïðîâåðüòå, ÷òî DG
ôàêòîð Äðèíôåëüäà A/B èçîìîðôåí (B/B) tB A â dgcatk .

Çàäà÷à 4. Ïóñòü A - êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà íàä C, òàêàÿ, ÷òî àáåëåâà êàòåãîðèÿ
A-mod èìååò êîíå÷íóþ ãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü. Ïîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà

〈a, b〉 := trA(x 7→ axb)

çàäàåò íåâûðîæäåííóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó íà ïðîñòðàíñòâå A/[A,A], ãäå [A,A] ⊂ A

� âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå êîììóòàòîðàìè.
Çàäà÷à 5. Ïóñòü A, B � ãëàäêèå ñîáñòâåííûå DG êàòåãîðèè íàä C, è M ∈
Dperf (Aop ⊗ B). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî [M ] ∈ Im(K0(Aop) ⊗ K0(B) → K0(Aop ⊗ B)).

Ïîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå M ∼= M1

L⊗C M2, ãäå C � íåêîòîðàÿ
ãëàäêàÿ ñîáñòâåííàÿ DG êàòåãîðèÿ íàä C, ïîðîæäåííàÿ èñêëþ÷èòåëüíûì íàáîðîì,
è M1 ∈ Dperf (Aop ⊗ C), M2 ∈ Dperf (Cop ⊗ B).
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