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Ëåêöèÿ I. Äåòåðìèíàíòàëè. Ìíîãîîáðàçèÿ Âåðîíåçå è Ñåãðå

1. Íàïîìèíàíèå

Äâà îñíîâíûõ áàçîâûõ êëàññà ìíîãîîáðàçèé â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè � ýòî àôôèííûå ìíî-

ãîîáðàçèÿ è ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ, òî åñòü ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðûå ìîæíî âëîæèòü ëèáî â àô-

ôèííîå ëèáî â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ïîäõîäÿùåé ðàçìåðíîñòè. È òå è äðóãèå ìîæíî îïèñûâàòü

â òåðìèíàõ �êîîðäèíàòíîé àëãåáðû� � åñëè X � àôôèííî, òî

AX = Γ(X,OX),

à åñëè X � ïðîåêòèâíî, òî

A•X =
∞⊕
k=0

Γ(X,OX(k)),

ãäå OX(1) � î÷åíü îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà X. Âñÿ ãåîìåòðèÿ ìíîãîîáðàçèÿ X â ýòèõ

ñëó÷àÿõ ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíà ïî êîîðäèíàòíûì àëãåáðàì. Â ÷àñòíîñòè, ïî àëãåáðå âîññòàíàâ-

ëèâàåòñÿ êàê ñàìî ìíîãîîáðàçèå

X =

{
SpecAX , â àôôèííîì ñëó÷àå,

ProjA•X , â ïðîåêòèâíîì ñëó÷àå,

òàê è êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ è êâàçèêîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà íåì

cohX =

{
qgrAX , â àôôèííîì ñëó÷àå,

modA•X , â ïðîåêòèâíîì ñëó÷àå,
QcohX =

{
ModAX , â àôôèííîì ñëó÷àå,

QgrA•X , â ïðîåêòèâíîì ñëó÷àå

(ìàëåíüêèå áóêâû â îáîçíà÷åíèÿõ êàòåãîðèé óêàçûâàþò íà êîíå÷íóþ ïîðîæäåííîñòü îáúåêòîâ, à

ýêâèâàëåíòíîñòè çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè F 7→ Γ(X,F ) è F 7→ ⊕∞k=0Γ(X,F (k)) ñîîòâåòñòâåííî).

Åñëè ìíîãîîáðàçèå X ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå, X ⊂ An, òî

AX ∼= k[x1, . . . , xn]/IX ,

ãäå IX � èäåàë â êîëüöå ôóíêöèé íà An, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íîëü íà X.

Àíàëîãè÷íî, åñëè ìíîãîîáðàçèåX ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå,X ⊂ Pn,
òî

A•X
∼= k[x0, x1, . . . , xn]/I•X ,

ãäå êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ãðàäóèðîâàíîå ñ åñòåñòâåííîé ãðàäóèðîâêîé (à èäå-

àë I•X , ñîñòîÿùèé èç ìíîãî÷ëåíî îáðàùàþùèõñÿ â íîëü íà X, àâòîìàòè÷åñêè îäíîðîäåí). Îáðà-

çóþùèå èäåàëà IX (îí àâòîìàòè÷åñêè êîíå÷íî ïîðîæäåí â ñèëó íåòåðîâîñòè êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ)

íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè, çàäàþùèìè ìíîãîîáðàçèå.

Äâà ñòàíäàðòíûõ òèïà çàäà÷, âñòðå÷àþùèõñÿ â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè � ïî âëîæåíèþ ìíî-

ãîîáðàçèÿ îïðåäåëèòü óðàâíåíèÿ, åãî çàäàþùèå, è íàîáîðîò, ïî äàííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ïîíÿòü,

÷òî çà ìíîãîîáðàçèå èìè çàäàåòñÿ. Äðóãîé âàæíûé âîïðîñ � êàê ñòðîèòü ìîðôèçìû ìåæäó àëãåá-

ðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèÿìè.

2. Ìíîãîîáðàçèå Âåðîíåçå

Ïóñòü X = P1 = P(U) è ðàññìîòðèì ìîðôèçì ν : X → P(SdU), çàäàâàåìûé åñòåñòâåííîé ñþðúåê-

öèåé SdU∗⊗OX → OX(d) (ïîëó÷àþùåéñÿ ïðèìåíåíèåì ñèììåòðè÷åñêîé ñòåïåíè ê òàâòîëîãè÷åñêîé

ñþðúåêöèè U∗ ⊗ OX = Γ(X,OX(1))⊗ OX → OX(1)).
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Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè âûáåðåì áàçèñ u0, u1 â U
∗ (îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû íàX) è ðàññìîòðèì

ìîíîìèàëüíûé áàçèñ â SdU∗: x0 = ud0, x1 = ud−1
0 u1, . . . , xd = ud1. Ïî îïðåäåëåíèþ ìîðôèçì èìååò

âèä

(u0 : u1) 7→ (ud0 : ud−1
0 u1 : · · · : ud1).

Ïîïðîáóåì îïèñàòü èäåàë IX äëÿ äàííîãî âëîæåíèÿ. Ñðàçó âèäíî, ÷òî fij(x) = xixj−xi+1xj−1 ëåæèò

â IX . Â ñàìîì äåëå, ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷àåì fij(u) = ud−i0 ui1 · u
d−j
0 uj1 − u

d−i−1
0 ui+1

1 · ud−j+1
0 uj−1

1 = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî

IX = (fij)0≤i≤j−2≤d−2.

Â äàííîì ñëó÷àå, ýòî ðàâåíñòâî ëåãêî óñòàíîâèòü êîìáèíàòîðíî. Â ñàìîì äåëå, ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ïðîñòðàíñòâî ìîíîìîâ âèäà 〈xp0xix
k−p−1
d 〉0≤p≤k−1, 1≤i≤d ïðîåêòèðóåòñÿ èçîìîðôíî íà êîìïîíåíòó

ñòåïåíè k â ôàêòîðêîëüöå k[x]/(fij). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ãîìîìîðôèçìå k[x]/(fij) → k[u], ìî-

íîì xp0xix
k−p−1
d ïåðåõîäèò â upd0 · u

d−i
0 ui1 · u

d(k−p−1)
1 = upd+d−i

0 u
d(k−p−1)+i
1 , à òàêèå ìîíîìû ñîñòàâëÿþò

áàçèñ â êîìïîíåíòå ñòåïåíè dk â k[u]. Ñëåäîâàòåëüíî, k[x]/(fij) èçîìîðôíî d-ìó ïîäêîëüöó Âåðîíåçå

â k[u], è çíà÷èò IX = (fij).

Óïðàæíåíèå 1. Ïîêàæèòå, ÷òî àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ çàäàþò Pn = P(U) ïðè àíàëîãè÷íîì

âëîæåíèè (êîòîðîå, êñòàòè, íàçûâàåòñÿ d-êðàòíûì âëîæåíèåì Âåðîíåçå) â P(SdU).

Ïðåäñòàâèì òåïåðü, ÷òî ìû âñåãî âûøåñêàçàííîãî íå çíàåì, è íàñ èíòåðåñóåò îáðàòíûé âîïðîñ

� îïèñàòü ïîäìíîãîîáðàçèå X ⊂ Pd çàäàííîå óðàâíåíèÿìè fij(x) = xixj − xi+1xj+1. Äëÿ ýòîãî

îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ïîëåçíîé ñëåäóþùàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà óñëîâèÿ.

Ïóñòü V = SdU è çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ, çàäàþùèå X ⊂ P(V ) � ýòî óñëîâèÿ íà ðàíã òåíçîðà

v ∈ V = SdV . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ìîðôèçì ïó÷êîâ

U∗ ⊗ Sd−1U∗ ⊗ OP(V ) → SdU∗ ⊗ OP(V ) = V ∗ ⊗ OP(V ) → OP(V )(1)

(íàä òî÷êîé P ∈ P(V ) îí çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè ui ⊗ (up0u
q
1) 7→ up+δ0i0 uq+δ1i1 = xq+δ1i 7→ xq+δ1i(P )). Ïî

ñîïðÿæåííîñòè îí äàåò ìîðôèçì ïó÷êîâ

ϕ : U∗ ⊗ OP(V ) → Sd−1U ⊗ OP(V )(1)

(çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè ui 7→
∑

p+q=d−1 xq+δ1i(P )ep0e
q
1, ãäå e0, e1 � äâîéñòâåííûé áàçèñ â U). Èíà÷å

ãîâîðÿ, ϕ çàäàåòñÿ ìàòðèöåé ( x0 x1 ... xd−2 xd−1
x1 x2 ... xd−1 xd

)T
,

à ìíîãî÷ëåíû fij � íå ÷òî èíîå, êàê åå ìèíîðû. Òåì ñàìûì, ìíîæåñòâî íóëåé ìèíîðîâ � ýòî

ìíîæåñòâî òî÷åê, ãäå ðàíã îòîáðàæåíèÿ ϕ ðàâåí 1, òî åñòü ìíîæåñòâî òåíçîðîâ ðàíãà 1 â P(SdU).

×òîáû ïîíÿòü ãåîìåòðèþ ýòîãî ìíîæåñòâà ïîëåçíî âîñïîëüçîâàòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü R � ëîêàëüíîå êîëüöî ñ ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì m ⊂ R è ïîëåì âû÷åòîâ

k = R/m. Ïóñòü ϕ : Rn → Rm � ãîìîìîðôèçì ñâîáîäíûõ R-ìîäóëåé, òàêîé ÷òî ∧r+1ϕ = 0 è ðàíã

èíäóöèðîâàííîãî ìîðôèçìà ϕ̄ : kn → km ðàâåí r. Òîãäà ÿäðî, êîÿäðî è îáðàç ϕ � ñâîáîäíûå ìîäóëè

ðàíãà n− r, r è m− r ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ðàíã ìîðôèçìà ϕ̄ ðàâåí r, îäèí èç ìèíîðîâ ïîðÿäêà r åãî ìàòðèöû íå

ðàâåí íóëþ. Àíàëîãè÷íûé ìèíîð ìàòðèöû ϕ òîãäà îáðàòèì (ýëåìåíò ëîêàëüíîãî êîëüöà, íå ëåæàùèé

â ìàêñèìàëüíîì èäåàëå âñåãäà îáðàòèì!), à çíà÷èò ìåíÿÿ áàçèñû â Rn è Rm ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ìàòðèöà ϕ èìååò âèä

ϕ =
(

1r B
C D

)
.

Óñëîâèå ∧r+1ϕ = 0 âëå÷åò D = CB (ðàâåíñòâî íóëþ îêàéìëÿþùèõ ìèíîðîâ). Çàìåòèì, ÷òî(
1r 0
−C 1m−r

)
·
(

1r B
C D

)
·
(

1r −B
0 1n−r

)
=
(

1r 0
0 0

)
,
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çíà÷èò çàìåíàìè áàçèñîâ â Rn è Rm ìàòðèöà ϕ ïðèâîäèòñÿ ê óêàçàííîìó âèäó. Îòñþäà ëåììà

ñëåäóåò íåìåäëåííî. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L îáðàç îãðàíè÷åíèÿ ϕ íà X. Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ X ðàíã ϕ|X íå

ïðåâîñõîäèò 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí íèãäå íå ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû.

Çíà÷èò L � ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê ðàíãà 1 (òî åñòü ëèíåéíîå ðàññëîåíèå) íà X, ïðè÷åì ó íàñ

åñòü ñþðúåêöèÿ U∗ ⊗OX → L. Òàêàÿ ñþðúåêöèÿ àâòîìàòè÷åñêè äàåò ìîðôèçì π : X → P(U), òàêîé

÷òî π∗OP(U)(1) = L.

×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî π è ν âçàèìíî îáðàòíû íàäî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî Im ν∗ϕ � ýòî òàâòî-

ëîãè÷åñêèé ìîðôèçì U∗ ⊗ OP(U) → OP(U)(1). Â ñàìîì äåëå, ïðèìåíÿÿ ν∗ ê ìàòðèöå ϕ ïîëó÷àåì

ìàòðèöó (
ud0 ud−1

0 u1 ... u20u
d−2
1 u0u

d−1
1

ud−1
0 u1 u

d−2
0 u21 ... u0u

d−1
1 ud1

)T
= ( ud−1

0 ud−2
0 u1 ... u0u

d−2
1 ud−1

1 )T · ( u0u1 ) ,

à çíà÷èò ìîðôèçì ν∗ϕ ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ U∗ ⊗ OP(U) → OP(U)(1) → Sd−1U ⊗ OP(U)(d),

ïðè÷åì ïåðâûé ìîðôèçì ñþðúåêòèâåí, à âòîðîé èíúåêòèâåí. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî π ◦ ν = idP(U).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ν ◦ π = idX äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî X è ν(P(U)) ñîâïàäàþò

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííî (÷òî î÷åâèäíî), è ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê X â ëþáîé òî÷êå îä-

íîìåðíî. Â ñèëó òîãî, ÷òî ãðóïïà PGL(U) òðàíçèòèâíî äåéñòâåò íà òî÷êàõ P(U) (à çíà÷èò è íà

òî÷êàõ X) äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå ν(1 : 0) = (1 : 0 : · · · : 0). À îíî

î÷åâèäíî çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè x2 = · · · = xd = 0 (íàïðèìåð, â àôôèííîé êàðòå x0 = 1).

Óïðàæíåíèå 2. Ïðîâåðüòå, ÷òî òå æå ðàññóæäåíèÿ ïðîõîäÿò äëÿ ïðîñòðàíñòâà U ëþáîé ðàç-

ìåðíîñòè.

3. Ñõåìà íóëåé è äåòåðìèíàíòàëè

Ïóñòü Y � ñõåìà, à E � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà Y (ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê êîíå÷íîãî ðàíãà).

Ïóñòü s ∈ Γ(Y,E) � ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå, à Zs ⊂ Y � ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ s îáðàùàåòñÿ â

íóëü (òî åñòü òàêèõ òî÷åê y, ÷òî îáðàç s â EY,y = E ⊗ OY,y ëåæèò â E ⊗ mY,y). Ïîêàæåì, ÷òî íà

ìíîæåñòâå Zs åñòü åñòåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà çàìêíóòîé ïîäñõåìû.

Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ìîðôèçì ïó÷êîâ E∗ → OY , çàäàâàåìûé ñå÷åíèåì s. Åãî îáðàç Is �

ïîäïó÷îê â OY , òî åñòü ïó÷îê èäåàëîâ íà Y . Çàìåòèì, ÷òî supp(OY /Is) � êàê ðàç Zs. Äåéñòâèòåëüíî,

ýòî âîïðîñ ëîêàëüíûé, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü ïó÷îê E òðèâèàëüíûì, òî åñòü E ∼= On
Y . Òîãäà

Γ(Y,E) = Γ(Y,OY )n, òàêèì îáðàçîì ñå÷åíèå s � ýòî íàáîð (f1, . . . , fn) ôóíêöèé íà Y . ßñíî, ÷òî

Zs = {f1 = · · · = fn = 0}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, E∗ ∼= On
Y è ìîðôèçì s : E∗ → OY çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(g1, . . . , gn) 7→ f1g1 + · · ·+fngn, ïîýòîìó åãî îáðàç � ýòî êàê ðàç èäåàë (f1, . . . , fn), íîñèòåëü ôàêòîðà

ïî êîòîðîìó ñîâïàäàåò ñ Zs.

Òàêèì îáðàçîì Zs ⊂ Y èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó çàìêíóòîé ïîäñõåìû. Ýòà ïîäñõåìà íàçû-

âàåòñÿ ñõåìîé íóëåé ñå÷åíèÿ s.

Àíàëîãè÷íî, ïóñòü âìåñòî ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ çàäàí ìîðôèçì s : E → F ðàññëîåíèé. Òàê êàê

Hom(E,F ) ∼= Γ(Y,E∗ ⊗ F ),

ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü åãî êàê ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ E∗ ⊗ F . Ñõåìà íóëåé ýòîãî ñå÷åíèÿ òàêæå

íàçûâàåòñÿ ñõåìîé íóëåé ìîôðèçìà.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü E � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà Y , s ∈ Γ(Y,E), à S � ïðîèçâîëüíàÿ ñõåìà.

Òîãäà

Map(S,Zs) = {f ∈ Map(S, Y ) | f∗s = 0},
ãäå f∗s ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ f∗E.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç i âëîæåíèå Zs → Y . Çàìåòèì, ÷òî i∗s = 0. Â ñàìîì äåëå, óòâåð-

æäåíèå ëîêàëüíî, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Y = SpecA, E = Am, à s = (s1, . . . , sm), si ∈ A. Òîãäà
óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî îáðàçû si â ôàêòîðêîëüöå A/(s1, . . . , sm) ðàâíû íóëþ, ÷òî òàâòîëîãè÷íî.

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè g : S → Zs, à f = i ◦ g, òî f∗s = g∗i∗s = 0, ïîýòîìó g 7→ i ◦ g çàäàåò
îòîáðàæåíèå ñëåâà íàïðàâî.

Ïóñòü òåïåðü f � ìîðôèçì S → Y , òàêîé ÷òî f∗s = 0. Ïîêàæåì, ÷òî f åäèíñòâåííûì îáðàçîì

ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç i. Ýòî óòâåðæäåíèå òàêæå ëîêàëüíî è îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: åñëè A → B �

ãîìîìîðôèçì êîëåö, òàêîé ÷òî ïðè åñòåñòâåííîì ìîðôèçìå Am → Am ⊗A B íàáîð (s1, . . . , sm)

ïåðåõîäèò â íîëü, òî ìîðôèçì ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç A/(s1, . . . , sm), ÷òî î÷åâèäíî. �

Ïðèìåð 3.2. Ïóñòü Y = P1 ñ êîîðäèíàòàìè (x : y), E = O(1), s = x. Òîãäà Zs � òî÷êà (0 : 1) ñ

ïðèâåäåííîé ñòðóêòóðîé. Â ñàìîì äåëå, íà àôôèííîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (1 : 0) ïðè ñòàíäàðòíîé

òðèâèàëèçàöèè ñå÷åíèå s ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèåé 1 è ïîýòîìó íóëåé íå èìååò, à íà àôôèííîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè (0 : 1) ñ êîîðäèíàòîé t � ôóíêöèåé t, à ôàêòîðêîëüöî k[t]/tk[t] öåëîñòíî.

Ïðèìåð 3.3. Ïóñòü Y = P1 ñ êîîðäèíàòàìè (x : y), E = O(2), s = x2. Òîãäà Zs � òî÷êà (0 : 1) ñ

íåïðèâåäåííîé ñòðóêòóðîé. Â ñàìîì äåëå, òàê æå êàê è âûøå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî (0 : 1) � åäèíñòâåííûé

íîëü s, ïðè ýòîì íà àôôèííîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (0 : 1) ñå÷åíèå s ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèåé t2, à

ôàêòîðêîëüöî k[t]/t2k[t] ñîäåðæèò íèëüïîòåíòû.

Âàæíî ïîíèìàòü ñëåäóþùåå. Ïóñòü Y = Pn è E = OPn(d)m. Òîãäà Γ(Pn, E) = Γ(Pn,OPn(d))m,

ïîýòîìó ñå÷åíèå s ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàáîðîì (s1, . . . , sm) îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè d. Ïóñòü

X = Zs. Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî (s1, . . . , sm) ⊂ IX . Â ñàìîì äåëå, ïî îïðåäåëåíèþ ñõåìíîé ñòðóêòóðû

íà ëîêóñå íóëåé èìååì òî÷íóþ ñïðàâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

OPn(−d)m
(s1,...,sm)

//OPn //i∗OX

ãäå i : X → Pn � âëîæåíèå. Ïîäêðó÷èâàÿ åå íà d è ïåðåõîäÿ ê ãëîáàëüíûì ñå÷åíèÿì, ïîëó÷àåì

êîìïëåêñ

km
(s1,...,sm)

//k[x0, . . . , xn]d //(AX)d

çíà÷èò si ∈ IX . Îäíàêî, íå âåðíî, ÷òî èäåàë IX ïîðîæäàåòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè s1, . . . , sm. Âïðî÷åì, íà

ïðàêòèêå çíàíèå èäåàëà IX êàê ïðàâèëî íå ñëèøêîì âàæíî, âïîëíå äîñòàòî÷íî çíàòü îáðàçóþùèå

ïó÷êà èäåàëîâ X.

Ïðèìåð 3.4. Ïóñòü Y = P1 ñ êîîðäèíàòàìè (x : y), E = O(2)2, s = (x2, xy). Òîãäà Zs � òî÷êà (0 : 1) ñ

íåïðèâåäåííîé ñòðóêòóðîé, à IZs = xk[x, y]. Â ñàìîì äåëå, òàê æå êàê è âûøå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî (0 : 1)

� åäèíñòâåííûé íîëü s, ïðè ýòîì íà àôôèííîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (0 : 1) ñå÷åíèå s ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ôóíêöèÿìè (t2, t), à ôàêòîðêîëüöî k[t]/(t2, t) = k[t]/tk[t], òàê ÷òî Zs èìååò ïðèâåäåííóþ ñòðóêòóðó.

Äðóãîé ñïîñîá óáåäèòñÿ â ýòîì òàêîé. Çàìåòèì, ÷òî ìîðôèçì s : OP1(−2)2
(x2,xy)

//OP1 ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ â âèäå êîìïîçèöèè OP1(−2)2
(x,y)

//OP1(−1)
x //OP1 , â êîòîðîé ïåðâûé ìîðôèçì

ñþðúåêòèâåí. Ïîýòîìó åãî îáðàç ðàâåí îáðàçó âòîðîãî ìîðôèçìà.

Ñëåäóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé ñõåìû íóëåé î÷åíü âàæåí è áóäåò ÷àñòî èñïîëüçîâàòüñÿ.

Âíåøíåé ñòåïåíüþ ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì íàçûâàåòñÿ ïîäìîäóëü â åãî

òåíçîðíîé ñòåïåíè, ñîñòîÿùèé èç àíòèèíâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ. ßñíî, ÷òî åñëè f : V →W � ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå, òî îòîáðàæåíèå f⊗n : V ⊗n →W⊗n êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû,

è ïîýòîìó ïåðåâîäèò àíòèèíâàðèàíòíûå òåíçîðû â àíòèèíâàðèàíòíûå òåíçîðû, òî åñòü èíäóöèðóåò

îòîáðàæåíèå ∧nf :
∧
nV →

∧
nW . Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ ∧nf ñîñòîèò èç ìèíîðîâ

ìàòðèöû f .
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Åñëè s : E → F � ìîðôèçì âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé, òî ñõåìà íóëåé åãî (r + 1)-îé âíåøíåé ñòå-

ïåíè ∧r+1s :
∧
r+1E →

∧
r+1F íàçûâàåòñÿ r-îé äåòåðìèíàíòàëüþ ìîôðèçìà s è îáîçíà÷àåòñÿ Dr(s).

Íàïðèìåð, ïîäìíîãîîáðàçèå Âåðîíåçå ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíàíòàëüþ D1(ϕ).

Ñëåäñòâèå 3.5. Ïóñòü s : E → F � ìîðôèçì âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà Y , à S � ëþáàÿ ñõåìà.

Òîãäà

Map(S,Dk(s)) = {f ∈ Map(S, Y ) | ∧k+1 f∗s = 0}.

4. Ìíîãîîáðàçèå Ñåãðå

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X òåíçîðîâ ðàíãà 1 â P(U ⊗ W ). Ïîêàæåì, ÷òî îíî èçîìîðôíî ïðîèç-

âåäåíèþ P(U) × P(W ). Âíà÷àëå ïîñòðîèì ìîðôèçì X → P(U) × P(W ). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

òàâòîëîãè÷åñêèé ìîðôèçì U∗ ⊗W ∗ ⊗ OP(U⊗W ) → OP(U⊗W )(1) äàåò ìîðôèçì

ϕ : U∗ ⊗ OP(U⊗W ) →W ⊗ OP(U⊗W )(1).

Ââåäåì íà X ñõåìíóþ ñòðóêòóðó êàê X = D1(ϕ). ßñíî, ÷òî íà X ðàíã ϕ ïîñòîÿíåí è ðàâåí åäèíèöå,

ïîýòîìó L = Imϕ|X � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå. Ïðè ýòîì èìååì ñþðúåêöèþ U∗ ⊗ OX → L è âëîæåíèå

L → W ⊗ OX(1), êîòîðîå ïîñëå äóàëèçàöèè è ïîäêðóòêè äàåò ñþðúåêöèþ W ∗ ⊗ OX → L∗ ⊗ OX(1).

Ïîëó÷àåì ìîðôèçìû p : X → P(U), q : X → P(W ), òàêèå ÷òî

p∗OP(U)(1) = L è q∗OP(W )(1) = L∗ ⊗ OX(1).

Ïðîèçâåäåíèå ìîðôèçìîâ p è q äàåò ìîðôèçì p× q : X → P(U)× P(W ).

Òåïåðü ïîñòðîèì ìîðôèçì â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì ïîäíèìåì òàâòîëîãè÷åñêèå

ìîðôèçìû U∗⊗OP(U) → OP(U)(1) èW ∗⊗OP(W ) → OP(W )(1) íà ïðîèçâåäåíèå è òåíçîðíî ïåðåìíîæèì.

Ïîëó÷èì ñþðúåêöèþ

(U ⊗W )∗ ⊗ OP(U)×P(W ) → OP(U)×P(W )(1, 1) := p∗OP(U)(1)⊗ q∗OP(W )(1),

êîòîðàÿ çàäàåò ìîðôèçì s : P(U)× P(W )→ P(U ⊗W ), êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìîðôèçìîì Ñåãðå. Ïðè

ýòîì ÿñíî, ÷òî ìîðôèçì s∗ϕ ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

U∗ ⊗ OP(U)×P(W ) → OP(U)×P(W )(1, 0)→W ⊗ OP(U)×P(W )(1, 1)

(ãäå ïåðâûé ìîðôèçì � ýòî ïîäíÿòèå òàâòîëîãè÷åñêîãî ìîðôèçìà íà P(U), à âòîðîé � ýòî ïîäêðó-

÷åííîå íà OP(U)×P(W )(0, 1) ïîäíÿòèå òàâòîëîãè÷åñêîãî ìîðôèçìà íà P(W )). Ïîýòîìó p ◦ s è q ◦ s �
ýòî ïðîåêöèè P(U)× P(W ) íà ñîìíîæèòåëè, à (p× q) ◦ s = id.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî s ◦ (p × q) = idX äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî X è s(P(U) × P(W ))

ñîâïàäàþò òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííî (÷òî î÷åâèäíî), è ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê X â ëþáîé

òî÷êå èìååò ðàçìåðíîñòü dim(P(U))+dim(P(W )). Â ñèëó òîãî, ÷òî ãðóïïà PGL(U)×PGL(W ) òðàíçè-

òèâíî äåéñòâåò íà òî÷êàõ P(U)×P(W ) (à çíà÷èò è íà òî÷êàõ X) äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü êàñàòåëüíîå

ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå s((1 : 0 : · · · : 0), (1 : 0 : · · · : 0)) = (1 : 0 : · · · : 0). À îíî î÷åâèäíî çàäàåòñÿ

óðàâíåíèÿìè xij = 0 äëÿ i, j ≥ 1 (íàïðèìåð, â àôôèííîé êàðòå x00 = 1).
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Ëåêöèÿ II. Äèôôåðåíöèàëû

5. Êýëåðîâû äèôôåðåíöèàëû

Îïðåäåëåíèå 5.1. Äèôôåðåíöèðîâàíèåì êîëüöà A ñî çíà÷åíèÿìè â A-ìîäóëå M íàçûâàåòñÿ ãîìî-

ìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï D : A→M , óäîâëåòâîðÿþùèé ïðàâèëó Ëåéáíèöà

D(ab) = aD(b) + bD(a).

Åñëè A� àëãåáðà íàä êîëüöîì R, òî äèôôåðåíöèðîâàíèå íàçûâàåòñÿ R-ëèíåéíûì, åñëèD(r) = 0 äëÿ

âñåõ r ∈ R. Ìíîæåñòâî âñåõ R-ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé A→M îáîçíà÷àåòñÿ Diff(A/R,M).

Çàìåòèì, ÷òî âñÿêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå Z-ëèíåéíî, òàê êàê D(1) = D(1·1) = D(1)+D(1), îòêóäà

D(1) = 0.

Ïðèìåð 5.2. Âñÿêîå k-ëèíåéíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ D ∈ Diff(k[x]/k,M) çàäà-

åòñÿ ôîðìóëîéD(f) = df/dx·m0, ãäåm0 ∈M . Â ñàìîì äåëå, ïóñòüm0 = D(x). ÒîãäàD(x2) = 2xD(x)

è ïî èíäóêöèè D(xn) = nxn−1D(x), îòêóäà â ñèëó ëèíåéíîñòè âûòåêàåò ïðèâåäåííàÿ ôîðìóëà.

ßñíî, ÷òî åñëè f : M → N � ãîìîìîðôèçì A-ìîäóëåé, à D : A → M � äèôôåðåíöèðîâàíèå, òî

f ◦D : A→ N � òîæå äèôôåðåíöèðîâàíèå. Â ñàìîì äåëå

f(D(ab)) = f(aD(b) + bD(a)) = af(D(b)) + b(fD(a)).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè â êà÷åñòâå f âçÿòü óìíîæåíèå íà ýëåìåíò êîëüöà (çäåñü âàæíà êîììóòàòèâíîñòü

êîëüöà!), ïîëó÷èòñÿ ÷òî Diff(A/R,M) � A-ìîäóëü. Àíàëîãè÷íî, åñëè g : B → A � ãîìîìîðôèçì

R-àëãåáð, òî D ◦ g : B →M � äèôôåðåíöèðîâàíèå êîëüöà B.

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà íàä R. Ñóùåñòâóåò A-ìîäóëü ΩA/R è äèôôå-

ðåíöèðîâàíèå d : A→ ΩA/R, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì � ñîïîñòàâëåíèå

(f : ΩA/R →M) 7→ (f ◦ d : A→M) çàäàåò èçîìîðôèçì A-ìîäóëåé

Hom(ΩA/R,M) ∼= Diff(A/R,M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæåíèå çàäàåò ýïèìîðôèçì êîëåö A ⊗R A → A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I èäåàë,

ÿâëÿþùèéñÿ åãî ÿäðîì. Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî I ÿâëÿåòñÿ A-áèìîäóëåì è êàê ëåâûé A-ìîäóëü ïîðîæ-

äàåòñÿ ýëåìåíòàìè âèäà 1 ⊗ a − a ⊗ 1. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü
∑
ai ⊗ bi ∈ I (òî åñòü

∑
aibi = 0).

Òîãäà ∑
ai ⊗ bi =

∑
ai(1⊗ bi − bi ⊗ 1).

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî èäåàë I2 ïîðîæäàåòñÿ êàê ëåâûé A-ìîäóëü ýëåìåíòàìè

(1⊗ a− a⊗ 1)(1⊗ b− b⊗ 1) = (1⊗ ab− a⊗ b− b⊗ a+ ab⊗ 1).

Ïîëîæèì ΩA/R := I/I2, à â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ d ðàññìîòðèì d(a) = 1 ⊗ a − a ⊗ 1. Âî-ïåðâûõ,

ïðîâåðèì, ÷òî d � äèôôåðåíöèðîâàíèå. Â ñàìîì äåëå

d(ab)− ad(b)− bd(a) = 1⊗ ab− ab⊗ 1− a(1⊗ b− b⊗ 1)− b(1⊗ a− a⊗ 1) =

= 1⊗ ab− ab⊗ 1− a⊗ b+ ab⊗ 1− b⊗ a+ ab⊗ 1 = (1⊗ a− a⊗ 1)(1⊗ b− b⊗ 1) ≡ 0 (mod I2).

Êðîìå òîãî, d � R-ëèíåéíî, òàê êàê 1 ⊗ r − r ⊗ 1 = 0 â A ⊗R A. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü áèåêòèâíîñòü
ñîîòâåòñòâèÿ.

Ïóñòü D : A→M � äèôôåðåíöèðîâàíèå. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå FD : A⊗RA→M , çàäàâàåìîå

ôîðìóëîé a⊗b 7→ aD(b). Îíî î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, ïðè÷åì FD(I2) = 0. Â ñàìîì äåëå,

FD((1⊗ a− a⊗ 1)(1⊗ b− b⊗ 1)) = FD(1⊗ ab− a⊗ b− b⊗ a+ ab⊗ 1) = D(ab)− aD(b)− bD(a) = 0.
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Çíà÷èò FD èíäóöèðóåò ìîðôèçì fD : I/I2 →M . Ïðè ýòîì

fD(d(a)) = FD(1⊗ a− a⊗ 1) = D(a)− aD(1) = D(a).

Îáðàòíî, åñëè f : I/I2 →M � ìîðôèçì, à D(a) = f(d(a)), òî

FD(1⊗ a− a⊗ 1) = D(a) = f(d(a)) = f(1⊗ a− a⊗ 1),

òî åñòü FD = f . �

6. Âû÷èñëåíèå

Âû÷èñëèì ìîäóëü äèôôåðåíöèàëîâ äëÿ êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ.

Ëåììà 6.1. Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî. Òîãäà ΩR[x1,...,xn]/R
∼= R[x1, . . . , xn]⊕n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = R[x1, . . . , xn], òîãäà A⊗RA = R[x′1, . . . , x
′
n, x
′′
1, . . . , x

′′
n], à ìîðôèçì óìíî-

æåíèÿ ïåðåâîäèò x′i è x
′′
i â xi. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èäåàë I ïîðîæäåí ýëåìåíòàìè x′i − x′′i , à èäåàë I2

� ýëåìåíòàìè (x′i − x′′i )(x
′
j − x′′j ). Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì FD : I/I2 → An, ñîîòâåòñòâóþùèé

äèôôåðåíöèðîâàíèþ

D : A→ An, f(x1, . . . , xn) 7→ (∂f/∂x1, . . . , ∂f/∂xn)

(îí ïåðåâîäèò îáðàçóþùóþ x′i − x′′i = d(xi) â ei := (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), ãäå 1 ñòîèò íà i-îì ìåñòå).

Îáðàòíî, ðàññìîòðèì ìîðôèçì g : An → I/I2, ïåðåâîäÿùèé ei â x
′
i− x′′i . Î÷åâèäíî, ÷òî îíè âçàèìíî

îáðàòíû. �

Çàìå÷àíèå 6.2. Áîëåå èíâàðèàíòíàÿ ôîðìà çàïèñè äàííîãî èçîìîðôèçìà òàêîâà. Ïóñòü V � ñâî-

áîäíûé R-ìîäóëü, à A = S•RV
∗ � åãî ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà. Òîãäà ΩA/R

∼= V ∗ ⊗R A, ïðè÷åì
óíèâåðñàëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå d : S•RV

∗ → V ∗ ⊗R S•RV ∗ � ïîëÿðèçàöèÿ ìíîãî÷ëåíà.

Ëåììà 6.3. Åñëè S ⊂ A � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñèñòåìà, òî ΩS−1A/A = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D : S−1A→M � äèôôåðåíöèðîâàíèå, òàêîå ÷òî D(A) = 0. Òîãäà

0 = D(1) = D(s−1s) = s−1D(s) + sD(s−1) = sD(s−1),

çíà÷èò D(s−1) = 0 äëÿ âñåõ s ∈ S, ñëåäîâàòåëüíî D ≡ 0. �

Ëåììà 6.4. Ïóñòü A è R′ � àëãåáðû íàä R. Òîãäà ΩA⊗RR′/R′ = ΩA/R ⊗R R′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî Diff(A ⊗R R′/R′,M) ∼= Diff(A/R,M)

(òàê êàê HomA⊗RR′(ΩA/R ⊗R R′,M) ∼= HomA(ΩA/R,M)). Ïóñòü D : A → M � äèôôåðåíöèðîâàíèå.

Ïîëîæèì òîãäà D′(a⊗ r′) = r′D(a). ßñíî, ÷òî ýòî R′-ëèíåéíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå êîëüöà A⊗RR′.
Îáðàòíî, åñëè D′ : A ⊗R R′ → M � äèôôåðåíöèðîâàíèå, à i : A → A ⊗R R′ � åñòåñòâåííûé ãîìî-

ìîðôèçì, òî D′ ◦ i : A → M � R-ëèíåéíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, ïðè÷åì ïîñòðîåííûå ñîîòâåòñòâèÿ

âçàèìíî îáðàòíû. �

Îñíîâíîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ � ñëåäóþùàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 6.5. Ïóñòü B = A/J . Òîãäà òî÷íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B-ìîäóëåé

(1) J/J2 → ΩA/R ⊗A B → ΩB/R → 0,

ãäå ëåâûé ìîðôèçì èíäóöèðîâàí êîìïîçèöèåé J → A
d→ ΩA/R → ΩA/R ⊗A B, à ïðàâûé � äèôôåðåí-

öèðîâàíèåì A→ B
d→ ΩB/R.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì B-ìîäóëüM è ïðèìåíèì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêòîð Hom(−,M):

0→ Diff(B/R,M)→ Diff(A/R,M)→ Hom(J/J2,M)

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî HomB(ΩA/R⊗AB,M) ∼= HomA(ΩA/R,M)). Íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü

åå òî÷íîñòü äëÿ ëþáîãî M .

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûé ìîðôèçì çàäàåòñÿ ôîðìóëîé D 7→ D◦π, ãäå π : A→ B � ïðîåêöèÿ, è â ñèëó

ñþðúåêòèâíîñòè π ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Âòîðîé ìîðôèçì çàäàåòñÿ ôîðìóëîéD 7→ D◦j, ãäå j : J → A

� âëîæåíèå (çàìåòèì, ÷òî åñëè a1, a2 ∈ J , òî D(j(a1a2)) = D(a1a2) = a1D(a2) + a2D(a1) = 0, òàê

êàê M , áóäó÷è B-ìîäóëåì, àííóëèðóåòñÿ èäåàëîì J , çíà÷èò D ◦ j ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç J2; òî æå

ðàññóæäåíèå ñ a1 ∈ A, a2 ∈ J ïîêàçûâàåò, ÷òî D ◦ j � ãîìîìîðôèçì B-ìîäóëåé). Ïóñòü òåïåðü

D ◦ j = 0. Çíà÷èò D èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï D′ : B → M , òàêîé ÷òî D = D′ ◦ π.
Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî D′ � äèôôåðåíöèðîâàíèå. �

Ïðèìåð 6.6. Ïóñòü f1, . . . , fm ∈ A = k[x1, . . . , xn] è B = A/(f1, . . . , fm). Íàéäåì ΩB/k. Âîñïîëü-

çóåìñÿ òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (1) è ëåììîé 6.1. Ñðåäíèé ÷ëåí èìååò âèä Bn, à ñþðúåêöèè

Am
f1,...,fm−−−−−−→ J → J/J2 ïîêàçûâàþò, ÷òî îáðàç ëåâîãî ìîðôèçìà ïîðîæäåí df1, df2, . . . , dfm. Èíà÷å

ãîâîðÿ, ïîëó÷àåì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Bm
(∂fi/∂xj) //Bn //ΩB/R

//0 .

Åñòü åùå îäíà âàæíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ñâÿçàííàÿ ñ çàìåíîé ñêàëÿðîâ.

Ïðåäëîæåíèå 6.7. Ïóñòü A→ B → C � ãîìîìîðôèçìû êîëåö. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü C-ìîäóëåé

(2) ΩB/A ⊗B C → ΩC/A → ΩC/B → 0

â êîòîðîé ïåðâûé ìîðôèçì èíäóöèðîâàí äèôôåðåíöèðîâàíèåì B → C
d→ ΩC/A, à âòîðîé � äèôôå-

ðåíöèðîâàíèåì C
d→ ΩC/B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü òî÷íîñòü ïîñëåäóîâàòåëüíîñòè

0→ Diff(C/B,M)→ Diff(C/A,M)→ Diff(B/A,M),

ãäå M � ïðîèçâîëüíûé C-ìîäóëü. Ïåðâûé ìîðôèçì � î÷åâèäíîå âëîæåíèå (äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

íàä B òàêæå ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè íàä A), à âòîðîé çàäàåòñÿ ôîðìóëîé D 7→ D ◦ f ,
ãäå f : B → C. Íî åñëè D ◦ f = 0, òî äèôôåðåíöèðîâàíèå D àííóëèðóåò B, à çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ

äèôôåðåíöèðîâàíèåì íàä B. �

Ñëåäñòâèå 6.8. Ïóñòü B1, B2 � A-àëãåáðû, à C = B1 ⊗A B2. Òîãäà

ΩC/A = ΩB1/A ⊗A B2 ⊕B1 ⊗A ΩB2/A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ΩB1/A ⊗B1 C → ΩC/A → ΩC/B1
→ 0, ΩB2/A ⊗B2 C → ΩC/A → ΩC/B2

→ 0

è èçîìîðôèçìû ΩC/B1
= ΩB2/A ⊗A B1 = ΩB2/A ⊗B2 C è àíàëîãè÷íî äëÿ ΩC/B2

. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü,

÷òî êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ ΩB2/A ⊗B2 C → ΩC/A → ΩC/B1
� èçîìîðôèçì, ÷òî î÷åâèäíî. �

Óïðàæíåíèå 3. Ïóñòü K/k � ðàñøèðåíèå ïîëåé. Ïîêàæèòå, ÷òî

(a) åñëè K = k(x1, . . . , xn), òî ΩK/k = Kn;

(b) åñëè K/k � ñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå, òî ΩK/k = 0.

(c) À åñëè K/k � íåñåïàðàáåëüíîå?
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Ñëåäñòâèå 6.9. Åñëè A � ëîêàëèçàöèÿ êîíå÷íîïîðîæäåííîé R-àëãåáðû, òî ΩA/R êîíå÷íî ïîðîæ-

äåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ A = S−1B, ãäå B = R[x1, . . . , xn]/J . Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî ΩB/R �

ôàêòîðìîäóëü ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ êîíå÷íîãî ðàíãà, òî åñòü êîíå÷íî ïîðîæäåí. Äàëåå, ðàññìîòðèì

öåïî÷êó R → B → A. Èç (2) ïîëó÷àåì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ΩB/R ⊗ A → ΩA/R → ΩA/B. Â

íåé ΩA/B = 0, çíà÷èò ΩA/R � ôàêòîðìîäóëü êîíå÷íîïîðîæäåííîãî ìîäóëÿ ΩB/R⊗BA, è çíà÷èò ñàì
êîíå÷íî ïîðîæäåí. �

7. Ïó÷îê äèôôåðåíöèàëîâ

Ïóñòü òåïåðü X � ñõåìà íàä R. Îïðåäåëèì ïó÷îê äèôôåðåíöèàëîâ íà X. Äëÿ ýòîãî äëÿ êàæäîãî

àôôèííîãî ïîäìíîæåñòâà SpecA = U ⊂ X ðàññìîòðèì ïó÷îê íà U , ñîîòâåòñòâóþùèé ìîäóëþ ΩA/R,

à äëÿ êàæäîãî âëîæåíèÿ SpecB = V ⊂ U (ñîîòâåòñòâóþùåãî ãîìîìîðôèçìó A → B) ìîðôèçì

ΩA/R → ΩB/R, ïîñòðîåííûé ïî äèôôåðåíöèðîâàíèþ A→ B
d→ ΩB/R.

Ëåììà 7.1. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êâàçèêîãåðåíòíûé ïó÷îê ΩX/R íà X, òàêîé ÷òî äëÿ àô-

ôèííûõ SpecA = U ⊂ X âûïîëíåíî ΩX/R(U) = ΩA/R, à ìîðôèçìû îãðàíè÷åíèÿ äëÿ àôôèííûõ

âëîæåíèé òàêèå æå êàê è âûøå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìîëèíåéíûé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà êàæäîé èç àôôèííûõ êàðò ðàñ-

ñìîòðåòü êâàçèêîãåðåíòíûé ïó÷îê, ñîîòâåòñòâóþùèé ìîäóëþ äèôôåðåíöèàëîâ, è ñêëåèòü èç íèõ

êâàçèêîãåðåíòíûé ïó÷îê íà âñåì X (èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ êàæäîé ñõåìíîé òî÷êè x ∈ X ðàññìîòðåòü

ìîäóëü ΩOX,x/R è êàæäîìó U ⊂ X ñîïîñòàâèòü ìíîæåñòâî âñåõ {sx ∈ ΩOX,x/R}x∈U , êîòîðûå ëîêàëüíî
ïðîèñõîäÿò èç ýëåìåíòîâ ìîäóëÿ äèôôåðåíöèàëîâ). Íî ìû ïðèìåíèì äðóãéî ñïîñîá.

Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî X îòäåëèìà (òî åñòü äèàãîíàëüíîå âëîæåíèå ∆: X → X×X ÿâëÿåòñÿ

çàìêíóòûì âëîæåíèåì). Ïóñòü I ⊂ OX×X � ïó÷îê èäåàëîâ äèàãîíàëè. Ðàññìîòðèì ïó÷îê I /I 2.

Çàìåòèì, ÷òî îí àíóëèðóåòñÿ óìíîæåíèåì íà I , ñëåäîâàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì OX×X/I -ìîäóëåé,

òî åñòü åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïó÷îê íà äèàãîíàëè. Îïðåäåëèì ïó÷îê ΩX/R ðàâåíñòâîì

I /I 2 = ∆∗ΩX/R.

Ïðîâåðèì, ÷òî ïîñòðîåííûé ïó÷îê ëîêàëüíî óñòðîåí êàê ìîäóëü äèôôåðåíöèàëîâ. Â ñàìîì äåëå,

åñëè U = SpecA ⊂ X, òî U × U ⊂ X × X è äèàãîíàëüíîå âëîæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ìîðôèçìó

óìíîæåíèÿ A ⊗ A → A, ïîýòîìó ïó÷îê I ñîîòâåòñòâóåò èäåàëó I èç òåîðåìû 5.3. Çíà÷èò ïó÷îê

I /I 2 ñîîòâåòñòâóåò ìîäóëþ I/I2 = ΩA/R, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Åñëè æå ñõåìà X íå ÿâëÿåòñÿ îòäåëèìîé, òî äèàãîíàëü íå çàìêíóòà, íî çàòî ëîêàëüíî çàìêíóòà,

òî åñòü çàìêíóòà â íåêîòîðîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå V ⊂ X ×X. Ïîýòîìó ìîæíî ïðîäåëàòü âñå

òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è ðàíüøå, çàìåíèâ X ×X íà V . �

Óïðàæíåíèå 4. Ïîêàæèòå, ÷òî ëîêàëüíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d : A → ΩA/R ñêëåèâàþòñÿ â

ãëîáàëüíûé ìîðôèçì ïó÷êîâ d : OX → ΩX/R. Çàìåòüòå, ÷òî îí íå ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì ïó÷êîâ

OX-ìîäóëåé!

Ëåììà 7.2. ΩX/R = ∆∗(I /I 2) = ∆∗I .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïðèâåäåííîé íèæå Ëåììû 7.3. Âòîðîå ïîëó÷àåòñÿ

òàê. Ïðèìåíåíÿÿ ôóíêòîð ∆∗ ê òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0→ I 2 → I → I /I 2 → 0, ïîëó÷àåì

∆∗(I 2)→ ∆∗I → ∆∗(I /I 2)→ 0.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïåðâûé ìîðôèçì ñîîòâåòñòâóåò ìîðôèçìó I2⊗A(A/I)→ I⊗A(A/I), êîòîðûé

î÷åâèäíî ðàâåí íóëþ. Çíà÷èò âòîðîé ìîðôèçì � èçîìîðôèçì. �
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Ëåììà 7.3. Ïóñòü i : Y → X � çàìêíóòîå âëîæåíèå, à J � ïó÷îê èäåàëîâ Y â X. Òîãäà ôóíê-

òîð i∗ : Qcoh(Y ) → Qcoh(X) � ýêâèâàëåíòíîñòü íà ïîäêàòåãîðèþ ïó÷êîâ, àíëëóèðóåìûõ ïó÷êîì

èäåàëîâ J . Îáðàòíûé ôóíêòîð � i∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, ïðîâåðèì, ÷òî i∗i∗F ∼= F äëÿ âñÿêîãî F ∈ Qcoh(Y ). Äëÿ ýòîãî çàìå-

òèì, ÷òî ïî ñîïðÿæåííîñòè Hom(i∗i∗F, F ) ∼= Hom(i∗F, i∗F ), çíà÷èò ñóùåñâóåò êàíîíè÷åñêèé ìîð-

ôèçì i∗i∗F → F è íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ýòî âîïðîñ ëî-

êàëüíûé, òàê ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X = SpecA � àôôèííî, J ñîîòâåòñòâóåò èäåàëó J ⊂ A, à

Y = Spec(A/J). Òîãäà ôóíêòîð i∗ � ýòî åñòåñòâåííûé ôóíêòîð Mod(A/J) → ModA, à ôóíêòîð i∗

� ýòî ôóíêòîð −⊗A (A/J) : ModA→ Mod(A/J). Â ÷àñòíîñòè, åñëè M � A/J-ìîäóëü, ñîîòâåòñòâó-

þùèé ïó÷êó F , òî ïó÷êó i∗i∗F ñîîòâåòñòâóåò ìîäóëüM⊗A (A/J), à íàø ìîðôèçìM⊗A (A/J)→M

èíäóöèðîâàí äåéñòâèåì A/J íà M . Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ýòî � èçîìîðôèçì, òàê êàê J äåéñòâóåò

íà M òðèâèàëüíî.

Îáðàòíî, äëÿ âñÿêîãî ïó÷êà G íà X åñòü åñòåñòâåííûé ìîðôèçì G → i∗i
∗G, êîòîðûé ëîêàëüíî

ñîîòâåòñâóåò åñòåñòâåííîìó ìîðôèçìó N → N ⊗A (A/J) äëÿ A-ìîäóëÿ N . ßñíî, ÷òî îí èçîìîð-

ôèçì â òî÷íîñòè äëÿ òåõ N , êîòîðûå àííóëèðóþòñÿ èäåàëîì J , òàê ÷òî i∗ � ýêâèâàëåíòíîñòü íà

ïîäêàòåãîðèþ ïó÷êîâ, êîòîðûå àííóëèðóþòñÿ èäåàëîì J . �

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïó÷îê îòíîñèòåëüíûõ äèôôåðåíöèàëîâ. Ïóñòü X � ñõåìà íàä S. Ðàñ-

ñìîòðèì äèàãîíàëü â ðàññëîåííîì êâàäðàòå ∆ : X → X ×S X è ïîëîæèì ΩX/S = ∆∗I , ãäå I

� ïó÷îê èäåàëîâ äèàãîíàëè, åñëè X îòäåëèìà íàä S, à åñëè íå îòäåëèìà, òî àíàëîãè÷íî çàìåíèâ

ðàññëîåííûé êâàäðàò íà îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, â êîòîðîì äèàãîíàëü çàìêíóòà. ßñíî, ÷òî åñëè

SpecA ⊂ X, SpecR ⊂ S � àôôèííûå îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà, òàêèå ÷òî π(SpecA) ⊂ SpecR, ãäå

π : X → S (òàê ÷òî A � R-àëãåáðà), òî ΩX/S íàä SpecA ñîîòâåòñòâóåò ìîäóëþ ΩA/R.

ßñíî, ÷òî åñëè X � ñõåìà íàä êîëüöîì R, òî ΩX/R = ΩX/ SpecR.

Ëåììà 7.4. Ïó÷îê äèôôåðåíöèàëîâ ΩX/S êîíå÷íî ïîðîæäåí. Â ÷àñòíîñòè, åñëè X � ëîêàëüíî

íåòåðîâà, òî ΩX/S êîãåðåíòåí.

Ýòà ëåììà ñðàçó ñëåäóåò èç 6.9.

8. Äèôôåðåíöèàëû íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü W � âåêòîðíîå ïðîñòðàíòñâî íàä k ðàçìåðíîñòè n. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷-

íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ ΩP(W ) →W ∗ ⊗ OP(W )(−1)→ OP(W ) → 0, (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ýéëåðà)

â êîòîðîé ïðàâûé ìîðôèçì èíäóöèðîâàí åñòåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì W ∗ ⊗ OP(W ) → OP(W )(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÿäðî îòîáðàæåíèÿ α : W ∗ ⊗ OP(W ) → OP(W )(1) ÷åðåç K (åñëè ðàñ-

ñìàòðèâàòü P(W ) êàê ãðàññìàíèàí Gr(1,W ), òî ýòî ðàññëîåíèå U ⊥). Ïîëó÷èì ìîðôèçì ðàññëîåíèé

β : K →W ∗ ⊗ OP(W ). Ïîäíèìåì α è β íà P(W )× P(W ) è ïðîêîìïîíèðóåì � ïîëó÷èì ìîðôèçì

ϕ : p∗1K
p∗1β //W ∗ ⊗ OP(W )×P(W )

p∗2α //p∗2OP(W )(1).

Ïîêàæåì, ÷òî Zϕ = ∆(P(W )) � äèàãîíàëü. Â ñàìîì äåëå, ÷òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî Zϕ ⊂ ∆(P(W ))

íàäî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî p1|Zϕ = p2|Zϕ . Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ýòè îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ

îãðàíè÷åíèÿìè ìîðôèçìîâ W ∗ ⊗ OP(W )×P(W ) → p∗iOP(W )(1) íà Zϕ. Ðàññìîòðèì êîììóòàòèûíóþ
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äèàãðàììó

0 // p∗1K|Zϕ
p∗1β //

ϕ|Zϕ ))

W ∗ ⊗ OZϕ

p∗1α //

p∗2α

��

p∗1OP(W )(1)|Zϕ

tt

// 0

p∗2OP(W )(1)|Zϕ

Òàê êàê ϕ|Zϕ = 0, ïîëó÷àåì ïóíêòèðíóþ ñòðåëêó, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü ñþðúåêòèâíà â ñèëó ñþðú-

åêòèâíîñòè âåðòèêàëüíîé ñòðåëêè. Íî çàìåòèì, ÷òî ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ

ïó÷êîâ îäèíàêîâîãî ðàíãà � èçîìîðôèçì. Â ñàìîì äåëå, ó íåãî ïîñòîÿííûé ðàíã, çíà÷èò ïî ëåììå

èç ïåðâîé ëåêöèè åãî ÿäðî � ëîêàëüíî ñâîáîäíî ðàíãà íîëü, çíà÷èò ðàâíî íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,

ïóíêòèðíàÿ ñòðåëêà � èçîìîðôèçì, ÷òî è îçíà÷àåò ðàâåíñòâî îòîáðàæåíèé p1|Zϕ = p2|Zϕ .

×òîáû ïîñòðîèòü îáðàòíîå âëîæåíèå ∆(P(W )) ⊂ Zϕ, çàìåòèì, ÷òî ïðè äèàãîíàëüíîì âëîæåíèè

∆ : P(W )→ P(W )× P(W ) èìååì ∆∗ϕ = α ◦ β = 0, çíà÷èò ∆ ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç Zϕ.

Èòàê, Zϕ = ∆(P(W )) è çíà÷èò IZϕ � èäåàë äèàãîíàëè. Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ñõåìû íó-

ëåé, ïîëó÷àåì ñþðúåêöèþ K � OP(W )(−1) → I . Ïðèìåíÿÿ ôóíêòîð ∆∗ ïîëó÷àåì ýïèìîðôèçì

∆∗(K�OP(W )(−1)) = K(−1)→ ∆∗I = ΩP(W ). Íî è K(−1) è ΩP(W ) ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíûìè

ïó÷êàìè ðàíãà n − 1 (äëÿ ïåðâîãî ýòî âåðíî ïî îïðåäåëåíèþ, à äëÿ âòîðîãî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ïîêðûâàåòñÿ àôôèííûìè ïðîñòðàíñòâàìè, à íà àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå

ïó÷îê äèôôåðåíöèàëîâ ëîêàëüíî ñâîáîäåí), çíà÷èò ýòîò ìîðôèçì � èçîìîðôèçì. Òåïåðü âñïîìèíàÿ

îïðåäåëåíèå ïó÷êà K, ïîëó÷àåì èñêîìóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. �

Óïðàæíåíèå 5. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ãðàññìàíèàíà Gr(k,W )

(a) ñóùåñòâóåò ýïèìîðôèçì U ⊥ � U → I , ãäå I � ïó÷îê èäåàëîâ äèàãîíàëè;

(b) îí èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ΩGr(k,W )
∼= U ⊥ ⊗U .
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Ëåêöèÿ III. Ãðàññìàíèàíû

9. Ãðàññìàíèàí

Ïóñòü W � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n. Â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå P(
∧
kW ) ðàñ-

ñìîòðèì ìíîæåñòâî ïîëèâåêòîðîâ ìèíèìàëüíî ðàíãà. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëèâåêòîðà λ ∈
∧
kW

ìèíèìàëüíûé ðàíã ðàâåí k, ïðè÷åì îí äîñòèãàåòñÿ â òî÷íîñòè íà ïîëèâåêòîðàõ, ëåæàùèõ â îä-

íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ
∧
kU ⊂

∧
kW , ãäå U ⊂ W � ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè k. Â ñàìîì

äåëå, ïî îïðåäåëåíèþ ðàíã λ � ýòî ðàíã r ìîðôèçìà ñâåðòêèW ∗
λ−−→
∧
k−1W , òî åñòü êîðàçìåðíîñòü

åãî ÿäðà K = Ker(λ). Â ñèëó êîñîñèììåòðè÷íîñòè λ, ÿñíî ÷òî λ ∈
∧
k (K⊥) ⊂

∧
kW , ãäå K⊥ ⊂ W �

àííóëÿòîð K. Ïîýòîìó ïðè λ 6= 0 äîëæíî áûòü dimK⊥ ≥ k, îòêóäà r = codimK = dimK⊥ ≥ k, à

åñëè äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, òî λ ∈
∧
kU , ãäå U = K⊥.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X âñåõ ïîëèâåêòîðîâ ðàíãà k â ïðîñòðàíñòâå P(
∧
kW ). Òàâòîëîãè÷åñêèé

ìîðôèçì OP(∧kW )(−1)→
∧
kW ⊗ OP(∧kW ) äàåò ìîðôèçì

ϕ :
∧
k−1W ∗ ⊗ OP(∧kW )(−1)→W ⊗ OP(∧kW )

(îí ïîñëîéíî äâîéñòâåííûé ê ìîðôèçìó, ðàññìîòðåííîìó âûøå). Ââåäåì íà X ñõåìíóþ ñòðóêòóðó

çàíóëåíèåì ∧k+1ϕ (òàêèì îáðàçîì, X = Dk(ϕ) � äåòåðìèíàíòàëü ìîðôèçìà ϕ). ßñíî, ÷òî íà X

ðàíã ϕ ïîñòîÿíåí è ðàâåí k, ïîýòîìó

U = Imϕ|X , W/U := Cokerϕ|X , è U ⊥ := (W/U )∗

� ðàññëîåíèÿ ðàíãà k è n− k ñîîòâåòñòâåííî. Ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ ãðàññìàíèàíîì k-ìåðíûõ

ïîäïðîñòðàíñòâ â W è îáîçíà÷àåòñÿ Gr(k,W ) èëè Gr(k, n). Ðàññëîåíèÿ U è U ∗ íàçûâàþòñÿ òàâòîëî-

ãè÷åñêèì ïîäðàññëîåíèåì è äâîéñòâåííûì òàâòîëîãè÷åñêèì ðàññëîåíèåì, à ðàññëîåíèÿ W/U è U ⊥ �

òàâòîëîãè÷åñêèì ôàêòîððàññëîåíèåì è ðàññëîåíèåì àííóëÿòîðîâ. Ïî îïðåäåëåíèþ íà Gr(k,W ) èìååì

òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññëîåíèé

0→ U →W ⊗ OGr(k,W ) →W/U → 0 è 0→ U ⊥ →W ∗ ⊗ OGr(k,W ) → U ∗ → 0,

íàçûâàåìûå òàâòîëîãè÷åñêèìè. Âëîæåíèå Gr(k,W )→ P(
∧
kW ) íàçûâàåòñÿ âëîæåíèåì Ïëþêêåðà.

Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 9.1 (Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ãðàññìàíèàíà). Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíàÿ ñõåìà. Òîãäà

Map(S,Gr(k,W )) =

= {(E, ε) | E � ðàññëîåíèå ðàíãà k íà S, ε : E →W ⊗ OS � âëîæåíèå ðàññëîåíèé}

(ïàðû (E, ε) è (E′, ε)) ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ξ : E → E′, òàêîé ÷òî ε = ε′◦ξ).

Ïðè ýòîì êîìïîçèöèÿ S
(E,ε)−−−−→ Gr(k,W ) −−→ P(

∧
kW ) çàäàåòñÿ âëîæåíèåì

∧
kE

∧kε //
∧
kW ⊗ OS .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîðôèçìó f : S → Gr(k,W ) ñîïîñòàâèì âëîæåíèå ðàññëîåíèé, ÿâëÿþùååñÿ îá-

ðàòíûì îáðàçîì òàâòîëîãè÷åñêîãî âëîæåíèÿ

f∗U → f∗(W ⊗ OGr(k,W )) = W ⊗ OS .

Îáðàòíî, ïóñòü (E, ε) ðàññëîåíèå ñ âëîæåíèåì â W ⊗ OS . Ðàññìîòðèì ìîðôèçì

∧kε :
∧
kE →

∧
kW ⊗ OS .

ßñíî, ÷òî ∧kε � âëîæåíèå ëèíåéíîãî ïîäðàññëîåíèÿ, ïîýòîìó ïî óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó ïðîåê-

òèâíîãî ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò ìîðôèçì f̄ : S → P(
∧
kW ), òàêîé ÷òî f̄∗OP(∧kW )(−1) ∼=

∧
kE. Ïðè

ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî ìîðôèçì f̄∗ϕ :
∧
k−1W ∗ ⊗

∧
kE →W ⊗ OS ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ∧

k−1W ∗ ⊗
∧
kE

∧k−1ε∗ //
∧
k−1E∗ ⊗

∧
kE E

ε //W ⊗ OS
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî f̄∗(∧k+1ϕ) = 0, òàê êàê f̄∗ϕ ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ðàññëîåíèå E ðàíãà k, ïîýòîìó

ìîðôèçì f̄ ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ìîðôèçì f : S → Gr(k,W ). Êðîìå òîãî, ÿñíî, ÷òî îáðàòíûé îáðàç

âëîæåíèÿ U →W ⊗ OGr(k,W ) ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì ìîðôèçìîì ε : E →W ⊗ OS . �

Ñëåäñòâèå 9.2. Ïóñòü dimW = n. Òîãäà

Gr(k,W ) ∼= Gr(n− k,W ∗), Gr(1,W ) ∼= P(W ), è Gr(n− 1,W ) ∼= P(W ∗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå U ⊥ → W ∗ ⊗ OGr(k,W ) çàäàåò ìîðôèçì

Gr(k,W )→ Gr(n−k,W ∗). Îáðàòíûé ìîðôèçì ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî. Äàëåå, òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëî-

åíèå íà Gr(1,W ) ëèíåéíî, ïîýòîìó âëîæåíèå U →W ⊗OGr(1,W ) çàäàåò ìîðôèçì Gr(1,W )→ P(W ),

à âëîæåíèå OP(W )(−1) → W ⊗ OP(W ) � ìîðôèçì P(W ) → Gr(1,W ), êîòîðûå î÷åâèäíî âçàèìíî

îáðàòíû. Òðåòèé èçîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ íåìåäëåííûì ñëåäñòâèåì äâóõ ïåðâûõ. �

10. Óðàâíåíèÿ Ïëþêêåðà

Îïèøåì òåïåðü ïó÷îê èäåàëîâ ãðàññìàíèàíà X = Gr(k,W ) â ïëþêêåðîâîì âëîæåíèè. Ïî îïðåäå-

ëåíèþ, X � ñõåìà íóëåé ìîðôèçìà

∧k+1ϕ :
∧
k+1(

∧
k−1W ∗ ⊗ OP(∧kW )(−1))→

∧
k+1W ⊗ OP(∧kW ).

Ïîñêîëüêó
∧
k+1(

∧
k−1W ∗⊗OP(∧kW )(−1)) ∼=

∧
k+1(

∧
k−1W ∗)⊗OP(∧kW )(−k−1), ýòîò ìîðôèçì ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðèöó, ýëåìåíòû êîòîðîé � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè k+1 îò êîîðäèíàò.

Èíà÷å ãîâîðÿ, X âûñåêàåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè ñòåïåíè k + 1. Îäíàêî, íà ñàìîì äåëå ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî X âûñåêàåòñÿ äàæå êâàäðèêàìè.

Ïðåäëîæåíèå 10.1. Ãðàññìàíèíèàí Gr(k,W ) â P(
∧
kW ) ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé íóëåé êîìïîçèöèè ìîð-

ôèçìîâ

ψ :
∧
k−1W ∗ ⊗ OP(∧kW )(−1)

ϕ−−→W ⊗ OP(∧kW )
ϕ′−−→

∧
k+1W ⊗ OP(∧kW )(1),

ãäå ìîðôèçì ϕ′ ïîëó÷àåòñÿ èç òàâòîëîãè÷åñêîãî ìîðôèçìà OP(∧kW )(−1) →
∧
kW ⊗ OP(∧kW ) ïîä-

êðóòêîé è óìíîæåíèåì íà W .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñíîâîé äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò. Ïóñòü λ ∈
∧
kW . Òîãäà îòîá-

ðàæåíèå óìíîæåíèÿ íà λ èç W â
∧
k+1W èìååò ðàíã íå ìåíüøå n − k, ïðè÷åì ðàíã n − k äîñòè-

ãàåòñÿ ðîâíî äëÿ ðàçëîæèìûõ ïîëèâåêòîðîâ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü âåêòîð w ëåæèò â ÿäðå óìíî-

æåíèÿ íà λ, òî åñòü w ∧ λ = 0. Ïóñòü W ′ = W/kw, òî åñòü ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü 0 → kw → W → W ′ → 0. Ïåðåõîäÿ ê âíåøíèì ñòåïåíÿì, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 →
∧
k−1W ′ ∧ w →

∧
kW →

∧
kW ′ → 0 (ìîðôèçì − ∧ w :

∧
k−1W →

∧
kW î÷åâèäíî ïðîïóñêàåòñÿ

÷åðåç
∧
k−1W ′, íà êîòîðîì ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì). Òàêèì îáðàçîì èìååì äèàãðàììó

0 //
∧
k−1W ′ ∧ w //

∧
kW //

∧w
��

∧
kW ′

tt

// 0

0 //
∧
kW ′ ∧ w //

∧
k+1W //

∧
k+1W ′ // 0

Ñîãëàñíî ñäåëàííûì âûøå çàìå÷àíèÿì ÿäðî ìîðôèçìà ∧w ðàâíî
∧
k−1W ′ ∧ w, ïîýòîìó ðàâåíñòâî

λ ∧ w = 0 îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå λ′ ∈
∧
k−1W , òàêîãî ÷òî λ = λ′ ∧ w. Ïîëüçóÿñü ýòèì ôàêòîì

çàêëþ÷àåì, ÷òî åñëè K = Ker(− ∧ λ) èìååò ðàçìåðíîñòü k, òî λ ∈
∧
kK ⊂

∧
kW , è êðîìå òîãî,

áîëüøå ÷åì k ðàçìåðíîñòü K áûòü íå ìîæåò.

Òåì ñàìûì äîêà÷çàíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü ÿäðà ìîðôèçìà ϕ′ íå ïðåâîñõîäèò k, òî åñòü åãî ðàíã íå

íèæå ÷åì n− k, òî åñòü Dn−k−1(ϕ′) = ∅. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ëåììå 10.2, ïðèâåäåííîé íèæå, èìååì

Dk(ϕ|Zψ) = Zψ, òî åñòü Zψ ⊂ Dk(ϕ) = Gr(k,W ).
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Íàîáîðîò, êàê ìû âèäåëè ïðè îãðàíè÷åíèè íà Gr(k,W ) ïåðâûé èç ìîðôèçìîâ, âõîäÿùèõ â îïðå-

äåëåíèå ψ, ôàêòîðèçóåòñÿ êàê
∧
k−1W ∗ ⊗OGr(k,W )(−1)→ U →W ⊗OGr(k,W ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç

êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû

U //

��

W ⊗ OGr(k,W )

��∧
k+1U ⊗ OGr(k,W )(1) //

∧
k+1W ⊗ OGr(k,W )(1)

è ðàâåíñòâà
∧
k+1U = 0 (ââèäó òîãî, ÷òî ðàíã U ðàâåí k), ñëåäóåò, ÷òî ψ|Gr(k,W ) = 0. Òåì ñàìûì

ïëþêêåðîâî âëîæåíèå Gr(k,W ) → P(
∧
kW ) ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç Zψ, òî åñòü Gr(k,W ) ⊂ Zψ. Âìåñòå

ñî âëîæåíèåì, äîêàçàííûì ðàíüøå, ýòî äàåò ðàâåíñòâî Gr(k,W ) = Zψ. �

Ëåììà 10.2. Ïóñòü Z � ñõåìà, à E
ϕ−−→ F

ϕ′−−→ G � êîìïëåêñ ìîðôèçìîâ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé,

òî åñòü ϕ′ ◦ ϕ = 0. Ïóñòü ðàíã F ðàâåí n, è äëÿ íåêîòîðîãî 0 ≤ k ≤ n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

Dn−k−1(ϕ′) = ∅. Òîãäà Dk(ϕ) = Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîïðîñ ëîêàëüíûé, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Z � ñïåêòð ëîêàëüíîãî êîëüöà R

ñ ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì m, òî åñòü âñå ðàññëîåíèÿ òðèâèàëüíû è ìîðôèçìû ϕ è ϕ′ çàäàþòñÿ

ìàòðèöàìè ñ êîýôôèöèåíòàìè èç R. Óñëîâèå Dn−k−1(ϕ′) = ∅ îçíà÷àåò, ÷òî èäåàë ïîðîæäåííûé

âñåìè ìèíîðàìè ðàçìåðà n−k ìàòðèöû ϕ′ ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì èäåàëîì, ñëåäîâàòåëüíî ïî êðàéíåé

ìåðå îäèí èç ìèíîðîâ íå ëåæèò â m, à çíà÷èò îáðàòèì. Ïîýòîìó ìàòðèöó ϕ′ çàìåíîé áàçèñîâ ìîæíî

ïðèâåñòè ê âèäó

ϕ′ =
(

1n−k 0
0 ∗

)
Åñëè òåïåðü çàïèñàòü ìàòðèöó ϕ â áëî÷íîì âèäå

ϕ =
(
a b
c d

)
,

òî óñëîâèå ϕ′ ◦ ϕ = 0 âëå÷åò a = b = 0, òî åñòü ϕ èìååò ëèøü k íåíóëåâûõ ñòðîê. Â ÷àñòíîñòè, âñå

ìèíîðû ðàçìåðà k + 1 â ìàòðèöå ϕ ðàâíû íóëþ, à çíà÷èò Dk(ϕ) = X. �

Ìîðôèçì ψ ñîîòâåòñòâóåò ñå÷åíèþ ðàññëîåíèÿ
∧
k−1W⊗

∧
k+1W⊗OP(∧kW )(2), òî åñòü íàáîðó êâàä-

ðèê, ÿâëÿþùèõñÿ îáðàçàìè îòîáðàæåíèÿ
∧
k−1W ∗ ⊗

∧
k+1W ∗ → S2(

∧
2W ∗). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

ìîðôèçìà ψ, îíî çàäàåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé∧
k−1W ∗ ⊗

∧
k+1W ∗ →

∧
k−1W ∗ ⊗W ∗ ⊗

∧
kW ∗ →

∧
kW ∗ ⊗

∧
kW ∗ → S2(

∧
kW ∗)

(ïåðâîå îòîáðàæåíèå � åñòåñòâåííîå âëîæåíèå
∧
k+1W ∗ ↪→W ∗⊗

∧
kW ∗, âòîðîå � âíåøíåå ïðîèçâå-

äåíèå
∧
k−1W ∗⊗W ∗ →

∧
kW ∗, à òðåòüå � ñèììåòðèçàöèÿ

∧
kW ∗⊗

∧
kW ∗ → S2(

∧
2W ∗)). Â ÷àñòíîñòè,

ýòî îòîáðàæåíèå ëåãêî âû÷èñëèòü íà ïðîèçâåäåíèÿõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

xi1...ik−1
⊗ xj1...jk+1

7→ xi1...ik−1
⊗
k+1∑
s=1

(−1)s−1(xjs ⊗ xj1...js−1js+1...jk+1
)

7→
k+1∑
s=1

(−1)s−1xi1...ik−1jsxj1...js−1js+1...jk+1
=: Qi1,...,ik−1;j1,...,jk+1

(x).

Êâàäðèêè Qi1,...,ik−1;j1,...,jk+1
(x) íàçûâàþòñÿ êâàäðèêàìè Ïëþêêåðà.

Ïðèìåð 10.3. Ïóñòü k = 2, n = 4. Òîãäà

Q1;2,3,4 = x12x34 − x13x24 + x14x23, Q2;1,3,4 = −x12x34 − x23x14 + x24x13 = −Q1;2,3,4

Àíàëîãè÷íî Q3;1,2,4 = −Q4;1,2,3 = Q1;2,3,4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Q1;1,2,3 = 0 − x12x13 + x13x12 = 0.

Àíàëîãè÷íî ðàâíû íóëþ è âñå îñòàëüíûå êâàäðèêè. Òàêèì îáðàçîì Gr(2, 4) ⊂ P5 � êâàäðèêà.
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Êñòàòè, ëþáàÿ íåâûðîæäåííàÿ êâàäðèêà â P5 íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðè-

ñòèêè áîëüøåé äâóõ ïðèâîäèòñÿ ê ïëþêêåðîâîìó âèäó, òàê ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ êâàäðèêà èçîìîðôíà

ãðàññìàíèàíó Gr(2, 4).

Çàìå÷àíèå 10.4. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè {i1, . . . , ik−1} ⊂ {j1, . . . , jk+1}, òî Qi1,...,ik−1;j1,...,jk+1
= 0.

Ïðèìåð 10.5. Ïóñòü k = 2, n = 5. Òîãäà

Q1;2,3,4 = x12x34 − x13x24 + x14x23, Q1;2,3,5 = x12x35 − x13x25 + x15x23, Q1;2,4,5 = x12x45 − x14x25 + x15x24,

Q1;3,4,5 = x13x45 − x14x35 + x15x34, Q2;3,4,5 = x23x45 − x24x35 + x25x34.

Îñòàëüíûå êâàäðèêè ëèáî ñîâïàäàþò ñ ýòèìè, ëèáî íóëåâûå, ò.å. Gr(2, 5) ⊂ P9 � ïåðåñå÷åíèå ïÿòè

êâàäðèê.

Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî çà èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíûõ ñëó÷àåâ Gr(2, 4), Gr(1, n) è Gr(n−1, n), ãðàñ-

ñìàíèàí íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì ñîäåðæàùèõ åãî êâàäðèê (è âîîáùå íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì

ïåðåñå÷åíèåì).

11. Ëîêàëüíàÿ ñòðóêòóðà è äèôôåðåíöèàëû

Îïèøåì òåïåðü ëîêàëüíîå ñòðîåíèå ãðàññìàíèàíà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå Gr(k,W ) ñ

àôôèííîé êàðòîé â P(
∧
kW ), çàäàííîé íåðàâåíñòâîì x12...k 6= 0. Íàì ïîíàäîáèòñÿ

Ëåììà 11.1 (Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà). Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî, à A(V ) = SpecS•(V ∗) � ñîîòâåòñòâóþùåå àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

Map(S,A(V )) = Γ(S, V ⊗ OS).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê A(V ) àôôèííî, Map(S,A(V )) = Homalg(S•(V ∗),Γ(S,OS)). Òàê êàê S•(V ∗)

ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé, èìååì

Homalg(S•(V ∗),Γ(S,OS)) = Hom(V ∗,Γ(S,OS)) = V ⊗ Γ(S,OS) = Γ(S, V ⊗ OS),

÷òî è òðåáîâàëîñü. �

Â ÷àñòíîñòè, íà A(V ) èìååòñÿ �òàâòîëîãè÷åñêîå ñå÷åíèå� s ∈ Γ(A(V ), V ⊗OA(V )), ñîîòâåòñòâóþùåå

ñîãëàñíî ëåììå òîæäåñòâåííîìó ìîðôèçìó A(V )→ A(V ).

Ïðåäëîæåíèå 11.2. Îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Gr(k,W ) ∩ {x12...k 6= 0} â Gr(k,W ) èçîìîðôíî

àôôèííîìó ïðîñòðàíñòâó Ak(n−k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U1 ⊂W � ïîäïðîñòðàíñòâî â W , çàäàâàåìîå êàê U1 = {x1 = · · · = xk = 0}.
Âûáåðåì äîïîëíèòåëüíîå ê íåìó ïîäïðîñòðàíñòâî U0 ⊂ W ðàçìåðíîñòè k, òàê ÷òî W = U0 ⊕ U1.

Ïîñòðîèì ìîðôèçì Ak(n−k) = A(Hom(U0, U1)) → Gr(k,W ). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì òàâòîëîãè÷åñêîå

ñå÷åíèå s : OA(Hom(U0,U1)) → Hom(U0, U1)⊗OHom(U0,U1). Îíî èíäóöèðóåò ìîðôèçì âåêòîðíûõ ðàññëî-

åíèé U0 ⊗ OA(Hom(U0,U1)) → U1 ⊗ OA(Hom(U0,U1)) è äàëåå ìîðôèçì

U0 ⊗ OA(Hom(U0,U1))

(1,s)T
// (U0 ⊕ U1)⊗ OA(Hom(U0,U1)) W ⊗ OA(Hom(U0,U1)).

ßñíî, ÷òî ðàíã ýòîãî ìîðôèçìà âî âñåõ òî÷êàõ ðàâåí k, òàê ÷òî â ñèëó óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà ãðàñ-

ñìàííèàíà îí çàäàåò ìîðôèçì A(Hom(U0, U1)) → Gr(k,W ). Ïðè ýòîì êîìïîçèöèÿ ýòîãî ìîðôèçìà

ñ ïëþêêåðîâûì âëîæåíèåì çàäàåòñÿ ìèíîðàìè ìàòðèöû (1, s)T . Ïåðâûé èç ýòèõ ìèíîðîâ ðàâåí 1,

ïîýòîìó îáðàç îòîáðàæåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â Gr(k,W ) ∩ {x12...k 6= 0}.
Îáðàòíî, ïóñòü X = Gr(k,W ) ∩ {x12...k 6= 0}. Î÷åâèäíî, ÷òî äåòåðìèíàíò êîìïîçèöèè ìîðôèçìîâ

U|X → W ⊗ OX → U0 ⊗ OX ðàâåí x12...k, ïîýòîìó îíà ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ïîëüçóÿñü ýòèì
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èçîìîðôèçìîì, ïîëó÷èì ìîðôèçì U0⊗OX
∼= U|X →W⊗OX → U1⊗OX , òî åñòü ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ

Hom(U0, U1)⊗ OX . Â ñèëó ëåììû 11.1 îíî äàåò ìîðôèçì X → A(Hom(U0, U1)) = Ak(n−k).

Ïîñòðîåííûå îòîáðàæåíèÿ î÷åâèäíî âçàèìíî îáðàòíû. �

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà xi1i2...ik 6= 0 ïîêðûâàþò âñå P(
∧
kW ), çàêëþ÷àåì ÷òî Gr(k,W ) ïîêðûâàåòñÿ

îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè, êàæäîå èç êîòîðûõ èçîìîðôíî àôôèííîìó ïðîñòðàíñòâó.

Ñëåäñòâèå 11.3. Ãðàññìàíèàí Gr(k, n) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè k(n− k).

Òåïåðü âû÷èñëèì íà Gr(k,W ) ïó÷îê äèôôåðåíöèàëîâ.

Òåîðåìà 11.4. Ïóñòü W � âåêòîðíîå ïðîñòðàíòñâî íàä k ðàçìåðíîñòè n. Òîãäà

ΩGr(k,W )
∼= U ⊗U ⊥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî âû÷èñëåíèþ äèôôåðåíöèàëîâ ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà. Ïóñòü p1, p2 : Gr(k,W ) × Gr(k,W ) → Gr(k,W ) � ïðîåêöèè, à α è β � òàâòîëîãè÷åñêèå ìîð-

ôèçìû

0→ U
α−−→W ⊗ OGr(k,W )

β−−→W/U → 0

Íà Gr(k,W )×Gr(k,W ) ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ ìîðôèçìîâ

p∗1U
p∗1α−−−→W ⊗ OGr(k,W )×Gr(k,W )

p∗2β−−−→ p∗2(W/U ).

Ïîêàæåì, ÷òî åå ñõåìà íóëåé Zϕ ñîâïàäàåò ñ äèàãîíàëüþ ∆ = ∆(Gr(k,W )).

Â ñàìîì äåëå, ÷òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî Zϕ ⊂ ∆ íàäî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî p1|Zϕ = p2|Zϕ . Äëÿ ýòîãî

çàìåòèì, ÷òî ïðîåêöèè p1 è p2 îïðåäåëÿþòñÿ (â ñìûñëå óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà ãðàññìàíèàíà)

îãðàíè÷åíèÿìè íà Zϕ ìîðôèçìîâ p∗iα : p∗iU → W ⊗ OGr(k,W )×Gr(k,W ). Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ

äèàãðàììó

p∗1U|Zϕ

p∗1α|Zϕ
��

ϕ|Zϕ

))vv
0 // p∗2U|Zϕ

p∗2α|Zϕ // W ⊗ OZϕ

p∗2β|Zϕ // p∗2(W/U )|Zϕ
// 0

Òàê êàê ϕ|Zϕ = 0, ïîëó÷àåì ïóíêòèðíóþ ñòðåëêó. Òàê êàê p∗1α è p∗2α ÿâëÿþòñÿ âëîæåíèÿìè ðàññëî-

åíèé ðàíãà k, ýòà ñòðåëêà òîæå âåçäå èìååò ðàíã k. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû ñ ïåðâîé ëåêöèè

ïóíêòèðíàÿ ñòðåëêà ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ðàññëîåíèé (òàê êàê åå ÿäðî è êîÿäðî � ðàññëîåíèÿ

ðàíãà 0). Çíà÷èò îòîáðàæåíèÿ p1|Zϕ è p2|Zϕ çàäàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (â ñìûñëå óíèâåðñàëüíîãî

ñâîéñòâà ãðàññìàíèàíà) äàííûìè, çíà÷èò p1|Zϕ = p2|Zϕ , òî åñòü Zϕ ⊂ ∆.

×òîáû ïðîâåðèòü îáðàòíîå âëîæåíèå ∆ ⊂ Zϕ, çàìåòèì, ÷òî ∆∗ϕ = β ◦ α = 0, çíà÷èò ∆ ïðîïóñêà-

åòñÿ ÷åðåç Zϕ.

Èòàê, Zϕ = ∆(Gr(k,W )) è çíà÷èò IZϕ � èäåàë äèàãîíàëè. Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ñõåìû íóëåé,

ïîëó÷àåì ñþðúåêöèþ p∗1U ⊗ p∗2U ⊥ → I∆. Ïðèìåíÿÿ ôóíêòîð ∆∗ ïîëó÷àåì ýïèìîðôèçì

U ⊗U ⊥ = ∆∗(p∗1U ⊗ p∗2U ⊥) � ∆∗I∆ = ΩGr(k,W ).

Íî ïó÷êè U ⊗U ⊥ è ΩGr(k,W ) ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíûìè ïó÷êàìè ðàíãà k(n − k) (äëÿ ïåðâî-

ãî ýòî âåðíî ïî îïðåäåëåíèþ, à äëÿ âòîðîãî ñëåäóåò Ïðåäëîæåíèÿ 11.2), çíà÷èò ýòîò ìîðôèçì �

èçîìîðôèçì. �
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Ëåêöèÿ IV. Îòíîñèòåëüíûå êîíñòðóêöèè

12. Àôôèíèçàöèÿ è ïðîåêòèâèçàöèÿ ðàññëîåíèÿ

Ïóñòü X � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, à E � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàíãà n íà íåì. Îïðåäåëèì

AX(E ) := SpecX

( ∞⊕
i=0

SiE ∗

)
, PX(E ) := ProjX

( ∞⊕
i=0

SiE ∗

)
,

ãäå
⊕∞

i=0 S
iE ∗ � ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ äâîéñòâåííûì ðàññëîåíèåì E ∗.

Â ñëó÷àå, êîãäà X � òî÷êà, à çíà÷èò E � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ýòè ôîðìóëû îïðåäåëÿþò

àôôèííîå è ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâà, àññîöèèðîâàííûå ñ âåêòîðíûì. Â îáùåì æå ñëó÷àå îíè

íàçûâàþòñÿ àôôèíèçàöèåé è ïðîåêòèâèçàöèåé âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Åùå èíîãäà

àôôèíèçàöèþ íàçûâàþò òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ.

Ïî îïðåäåëåíèþ àôôèíèçàöèÿ è ïðîåêòèâèçàöèÿ ñíàáæåíû ìîðôèçìàìè

a : AX(E )→ X è p : PX(E )→ X.

Ëåììà 12.1. Ìîðôèùìû a : AX(E ) → X è p : PX(E ) → X ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûìè

ðàññëîåíèÿìè â òîïîëîãèè Çàðèñêîãî ñî ñëîåì An è Pn−1 ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ îòíîñèòåëüíûé (ïðîåêòèâíûé) ñïåêòð ïîëó÷àþòñÿ ñêëåéêîé îáû÷-

íûõ (ïðîåêòèâíûõ) ñïåêòðîâ íàä îòêðûòûìè àôôèííûìè ïîäìíîæåñòâàìè â X. Ïîýòîìó äîñòà-

òî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ó X åñòü òàêîå îòêðûòîå ïîêðûòèå, íàä êàæäûì ýëåìåíòîì êîòîðîãî ó íàñ

ïîëó÷àåòñÿ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå. Ïîñêîëüêó ïó÷îê E ëîêàëüíî ñâîáîäåí, ó X åñòü òàêîå ïî-

êðûòèå, íàä êàæäûì ýëåìåíòîì êîòîðîãî ïó÷îê E òðèâèàëåí. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

åñëè E òðèâèàëåí (òî åñòü E ∼= V ⊗ OX , ãäå V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî), òî AX(E ) ∼= A(V )×X è

PX(E ) ∼= P(V )×X. Íî î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

∞⊕
i=0

SiE ∗ =
∞⊕
i=0

Si(V ⊗ OX)∗ =

( ∞⊕
i=0

SiV ∗

)
⊗ OX ,

îòêóäà ñðàçó ñëåäóþò èñêîìûå ôîðìóëû. �

13. Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî àôôèíèçàöèè

Òàê æå êàê è â �àáñîëþòíîì ñëó÷àå�, íà AX(E ) è PX(E ) åñòü òàâòîëîãè÷åñêîå ñå÷åíèå è òàâòîëî-

ãè÷åñêîå ïîäðàññëîåíèå. Ïåðâîå èç íèõ ïîñòðîèòü ñîâñåì ïðîñòî. Çàìåòèì, ÷òî

a∗a
∗E ∼= E ⊗ a∗OAX(E )

∼= E ⊗

( ∞⊕
i=0

SiE ∗

)
∼=
∞⊕
i=0

(E ⊗ SiE ∗)

(ïåðâûé èçîìîðôèçì � ôîðìóëà ïðîåêöèè, à âòîðîé � îïðåäåëåíèå AX(E )). Ñëàãàåìîå ñ íîìåðîì

i = 1 ðàâíî E ⊗ E ∗, ïîýòîìó åãî ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ ðàâíû Γ(X,E ⊗ E ∗) ∼= End(E ) è ñîäåðæàò

âûäåëåííûé ýëåìåíò idE . Ïîñêîëüêó Γ(X, a∗a
∗E ) ∼= Γ(AX(E ), a∗E ), îí çàäàåò ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå

ïó÷êà a∗E íà AX(E ). Îíî è íàçûâàåòñÿ òàâòîëîãè÷åñêèì ñå÷åíèåì. Ïî ïîñòðîåíèþ, òàâòîëîãè÷åñêîå

ñå÷åíèå ëèíåéíî íà ñëîÿõ ìîðôèçìà a (òàê êàê ñîîòâåòñòâóåò ñëàãàåìîìó ñ i = 1).

Åñëè ðàññëîåíèå E òðèâèàëüíî, òî åñòü E ∼= V ⊗ OX , òàê ÷òî AX(E ) ∼= A(V )×X, òî

a∗E ∼= a∗(V ⊗ OX) ∼= V ⊗ OAX(E )

è òàâòîëîãè÷åñêîå ñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì îáðàçîì òàâòîëîãè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ ïó÷êà V ⊗ OA(V )

íà A(V ) îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè A(V )×X → A(V ).
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Ëåììà 13.1 (Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî àôôèíèçàöèè). Èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì

Map(S,AX(E )) = {(φ, σ) | φ ∈ Map(S,X), σ ∈ Γ(S, φ∗E )}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîðôèçìó f : S → AX(E ) ñîïîñòàâèì ïàðó φ = a ◦ f , σ = f∗(s), ãäå s � òàâòîëî-

ãè÷åñêîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ a∗E .

Îáðàòíî, ïóñòü äàíà ïàðà (φ, σ). Ïîêðîåì X àôôèííûìè êàðòàìè Xi, íà êîòîðûõ E òðèâèàëüíî

(òî åñòü E |Xi ∼= Vi ⊗ OXi). Ïóñòü Si = φ−1(Xi), φi = φ|Si : Si → Xi è

σi = σ|Si ∈ Γ(Si, φ
∗
i (E |Xi)) ∼= Γ(Si, φ

∗
i (Vi ⊗ OXi))

∼= Γ(Si, Vi ⊗ OSi).

Òîãäà σi çàäàåò îòîáðàæåíèå Si → A(Vi), è âìåñòå ñ φi îíè çàäàþò îòîáðàæåíèå

fi : Si
(σi,φi)−−−−−→ A(Vi)×Xi

∼= AXi(E |Xi) ∼= AX(E )×X Xi ⊂ AX(E ).

ßñíî, ÷òî íà ïåðåñå÷åíèÿõ Si ∩ Sj îãðàíè÷åíèÿ îòîáðàæåíèé fi è fj ñîâïàäàþò, à çíà÷èò îíè ñêëåè-
âàþòñÿ â îáùåå îòîáðàæåíèå f : S → AX(E ).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðèâåäåííûå êîíñòðóêöèè âçàèìíî îáðàòíû. �

Ñëåäñòâèå 13.2. Âñÿêèé ìîðôèçì ðàññëîåíèé ε : E → E ′ èíäóöèðóåò ìîðôèçì èõ àôôèíèçàöèé

AX(E )→ AX(E ′), êîììóòèðóþùèé ñ ïðîåêöèÿìè íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s ∈ Γ(AX(E ), a∗E ) � òàâòîëîãè÷åñêîå ñå÷åíèå. Òîãäà åñòåñòâåííûé ìîð-

ôèçì a : AX(E ) → X âìåñòå ñ ñå÷åíèåì a∗(ε)(s) ∈ Γ(AX(E ), a∗(E ′)) çàäàþò (â ñèëó óíèâåðñàëüíîãî

ñâîéñòâà AX(E ′)) ìîðôèçì AX(E )→ AX(E ′). Îí ïî ïîñòðîåíèþ êîììóòèðóåò ñ ïðîåêöèåé íà X. �

Óïðàæíåíèå 6. Ïîêàæèòå, ÷òî ñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ a (òî åñòü îòîáðàæåíèÿ f : X → AX(E ),

òàêèå ÷òî a ◦ f = idX) íàõîäÿòñÿ â áèåêöèè ñ ãëîáàëüíûìè ñå÷åíèÿìè ðàññëîåíèÿ E íà X.

14. Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ïðîåêòèâèçàöèè

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ñåððà êàòåãîðèÿ êîãðåíåòíûõ ïó÷êîâ íà PX(E ) ýêèâàëåíòíà ôàêòîðêàòåãîðèè

ãðàäóèðîâàííûõ ïó÷êîâ ìîäóëåé íàä ãðàäóèðîâàííûì ïó÷êîì àëãåáð A • :=
⊕∞

i=0 S
iE ∗ ïî ïîäêàòå-

ãîðèè ìîäóëåé, ïî÷òè âñå êîìïîíåíòû êîòîðûõ (òî åñòü âñå êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà) ðàâíû íóëþ. Ïðè

ýòîì ñâîáîäíûé ìîäóëü A • ñîîòâåòñòâóåò ñòðóêòóðíîìó ïó÷êó OPX(E ), à ñâîáîäíûé ìîäóëü ñî ñäâè-

íóòîé íà åäèíèöó ãðàäóèðîâêîé A •(1) :=
⊕∞

i=0 S
i+1E ∗ � �ñêðó÷èâàþùåìó� ëèíåéíîìó ðàññëîåíèþ

OPX(E )/X(1). Åñòåñòâåííûé ìîðôèçì ãðàäóèðîâàííûõ A •-ìîäóëåé

A • =

∞⊕
i=0

SiE ∗ →
∞⊕
i=0

(E ⊗ Si+1E ∗) = E ⊗A •(1)

(ïåðåâîäÿùèé 1 ∈ A •0 â idE ∈ E ⊗ E ∗ = E ⊗ A •1 = E ⊗ A •(1)0) ïîñëå ñäâèãà ãðàäóèðîâêè çàäàåò

ìîðôèçì ïó÷êîâ

α : OPX(E )/X(−1)→ p∗E .

Äâîéñòâåííûé ê íåìó ìîðôèçì p∗E ∗ → OPX(E )/X(1) â òåðìèíàõ ãðàäóèðîâàííûõ ìîäóëåé ñîîòâåò-

ñòâóåò ãîìîìîðôèçìó óìíîæåíèÿ E ∗ ⊗
(⊕∞

i=0 S
iE ∗
)
→
⊕∞

i=0 S
i+1E ∗. Ïîñêîëüêó îí ñþðúåêòèâåí

ïî÷òè âî âñåõ (âî âñåõ êðîìå i = −1) êîìïîíåíòàõ ãðàäóèðîâêè, ñîîòâåòñòâóþùèé ìîðôèçì ïó÷êîâ

íà PX(E ) òîæå ñþðúåêòèâåí, à çíà÷èò α ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ðàññëîåíèé.

Ëåììà 14.1 (Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ïðîåêòèâèçàöèè). Èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì

Map(S,PX(E )) = {(φ,L, λ) | φ ∈ Map(S,X), L � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà S è

λ : L→ φ∗E � âëîæåíèå ðàññëîåíèé}/ ∼,
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ñ îáû÷íûì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè (φ,L, λ) ∼ (φ′, L′, λ′), åñëè φ = φ′ è ñóùåñòâóåò èçîìîð-

ôèçì ξ : L
∼−−→ L′, òàêîé ÷òî λ = λ′ ◦ ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîðôèçìó f : S → PX(E ) ñîïîñòàâèì òðîéêó φ = p ◦ f , L = f∗OPX(E )/X(−1),

λ = f∗(α), ãäå α : OPX(E )/X(−1)→ p∗E òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå.

Îáðàòíî, ïóñòü äàíà òðîéêà (φ,L, λ). Ïîêðîåì X àôôèííûìè êàðòàìè Xi, íà êîòîðûõ E òðèâè-

àëüíî (òî åñòü E |Xi ∼= Vi ⊗ OXi). Ïóñòü Si = φ−1(Xi), φi = φ|Si : Si → Xi, Li = L|Si è

λi = λ|Si : Li → φ∗i (E |Xi) ∼= Vi ⊗ OSi .

Òîãäà λi çàäàåò îòîáðàæåíèå Si → P(Vi), è âìåñòå ñ φi îíè çàäàþò îòîáðàæåíèå

fi : Si
(λi,φi)−−−−−→ P(Vi)×Xi

∼= PXi(E |Xi) ∼= PX(E )×X Xi ⊂ PX(E ).

ßñíî, ÷òî íà ïåðåñå÷åíèÿõ Si ∩ Sj îãðàíè÷åíèÿ îòîáðàæåíèé fi è fj ñîâïàäàþò, à çíà÷èò îíè ñêëåè-
âàþòñÿ â îáùåå îòîáðàæåíèå f : S → PX(E ).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðèâåäåííûå êîíñòðóêöèè âçàèìíî îáðàòíû. �

Ñëåäñòâèå 14.2. Âñÿêîå âëîæåíèå ðàññëîåíèé ε : E → E ′ èíäóöèðóåò âëîæåíèå èõ ïðîåêòèâèçà-

öèé ε̄ : PX(E )→ PX(E ′), êîììóòèðóþùèé ñ ïðîåêöèÿìè íà X è ε̄∗(OPX(E ′)/X(−1)) ∼= OPX(E )/X(−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α : OPX(E )/X(−1) → p∗E � òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå òàâòîëîãè÷åñêîãî

ðàññëîåíèÿ. Òîãäà åñòåñòâåííûé ìîðôèçì p : PX(E ) → X âìåñòå ñ òàâòîëîãè÷åñêèì ðàññëîåíèåì

OPX(E )/X(−1) è âëîæåíèåì λ, îïðåäåëÿìûì êàê êîìïîçèöèÿ OPX(E )/X(−1)
α−−→ p∗E

p∗(ε)−−−−→ p∗E ′

çàäàþò (â ñèëó óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà PX(E ′)) ìîðôèçì PX(E ) → PX(E ′). Îí ïî ïîñòðîåíèþ

êîììóòèðóåò ñ ïðîåêöèåé íà X, à îáðàòíûé îáðàç OPX(E ′)/X(−1) ðàâåí OPX(E )/X(−1). Òî, ÷òî ε̄

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì âëîæåíèåì ëåãêî ïðîâåðèòü ëîêàëüíî ïî X. �

Óïðàæíåíèå 7. Ïîêàæèòå, ÷òî ñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ p (òî åñòü îòîáðàæåíèÿ f : X → PX(E ),

òàêèå ÷òî p ◦ f = idX) íàõîäÿòñÿ â áèåêöèè ñ ëèíåéíûìè ïîäðàññëîåíèÿìè â E íà X.

Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ïðîåêòèâèçàöèè (â îòëè÷èè îò àôôèíèçàöèè) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åå ðåçóëüòàò

íå çàâèñèò îò ïîäêðóòêè âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ.

Ëåììà 14.3. Ïóñòü L � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà X. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èçîìîðôèçì

f : PX(E )
∼−−→ PX(E ⊗L ), òàêîé ÷òî f∗OPX(E⊗L )/X(−1) ∼= OPX(E )/X(−1)⊗ p∗L .

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó � åñëè α : OPX(E )/X(−1)→ p∗E � òàâòîëîãè÷åñêîå âëî-

æåíèå òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ, òî åñòåñòâåííûé ìîðôèçì p : PX(E )→ X âìåñòå ñ ïîäêðóòêîé

òàâòîëîãè÷åñêîãî âëîæåíèÿ OPX(E )/X(−1) ⊗ p∗L
α⊗idp∗L−−−−−−−→ p∗(E ⊗L ) çàäàþò (â ñèëó óíèâåðñàëü-

íîãî ñâîéñòâà PX(E ⊗ L )) ìîðôèçì f : PX(E ) → PX(E ⊗ L ). Îí ïî ïîñòðîåíèþ êîììóòèðóåò ñ

ïðîåêöèåé íà X, à f∗OPX(E⊗L )/X(−1) ∼= OPX(E )/X(−1) ⊗ p∗L . Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íóþ êîíñòðóê-

öèþ ê ðàññëîåíèþ L −1, ïîëó÷àåì òàêæå ìîðôèçì g : PX(E ⊗L ) → PX(E ). Âçàèìíàÿ îáðàòíîñòü

ïîñòðîåííûõ ìîðôèçìîâ î÷åâèäíà. �

Ñëåäñòâèå 14.4. Åñëè V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, òî PX(V ⊗ L ) ∼= X × P(V ), ïðè÷åì òàê

÷òî OPX(V⊗L )/X(−1) ∼= L � OP(V )(−1).

Âàæíî ïîìíèòü, ÷òî ðàçíûì ïðåäñòàâëåíèÿì ìíîãîîáðàçèÿ â âèäå ïðîåêòèâèçàöèè ðàññëîåíèÿ

ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ O(1). Ýòî ñîîòâåòñòâèå ïðîèñõîäèò ÷åðåç ôîðìóëó

p∗OPX(E )/X(1) ∼= E ∗.

Â ÷àñòíîñòè, ïîäêðóòêà ðàññëîåíèÿ E íà p∗L ñîîòâåòñòâóåò ïîäêðóòêå O(1) íà p∗L ∗.
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15. Ïðîåêòèâíûå âëîæåíèÿ è óðàâíåíèÿ

Âëîæèòü ïðîåêòèâèçàöèþ ðàññëîåíèÿ â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ñëåäóþùèì ñïîñîáîì.

Äîïóñòèì, ðàññëîåíèå E âêëàäûâàåòñÿ â ïîäêóðòêó òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ V ⊗ L íà X (÷òî-

áû ïîëó÷èòü òàêîå âëîæåíèå, ìîæíî íàéòè ïîäêðóòêó E ∗ ⊗L äâîéñòâåííîãî ðàññëîåíèÿ, êîòîðàÿ

ïîðîæäàëàñü áû ãëîáàëüíûìè ñå÷åíèÿìè, è ïîëîæèâ V = Γ(X,E ∗⊗L )∗, ðàññìîòðåòü ìîðôèçì âû-

÷èñëåíèÿ V ∗⊗OX � E ∗⊗L , à çàòåì âçÿòü äâîéñòâåííûé ìîðôèçì E ⊗L ∗ ↪→ V ⊗OX è ïîäêðóòèòü

åãî íà L ). Òîãäà, ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ 14.2 è 14.4 ïîëó÷àåì

PX(E ) ↪→ PX(V ⊗L ) ∼= X × P(V ).

Êîìïîíèðóÿ åãî ñ ïðîåêöèåé íà P(V ), ïîëó÷àåì ìîðôèçì f : PX(E )→ P(V ). Çàìåòèì, ÷òî

f∗OP(V )(1) ∼=
(
OPX(V⊗L )/X(1)⊗ p∗L

)
|PX(E )

∼= OPX(E )/X(1)⊗ p∗L ,

ñëåäîâàòåëüíî

Γ(PX(E ), f∗OP(V )(1)) ∼= Γ(X, p∗f
∗OP(V )(1)) ∼= Γ(X, p∗(OPX(E )/X(1)⊗ p∗L )) ∼= Γ(X,E ∗ ⊗L ) ∼= V ∗,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåííûé íàìè âûøå ìîðôèçì ñîâïàäàåò ñ ìîðôèçìîì, èíäóöèðîâàííûì

ïðîñòðàíñòâîì ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ OPX(E )/X(1)⊗ p∗L íà PX(E ) (â ÷àñòíîñòè, ýòî ðàñ-

ñëîåíèå ãëîáàëüíî ïîðîæäåíî). Ýòîò ìîðôèçì íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì, îäíàêî ýòîãî ìîæíî

äîáèòüñÿ, ïîäêðóòèâ E ∗ ÷óòü ñèëüíåå.

Ëåììà 15.1. Ïóñòü ðàññëîåíèå L1 òàêîâî, ÷òî E ∗ ⊗L1 ïîðîæäàåòñÿ ãëîáàëüíûìè ñå÷åíèÿìè,

à L2 î÷åíü îáèëüíî íà X. Òîãäà ìîðôèçì f : PX(E )→ P(V ), ãäå V = Γ(X,E ∗⊗L1⊗L2)∗ ÿâëÿåòñÿ

çàìêíóòûì âëîæåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V1 = Γ(X,E ∗ ⊗ L1)∗ è f1 : PX(E ) → P(V1) èíäóöèðîàííûé ìîðôèçì. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü V2 = Γ(X,L2)∗ è g : X → P(V2) ñîîòâåòñòâóþùåå âëîæåíèå. Ðàññìîòðèì

ìîðôèçì PX(E )
(f1,p)−−−−−→ P(V )×X id×g−−−−→ P(V1)×P(V2) ↪→ P(V1⊗V2) (ïîñëåäíÿÿ ñòðåëêà � âëîæåíèå

Ñåãðå). Êàæäàÿ èç ñòðåëîê ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì âëîæåíèåì (ïåðâàÿ � ïî Ñëåäñòâèþ 14.2 è 14.4, à

âòîðàÿ â ñèëó î÷åíü îáèëüíîñòè L2. Çíà÷èò è êîìïîçèöèÿ çàìêíóòîå âëîæåíèå. Ïðè ýòîì îáðàòíûé

îáðàç OP(V1⊗V2)(1) ðàâåí ëèíåéíîìó ðàññëîåíèþ

f∗1 OP(V )(1)⊗ p∗L2
∼= f∗1 OPX(E )/X(1)⊗ p∗L1 ⊗ p∗L2,

çíà÷èò îíî î÷åíü îáèëüíî, à çàäàâàåìûé èì ìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì âëîæåíèåì. �

Ïðèìåð 15.2. Ïóñòü X = P(A), E = B ⊗ OX , ãäå dimA = dimB = 2. Òîãäà PX(E ) ∼= P(A)× P(B).

Ïðè ýòîì åñëè âçÿòü L = OX , V = B, ïîëó÷èòñÿ ïðîåêöèÿ X → P(B). Åñëè æå âçÿòü L = OX(1),

V = Γ(X,E ∗ ⊗ L )∗ = Γ(P(A), B∗ ⊗ OP(A)(1))∗ ∼= (B∗ ⊗ A∗)∗ ∼= A ⊗ B, ïîëó÷èòñÿ âëîæåíèå Ñåãðå

X = P(A)× P(B) ↪→ P(A⊗B) = P(V ).

Ïðèìåð 15.3. Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó X = P(A), dimA = 2, íî E = OX ⊕ OX(−1). Òàâòîëîãè÷åñêîå

âëîæåíèå OX(−1) ↪→ A⊗ OX èíäóöèðóåò âëîæåíèå E ↪→ (k⊕ A)⊗ OX , è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîðôèçì

f : PX(E )→ P(k⊕A) ∼= P2. Ýòîò ìîðôèçì íå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Äåéñòâèòåëüíî, âëîæåíèå OX ⊂ E

èíäóöèðóåò ñå÷åíèå s : X → PX(E ), òàêîå ÷òî s∗OPX(E )/X(−1) ∼= OX . Íî òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ

f∗OP2(−1) ∼= OPX(E )/X(−1), òî (f ◦ s)∗OP2(−1) = OX , çíà÷èò êðèâàÿ s(X) ⊂ PX(E ) ñòÿãèâàåòñÿ

ìîðôèçìîì f . Ïîçæå ìû ïðîâåðèì, ÷òî ýòî åäèíñòâåííàÿ òàêàÿ êðèâàÿ.

Ïðèìåð 15.4. Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó X = P(A), íî E = OX(−b)⊕OX(−c), ãäå 0 ≤ b ≤ c. Ñòàíäàðòíûå
âëîæåíèÿ OX(−b) ↪→ SbA⊗OX è OX(−c) ↪→ ScA⊗OX èíäóöèðóþò âëîæåíèå E ↪→ (SbA⊕ScA)⊗OX ,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîðôèçì f : PX(E )→ P(SbA⊕ScA) ∼= Pb+c+1. Ýòîò ìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b > 0. Â ñàìîì äåëå, åñëè b = 0, òî ëåãêî íàéòè êðèâóþ, ñòÿãèâàåìóþ

ìîðôèçìîì f . Åñëè æå b > 0, ïðèìåíèì Ëåììó 15.1 ñ L1 = OX(−1), L2 = OX(1).

Îáðàç ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè PP1(OP1(−b)⊕OP1(−c)) â Pb+c+1 ãåîìåòðè÷åñêè îïèñûâàåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îáðàçû îãðàíè÷åíèÿ âëîæåíèÿ f íà ñå÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå

ïðÿìûì ñëàãàåìûì OP1(−b) è OP1(−c) â E , ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè íîðìàëüíûìè êðèâûìè ñòå-

ïåíè b è c â íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàõ Pb è Pc âíóòðè Pb+c+1 ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè êðèâûå

êàíîíè÷åñêè îòîæäåñòâëåíû äðóã ñ äðóãîì. Ñîåäèíèÿ èõ ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ïðÿìûìè âíóò-

ðè Pb+c+1, ïîëó÷àåì ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ è ñîâïàäàåò ñ îáðàçîì f . Îíà íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì

ñêðîëëîì ñòåïåíè b+ c.

Èíîãäà âàæíî ïîíèìàòü, êàê çàäàòü óðàâíåíèÿìè îáðàç ïîñòðîåííûõ íàìè âëîæåíèé. Çäåñü î÷åíü

ïîëåçåí ñëåäóþùèé ïðîñòîé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 15.5. Ïóñòü 0→ E → F → G → 0 � òî÷íàÿ òðîéêà âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà X. Ïóñòü

f : PX(E )→ PX(F ) � èíäóöèðîâàííîå âëîæåíèå. Òîãäà f(PX(E )) ⊂ PX(F ) ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé íóëåé

åñòåñòâåííîãî ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ OPX(F )/X(1)⊗ p∗G .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, ïîñòðîèì ñå÷åíèå. Çàìåòèì, ÷òî

Γ(PX(F ),OPX(F )/X(1)⊗ p∗G ) ∼= Γ(X, p∗(OPX(F )/X(1)⊗ p∗G )) ∼= Γ(X,F ∗ ⊗ G ) ∼= Hom(F ,G ),

çíà÷èò ìîðôèçì F → G èç òî÷íîé òðîéêè çàäàåò ñå÷åíèå s íàøåãî ðàññëîåíèÿ.

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî f(PX(E )) ⊂ Zs. Äëÿ ýòîãî íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî f∗(s) = 0. Íî

f∗(s) ∈ Γ(PX(E ), f∗(OPX(F )/X(1)⊗ p∗G )) ∼= Γ(PX(E ),OPX(E )/X(1)⊗ p∗G ) ∼= Hom(E ,G )

î÷åâèäíî ñîîòâåòñòâóåò ìîðôèçìó E → G ÿâëÿþùåìóñÿ êîìïîçèöèåé ìîðôèçìîâ E → F → G èç

òî÷íîé òðîéêè, òî åñòü íóëþ.

Íàêîíåö, ïðîâåðèì, ÷òî Zs ⊂ f(PX(E )). Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ìîðôèçì Zs → PX(E ). Çàìåòèì, ÷òî

íà PX(F ) êîìïîçèöèÿ

OPX(F )/X(−1)→ p∗F → p∗G ,

ãäå ïåðâàÿ ñòðåëêà � òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå, à âòîðàÿ � îáðàòíûé îáðàç ìîðôèçìà èç òî÷íîé

òðîéêè, çàäàåòñÿ ñå÷åíèåì s, ïîýòîìó ïðè îãðàíè÷åíèè íà Zs êîìïîçèöèÿ çàíóëÿåòñÿ. Çíà÷èò îãðà-

íè÷åíèå òàâòîëîãè÷åñêîãî âëîæåíèÿ OPX(F )/X(−1)|Zs → p∗F |Zs ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç p∗E |Zs . Ïîñòðî-
åííîå âëîæåíèå λ : OPX(F )/X(−1)|Zs → p∗E |Zs âìåñòå ñ ìîðôèçìîì φ = p|Zs : Zs → X è ëèíåéíûì

ðàññëîåíèåì L = OPX(F )/X(−1)|Zs çàäàþò èñêîìîå îòîáðàæåíèå Zs → PX(E ). Åãî êîìïîçèöèÿ ñ

âëîæåíèåì f î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì Zs ↪→ PX(F ), çíà÷èò äåéñòâèòåëüíî Zs ⊂ f(PX(E )). �

Ïðèìåð 15.6. Îïèøåì îáðàç âëîæåíèÿ PP1(OP1 ⊕ OP1(−1)) ⊂ P1 × P2 èç Ïðèìåðà 15.3. Äëÿ ýòîãî

çàìåòèì, ÷òî åñëè (x0 : x1) � êîîðäèíàòû íà P1, òî âëîæåíèå OP1 ⊕ OP1(−1) ↪→ O⊕3
P1 çàäàåòñÿ

ìàòðèöåé (1, x0, x1)T è ïðîäîëæàåòñÿ äî òî÷íîé òðîéêè

0→ OP1 ⊕ OP1(−1)
(1,x0,x1)T−−−−−−−→ O⊕3

P1

(0,x1,−x0)−−−−−−−−→ OP1(1)→ 0.

Ïîýòîìó, íàøà ïîâåðõíîñòü â P1 × P2 ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé íóëåé ñîîòâåòñòâóþùåãî ñå÷åíèÿ ëèíåéíîãî

ðàññëîåíèÿ OP1×P2(1, 1). Åñëè âûáðàòü êîîðäèíàòû (y0 : y1 : y2) íà P2, åãî óðàâíåíèå � x1y1 − x0y2.

Óïðàæíåíèå 8. Çàïèøèòå óðàâíåíèåì îáðàç âëîæåíèÿ PP(V )(ΩP(V )(1)) ↪→ P(V )× P(V ∗), èíäóöè-

ðîâàííîãî âëîæåíèåì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ýéëåðà.
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16. Îòíîñèòåëüíûé ãðàññìàíèàí

Ïóñòü îïÿòü E � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàíãà n íà ñõåìå X è 1 ≤ k ≤ n − 1. Ïîñòðîèì îòíîñè-

òåëüíóþ âåðñèþ ãðàññìàíèàíà â ýòîì ðàññëîåíèè. Îïðåäåëèì åå ÷åðåç óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 16.1. Ñóùåñòâóåò ñõåìà GrX(k,E ), òàêàÿ ÷òî

Map(S,GrX(k,E )) = {(φ,E, ε) | φ ∈ Map(S,X), E � ðàññëîåíèå ðàíãà k íà S è

ε : E → φ∗E � âëîæåíèå ðàññëîåíèé}/ ∼,

ñ îáû÷íûì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè (φ,E, ε) ∼ (φ′, E′, ε′), åñëè φ = φ′ è ñóùåñòâóåò èçîìîð-

ôèçì ξ : E
∼−−→ E′, òàêîé ÷òî ε = ε′ ◦ ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå â ñëó÷àå, êî-

ãäà ðàññëîåíèå E òðèâèàëüíî (â îáùåì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ïîêðûòü X òàêèìè êàðòàìè, ïîñòðîèòü

îòíîñèòåëüíûå ãðàññìàíèàíû íàä êàæäîé èç íèõ, ïîñëå ÷åãî ñêëåèòü ïîëüçóÿñü óíèâåðñàëüíûì

ñâîéñòâîì). Èòàê, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî E ∼= V ⊗ OX . Ïðîâåðèì òîãäà, ÷òî X × Gr(k, V ) óäîâëåòâî-

ðÿåò óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó. Â ñàìîì äåëå Map(S,X ×Gr(k, V )) = Map(S,X)×Map(S,Gr(k, V ))

çàäàåòñÿ òðîéêàìè (φ,E, ε), êîòîðûå, ïîëüçóÿñü òðèâèàëèçàöèåé E ∼= V ⊗ OX , îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ

íóæíûìè íàì òðîéêàìè. �

Â ñèëó óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà òîæäåñòâåííîìó ìîðôèçìó GrX(k,E )→ GrX(k,E ) ñîîòâåòñòâó-

åò ïðîåêöèÿ g : GrX(k,E ) → X è ïîäðàññëîåíèå U ↪→ g∗E (òàâòîëîãè÷åñêîå ïîäðàññëîåíèå). Îíî

ïðîäîëæàåòñÿ äî òî÷íûõ òðîåê

0→ U → g∗E → E /U → 0, 0→ U ⊥ → g∗E ∗ → U ∗ → 0,

ãäå E /U îáîçíà÷àåò òàâòîëîãè÷åñêîå ôàêòîððàññëîåíèå, à U ⊥ = (E /U )∗ � åãî äâîéñòâåííîå. Âíåø-

íÿÿ ñòåïåíü
∧
kU ↪→ g∗(

∧
kE ) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäðàññëîåíèåì è çàäàåò (â ñèëó óíèâåðñàëüíîãî

ñâîéñòâà) ìîðôèçì GrX(k,E )→ PX(
∧
kE ) � îòíîñèòåëüíîå âëîæåíèå Ïëþêêåðà.

Óïðàæíåíèå 9. Ïðîâåðüòå, ÷òî ìîðôèçì g : GrX(k,E ) → X ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì

ðàññëîåíèåì ñî ñëîåì Gr(k, n), à åãî ñå÷åíèÿ ñîòòâåòñòâóþò ïîäðàññëîåíèÿì ðàíãà k â E .

Óïðàæíåíèå 10. Ïðîâåðüòå, ÷òî GrX(k,E ⊗L ) ∼= GrX(k,E ) è GrX(k, V ⊗L ) ∼= X × Gr(k, V ).

Îáúÿñíèòå, êàê ñâÿçàíû òàâòîëîãè÷åñêèå ðàññëîåíèÿ ïðè ýòèõ èçîìîðôèçìàõ.

Óïðàæíåíèå 11. Ïóñòü 0 → E → F → G → 0 òî÷íàÿ òðîéêà ðàññëîåíèé. Ïîêàæèòå, ÷òî

GrX(k,E ) ⊂ GrX(k,F ) è ñîâïàäàåò ñî ñõåìîé íóëåé åñòåñòâåííîãî ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ U ∗ ⊗ g∗G .

Óïðàæíåíèå 12. GrX(k,E ) ∼= GrX(n− k,E ∗), GrX(1,E ) ∼= PX(E ), GrX(n− 1,E ) ∼= PX(E ∗).

Óïðàæíåíèå 13. Ïðîâåðüòå, ÷òî GrX(k,E ) ⊂ PX(
∧
kE ) ñîâïàäàåò ñî ñõåìîé íóëåé åñòåñòâåí-

íîãî ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ p∗(
∧
k−1E ⊗

∧
k+1E )⊗ OPX(∧kE )/X(2).

Óïðàæíåíèå 14. Äîêàæèòå, ÷òî ΩGrX(k,E )/X
∼= U ⊗U ⊥ è ïîñòðîéòå îòíîñèòåëüíóþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü Ýéëåðà 0→ ΩPX(E )/X → p∗E ∗ ⊗ OPX(E )/X(−1)→ OPX(E ) → 0.

Óïðàæíåíèå 15. Ïóñòü E � ðàññëîåíèå ðàíãà n íà ñõåìå X è äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

0 < k1 < k2 < · · · < ks < n. Îïðåäåëèòå ìíîãîîáðàçèå ÷àñòè÷íûõ ôëàãîâ FlX(k1, . . . , ks; E ), ñôîðìó-

ëèðóéòå åãî óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî è äîêàæèòå àíàëîãè òåõ ñâîéñòâ îòíîñèòåëüíîãî ãðàññìà-

íèàíà, êîòîðûå ìû ðàçáèðàëè âûøå.

Óïðàæíåíèå 16. Ïðîâåðüòå, ÷òî (1) PP(V )(TP(V )) ∼= Fl(1, 2;V ) è PP(V )(ΩP(V )) ∼= Fl(1, n− 1;V ), ãäå

n = dimV ; (2) PGr(k,V )(U ) ∼= Fl(1, k;V ), PGr(k,V )(U
⊥) ∼= Fl(k, n−1;V ), PGr(k,V )(U

∗) ∼= Fl(k−1, k;V ),

PGr(k,V )(V/U ) ∼= Fl(k, k + 1;V ).
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Ëåêöèÿ V. Ðàçäóòèå

17. Îïðåäåëåíèå è ïðîñòåéøèå ïðèìåðû

Ïóñòü X � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, à I � ïó÷îê èäåàëîâ íà íåì, òî åñòü êîãåðåíòíûé

ïîäïó÷îê â OX . Îïðåäåëèì

BlI (X) := ProjX

( ∞⊕
k=0

I k

)
,

ãäå
⊕∞

k=0 I k � ãðàäóèðîâàííûé ïó÷îê êîììóòàòèâíûõ àëãåáð (îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ èíäóöè-

ðîâàííîãî óìíîæåíèåì â OX). Ñõåìà BlI (X) âìåñòå ñ åñòåñòâåííûì ìîðôèçìîì

π : BlI (X)→ X

íàçûâàþòñÿ ðàçäóòèåì ïó÷êà èäåàëîâ I íà X, èëè ðàçäóòèåì X ñ öåíòðîì â I . Åñëè Z ⊂ X �

ïîäñõåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ èäåàëó I , ðàçäóòèå BlI (X) òàêæå íàçûâàåòñÿ ðàçäóòèåì ïîäñõåìû Z è

îáîçíà÷àåòñÿ BlZ(X), à ïîäñõåìà Z òàêæå íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ðàçäóòèÿ.

Ïðåæäå ÷åì ðàññìîòðåòü ïðèìåðû, çàìåòèì ïðîñòîå ñâîéñòâî.

Ëåììà 17.1. Ïóñòü f : X ′ → X � çàìåíà áàçû. Òîãäà

BlI (X)×X X ′ ∼= ProjX′

( ∞⊕
k=0

f∗(I k)

)
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè f � îòêðûòîå âëîæåíèå è I ′ = I |X′, òî BlI (X)×X X ′ ∼= BlI ′(X
′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ôîðìóëà ñëåäóåò èç ñîãëàñîâàííîñòè âçÿòèÿ ïðîåêòèâíîãî ñïåêòðà ñ çàìå-

íîé áàçû. Åñëè f � îòêðûòîå âëîæåíèå, òî f∗(I k)→ f∗(OX) = OX′ � âëîæåíèå (äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ìîðôèçìà f ýòî, êñòàòè, íå âåðíî), òî åñòü f∗(I k) � èäåàë â OX′ , è îí êàê ðàç ðàâåí I ′. Ïðè ýòîì

ìîðôèçì (f∗(I ))⊗k = f∗(I ⊗k)→ f∗(I k) ñþðúåêòèâåí, ïîýòîìó f∗(I k) ∼= (f∗I )k. Òàêèì îáðàçîì,

ProjX′
(⊕∞

k=0 f
∗(I k)

)
= ProjX′

(⊕∞
k=0 f

∗(I )k
)

= BlI ′(X
′). �

Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, îïèñûâàòü ñëîè ðàçäóòèÿ (áåðÿ â êà÷åñòâå X ′ òî÷êó íà X).

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïðèìåðàì.

Ïðèìåð 17.2. Ïóñòü I � îáðàòèìûé ïó÷îê èäåàëîâ. Òîãäà BlI (X) ∼= X. Äåéñòâèòåëüíî, óòâåð-

æäåíèå ëîêàëüíî, ïîýòîìó ïîëüçóÿñü Ëåììîé 17.1 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X = Spec(A) è I = Af ⊂ A
� ãëàâíûé èäåàë, ïðè÷åì f íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåì íóëÿ (èíà÷å Af íå èçîìîðôåí A êàê A-ìîäóëü).

Òîãäà I k ∼= Afk, ïîýòîìó

BlI (X) = ProjX

( ∞⊕
k=0

I k

)
= Proj

( ∞⊕
k=0

Afk

)
∼= Proj(A[t]) = P0

A
∼= Spec(A) = X.

Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ýòîãî íàáëþäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìîðôèçì ðàçäóòèÿ ÿâëÿåòñÿ

èçîìîðôèçìîì âíå öåíòðà ðàçäóòèÿ, òî åñòü ìîðôèçì π : BlZ(X)→ X èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì

BlZ(X)×X (X \ Z) ∼= X \ Z.

Âîò åùå îäèí õàðàêòåðíûé ïðèìåð.

Ïðèìåð 17.3. Ïóñòü I = 0. Òîãäà BlI (X) = ∅. Â ñàìîì äåëå, ïðîåêòèâíûé ñïåêòð àëãåáðû,

ñîñðåäîòî÷åííîé â ãðàäóèðîâêå 0, ïóñò ïî îïðåäåëåíèþ.

Ðàçäóòèå ðàçíûõ èäåàëîâ ìîæåò äàâàòü îäíî è òî æå ìíîãîîáðàçèå.

Ëåììà 17.4. Äëÿ âñåõ d ≥ 1 èìååòñÿ êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì BlI d(X) ∼= BlI (X).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, èçîôìîðôèçì àëãåáð
⊕∞

k=0(I d)k ∼=
⊕∞

k=0 I dk ïîêàçûâàåò, ÷òî àë-

ãåáðà, ïðîåêòèâíûì ñïåêòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèå BlI d(X) ÿâëÿåòñÿ d-êðàòíîé ïîäàëãåáðîé

Âåðîíåçå â àëãåáðå, îïðåäåëÿþùåé ðàçäóòèå BlI (X). Ïîñêîëüêó ïðîåêòèâíûé ñïåêòð íå ìåíÿåòñÿ

ïðè ïåðåõîäå ê ïîäàëãåáðå Âåðîíåçå, ïîëó÷àåì òðåáóåìûé èçîìîðôèçì. �

Ñëåäñòâèå 17.5. Ïóñòü I � íèëüïîòåíòíûé èäåàë, òî åñòü I d = 0 äëÿ íåêîòðîãî d ≥ 1. Òîãäà

BlI (X) = ∅.

Óïðàæíåíèå 17. Ïóñòü J � îáðàòèìûé èäåàë. Äîêàæèòå, ÷òî BlI ·J (X) ∼= BlI (X).

Óïðàæíåíèå 18. Ïóñòü X = X1 tX2 � íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ.

×åìó ðàâíî ðàçäóòèå BlX1(X)?

18. Ïðîåêòèâíûå âëîæåíèÿ

Êàê è íà âñÿêîì ïðîåêòèâíîì ñïåêòðå, íà ðàçäóòèè X̃ = BlI (X) åñòü ïó÷îê OX̃/X(1). Áîëåå òîãî,

åñëè π : X̃ → X � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ, òî åñòü òàêæå åñòåñòâåííàÿ ñþðúåêöèÿ π∗I → OX̃/X(1)

(èíäóöèðîâàííàÿ ñþðúåêòèâíûì ìîðôèçìîì ãðàäóèðîâàííûõ ïó÷êîâ ìîäóëåéI⊗(⊕I k)→ ⊕I k+1.

Îíà ïîçâîëÿåò ñòðîèòü (îòíîñèòåëüíûå) ïðîåêòèâíûå âëîæåíèÿ ðàçäóòèÿ.

Ëåììà 18.1. Ïóñòü E � ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê è äàíà ñþðúåêöèÿ E ∗ → I . Òîãäà ñóùåñòâóåò

âëîæåíèå i : X̃ := BlI (X)→ PX(E ), òàê ÷òî i∗OPX(E )/X(1) ∼= OX̃/X(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ ñþðúåêöèé π∗E ∗ → π∗I → OX̃/X(1) è äâîéñòâåííûé ê

íåé ìîðôèçì OX̃/X(−1) → π∗E . Îí ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ðàññëîåíèé, ïîýòîìó âìåñòå ñ ïðîåêöèåé

π : X̃ → X îí çàäàåò ìîðôèçì i : X̃ → PX(E ) (â ñèëó óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà ïðîåêòèâèçàöèè),

ïðè÷åì òàê, ÷òî i∗OPX(E )/X(−1) ∼= OX̃/X(−1). �

Êîìïîíèðóÿ ïîñòðîåííîå âëîæåíèå BlI (X)→ PX(E ) ñ ïðîåêòèâíûìè âëîæåíèÿìè PX(E ), ìîæíî

ïîëó÷àòü ïðîåêòèâíûå âëîæåíèÿ ðàçäóòèÿ. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ïðîåêòèâèçàöèè, â îáùåì ñëó÷àå

ñëîæíî íàïèñàòü óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå ðàçäóòèå âíóòðè PX(E ). Õîòÿ îïèñàòü �ëèíåéíóþ ÷àñòü�

óðàâíåíèé íå ñëîæíî.

Ëåììà 18.2. Ïóñòü äàíà òî÷íàÿ ñïðàâà òðîéêà

F ∗
ϕ−−→ E ∗ → I → 0,

ãäå E è F ëîêàëüíî ñâîáîäíû, è i : BlI (X)→ PX(E ) èíäóöèðîâàííîå âëîæåíèå. Òîãäà BlI (X) ⊂ Zs,
ãäå s � ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ p∗F ⊗ OPX(E )/X(1) íà PX(E ), èíäóöèðîâàííîå ìîðôèçìîì ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî

Γ(PX(E ),OPX(E )/X(1)⊗ p∗F ) ∼= Γ(X, p∗(OPX(E )/X(1)⊗ p∗F )) ∼= Γ(X,E ∗ ⊗F ) ∼= Hom(F ∗,E ∗),

òåì ñàìûì ìîðôèçìó ϕ ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñå÷åíèå s. Äëÿ ïðîâåðêè âëîæåíèÿ BlI (X) ⊂ Zs îñòàåòñÿ

ïðîâåðèòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå s íà BlI (X) çàíóëÿåòñÿ. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ñå÷åíèå s ñîîòâåòñòâóåò

êîìïîçèöèè p∗F ∗
p∗ϕ−−−→ p∗E ∗ � OPX(E )/X(1), ïðè÷åì âòîðàÿ ñòðåëêà (òàâòîëîãè÷åñêàÿ ñþðúåêöèÿ)

ïî îïðåäåëåíèþ âëîæåíèÿ i ïðè îãðàíè÷åíèè íà BlI (X) ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

i∗p∗E ∗ = π∗E ∗ → π∗I → OBlI (X)/X(1) = i∗OPX(E )/X(1).

Ââèäó èñõîäíîé òî÷íîé òðîéêè, êîìïîçèöèÿ i∗p∗F ∗
i∗p∗ϕ−−−−→ i∗p∗E ∗ → i∗p∗I = π∗I ðàâíà íóëþ,

çíà÷èò è îãðàíè÷åíèå ñå÷åíèÿ s çàíóëÿåòñÿ. �

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, âëîæåíèå BlI (X)→ Zs ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
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Ïðèìåð 18.3. Ïóñòü X = Spec(k[x, y]) ∼= A2, à I = (x, y) � èäåàë òî÷êè P = (0, 0). Èìååì òî÷íóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ k[x, y]
(y,−x)T−−−−−−→ k[x, y]⊕ k[x, y]

(x,y)−−−−→ I → 0.

Òåì ñàìûì, ïîëó÷àåì âëîæåíèå X̃ = BlP (X) ↪→ PX(OX ⊕ OX) = A2 × P1, à åñëè âûáðàòü íà P1

îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû (u : v), òî ñå÷åíèå s èìååò âèä s = uy − vx. Òåì ñàìûì, Zs çàäàåòñÿ

âíóòðè A2 × P1 óðàâíåíèåì uy = vx. Â äàííîì ñëó÷àå ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ÿäðî ñþðúåêòèâíîãî

ãîìîìîðôèçìà ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð k[x, y][u, v] → ⊕Ik (deg u = deg v = 1 è ïåðåìåííûå u è v

ïåðåõîäÿò â x, y ∈ I) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì uy− vx, ïîýòîìó BlP (A2) = Zs = {uy = vx} ⊂ A2×P1.

Òî÷íóþ òðîéêó êàê â ëåììå 18.2 ìîæíî íàïèñàòü äëÿ ëþáîãî èäåàëà I (ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ

êâàçèïðîåêòèâíûõ X), ýòî âñåãî ëèøü íà÷àëî ëîêàëüíî ñâîáîäíîé ðåçîëüâåíòû ïó÷êà I . Îäíàêî,

âëîæåíèå BlI (X) → Zs, ïîñòðîåííîå â ëåììå, äàëåêî íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, ïðè÷åì

�ïðåïÿòñòâèå� ñîâåðøåííî íå çàâèñèò îò âûáîðà ðåçîëüâåíòû.

Ïðèìåð 18.4. Ïóñòü X = Spec(A), ãäå A = k[x, y]/xy (�êîîðäèíàòíûé êðåñò�), à I = (x, y) ⊂ A.

Òîãäà ïðîñòåéøàÿ ðåçîëüâåíòà èäåàëà âûãëÿäèò òàê:

A⊕A

(
y 0
0 x

)
−−−−−→ A⊕A (x,y)−−−−→ I → 0.

Òåì ñàìûì, ïîëó÷àåì âëîæåíèå X̃ = BlI(X) ↪→ PX(OX ⊕ OX) = X × P1, à åñëè âûáðàòü íà P1

îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû (u : v), òî ñå÷åíèå s èìååò âèä s = (uy, vx). Òåì ñàìûì, Zs çàäàåòñÿ âíóò-

ðè A2×P1 óðàâíåíèÿìè xy = uy = vx = 0 è ÿâëÿåòñÿ, òåì ñàìûì, îáúåäèíåíèåì òðåõ ïðÿìûõ � äâóõ

�ãîðèçîíòàëüíûõ� àôôèííûõ ïðÿìûõ x = u = 0 è y = v = 0, è îäíîé �âåðòèêàëüíîé� ïðîåêòèâíîé

ïðÿìîé x = y = 0.

×òîáû ïîíÿòü, êàê ýòî ñâÿçàíî ñ ðàçäóòèåì, ðàññìîòðèì ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ãðàäóè-

ðîâàííûõ àëãåáð k[x, y][u, v] → A[u, v] → ⊕Ik (deg u = deg v = 1 è ïåðåìåííûå u è v ïåðåõîäÿò

â x, y ∈ I). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ÿäðå ýòîãî ãîìîìîðôèçìà, ïîìèìî xy, uy, vx, òàêæå ëåæèò uv. Áî-
ëåå òîãî, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà ïîðîæäàåòñÿ ýòèìè ÷åòûðüìÿ ýëåìåíòàìè.

Ïîýòîìó X̃ ⊂ A2×P1 çàäàåòñÿ ÷åòûðüìÿ óðàâíåíèÿìè xy = uy = vx = uv = 0. Îòñþäà âèäíî, ÷òî X̃

ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì òîëüêî äâóõ �ãîðèçîíòàëüíûõ� ïðÿìûõ èç Zs, à îò �âåðòèêàëüíîé� ïðÿìîé

îñòàþòñÿ ëèøü äâå òî÷êè (åå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ �ãîðèçîíòàëüíûìè� ïðÿìûìè).

Ðàçîáðàííûé íàìè ïðèìåð äîñòàòî÷íî ïîêàçàòåëåí. ×òîáû âëîæåíèå BlI (X) ↪→ Zs áûëî èçî-

ìîðôèçìîì íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå ñëîè ìîðôèçìà ðàçäóòèÿ π : BlI (X) → X áûëè ïðîåêòèâíûìè

ïðîñòðàíñòâàìè (ïðè÷åì òàê, ÷òîáû ïó÷îê OBlI (X)/X(1) îãðàíè÷èâàëñÿ íà íèõ êàê O(1)).

Ïðèìåð 18.5. Ïóñòü X = Spec(k[x, y]) ∼= A2, à I = (x2, xy, y2) � êâàäðàò èäåàëà òî÷êè P = (0, 0).

Èìååì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ k[x, y]⊕ k[x, y]

(
y 0
−x y
0 −x

)
−−−−−−−−→ k[x, y]⊕ k[x, y]⊕ k[x, y]

(x2,xy,y2)−−−−−−−→ I → 0.

Òåì ñàìûì, ïîëó÷àåì âëîæåíèå X̃ = BlI(X) ↪→ PX(OX ⊕OX ⊕OX) = A2×P2, à åñëè âûáðàòü íà P2

îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû (u : v : w), òî ñå÷åíèå s èìååò âèä s = (uy − vx, vy − wx). Òåì ñàìûì, Zs
çàäàåòñÿ âíóòðè A2 × P2 óðàâíåíèÿìè uy − vx = vy − wx = 0. Â ÷àñòíîñòè, ñëîé Zs íàä òî÷êîé P

ðàâåí P2 (ïðè x = y = 0 ñå÷åíèå s òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ). Îäíàêî, â ñèëó Ëåììû 17.4, ìû çíàåì,

÷òî ñëîé äîëæåí áûòü òàêèì æå êàê è â Ïðèìåðå 18.3, òî åñòü èçîìîôåí P1. Ïðîáëåìà, êàê îáû÷íî,

â äîïîëíèòåëüíîì ñîîòíîøåíèè uw = v2 â àëãåáðå A[u, v, w].
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Ïðèìåð 18.6. Ïóñòü X = Spec(A), ãäå A = k[x, y]/(xy, y2), òî åñòü ïðÿìàÿ ñ âëîæåííîé òî÷êîé, à

I = (x, y) � èäåàë ýòîé òî÷êè. Èìååì ðåçîëüâåíòó

A⊕A⊕A

(
y 0 0
0 x y

)
−−−−−−→ A⊕A (x,y)−−−−→ I → 0.

Ïîýòîìó BlI(X) ⊂ Zs = {uy = vx = vy = 0} ⊂ X × P1. Ìíîãîîáðàçèå Zs ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì

�ãîðèçîíòàëüíîé� ïðÿìîé v = y = 0 è �âåðòèêàëüíîé� ïðÿìîé x = y = 0, à â ðàçäóòèè ïîÿâëÿþòñÿ

äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ uv = v2 = 0, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îñòàåòñÿ òîëüêî �ãîðèçîíòàëüíàÿ

ïðÿìàÿ�. Òåì ñàìûì BlI(X) ∼= A1 � ðàçäóòèå âëîæåííîé òî÷êè �óíè÷òîæàåò� åå.

19. Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî

Ïóñòü I ⊂ OX � ïó÷îê èäåàëîâ, à Z ⊂ X � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäñõåìà. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííîå

âëîæåíèå α : I → OX è åãî îáðàòíûé îáðàç íà X̃ = BlI (X) = BlZ(X). Â òåðìèíàõ ãðàäóèðîâàííûõ

ìîäóëåé íàä ïó÷êîì ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð ⊕I k, îí ñîîòâåòñâóåò ìîðôèçìó

⊕(I ⊗I k)
α⊗id−−−−→ ⊕(OX ⊗I k) = ⊕I k.

Ýòîò ìîðôèçì î÷åâèäíî ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

⊕(I ⊗I k) � ⊕I k+1 ↪→ ⊕I k,

ãäå ïåðâàÿ ñòðåëêà èíäóöèðîâàíà óìíîæåíèåì, à âòîðàÿ � åñòåñòâåííîå âëîæåíèå. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî èìååòñÿ êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

π∗I
π∗(α)

//

$$ $$

OX̃

OX̃/X(1)
, �

;;

Â ÷àñòíîñòè, ïó÷îê OX̃/X(1) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ïó÷êîì èäåàëîâ â OX̃ . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó

ïîäñõåìà â X̃ îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííîé ôàêòîðàëãåáðîé ⊕(I k/I k+1) ∼= ⊕(I k ⊗OX OZ), è ñëå-

äîâàòåëüíî (â ñèëó Ëåììû 17.1) èçîìîðôíà ðàññëîåííîìó ïðîèçâåäåíèþ BlZ(X)×XZ. Ýòà ïîäñõåìà

E := BlZ(X)×X Z = π−1(Z) ⊂ BlZ(X)

(ãäå π−1(Z) � ñõåìíûé ïðîîáðàç Z) íàçûâàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì äèâèçîðîì ðàçäóòèÿ. ×àñòî ðàñ-

ñìàòðèâàþò ñëåäóþùóþ �äèàãðàììó ðàçäóòèÿ�

E
i //

p

��

BlZ(X)

π

��

BlZ(X) \ Eoo

Z
j // X X \ Zoo

Äèàãðàììà êîììóòàòèâíà, ìîðôèçìû i è j � çàìêíóòûå âëîæåíèÿ, à ãîðèçîíòàëüíûå ñòðåëêè â

ïðàâîé ÷àñòè � îòêðûòûå âëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 19.1. Èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð E ðàçäóòèÿ ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå, à åãî

ïó÷îê èäåàëîâ èçîìîðôåí ñêðó÷èâàþùåìó ïó÷êó OBlZ(X)(−E) ∼= OBlZ(X)/X(1). Ñàì èñêëþ÷èòåëüíûé

äèâèçîð èçîìîðôåí ïðîåêòèâíîìó ñïåêòðó

E ∼= ProjZ

( ∞⊕
k=0

I k/I k+1

)
,

ïðè÷åì òàê, ÷òî OE(−E) ∼= OE/Z(1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî äèâèçîð Êàðòüå � ïîäìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå â ëþáîé äîñòàòî÷íî

ìàëåíüêîé ëîêàëüíîé êàðòå Spec(A) çàäàåòñÿ îäíèì óðàâíåíèåì ϕ = 0, ïðè÷åì ϕ ∈ A íå ÿâëÿåòñÿ

äåëèòåëåì íóëÿ. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ìîðôèçì A
ϕ−−→ A ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì, à åãî îáðàç

èçîìîðôåí èäåàëó äèâèçîðà. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîäñõåìà ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå, åñëè åå ïó÷îê

èäåàëîâ îáðàòèì. Ðîâíî ýòî âûïîëíåíî äëÿ èñêëþ÷èòåëüíîãî äèâèçîðà E � ïî ïîñòðîåíèþ åãî

èäåàë èçîìîðôåí OBlZ(X)/X(1), è â ÷àñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ïó÷êîì.

Îïèñàíèå ñàìîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî äèâèçîðà áûëî óñòàíîâëåíî âûøå, à ñâÿçü ìåæäó ëèíåéíûìè

ðàññëîåíèÿìè íà íåì î÷åâèäíà. �

Òåì ñàìûì, ïðî ðàçäóòèå ìîæíî äóìàòü êàê ïðî ïðîöåññ ïðåâðàùåíèÿ ïîäñõåìû â äèâèçîð Êàð-

òüå. Òàê, â Ïðèìåðàõ 18.3 è 18.5 òî÷êà íà ïëîñêîñòè ïðåâðàùàåòñÿ â ïðÿìóþ, à â Ïðèìåðàõ 18.4

è 18.6 îñîáàÿ òî÷êà êðèâîé (îíà íå ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå � îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî åå èäåàë

ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè, à íå îäíèì) ïðåâðàùàåòñÿ â äâå èëè îäíó íåîñîáûå òî÷êè. Ýòî äàåò

ñâîéñòâî, êîòîðîå ÷àñòî íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì ðàçäóòèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 19.2. Ïóñòü φ : S → X ìîðôèçì, òàêîé ÷òî ñõåìíûé ïðîîáðàç φ−1(Z) ïîäñõåìû

Z ⊂ X ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå. Òîãäà ìîðôèçì φ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïîäíèìàåòñÿ äî

ìîðôèçìà φ̃ : S → BlZ(X), òàêîãî ÷òî π ◦ φ̃ = φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I � èäåàë ïîäñõåìû Z. Ïî óñëîâèþ ìîðôèçì φ∗I
φ∗(α)−−−−−→ φ∗O ðàñêëàäû-

âàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

φ∗(I ) � OS(−D) ↪→ OS = φ∗OX ,

ãäå D = φ−1(Z) ⊂ S � äèâèçîð Êàðòüå. Î÷åâèäíî êîìïîçèöèÿ

φ∗(I )⊗k � OS(−D)⊗k = OX(−kD) ↪→ OS = φ∗OX

ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà, êàê êîìïîçèöèÿ

φ∗(I )⊗k = φ∗(I ⊗k) � φ∗(I k)→ φ∗OX .

ñëåäîâàòåëüíî, ìîðôèçì φ∗(I )⊗k � OX(−kD) ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â êîìïîçèöèþ ñþðúåêöèé

φ∗(I )⊗k � φ∗(I k) � OX(−kD) (ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñòðîåííûå

ïðè ðàçíûõ k ñþðúåêöèè φ∗(I k) → OS(−kD) ñîãëàñîâàíû ñ óìíîæåíèåì, ñëåäîâàòåëüíî çàäàþò

ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð
∞⊕
k=0

φ∗(I k) �
∞⊕
k=0

OS(−kD),

è ñëåäîâàòåëüíî çàìêíóòîå âëîæåíèå ïðîåêòèâíûõ ñïåêòðîâ

S ∼= PS(OS(D)) = ProjS

( ∞⊕
k=0

OS(−kD)

)
↪→ ProjS

( ∞⊕
k=0

φ∗(I k)

)
= S ×X BlZ(X).

Ïðîåêöèÿ èç ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ çàäàåò ìîðôèçì φ̃ : S → BlZ(X), òàêîé ÷òî π ◦ φ̃ = φ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îí åäèíñòâåíåí (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðíóòü òó æå êîíñòðóêöèþ â îáðàòíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). �

Äîêàçàííîå ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ïîëåçíûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîðôèçìîâ â ðàçäóòèå, îäíà-

êî îíî íå ÿâëÿåòñÿ ïî íàñòîÿùåìó óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì, òàê êàê îïèñûâàåò íå âñå ìîðôèçìû

â BlZ(X), à òîëüêî ÷àñòü èç íèõ. Â ñàìîì äåëå, ëþáîé ìîðôèçì S → BlZ(X), îáðàç êîòîðîãî ñîäåð-

æèòñÿ â èñêëþ÷èòåëüíîì äèâèçîðå, íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí òàêèì îáðàçîì, òàê êàê åãî êîìïîçèöèÿ ñ

ïðîåêöèåé π : BlZ(X)→ X ïåðåâîäèò S â Z, à çíà÷èò ïðîîáðàçîì Z ÿâëÿåòñÿ âñå S, ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ

äèâèçîðîì Êàðòüå.
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Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ èñïîëüçîâàíèÿ �óíèâåðñàëüíîãî� ñâîéñòâà ðàçäóòèÿ.

Óïðàæíåíèå 19. Ïóñòü φ : X ′ → X � ìîðôèçì, à Z ⊂ X � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà. Ðàññìîòðèì

ñõåìíûé ïðîîáðàç Z ′ = φ−1(Z) ⊂ X ′. Ïîêàæèòå, ÷òî ìîðôèçì φ îäíîçíà÷íî ïîäíèìàåòñÿ äî

ìîðôèçìà φ̃ : BlZ′(X
′)→ BlZ(X). À ÷òî ïðîèñõîäèò, åñëè X ′ = Z?

Ïðèìåð 19.3. Ïóñòü X = Spec(k[x, y, z]/(xz − y2)) � äâóìåðíûé êâàäðàòè÷íûé êîíóñ, à I � èäåàë

ïðÿìîé Z = {x = y = 0} íà íåì. Òîãäà èìååì ðåçîëüâåíòó

A⊕A

( y z
−x −y

)
−−−−−−−→ A⊕A (x,y)−−−−→ I → 0,

îòêóäà Zs ⊂ X×P1 çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè uy−vx = 0 è uz−vy = 0. Ðàññìîòðèì íóëè ýòèõ óðàâíåíèé

â X × P1. Äëÿ ýòîãî ïîêðîåì X × P1 äâóìÿ êàðòàìè {u = 1} è {v = 1}.
Êàðòà {u = 1} èçîìîðôíà A2 ñ êîîðäèíàòàìè v è x, à îñòàëüíûå ôóíêöèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

íèõ y = vx, z = v2x. Â ÷àñòíîñòè, ïðîîáðàç Z â ýòîé êàðòå çàäàåòñÿ îäíèì óðàâíåíèåì x = 0.

Àíàëîãè÷íî, êàðòà {v = 1} èçîìîðôíà A2 ñ êîîðäèíàòàìè u è z, à y = uz, x = u2z. Â ÷àñòíîñòè,

ïðîîáðàç Z â ýòîé êàðòå çàäàåòñÿ îäíèì óðàâíåíèåì uz = 0. Òåì ñàìûì ïðîîáðàç Z â Zs ÿâëÿåòñÿ

äèâèçîðîì Êàðòüå, ñëåäîâàòåëüíî ïî óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó, ñóùåñòâóåò ìîðôèçì Zs → BlZ(X).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åãî êîìïîçèöèÿ ñ ïîñòðîåííûì âûøå âëîæåíèåì BlZ(X) ↪→ X × P1 ñîâïàäàåò ñ

âëîæåíèåì Zs. Çíà÷èò Zs ⊂ BlZ(X) ⊂ X × P1. Âìåñòå ñ âëîæåíèåì Ëåììû 18.2, ýòî äîêàçûâàåò

èçîìîðôèçì BlZ(X) ∼= Zs.

Óïðàæíåíèå 20. Ïðîâåðüòå, ÷òî ðàçäóòèå èç Ïðèìåðà 19.3 èçîìîðôíî àôôèíèçàöèè AP1(OP1(−2)).

Óïðàæíåíèå 21. Îïèøèòå ðàçäóòèå êîíóñà Spec(k[x, y, z]/(xz − y2)) â âåðøèíå.
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Ëåêöèÿ VI. Ëîêàëüíî ïîëíûå ïåðåñå÷åíèÿ

20. Ðåãóëÿðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñå÷åíèÿ

Êàê ìû âèäåëè íà ïðîøëîé ëåêöèè, ðàçäóòèå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò âûãëÿäåòü äîâîëüíî ñëîæíî.

Åñòü îäíàêî, äîâîëüíî øèðîêèé êëàññ ïîäñõåì, ðàçäóòèÿ êîòîðûõ óñòðîåíû ïðîñòî.

Îïðåäåëåíèå 20.1. Ïîäñõåìà Z ⊂ X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì, åñëè äëÿ ëþáîé

òî÷êè z ∈ Z ñóùåñòâóåò åå îêðåñòíîñòü U ⊂ X è ðåãóëÿðíàÿ â òî÷êå z ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

s1, . . . , sk â Γ(U,OU ), òàêàÿ ÷òî

Z ∩ U = Zs1,...,sk = {s1 = · · · = sk = 0} ⊂ U.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé â z, åñëè äëÿ âñåõ i ôóíêöèÿ si+1 íå ÿâëÿåòñÿ

äåëèòåëåì íóëÿ â êîëüöå OU,z/(s1, . . . , si), è ïðîñòî ðåãóëÿðíîé, åñëè îíà ðåãóëÿðíà âî âñåõ òî÷êàõ

ñõåìû Zs1,...,sk . Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè Zs1,...,si,si+1 ⊂ Zs1,...,si � äèâèçîð Êàðòüå â îêðåñòíîñòè Zs1,...,sk .

Çàìå÷àíèå 20.2. Âàæíîå (õîòÿ è òàâòîëîãè÷åñêîå) çàìå÷àíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè ñõåìà íóëåé

Zs1,...,sk ïóñòà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s1, . . . , sk ïî îïðåäåëåíèþ ðåãóëÿðíà.

Êàê ìû óâèäèì ÷óòü íèæå, äëèíà ðåãóëÿðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäàþùåé íåïóñòóþ ïîäñõåìó

Z ⊂ X, íå çàâèñèò îò åå âûáîðà (òàê êàê îíà ðàâíà ðàíãó íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê ïîäñõåìå Z,

Ïðåäëîæåíèå 22.1), à åñëè ïîäñõåìà Z ñâÿçíà, òî è îò òî÷êè z. Îíà íàçûâàåòñÿ êîðàçìåðíîñòüþ

ëîêàëüíî ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ (è â ñëó÷àå, êîãäà ñõåìû ðàâíîðàçìåðíîñòíûå, ðàâíà êîðàçìåðíîñòè â

îáû÷íîì ñìûñëå ñëîâà).

Ñëåäóþùàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà ïîíÿòèÿ ðåãóëÿðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè î÷åíü óäîáíà. Ïóñòü E

� âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàíãà k, à s ∈ Γ(X,E ∗) � ñå÷åíèå äâîéñòâåííîãî ðàññëîåíèÿ. Â îêðåñòíîñòè

âñÿêîé òî÷êè z ∈ X ðàññëîåíèå ìîæíî òðèâèàëèçîâàòü. Òîãäà ñå÷åíèå áóäåò ëîêàëüíî çàäàâàòüñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôóíêöèé äëèíû k.

Îïðåäåëåíèå 20.3. Ñå÷åíèå s ∈ Γ(X,E ∗) âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ðåãóëÿðíî (â òî÷êå z), åñëè ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ðåãóëÿðíà (â ýòîé òî÷êå).

Çàìåòèì, ÷òî ðàçíûå âûáîðû òðèâèàëèçàöèè ðàññëîåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò åãî ñå÷åíèå â âèäå ðàçíûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíêöèé è àïðèîðè íå ÿñíî, ïî÷åìó ðåãóëðíîñòü îäíîé èç íèõ ðàâíîñèëüíà ðå-

ãóëÿðíîñòè äðóãîé (òî åñòü íåÿñíî, êîððåêòíî ëè äàííîå îïðåäåëåíèå). Ìû ñêîðî, îäíàêî, ïðîâåðèì

(Ñëåäñòâèå 21.3), ÷òî âñå òóò õîðîøî. Ïîêà æå îòìåòèì î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 20.4. Ïîäñõåìà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì êîðàçìåðíîñòè k òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ëîêàëüíî îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñõåìà íóëåé ðåãóëÿðíîãî ñå÷åíèÿ âåêòîðíîãî

ðàññëîåíèÿ ðàíãà k.

Âîò î÷åíü ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü (íî áóäåì èì ïîëüçîâàòüñÿ!).

Òåîðåìà 20.5. Ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ E ∗ ðàíãà k íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè X ðåãóëÿðíî, òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà codim(Zs) = k.

Íà ñàìîì äåëå, ãëàäêîñòü çäåñü íå íóæíà, à íóæíî áîëåå ñëàáîå ñâîéñòâî X, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ

Êîýí�Ìàêîëååâîñòü. Ýòî ñâîéñòâî, â ÷àñòíîñòè, íàñëåäóåòñÿ ñõåìîé íóëåé ðåãóëÿðíîãî ñå÷åíèÿ �

åñëè X Êîýí�Ìàêîëååâî, à s � ðåãóëÿðíîå ñå÷åíèå, òî Zs òîæå Êîýí�Ìàêîëååâî (õîòÿ çàïðîñòî

ìîæåò áûòü îñîáûì, äàæå åñëè X ãëàäêî).
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21. Êîìïëåêñû Êîøóëÿ

Îïðåäåëåíèå 21.1. Ïóñòü {s1, . . . , sk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé íà X. Äëÿ êàæäîãî i ðàñ-

ñìîòðèì äâó÷ëåííûé êîìïëåêñ K(si) := {OX
si−−→ OX}. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âñåõ òàêèõ êîì-

ïëåêñîâ

K(s1, . . . , sk) :=
k⊗
i=1

K(si)

íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñîì Êîøóëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè s1, . . . , sk.

Êîìïîíåíòà êîìïëåêñà Êîøóëÿ â (êîãîìîëîãè÷åñêîé) ãðàäóèðîâêå −p � ñâîáîäíûé ìîäóëü ðàí-

ãà
(
k
p

)
, à äèôôåðåíöèàë d−p : K(s1, . . . , sk)

−p → K(s1, . . . , sk)
1−p ìîæåò áûòü çàïèñàí ñëåäóþùèì

îáðàçîì

d−p(a)i1,...,ip−1 =

p−1∑
t=0

(−1)t
∑

it<i<it+1

ai1,...,it−1,i,it+1,...,ip−1si.

Íèæå âûïèñàíû êîìïëåêñû Êîøóëÿ äëÿ k = 2 è k = 3.

K(s1, s2) =

{
OX

(
−s2
s1

)
−−−−−−→ OX ⊕ OX

( s1 s2 )−−−−−−→ OX

}
,

K(s1, s2, s3) =

OX

(
s1
s2
s3

)
−−−−−→ OX ⊕ OX ⊕ OX

(
0 −s3 −s2
s3 0 −s1
s2 s1 0

)
−−−−−−−−−−−→ OX ⊕ OX ⊕ OX

( s1 s2 s3 )−−−−−−−−→ OX

 ,

Óïðàæíåíèå 22. Ïóñòü s ëåæèò â èäåàëå (s1, . . . , sk), ïîðîæäåííîì ôóíêöèÿìè s1, . . . , sk. Ïðî-

âåðüòå, ÷òî ìîðôèçì êîìïëåêñîâ s : K(s1, . . . , sk) → K(s1, . . . , sk), çàäàííûé óìíîæåíèåì íà s,

ãîìîòîïåí íóëþ. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî âñå êîãîìîëîãèè êîìïëåêñà K(s1, . . . , sn) ñîñðåäîòî÷åíû

íà ñõåìå Z(s1, . . . , sk).

Ëåììà 21.2. Êîãîìîëîãèÿ êîìïëåêñà Êîøóëÿ K(s1, . . . , sk) â êðàéíåì ïðàâîì ÷ëåíå ðàâíà

H 0(K(s1, . . . , sk)) ∼= OZ(s1,...,sk) = OX/(s1, . . . , sk).

Áîëåå òîãî, ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

(i) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s1, . . . , sk ðåãóëÿðíà â òî÷êå z ∈ X;
(ii) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z êîìïëåêñ Êîøóëÿ K(s1, . . . , sk) òî÷åí âåçäå, êðîìå ñòåïåíè 0;

(iii) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z êîìïëåêñ Êîøóëÿ K(s1, . . . , sk) òî÷åí â ñòåïåíè −1.

Çàìåòèì, ÷òî âíå Z(s1, . . . , sk) êîìïëåêñ Êîøóëÿ àöèêëè÷åí â ñèëó Óïðàæíåíèÿ 22.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèëíî, òàê êàê Im(d−1) � èäåàë, ïîðîæäåííûé s1, . . . , sk.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî k. Ïðè k = 0 äîêàçûâàòü íå÷åãî. Äîïóñòèì k ≥ 1 è

óòâåðæäåíèå ïðè k − 1 äîêàçàíî.

Äîêàæåì èìïëèêàöèþ (i)⇒ (ii). Ïî îïðåäåëåíèþ K(s1, . . . , sk) = K(s1, . . . , sk−1)⊗K(sk), òî åñòü

K(s1, . . . , sk) ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé áèêîìïëåêñà

. . .
d−3
// K(s1, . . . , sk−1)−2 d−2

// K(s1, . . . , sk−1)−1 d−1
// K(s1, . . . , sk−1)0

. . .
d−3 // K(s1, . . . , sk−1)−2

sk

OO

d−2
// K(s1, . . . , sk−1)−1

sk

OO

d−1
// K(s1, . . . , sk−1)0

sk

OO
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Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s1, . . . , sk ðåãóëÿðíà, òî s1, . . . , sk−1 òîæå ðåãóëÿðíà â z, à çíà÷èò êîãîìîë-

ãèè ãîðèçîíòàëüíûõ äèôôåðåíöèàëîâ ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè åñòü òîëüêî â ïðàâîì ñòîëáöå è

ðàâíû OZs1,...,sk−1
, à âåðòèêàëüíûé äèôôåðåíöèàë çàäàåò îòîáðàæåíèå

OZs1,...,sk−1

sk−−→ OZs1,...,sk−1
.

Íî sk íå ÿâëÿåòñÿ â OZs1,...,sk−1
äåëèòåëåì íóëÿ, çíà÷èò ýòîò ìîðôèçì èíúåêòèâåí. Ñëåäîâàòåëüíî,

ó K(s1, . . . , sk) íåò êîãîìîëîãèé íèãäå, êðîìå êðàéíå ïðàâîãî ÷ëåíà.

Èìïëèêàöèÿ (ii)⇒ (iii) î÷åâèäíà.

Äîêàæåì òåïåðü èìïëèêàöèþ (iii)⇒ (i). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó K(s1, . . . , sk) íåò êîãîìîëîãèé â ñòå-

ïåíè −1. Ðàññìàòðèâàÿ â áèêîìïëåêñå âíà÷àëå ãîðèçîíòàëüíûé äèôôåðåíöèàë, ïîëó÷àåì äëèííóþ

òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

· · · →H −1(K(s1, . . . , sk−1))
sk−−→H −1(K(s1, . . . , sk−1))→H −1(K(s1, . . . , sk))→

→ OZs1,...,sk−1

sk−−→ OZs1,...,sk−1
→ OZs1,...,sk−1,sk

→ 0,

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîðôèçì sk â ïåðâîé ñòðîêå ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì. Íî åñëè óìíîæåíèå íà

ôóíêöèþ ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî ìîäóëÿ, òî íîñèòåëü ìîäóëÿ íå ïåðåñå-

êàåòñÿ ñî ñõåìîé íóëåé ôóíêöèè. Çíà÷èò â îêðåñòíîñòè òî÷êè z êîìïëåêñ K(s1, . . . , sk−1) íå èìååò

êîãîìîëîãèé â ñòåïåíè −1, è ñëåäîâàòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s1, . . . , sk−1 ðåãóëÿðíà â z. Îñòàåòñÿ

çàìåòèòü, ÷òî èç òî÷íîñòè âòîðîé ñòðîêè ñëåäóåò ÷òî sk íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ â OZs1,...,sk−1
, à

çíà÷èò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s1, . . . , sk òîæå ðåãóëÿðíà. �

Äëÿ ãëîáàëüíûõ êîíñòðóêöèé óäîáíî èìåòü ãëîáàëüíóþ âåðñèþ êîìïëåêñà Êîøóëÿ.

Ïóñòü E � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàíãà k, à s ∈ Γ(X,E ∗) � ñå÷åíèå äâîéñòâåííîãî. Ñîîòâåòñâóþ-

ùèé êîìïëåêñ Êîøóëÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

K(s) := {0→
∧
kE

s−−→
∧
k−1E

s−−→ . . .
s−−→
∧

2E
s−−→ E

s−−→ OX},

ãäå îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñâåðòêà ñ s. Èíà÷å ãîâîðÿ, îíè îïðåäåëÿþòñÿ êîììóòàòèâíîé

äèàãðàììîé ∧
pE

��

s //
∧
p−1E

��
E ⊗ E ⊗ · · · ⊗ E

s⊗id⊗···⊗id // E ⊗ · · · ⊗ E

â êîòîðîé âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè åñòåñòâåííûå âëîæåíèÿ (ëåãêî âèäåòü, ÷òî íèæíÿÿ ñòðåëêà ñîõðà-

íÿåò êîñîñèììåòðè÷íîñòü è, ñëåäîâàòåëüíî, èíäóöèðóåò âåðõíþþ ñòðåëêó).

Óïðàæíåíèå 23. Ïóñòü E òðèâèàëüíî, ϕ : E
∼−→ O⊕kX òðèâèàëèçàöèÿ, è ϕ∗(s1, . . . , sk) = s. Ïðî-

âåðüòå, ÷òî èçîìîðôèçìû ∧pϕ :
∧
pE

∼−→ O
⊕(kp)
X çàäàþò èõîìîðôèçì êîìïëåêñîâ K(s) ∼= K(s1, . . . , sk).

Ñëåäñòâèå 21.3. Ñå÷åíèå s ðàññëîåíèÿ E ∗ ðåãóëÿðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâó-

þùèé êîìïëåêñ Êîøóëÿ K(s) àöèêëè÷åí âåçäå, êðîìå ïðàâîãî ÷ëåíà. Â ÷àñòíîñòè, ðåãóëÿðíîñòü

ñå÷åíèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà òðèâèàëèçàöèè ðàññëîåíèÿ.

Ïðèìåð 21.4. Ïóñòü X = P(V ), E ∗ = V ⊗ OP(V )(1) è ñå÷åíèå s ñîîòâåòñòâóåò òîæäåñòâåííîìó

ìîðôèçìó idV . Òîãäà Zs = ∅, çíà÷èò s ðåãóëÿðíî è êîìïëåêñ Êîøóëÿ

0→
∧
nV ∗ ⊗ OP(V )(−n)→ · · · →

∧
2V ∗ ⊗ OP(V )(−2)→ V ∗ ⊗ OP(V )(−1)→ OP(V ) → 0

(ãäå n = dimV ) òî÷åí âî âñåõ ñòåïåíÿõ.



34

22. Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå

Íàïîìíèì, ÷òî êîíîðìàëüíûé ïó÷îê ê ïîäñõåìå Z ⊂ X, ñîîòâåòñòâóþùåé ïó÷êó èäåàëîâ I îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê I /I 2 (çàìåòèì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íàä ïó÷êîì êîëåö OX/I ∼= OZ , ïîýòîìó

åãî ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà Z). Â ñâîþ î÷åðåäü íîðìàëüíûé ïó÷îê îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê äâîéñòâåííûé ê êîíîðìàëüíîìó

NZ/X
∼= H omOZ (I /I 2,OZ).

Âîîáùå ãîâîðÿ, êîíîðìàëüíûé è íîðìàëüíûé ïó÷êè ê ïîäñõåìå ìîãóò áûòü óñòðîåíû äîâîëüíî

ñëîæíî, íî äëÿ ïîäñõåì, ÿâëÿþùèõñÿ ëîêàëüíî ïîëíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè îíè óñòðîåíû ïðîñòî.

Ïðåäëîæåíèå 22.1. Åñëè Z ⊂ X � ëîêàëüíî ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå êîðàçìåðíîñòè k, òî êîíîðìàëü-

íûé I /I 2 è íîðìàëüíûé NZ/X ïó÷êè ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíûìè ïó÷êàìè ðàíãà k. Áîëåå

òîãî, åñëè Z = Zs, ãäå s � ðåãóëÿðíîå ñå÷åíèå âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ E ∗, òî

I /I 2 ∼= E |Z , NZ/X
∼= E ∗|Z .

Îáðàòíî, åñëè êîíîðìàëüíûé ïó÷îê I /I 2 ëîêàëüíî ñâîáîäåí ðàíãà k, òî Z ⊂ X � ëîêàëüíî ïîëíîå

ïåðåñå÷åíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëîêàëüíî, ïîýòîìó (â ñèëó Ñëåäñòâèÿ 20.4) äîñòàòî÷íî äîêà-

çàòü âòîðîå. Áîëåå òîãî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî ïó÷êà, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü íåîáõîäèìûé

èçîìîðôèçì äëÿ êîíîðìàëüíîãî ïó÷êà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïó÷êà I ñ

òî÷íîé òðîéêîé 0→ I → OX → OZ → 0:

I ⊗I → I → I ⊗OX OZ → 0.

Ïåðâîå îòîáðàæåíèå èíäóöèðîâàíî óìíîæåíèåì ôóíêöèé, ïîýòîìó åãî îáðàç ðàâåí I 2, çíà÷èò

I /I 2 ∼= I ⊗OX OZ .

Òåïåðü ðàççìîòðèì êîìïëåêñ Êîøóëÿ êàê ðåçîëüâåíòó ïó÷êà I

· · · →
∧

2E
s−−→ E → I → 0.

Òåíçîðíî óìíîæàÿ åå íà OZ , ïîëó÷àåì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü∧
2E |Z

s|Z−−−→ E |Z → I ⊗OX OZ → 0.

Ïîñêîëüêó Z � ñõåìà íóëåé s, òî s|Z = 0, òî åñòü ïåðâîå îòîáðàæåíèå íóëåâîå, è çíà÷èò âòîðîå

îòîáðàæåíèå � èçîìîðôèçì. Òåì ñàìûì I /I 2 ∼= I ⊗OX OZ
∼= E |Z , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî I /I 2 � ëîêàëüíî ñâîáîäåí ðàíãà k è äîêàæåì, ÷òî Z � ëîêàëüíî

ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé k = 1. Âûáåðåì òî÷êó z ∈ Z è îáðàçóþùóþ ïó÷-

êà I /I 2 â îêðåñòíîñòè òî÷êè z, ïîäíèìåì åå (ïåðåõîäÿ ê åùå áîëåå ìàëåíüêîé îêðåñòíîñòè) äî

ñå÷åíèÿ ïó÷êà I è ðàññìîòðèì ïîëó÷åííûé ìîðôèçì OX
f−−→ I . Ïî ëåììå Íàêàÿìû ìîðôèçì f

ñþðúåêòèâåí â åùå áîëåå ìàëåíüêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z. Êðîìå òîãî, ïî ïîñòðîåíèþ, ó íàñ åñòü

êîììóòàòèâíûé êâàäðàò

OX
f // //

����

I

����
OZ

∼= // I /I 2,

â êîòîðîì âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè � îãðàíè÷åíèå íà Z. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íîñèòåëü ÿäðà ìîðôèç-

ìà f íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ Z. Çíà÷èò, ïåðåõîäÿ ê åùå áîëåå ìàëåíüêîé îêðåñòíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî f � èçîìîðôèçì. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî I � îáðàòèìûé èäåàë â îêðåñòíîñòè òî÷êè z è òåì ñàìûì

äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ k = 1.
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Âåðíåìñÿ òåïåðü ê îáùåìó ñëó÷àþ. Ïóñòü I /I 2 � ëîêàëüíî ñâîáîäåí ðàíãà k. Â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z ∈ Z ìîæíî âûáðàòü âëîæåíèå ðàññëîåíèé OZ ↪→ I /I 2 (òàê ÷òî ôàêòîð ëîêàëüíî ñâîáîäåí).

Ïîäíèìåì (ëîêàëüíî) ýòî âëîæåíèå äî ñå÷åíèÿ f ïó÷êà èäåàëîâ I è îáîçíà÷èì ÷åðåç I1 ⊂ I

èäåàë, ïîðîæäåííûé f . Ïî ïîñòðîåíèþ ìîðôèçì OX
f−−→ I1 ñþðúåêòèâåí, è òàê æå êàê è â ñëó÷àå

k = 1 ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî f èçîìîðôèçì â îêðåñòíîñòè òî÷êè z. Çíà÷èò ñîîòñâåòñòâóþùàÿ èäåàëó I1

ïîäñõåìà X1 ⊂ X ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå. Ïîêàæåì, ÷òî ïó÷îê èäåàëîâ Ī äëÿ Z ⊂ X1 ëîêàëüíî

ñâîáîäåí ðàíãà k − 1 (ïî èíäóêöèè ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî Z ⊂ X1 ëîêàëüíî ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå, à

çíà÷èò òàêæå è Z ⊂ X). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî Ī îïðåäåëÿåòñÿ èç òî÷íîé òðîéêè

0→ I1 → I → Ī → 0.

Îãðàíè÷èâàÿ åå íà Z ïîëó÷àåì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

I1 ⊗OX OZ → I /I 2 → Ī /Ī 2 → 0.

Ïîñêîëüêó I1
∼= OX , åå ïåðâûé ÷ëåí èçîìîðôåí OZ , à ïåðâàÿ ñòðåëêà î÷åâèäíî ñîâïàäàåò ñ èçíà-

÷àëüíûì âëîæåíèåì ðàññëîåíèé. Çíà÷èò, ïî åãî ïîñòðîåíèþ Ī /Ī 2 ëîêàëüíî ñâîáîäåí. �

Ïîñêîëüêó êîíîðìàëüíûé ïó÷îê äëÿ ëîêàëüíî ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ëîêàëüíî ñâîáîäåí, òî

I /I 2 ∼= N ∗
Z/X ,

ïîýòîìó ÷àñòî äëÿ êîíîðìàëüíîãî ïó÷êà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå N ∗
Z/X .

Ñëåäñòâèå 22.2. Åñëè Z ⊂ X � ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå äèâèçîðîâ Êàðòüå D1, . . . , Dk, òî

NZ/X
∼= OZ(D1)⊕ · · · ⊕ OZ(Dk), N ∗

Z/X
∼= OZ(−D1)⊕ · · · ⊕ OZ(−Dk).

23. Ðàçäóòèÿ ëîêàëüíî ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèé

Îïèøåì òåïåðü ñòðóêòóðó ðàçäóòèÿ ñ óåíòðîì â ëîêàëüíî ïîëíîì ïåðåñå÷íèè.

Ïðåäëîæåíèå 23.1. Ïóñòü E � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð â ðàçäóòèè ëîêàëüíî ïîëíîãî ïåðåñå-

÷åíèÿ Z ⊂ X. Òîãäà

E ∼= PZ(NZ/X), ïðè÷åì OE(E) ∼= OPZ(NZ/X)/Z(−1).

Åñëè Z ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé íóëåé ðåãóëÿðíîãî ñå÷åíèÿ s ðàññëîåíèÿ E ∗, òî BlZ(X) ⊂ PX(E ∗), è ÿâëÿ-

åòñÿ òàì ñõåìîé íóëåé åñòåñòâåííîãî ãëîáàëüíîãî ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ
∧

2E ∗ ⊗ OPX(E ∗)/X(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçäóòèÿ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî E ∼= Proj(⊕(I k/I k+1)), ïî-

ýòîìó äëÿ ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî I k/I k+1 ∼= Sk(N ∗
Z/X) (è ïðîâåðèòü

ñîãëàñîâàííîñòü ýòîãî èçîìîðôèçìà ñ óìíîæåíèåì). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî óìíîæåíèå

Sk(N ∗
Z/X) ∼= Sk(I /I 2)→ I k/I k+1

î÷åâèäíî ñþðúåêòèâíî. Òåì ñàìûì, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü åãî èíúåêòèâíîñòü. Ýòî óæå ëîêàëüíîå

óòâåðæäåíèå, ïîýòîìó íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìåñòà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Z ⊂ X � ñõåìà íóëåé ñå÷åíèÿ s

ëîêàëüíî ñâîáîäíîãî ïó÷êà E ∗ ðàíãà k. Â ýòîì ñëó÷àå êîìïëåêñ Êîøóëÿ
∧

2E
s−−→ E → I → 0 äàåò

âëîæåíèå ðàçäóòèÿ BlZ(X) â ñõåìó íóëåé X̃ ⊂ PX(E ∗) ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ
∧

2E ∗ ⊗ OPX(E ∗)/X(1).

Ïîêàæåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì (òåì ñàìûì, áóäåò äîêàçàíà è âòîðàÿ ÷àñòü ïðåäëîæå-

íèÿ). Ïîñêîëüêó ìû óæå çíàåì, ÷òî BlZ(X) ⊂ X̃, îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî X̃ ⊂ BlZ(X). Äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ìîðôèçì X̃ → BlZ(X), êîòîðûé â êîìïîçèöèè ñ âëîæåíèåì BlZ(X) ↪→ PX(E ∗)

ðàâíÿëñÿ áû âëîæåíèþ X̃ ↪→ PX(E ∗). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì ðàçäóòèÿ.

Â ñèëó óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà ðàçäóòèÿ, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ñõåìíûé ïðîîáðàç Z â X̃

ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå. Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî ñõåìíûé ïðîîáðàç Z â PX(E ∗) ðàâåí PZ(E ∗) è
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î÷åâèäíî ñîäåðæèòñÿ â X̃ (òàê êàê îãðàíè÷åíèå s íà Z ðàâíî íóëþ). Ïîýòîìó íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî

PZ(E ∗) ⊂ X̃ ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå.

Ýòî óòâåðæäåíèå ëîêàëüíîå, ïîýòîìó ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññëîåíèå E òðèâèàëüíî, à ñå÷åíèå s

çàäàåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ s1, . . . , sk. Òîãäà X̃ ⊂ X × Pk−1 çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

uisj − ujsi = 0

(ãäå (u1 : · · · : uk) � îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû íà Pk−1). Ðàññìîòðèì êàðòó X × Ak−1 ⊂ X × Pk−1, â

êîòîðîé u1 6= 0 (òåì ñàìûì, ìîæíî ñ÷èòàòü u1 = 1) è X̃1 := X̃ ∩ (X × Ak−1). Òîãäà èç óðàâíåíèé

ñëåäóåò, ÷òî â X̃1 âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

sj = ujs1,

è çíà÷èò

Z×Ak−1 = PZ(E ∗)∩(X×Ak−1) = {s1 = s2 = · · · = sk = 0} = {s1 = u2s1 = · · · = uks1 = 0} = {s1 = 0},

òî åñòü çàäàåòñÿ îäíèì óðàâíåíèåì. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî s1 íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ â OX̃1
.

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî Z×Ak−1 ⊂ X×Ak−1 � ëîêàëüíî ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå êîðàçìåðíîñòè k (îíî

çàäàåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ s1, s2, . . . , sk). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åãî æå ìîæíî çàäàòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (s2−u2s1, . . . , sk−uks1, s1), êîòîðàÿ ñëåäîâàòåëüíî òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé.

Íî ýòî êàê ðàç îçíà÷àåò, ÷òî s1 íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ â ôàêòîðå êîëüöà OX [u2, . . . , uk] ïî

èäåàëó (s2 − u2s1, . . . , sk − uks1), òî åñòü â OX̃1
. �

Ñëåäñòâèå 23.2. Óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ âûïîëíåíî, åñëè X è Z � îáà ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ.

24. Ïðèìåðû

Ïóñòü X = P(V ), P ∈ P(V ) òî÷êà, vP ∈ V � ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð, à V̄ = V/kvP .

Ëåììà 24.1. Ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì BlP (P(V )) ∼= PP(V̄ )(OP(V̄ ) ⊕ OP(V̄ )(−1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñþðúåêöèÿ V → V̄ èíäóöèðóåò âëîæåíèå V̄ ∗ ↪→ V ∗ è çàäàåò ñå÷åíèå

s ∈ H0(P(V ), V̄ ⊗ OP(V )(1)) ∼= V̄ ⊗ V ∗,

ñõåìà íóëåé êîòîðîãî � ýòî â òî÷íîñòè òî÷êà P . Ïîýòîìó,

BlP (V ) ⊂ PP(V )(V̄ ⊗ OP(V )(1)) ∼= P(V )× P(V̄ )

è ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé íóëåé ñå÷åíèÿ s̄ ðàññëîåíèÿ
∧

2(V̄ )⊗ OP(V )×P(V̄ )(1, 1), ñîîòâåòñòâóþùåãî èíäóöè-

ðîâàííîìó âëîæåíèþ
∧

2(V̄ ∗) ↪→ V ∗ ⊗ V̄ ∗. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåçîëüâåíòà

· · · →
∧

2(V̄ ∗)⊗ OP(V̄ )(−1)→ V ∗ ⊗ OP(V̄ ) → OP(V̄ ) ⊕ OP(V̄ )(1)→ 0

(ñóììà ïîäêðó÷åííîãî íà 1 êîìïëåêñà Êîøóëÿ íà P(V̄ ) è èçîìîðôèçìà OP(V̄ ) → OP(V̄ )) çàäàåò

âëîæåíèå ïðîåêòèâèçàöèè PP(V̄ )(OP(V̄ ) ⊕ OP(V̄ )(−1)) â PP(V̄ )(V ⊗ OP(V̄ ))
∼= P(V ) × P(V̄ ) â êà÷åñòâå

ñõåìû íóëåé òîãî æå ñàìîãî ñå÷åíèÿ òîãî æå ñàìîãî ðàññëîåíèÿ. �

Óïðàæíåíèå 24. Ïóñòü h è h̄ � îáðàòíûå îáðàçû íà BlP (P(V )) ∼= PP(V̄ )(OP(V̄ )⊕OP(V̄ )(−1)) êëàññîâ

ãèïåðïëîñêèõ ñå÷åíèé ñ P(V ) è P(V̄ ) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîâåðüòå, ÷òî êëàññ èñêëþ÷èòåëüíîãî

äèâèçîðà ðàçäóòèÿ ðàâåí e = h− h̄.

Óïðàæíåíèå 25. Ïóñòü Q ⊂ P(V ) � êâàäðèêà, òàêàÿ ÷òî P ∈ Q � åå ãëàäêàÿ òî÷êà. Ïðîâåðüòå,

÷òî BlP (Q) ∼= BlQ̄(P(V̄ )), ãäå Q̄ ⊂ P(V̄ ) � ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå êâàäðèêè è ãèïåðïëîñêîñòè.

Óïðàæíåíèå 26. Ïóñòü W ⊂ V ïîäïðîñòðàíñòâî. Îïèøèòå BlP(W )(P(V )) êàê ïðîåêòèâèçàöèþ

ðàññëîåíèÿ íà P(V/W ).
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Ëåêöèÿ VII. Ïðèìåðû ðàçäóòèé

25. Ïîëíûå è ñîáñòâåííûå ïðîîáðàçû

Ïóñòü π : BlZ(X) → X � ðàçäóòèå ïîäñõåìû Z ⊂ X, à Y ⊂ X � åùå îäíà ïîäñõåìà. Åñòü äâà

ðàçíûõ ñïîñîáà ïîñòðîèòü ïî íåé ïîäñõåìó â ðàçäóòèè.

Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ðàññìîòðåòü ñõåìíûé ïðîîáðàç π−1(Y ) ⊂ BlZ(X), îí íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïðî-

îáðàçîì Y . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà ðàçäóòèÿ ñëåäóåò, ÷òî âëîæåíèå Y ↪→ X

îäíîçíà÷íî ïîäíèìàåòñÿ äî âëîæåíèÿ

BlY ∩Z(Y ) ↪→ BlZ(X).

Åãî îáðàç íàûçâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ïðîîáðàçîì Y â BlZ(X) è îáîçíà÷àåòñÿ π∗(Y ).

Óïðàæíåíèå 27. Ïóñòü Y ∩ Z ⊂ Y � äèâèçîð Êàðòüå (íàïðèìåð, ýòî òàê, åñëè Y ∩ Z = ∅).
Ïîêàæèòå, ÷òî π∗(Y ) ∼= Y .

Óïðàæíåíèå 28. Ïóñòü Y ⊂ Z. Ïðîâåðüòå, ÷òî π∗(Y ) = ∅.

Ëåììà 25.1. Ïóñòü Y � öåëîñòíàÿ ñõåìà. Òîãäà π∗(Y ) = π−1(Y \ Z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Y ⊂ Z, òî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ïóñòû. Åñëè æå Y 6⊂ Z, òî π−1(Y \ Z)

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì â çàìêíóòîé ïîäñõåìå BlY ∩Z(Y ) ⊂ BlZ(X), ñëåäîâàòåëüíî åå

çàìûêàíèå ñîäåðæèòñÿ â ñîáñòâåííîì ïðîîáðàçå. Êðîìå òîãî, BlY ∩Z(Y ) öåëîñòíàÿ ñõåìà (òàê êàê

ñîîòâåòñâóþùèé ïó÷îê àëãåáð ⊕I k
Y ∩Z,Y ⊂ OY [t] íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ), à π−1(Y \ Z) �

íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â íåé (äîïîëíåíèå äî èñêëþ÷èòåëüíîãî äèâèçîðà), çíà÷èò îíî

ïëîòíî, à BlY ∩Z(Y ) ðàâíî åãî çàìûêàíèþ. �

Ïî îïðåäåëåíèþ, âñåãäà âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå π∗(Y ) ⊂ π−1(Y ) (òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ ñîáñòâåí-

íîãî ïðîîáðàçà π(π∗(Y )) ⊂ Y ). Îáñóäèì, ÷òî ïðîèñõîäèò â ñëó÷àå, êîãäà Y = D � äèâèçîð Êàðòüå,

ñîäåðæàùèé Z, ñàìî Z ÿâëÿåòñÿ öåëîñòíûì ëîêàëüíî ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì, ïðè÷åì

∞⋂
k=0

I k
Z = 0

(ãåîìåòðè÷åñêè, ýòî îçíà÷àåò ÷òî Z íå ñîäåðæèòñÿ â íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòå X). Ïî îïðåäåëåíèþ,

âëîæåíèå Z ⊂ D îçíà÷àåò, ÷òî OX(−D) = ID ⊂ IZ . Ïóñòü m � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî

ID ⊂ Im
Z (îíî íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ D âäîëü Z), îíî ñóùåñòâóåò ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 25.2. Åñëè m � êðàòíîñòü D âäîëü Z, òî π∗(D) òîæå äèâèçîð Êàðòüå, ïðè÷åì

π−1(D) = π∗(D) +mE.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíåèþ BlZ(X) = ProjX(⊕I k
Z ) è BlZ(D) = ProjD(⊕I k

Z,D). Êðîìå òîãî,

åñòåñòâåííûé ìîðôèçì IZ → IZ,D î÷åâèäíî ñþðúåêòèâåí, à åãî ÿäðî ðàâíî ID. Ñëåäîâàòåëüíî,

åñòåñòâåííûé ìîðôèçì I k
Z → I k

Z,D òîæå ñþðúåêòèâåí, à åãî ÿäðî ðàâíî I k
Z ∩ID. Ïîýòîìó ñîáñòâåí-

íûé ïðîîáðàç D ñîîòâåòñòâóåò ãðàäóèðîâàííîìó ïó÷êó èäåàëîâ ⊕(I k
Z ∩ID). Ïðè k ≤ m î÷åâèäíî

èìååì I k
Z ∩ID = ID. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè k ≥ m âûïîëíåíî

I k
Z ∩ID = ID ·I k−m

Z .

Âîïðîñ ëîêàëüíûé, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èäåàë ID ãëàâíûé è ïîðîæäåí ýëåìåíòîì f . Çíà÷èò,

íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè fg ∈ I k
Z , òî g ∈ I k−m

Z . Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî k. Ïðè k = m äîêàçûâàòü

íå÷åãî. Ïóñòü k > m. Òàê êàê fg ∈ I k
Z ⊂ I k−1

Z , òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè g ∈ I k−m−1
Z .
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Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì f ∈ Im
Z , òî êëàññ f · g â I k−1

Z /I k
Z , ðàâíûé íóëþ ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ðàâåí

ïðîèçâåäåíèþ êëàññà f̄ ∈ Im
Z /I

m+1
Z è êëàññà ḡ ∈ I k−m−1

Z /I k−m
Z îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà

(Im
Z /I

m+1
Z )⊗ (I k−m−1

Z /I k−m
Z ) = Sm(N ∗

Z/X)⊗ Sk−m−1(N ∗
Z/X)→ Sk−1(N ∗

Z/X) = I k−1
Z /I k

Z .

Òàê êàê Z öåëîñòíà, à N ∗
Z/X ëîêàëüíî ñâîáîäåí, àëãåáðà ⊕Sk(N ∗

Z/X) íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ,

ïîýòîìó çàíóëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ f̄ · ḡ îçíà÷àåò, ÷òî îäèí èç ìíîæèòåëåé ðàâåí íóëþ. Íî åñëè f̄ = 0,

òî f ∈ Im+1
Z , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ÷èñëà m. Çíà÷èò ḡ = 0, òî åñòü g ∈ I k−m

Z , ÷òî è

òðåáîâàëîñü.

Èç äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà I k
Z∩ID = ID ·I k−m

Z ñ ó÷åòîì îáðàòèìîñòè èäåàëà ID
∼= OX(−D), ñëå-

äóåò ÷òî èäåàë ñîáñòâåííîãî ïðîîáðàçà π∗(D) èçîìîðôåí èäåàëó π∗OX(−D)⊗OBlZ(X)(mE) (âòîðîé

ñîìíîæèòåëü îòâå÷àåò çà ñäâèã ãðàäóèðîâêè íà m). Ýòîò èäåàë îáðàòèì, çíà÷èò π∗(D) � äèâèçîð

Êàðòüå. Íåîáõîäèìîå ðàâåíñòâî òîæå ñëåäóåò. �

Óïðàæíåíèå 29. Ïóñòü X ⊂ P(V ) � öåëîñòíàÿ ñõåìà, à Cone(X) ⊂ A(V ) � êîíóñ íàä íåé ñ

âåðøèíîé â òî÷êå 0 ∈ A(V ). Ïîêàæèòå, ÷òî Bl0(Cone(X)) ∼= AX(OP(V )(−1)|X), à èñêëþ÷èòåëüíûé

äèâèçîð ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ñå÷åíèåì.

Âîò åùå îäíî ïðîñòîå, íî ïîëåçíîå íàáëþäåíèå.

Ëåììà 25.3. Ïóñòü Z ⊂ X � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè. Òîãäà ðàçäóòèå

BlZ(X) òîæå ãëàäêî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê BlZ(X) \ E = X \ Z, òî ðàçäóòèå ãëàäêî âíå E. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè

äèâèçîð Êàðòüå ïðîõîäèò ÷åðåç íåãëàäêóþ òî÷êó ìíîãîîáðàçèÿ, òî îí è ñàì íå ãëàäîê â ýòîé òî÷êå

(ñðàâíèòå ðàçìåðíîñòè êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ â ýòîé òî÷êå). Îäíàêî, òàê êàê Z ⊂ X � ëîêàëüíî

ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå, òî E ∼= PZ(NZ/X) ãëàäêî â ñèëó ãëàäêîñòè Z è ëîêàëüíîé ñâîáîäíîñòèNZ/X . �

26. Ïðîñòûå ïðèìåðû

Ïóñòü X = P(V ), Z = P(W ) è W ⊂ V � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ëåììà 26.1. Ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì BlP(W )(P(V )) ∼= PP(V/W )(W ⊗ OP(V/W ) ⊕ OP(V/W )(−1)).

BlP(W )(P(V ))
ðàçäóòèå

xx

ïðîåêòèâèçàöèÿ

''
P(V ) P(V/W )

Åñëè H è H̄ � êëàññû ãèïåðïëîñêèõ ñå÷åíèé íà P(V ) è P(V/W ), à E � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð

ðàçäóòèÿ, òî â ãðóïïå êëàññîâ äèâèçîðîâ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

E = H − H̄,

à ñàì èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð èçîìîðôåí E ∼= P(W )× P(V/W ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñþðúåêöèÿ V → V/W èíäóöèðóåò âëîæåíèå (V/W )∗ ↪→ V ∗ è çàäàåò ñå÷åíèå

s ∈ H0(P(V ), (V/W )⊗ OP(V )(1)) ∼= (V/W )⊗ V ∗,

ñõåìà íóëåé êîòîðîãî � ýòî â òî÷íîñòè ïîäïðîñòðàíñòâî Z = P(W ). Èíà÷å ãîâîðÿ, P(W ) ⊂ P(V )

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì dimV − dimW ãèïåðïëîñêîñòåé, à êàíîíè÷åñêè ýòî çàïèñûâàåòñÿ

èìåííî êàê ñõåìà íóëåé ñå÷åíèÿ s, êîòîðîå, êñòàòè, òåì ñàìûì ðåãóëÿðíî. Ïîýòîìó, åñòü âëîæåíèå

BlP(W )(P(V )) ↪→ PP(V )((V/W )⊗ OP(V )(1)) ∼= P(V )× P(V/W ),
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à åãî îáðàç ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé íóëåé ñå÷åíèÿ s̄ ðàññëîåíèÿ
∧

2(V/W )⊗OP(V )×P(V/W )(1, 1), ñîîòâåòñòâó-

þùåãî èíäóöèðîâàííîìó âëîæåíèþ
∧

2(V/W )∗ ↪→ V ∗ ⊗ (V/W )∗. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåçîëüâåíòà

· · · →
∧

2(V/W )∗ ⊗ OP(V/W )(−1)→ V ∗ ⊗ OP(V/W ) →W ∗ ⊗ OP(V/W ) ⊕ OP(V/W )(1)→ 0

(ñóììà èçîìîðôèçìà W ∗ ⊗ OP(V/W ) → W ∗ ⊗ OP(V/W ) è ïîäêðó÷åííîãî íà OP(V/W )(1) êîìïëåê-

ñà Êîøóëÿ íà P(V/W )) çàäàåò âëîæåíèå ïðîåêòèâèçàöèè PP(V/W )(W ⊗ OP(V/W ) ⊕ OP(V/W )(−1)) â

PP(V/W )(V ⊗ OP(V/W )) ∼= P(V ) × P(V/W ) â êà÷åñòâå ñõåìû íóëåé òîãî æå ñàìîãî ñå÷åíèÿ òîãî æå

ñàìîãî ðàññëîåíèÿ.

×òîáû îïèñàòü êëàññ èñêëþ÷èòåëüíîãî äèâèçîðà E, çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåííîì âûøå âëîæå-

íèè ðàçäóòèÿ îí îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ êëàññîì ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ OPP(V )((V/W )⊗OP(V )(1))/P(V )(−1), òî

åñòü ñ H−H̄, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Îòîæäåñòâëåíèå ñàìîãî äèâèçîðà ñ ïðîèçâåäåíèåì P(W )×P(V/W )

òîæå î÷åâèäíî. �

Íåñìîòðÿ íà ñâîþ ïðîñòîòó, ýòîò ïðèìåð âåñüìà ïîëåçåí, íàïðèìåð, äëÿ îïèñàíèÿ ëèíåéíûõ ïðî-

åêöèé ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

Ëåììà 26.2. Ïóñòü Pn ∼= P(W ) ⊂ Q ⊂ P(V ) ∼= P2n+1, ãäå Q � ãëàäêàÿ êâàäðèêà ðàçìåðíîñòè 2n,

à P(W ) � ìàêñèìàëüíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íà íåé. Òîãäà

BlP(W )(Q) ∼= PP(V/W )(ΩP(V/W )(1)⊕ OP(V/W )(−1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êâàäðèêà Q ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì òèïà 2H â P(V ). Òàê êàê îíà ïðîõîäèò ÷åðåç

öåíòð ðàçäóòèÿ â äèàãðàììå Ëåììû 26.1, òî â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 25.2 íà ðàçäóòèè åå ñîáñòâåííûé

ïðîîáðàç ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì êëàññà 2H − E = H + H̄. Ðàññìîòðèì åãî ïðîåêöèþ íà P(V/W ). Òàê

êàê H + H̄ îãðàíè÷èâàåòñÿ íà ñëîè ïðîåêòèâèçàöèè êàê ãèïåðïëîñêîñòü, è ê òîìó æå

p∗OPP(V/W )(W⊗OP(V/W )⊕OP(V/W )(−1))(H + H̄) ∼= (W ∗ ⊗ OP(V/W ) ⊕ OP(V/W )(1))⊗ OP(V/W )(1),

òî ýòîò äèâèçîð ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâèçàöèåé ðàññëîåíèÿ F íà P(V/W ) çàäàííîãî òî÷íîé òðîéêîé

0→ F →W ⊗ OP(V/W ) ⊕ OP(V/W )(−1)
Q−−→ OP(V/W )(1)→ 0,

ãäå ãîìîìîðôèçì Q çàäàí óðàâíåíèåì êâàäðèêè ñ ó÷åòîì îòîæäåñòâëåíèÿ

H0(P(V/W ),W ∗ ⊗ OP(V/W )(1)⊕ OP(V/W )(2)) ∼= W ∗ ⊗ (V/W )∗ ⊕ S2(V/W )∗ ∼= Ker(S2V ∗ → S2W ∗).

Äàëåå, òàê êàê Q ãëàäêàÿ, êîìïîíåíòà åå óðàâíåíèÿ â W ∗ ⊗ (V/W )∗ íåâûðîæäåíà è çàäàåò èçîìîð-

ôèçì W ∼= (V/W )∗, òàê ÷òî êîìïîíåíòà W ⊗ OP(V/W ) → OP(V/W )(1) ìîðôèçìà Q îòîæäåñòâëÿåòñÿ

ñ òàâòîëîãè÷åñêèì ìîðôèçìîì (V/W )∗ ⊗ OP(V/W ) → OP(V/W )(1), ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ðàññëîå-

íèå ΩP(V/W )(1). Äèàãðàìíûé ïîèñê äàåò òî÷íóþ òðîéêó

0→ ΩP(V/W )(1)→ F → OP(V/W )(−1)→ 0,

êîòîðàÿ äîëæíà ðàñùåïëÿòüñÿ, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî ðàñøèðåíèé òðèâèàëüíî. �

Óïðàæíåíèå 30. Ïîêàæèòå, ÷òî E ∼= PP(V/W )(ΩP(V/W )(1)) ∼= Fl(1, n;V/W ).

Ìåòîä, èñïîëüçîâàííûé â äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 26.1 (âëîæåíèå ðàçäóòèÿ â ïðîèçâåäåíèå è ðå-

èíòåðïðåòàöèÿ çàäàþùèõ îáðàç óðàâíåíèé) ìîæíî ïðèìåíÿòü è â äðóãèõ ñèòóàöèÿõ. Íàïðèìåð, òàê

ìîæíî îïèñàòü ðàçäóòèå Gr(2, 5) â åãî ïëþêêåðîâñêîì âëîæåíèè.

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, dimV = 5,

Z = Gr(2, V ) ⊂ P(
∧

2V ) = X.

Ëåììà 26.3. Ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì BlGr(2,V )(P(
∧

2V )) ∼= PP(V ∗)(
∧

2(ΩP(V ∗)(1))).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê íàì èçâåñòíî, Gr(2, V ) = D2(ϕ) ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíàíòàëüíûì ëîêóñîì äëÿ

åñòåñòâåííîãî ìîðôçìà

ϕ : V ∗ ⊗ OP(∧2V )(−1)→ V ⊗ OP(∧2V ).

Ðàññìîòðèì òàêæå êîìïîçèöèþ

ψ : V ⊗ OP(∧2V ) ↪→ V ⊗
∧

2V ⊗ OP(∧2V )(1) ↪→ V ⊗
∧

2V ⊗
∧

2V ⊗ OP(∧2V )(2)→ OP(∧2V )(2),

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ψ ◦ ϕ = 0 (äåéñòâèòåëüíî, â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé áèâåêòîðó w ∈
∧

2V , êîìïî-

çèöèÿ èìååò âèä f 7→ (f ∨ w) 7→ (f ∨ w) ∧ w ∧ w, è åñëè, íàïðèìåð, w = e12 + e34, òî e ∧ e = e1234,

ïðè ýòîì f ∨ w � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ e1, e2, e3, e4, ïîýòîìó (f ∨ w) ∧ w ∧ w = 0). Áî-

ëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Kerψ = Imϕ. Íàêîíåö, î÷åâèäíî, ÷òî ψ çàäàåòñÿ ïëþêêåðîâñêèìè

êâàäðèêàìè, êîòîðûå êàê íàì èçâåñòíî ïîðîæäàþò ïó÷îê èäåàëîâ Gr(2, V ), ïîýòîìó èìååì òî÷íóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

V ∗ ⊗ OP(∧2V )(−3)
ϕ−−→ V ⊗ OP(∧2V )(−2)

ψ−−→ IGr(2,V ) → 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

BlZ(X) ⊂ PP(∧2V )(V
∗ ⊗ OP(∧2V )(2)) ∼= P(

∧
2V )× P(V ∗)

è ÿâëÿåòñÿ òàì ñõåìîé íóëåé ñå÷åíèÿ ϕ ∈ Γ(P(
∧

2V )× P(V ∗), V ⊗ OP(∧2V )×P(V ∗)(1, 1)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåçîëüâåíòà

0→ OP(V ∗)(−2)→ V ∗ ⊗ OP(V ∗)(−1)→
∧

2V ∗ ⊗ OP(V ∗) →
∧

2(TP(V ∗)(−1))→ 0

(ïîëó÷àþùàÿñÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ýéëåðà âçÿòèåì âíåøíåãî êâàäðàòà) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîåê-

òèâèçàöèÿ PP(V ∗)(
∧

2(ΩP(V ∗)(1))) âêëàäûâàåòñÿ â PP(V ∗)(
∧

2V ⊗OP(V ∗)) ∼= P(
∧

2V )× P(V ∗) â êà÷åñòâå

ñõåìû íóëåé òîãî æå ñàìîãî ñå÷åíèÿ òîãî æå ñàìîãî ðàññëîåíèÿ. �

Óïðàæíåíèå 31. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè H � êëàññ ãèïåðïëîñêîñòè íà Gr(2, V ), à H̄ � êëàññ

ãèïåðïëîñêîñòè íà P(V ∗), òî êëàññ èñêëþ÷èòåëüíîãî äèâèçîðà E ðàçäóòèÿ BlGr(2,V )(P(
∧

2V )) ðàâåí

E = 2H − H̄,

è ïðè ýòîì èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð èçîìîðôåí E ∼= Fl(2, 4;V ).

Óïðàæíåíèå 32. Äîêàæèòå, ÷òî N ∗
Gr(2,V )/P(∧2V )

∼= V/U (2).

27. Ïðèìåðû ïîñëîæíåå

Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíÿåòñÿ äðóãîé ïîäõîä. Ïóñòü A è B � âåêòîðíûå

ïðîñòðàíñòâà, dimA = 2, dimB = n, V = A⊗B è

Z = P(A)× P(B) ⊂ P(V ) = X.

Ëåììà 27.1. Ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì BlP(A)×P(B)(P(V )) ∼= PGr(2,B)(A⊗U ), ãäå U � òàâòîëîãè-

÷åñêîå ðàññëîåíèå íà Gr(2, B). Åñëè H � êëàññ ãèïåðïëîñêîñòè íà X, à H̄ � ïëþêêåðîâñêèé êëàññ

íà Gr(2, B), òî

E = 2H − H̄.
Ïðè ýòîì èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð èçîìîðôåí E ∼= Fl(1, 2;B)× P(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê íàì èçâåñòíî, P(A) × P(B) = D1(ϕ) ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíàíòàëüíûì ëîêóñîì

äëÿ åñòåñòâåííîãî ìîðôçìà

ϕ : B∗ ⊗ OP(A⊗B) → A⊗ OP(A⊗B)(1).
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Åãî êîÿäðî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì íà P(A)×P(B) (òàê êàê ðàíã íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 1).

Áîëåå òîãî, ïðè îãðàíè÷åíèè íà P(A)× P(B) ìîðôèçì ϕ ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

B∗ ⊗ OP(A)×P(B) → OP(A)×P(B)(0, 1)→ A⊗ OP(A)×P(B)(1, 1),

â êîòîðîé îáà ìîðôèçìà � òàâòîëîãè÷åñêèå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäêðóòêè). Çíà÷èò ëèíåéíîå ðàññëî-

åíèå â êîÿäðå èçîìîðôíî OP(A)×P(B)(2, 1) è ïîëó÷àåì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

B∗ ⊗ OP(A⊗B)
ϕ−−→ A⊗ OP(A⊗B)(1)→ j∗OP(A)×P(B)(2, 1)→ 0,

ãäå j : P(A)× P(B) ↪→ P(A⊗B) � âëîæåíèå Ñåãðå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáðàòíûé îáðàç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ðàçäóòèè:

B∗ ⊗ OBlZ(X)
π∗ϕ−−−→ A⊗ OBlZ(X)(H)→ i∗p

∗OP(A)×P(B)(2, 1)→ 0,

ãäå i : E → BlZ(X) � âëîæåíèå èñêëþ÷èòåëüíîãî äèâèçîðà, à p : E → P(A) × P(B) � åãî ïðîåêöèÿ

íà öåíòð ðàçäóòèÿ. Ïîñëåäíèé ìîðôèçì � ñþðúåêöèÿ íà ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà äèâèçîðå Êàð-

òüå, ïîýòîìó åãî ÿäðî (ðàâíîå Im(π∗ϕ) â ñèëó òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) � ëîêàëüíî ñâîáîäíî

(Ëåììà 27.2). Çíà÷èò π∗ϕ � ñþðúåêöèÿ íà âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàíãà 2, çíà÷èò â ñèëó óíèâåðñàëü-

íîãî ñâîéñòâà ãðàññìàíèàíà ñóùåñòâóåò ìîðôèçì g : BlZ(X) → Gr(2, B), òàêîé ÷òî ìîðôèçì π∗ϕ

ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

B∗ ⊗ OBlZ(X) � g∗U ∗ ϕ′−−→ A⊗ OBlZ(X)(H),

â êîòîðîé ïåðâàÿ ñòðåëêà � îáðàòíûé îáðàç òàâòîëîãè÷åñêîé ñþðúåêöèè. Áîëåå òîãî, ìîðôèçì ϕ′

äàåò îòîáðàæåíèå ðàññëîåíèé

ϕ′′ : OBlZ(X)(−H)→ A⊗ g∗U ,

êîòîðîå íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü (òàê êàê èíà÷å ϕ′, à çíà÷èò è ϕ ãäå-òî îáðàùàþòñÿ â íóëü,

÷òî íåâîçìîæíî). Çíà÷èò ϕ′′ âëîæåíèå ðàññëîåíèé, è ïî óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó ïðîåêòèâèçàöèè

ïîëó÷àåì ìîðôèçì g̃ : BlZ(X)→ PGr(2,B)(A⊗U ), òàêîé ÷òî ϕ′′ � îáðàòíûé îáðàç òàâòîëîãè÷åñêîãî

âëîæåíèÿ.

Ïîñòðîèì òåïåðü ìîðôèçì â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ïóñòü L := OPGr(2,B)(A⊗U )/Gr(2.B)(−1) �

òàâòîëîãè÷åñêîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå è L ↪→ A⊗ p∗U � òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå. Êîìïîçèöèÿ

L ↪→ A⊗ p∗U ↪→ A⊗B ⊗ OPGr(2,B)(A⊗U )

ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ðàññëîåíèé, çíà÷èò ñóùåñòâóåò ìîðôèçì f : PGr(2,B)(A⊗U )→ P(A⊗B) = X,

òàêîé ÷òî L ∼= f∗OP(A⊗B)(−1). ×òîáû ïîäíÿòü åãî äî ìîðôèçìà f̃ : PGr(2,B)(A ⊗ U ) → BlZ(X)

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ñõåìíûé ïðîîáðàç Z ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì,

÷òî ìîðôèçì f∗ϕ ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

B∗ ⊗ OPGr(2,B)(A⊗U ) � p∗U ∗ ψ−−→ A⊗L ∗.

Çäåñü ïåðâàÿ ñòðåëêà ñþðúåêòèâíà, çíà÷èò ñõåìíûé ïðîîáðàç Z (ðàâíûé ïî îïðåäåëåíèþ äåòåðìè-

íàíòàëè D1(f∗ϕ)) ðàâåí D1(ψ). Íî ψ � ìîðôèçì ðàññëîåíèé ðàíãà 2, çíà÷èò D1(ψ) � ñõåìà íóëåé

ìîðôèçìà

∧2ψ : p∗(
∧

2U ∗)→
∧

2A⊗ (L ∗)2,

òî åñòü ñõåìà íóëåé ñå÷åíèÿ ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ
∧

2A⊗(L ∗)2⊗p∗(
∧

2U ) ∼= OPGr(2,B)(A⊗U )(2H−H̄).

Òàê ýòî ñå÷åíèå íå ðàâíî íóëþ òîæäåñòâåííî, à PGr(2,B)(A⊗U ) ãëàäêî, ýòî äèâèçîð Êàðòüå, çíà÷èò

ñóùåñòâóåò èñêîìîå ïîäíÿòèå f̃ .
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Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñòðîåííûå ìîðôèçìû f̃ è g̃ âçàèìíî îáðàòíû, ÷òî äîâîëüíî î÷åâèäíî.

Êðîìå òîãî, ïðèâåäåííîå ðàññóæäåíèå òàêæå äîêàçûâàåò èñêîìîå âûðàæåíèå äëÿ êëàññà èñêëþ÷è-

òåëüíîãî äèâèçîðà, à ñàì èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ

PGr(2,B)(p
∗U )×Gr(2,B)PGr(2,B)(A⊗L ∗) ∼= Fl(1, 2;B)×Gr(2,B) (Gr(2, B)×P(A)) ∼= Fl(1, 2;B)×P(A). �

Èç ïîñòðîåííîãî âûøå èçîìîðôèçìà ìîæíî âûâåñòè ìíîãî äðóãèõ.

Óïðàæíåíèå 33. Ïóñòü S ⊂ P4 � êóáè÷åñêèé ñêðîëë. Äîêàæèòå, ÷òî BlS(P4) ∼= PP2(F ), ãäå F

� ðàññëîåíèå ðàíãà 3 íà P2, îïðåäåëÿåìîå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ 0→ F → ΩP2(1)⊕2 → OP2 → 0.

Óïðàæíåíèå 34. Ïóñòü C ⊂ P3 � ñêðó÷åííàÿ êóáèêà. Äîêàæèòå, ÷òî BlC(P3) ∼= PP2(F ), ãäå F

� ðàññëîåíèå ðàíãà 2 íà P2, îïðåäåëÿåìîå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ 0→ F → ΩP2(1)⊕2 → O⊕2
P2 → 0.

Äîêàæåì ëåììó, êîòîðóþ ìû èñïîëüçîâàëè â äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 27.1.

Ëåììà 27.2. Ïóñòü ϕ : E � i∗F � ñþðúåêöèÿ, ãäå i : D ↪→ X � âëîæåíèå äèâèçîðà Êàðòüå, E

ëîêàëüíî ñâîáîäåí íà X, à F ëîêàëüíî ñâîáîäåí íà D. Òîãäà ïó÷îê Kerϕ ëîêàëüíî ñâîáîäåí íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîïðîñ ëîêàëüíûé, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X = Spec(R), D = Spec(R/f),

ãäå f íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, à E è F ñâîáîäíûå ìîäóëè íàä R è R/f ñîîòâåòñòâåííî. Èíà÷å

ãîâîðÿ, çàäàí ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì ϕ : R⊕n � (R/f)⊕m. Çàìåòèì, ÷òî åãî ÿäðî è êîÿäðî ñîâïà-

äàþò ñ ÿäðîì è êîÿäðîì ìîðôèçìà (ϕ̃, f · id) : R⊕(n+m) → R⊕m, ãäå ϕ̃ � ïðîèçâîëüíîå ïîäíÿòèå ϕ.

Ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

0 // R⊕m

id
��

(
0
id

)
// R⊕(n+m)

(id,0)
//

(ϕ̃,f ·id)

��

R⊕n //

ϕ

��

0

0 // R⊕m
f ·id // R⊕m // (R/f)⊕m // 0

Â ÷àñòíîñòè, (ϕ̃, f · id) ñþðúåêòèâåí, à çíà÷èò åãî ÿäðî ëîêàëüíî ñâîáîäíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîå

åìó ÿäðî ϕ òàêæå ëîêàëüíî ñâîáîäíî. �

Óïðàæíåíèå 35. Ïóñòü dimA = dimB = 3. Ïîêàæèòå, ÷òî

BlP(A)×P(B)(P(A⊗B)) ∼= BlP(A∗)×P(B∗)(P(A∗ ⊗B∗)),

ïðè÷åì E ∼= PP(A)×P(B)(ΩP(A)(1) � ΩP(B)(1)) è E = 2H − H̄.

Óïðàæíåíèå 36. Ïóñòü dimV = 3. Ïîêàæèòå, ÷òî

BlP(V )(P(S2V )) ∼= BlP(V ∗)(P(S2V ∗)),

ïðè÷åì E ∼= PP(V )(S
2(ΩP(V )(1))) è E = 2H − H̄.

Óïðàæíåíèå 37. Ïóñòü dimV = 6. Ïîêàæèòå, ÷òî

BlGr(2,V )(P(
∧

2V )) ∼= BlGr(2,V ∗)(P(
∧

2V ∗)),

ïðè÷åì E ∼= PGr(2,V )(
∧

2U ⊥) è E = 2H − H̄.
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Ëåêöèÿ VIII. Ñõåìà ×æîó

Â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà, ïàðàìåòðèçóþùèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ èëè îòîáðà-

æåíèÿ ìíîãîîáðàçèé, êàê ïðàâèëî ÿâëÿþòñÿ îãðîìíûìè ôóíêöèîíàëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè, òî åñòü

ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè ñîâñåì äðóãîé êàòåãîðèè. Â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, íàïðîòèâ, ýòè ïðîñòðàí-

ñòâà òàêæå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè (èëè î÷åíü ê íèì áëèçêè).

28. Ïðÿìûå

Ïðÿìîé â Pn íàçûâàåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèå, èçîìîðôíîå îáðàçó îòîáðàæåíèÿ P1 → Pn ñòåïåíè 1.

Ëåììà 28.1. Ìíîæåñòâî ïðÿìûõ â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå P(W ) � ýòî Gr(2,W )(k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : P1 → P(W ) � îòîáðàæåíèå ñòåïåíè 1, à W ∗ ⊗ OP1 → OP1(1) � ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ýïèìîðôèçì. Ïåðåõîäÿ ê ãëîáàëüíûì ñå÷åíèÿì ïîëó÷àåì ìîðôèçì W ∗ → k2, êîòîðûé

äîëæåí áûòü ñþðúåêòèâíûì, òàê êàê èíà÷å èñõîäíûé ìîðôèçì ðàñêëàäûâàëñÿ áû â êîìïîçèöèþ

W ∗ ⊗ OP1 → OP1 → OP1(1) è íå ìîã áû áûòü ñþðúåêòèâåí. Òàêîé ìîðôèçì äàåò k-òî÷êó ãðàñ-

ñìàíèàíà, ïðè÷åì çàìåíà f íà äðóãîé ìîðôèçì ñ òåì æå îáðàçîì ðàâíîñèëüíà äåéñòâèþ ãðóïïû

Aut(OP1(1)) = GL2(k), òî åñòü çàìåíå áàçèñà â k2, òî åñòü íå âëèÿåò íà ïîëó÷åííóþ k-òî÷êó ãðàñ-

ñìàíèàíà.

Îáðàòíî, k-òî÷êà ãðàññìàíèàíà � ýòî ñþðúåêöèÿ W ∗ → k2. Îòîæäåñòâëÿÿ k2 ñ U∗, dimU = 2,

ïîëó÷àåì íà P(U) ìîðôèçì W ∗ ⊗ OP(U) → U∗ ⊗ OP(U) → OP(U)(1), òî åñòü ïðÿìóþ â P(W ). �

Ïóñòü òåïåðü X ⊂ P(W ) � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà. Ïî îïðåäåëåíèþ, ïðÿìàÿ íà X � ýòî ïðÿìàÿ

â P(W ), ëåæàùàÿ â X.

Ëåììà 28.2. Ìíîæåñòâî ïðÿìûõ íà ïîäñõåìå X ⊂ P(W ) � ýòî ìíîæåñòâî F1(X)(k) òî÷åê

íåêîòîðîé çàìêíóòîé ïîäñõåìû â F1(X) ⊂ Gr(2,W ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè f1, . . . , fm ñòåïåíåé d1, . . . , dm ñîîòâåòñòâåííî, òî

åñòü fi ∈ SdiW ∗. Ñþðúåêöèÿ W ∗ ⊗ OGr(2,W ) → U ∗ äàåò ñþðúåêöèþ SdW ∗ ⊗ OGr(2,W ) → SdU ∗, ÷òî

ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü fi êàê ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ SdiU ∗. Ïóñòü

F1(X) := Zs

ñõåìà íóëåé ñå÷åíèÿ s = (f1, . . . , fm) ðàññëîåíèÿ Sd1U ∗ ⊕ · · · ⊕ SdmU ∗ íà Gr(2,W ). Ïîêàæåì, ÷òî

îíà îáëàäàåò èñêîìûìè ñâîéñòâàìè.

Ïóñòü z � k-òî÷êà ãðàññìàíèàíà Gr(2,W ), òî åñòü ñþðúåêöèÿ W ∗ → U∗, ãäå dimU = 2. Òî÷êà

z ∈ Gr(2,W ) ëåæèò â Zs, åñëè îáðàç êàæäîãî èç fi îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà SdW ∗ → SdU∗ ðàâåí

íóëþ. Íî ÿñíî, ÷òî ýòîò îáðàç � â òî÷íîñòè îãðàíè÷åíèå fi íà íàøó ïðÿìóþ � P(U) ⊂ P(W ).

Ïîýòîìó îáðàùåíèå â íóëü ýòèõ îáðàçîâ ðàâíîñèëüíî îáðàùåíèþ â íóëü s|P(U), òî åñòü êàê ðàç òîìó,

÷òî P(U) ⊂ X (ïî óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó ñõåìû íóëåé). Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðÿìàÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ

òî÷êå z ëåæèò íà X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà z ∈ F1(X). �

Àíàëîãè÷íî, m-ìåðíîé ïëîñêîñòüþ â Pn íàçûâàåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèå, èçîìîðôíîå îáðàçó îòîá-

ðàæåíèÿ Pm → Pn ñòåïåíè 1.

Óïðàæíåíèå 38. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî m-ìåðíûõ ïëîñêîñòåé íà ïîäñõåìå X ⊂ P(W ) �

ýòî ìíîæåñòâî k-òî÷åê íåêîòîðîé çàìêíóòîé ïîäñõåìû â Gr(m+ 1,W )(k).
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29. Êîíèêè

Êîíèêîé â P2 íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ, çàäàâàåìàÿ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì ñòåïåíè 2.

Ëåììà 29.1. Ïóñòü õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ k íå ðàâíà 2, à C ⊂ P2 � êîíèêà. Òîãäà

• C � ãëàäêàÿ êðèâàÿ; èëè

• C � îáúåäèíåíèå äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ (âîçìîæíî îïðåäåëåííûõ íàä êâàäðàòè÷íûì

ðàñøèðåíèåì ïîëÿ k), ïåðåñåêàþùèõñÿ â îäíîé òî÷êå; èëè

• C � ïðÿìàÿ ñ íåïðèâåäåííîé ñòðóêòóðîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå C � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîêàæåì, ÷òî

íåâûðîæäåííîñòü ôîðìû ðàâíîñèëüíà ãëàäêîñòè êðèâîé. Â ñàìîì äåëå, ïðîèçâîäíûå óðàâíåíèÿ �

ýòî ëèíåéíûå ôîðìû, ÿâëÿþùèåñÿ ñòðîêàìè ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ïîýòîìó íàëè÷èå ó íèõ

îáùåãî íåòðèâèàëüíîãî íóëÿ ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ÿäðî ìàòðèöû ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé âåêòîð,

òî åñòü âûðîæäåííîñòè ôîðìû.

Ïóñòü òåïåðü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà âûðîæäåíà. Åñëè åå ÿäðî îäíîìåðíî, òî âîçíèêàþùàÿ íà ôàê-

òîðå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó x2 − λy2. Ïåðåõîäÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ê ðàñøè-

ðåíèþ k(
√
λ), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

√
λ ∈ k. Òîãäà ýòîò ìíîãî÷ëåí ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå

ëèíåéíûõ (x−
√
λy)(x+

√
λy), à åãî ñõåìà íóëåé ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ ïðÿìûõ.

Åñëè æå ÿäðî ôîðìû äâóìåðíî, òî ôîðìà èìååò âèä f2, ãäå f � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 1, çíà÷èò

êîíèêà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñ íåïðèâåäåííîé ñòðóêòóðîé. �

Îáîçíà÷èì ëèíåéíîå ðàññëîåíèå OP2(1)|C íà êîíèêå C ÷åðåç LC . Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî òî ñàìîå

ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà C, êîòîðîå çàäàåò âëîæåíèå C â P2.

Óïðàæíåíèå 39. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè C � ãëàäêàÿ êîíèêà è C(k) 6= ∅, òî C ∼= P1, à LC
∼= OP1(2).

Óïðàæíåíèå 40. Êëàññèôèöèðóéòå êâàäðèêè ëþáîé ðàçìåðíîñòè íàä ïîëåì íå÷åòíîé õàðàêòå-

ðèñòèêè.

Ëåììà 29.2. Åñëè C � êîíèêà, òî Γ(C,LC) = k3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè C � ãëàäêàÿ, òî Γ(C,LC) = Γ(P1,OP1(2)) = k3.

Åñëè C = L1 t L2, òî âîçíèêàåò òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 → OL1(−1) → OC → OL2 → 0.

Ïîäêðó÷èâàÿ íà OP2(1)|C , ïîëó÷àåì 0→ OL1 → LC → OL2(1)→ 0, îòêóäà ñëåäóåò dim Γ(C,LC) = 3.

Íàêîíåö, åñëè C � äâîéíàÿ ïðÿìàÿ L, òî åñòü òî÷íàÿ òðîéêà 0 → OL(−1) → OC → OL → 0, è

îñòàåòñÿ ïîâòîðèòü òå æå àðãóìåíòû. �

Çàìå÷àíèå 29.3. Âîîáùå-òî, ðàâåíñòâî Γ(C,LC) = k3 ýëåìåíòàðíî äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäêðó-

÷åííîé ðåçîëüâåíòû Êîøóëÿ

0→ OP2(−1)→ OP2(1)→ LC → 0

èç îáùèõ ñâîéñòâ êîãîìîëîãèé êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ è çàíóëåíèÿ H1(P2,OP2(−2)).

Óïðàæíåíèå 41. Ïðîâåðüòå, ÷òî Γ(C,L d
C) = k2d+1 äëÿ ëþáîãî d > 0.

Êîíèêîé â Pn íàçûâàåòñÿ ïîäñõåìà C, èçîìîðôíàÿ ïëîñêîé êîíèêå, òàê ÷òî OPn(1)|C ∼= LC .

Ñëåäñòâèå 29.4. Åñëè C ⊂ P(W ) � êîíèêà, òî íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ ïëîñêîñòü P2 ⊂ P(W ),

òàêàÿ ÷òî C ⊂ P2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âëîæåíèå C → P(W ) çàäàåòñÿ ìîðôèçìîì W ∗ ⊗ OC → LC . ßñíî, ÷òî âëîæåíèå

â P(W ) ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç âëîæåíèå â ïîäïðîñòðàíñòâî P(U), U ⊂ W , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ìîðôèçì W ∗⊗OC → LC ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç U∗⊗OC . ßñíî, ÷òî dimU íå ìîæåò áûòü ðàâíî 2, òàê
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êàê èíà÷å âëîæåíèå C → P(W ) ïðîïóñêàëîñü áû ÷åðåç âëîæåíèå C → P1, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò

ìîðôèçì W ∗ → Γ(C,LC) = k3 ñþðúåêòèâåí (èíà÷å ìû ìîãëè áû âçÿòü â êà÷åñòâå U∗ îáðàç ýòîãî

ìîðôèçìà), çíà÷èò åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü âûáðàòü U ñ dimU = 3 � ýòî âçÿòü â êà÷åñòâå U∗

îáðàç. �

Ñëåäñòâèå 29.5. Âñÿêàÿ êîíèêà â Pn � ýòî ïåðåñå÷åíèå P2 è êâàäðèêè.

Åñëè ìû õîòèì îïèñàòü ìíîæåñòâî âñåõ êîíèê â P(W ) � ïåðâîå, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü � ýòî ðàññìîò-

ðåòü ìíîæåñòâî âñåõ ïàð ïëîñêîñòü-êâàäðèêà, òî åñòü Gr(3,W )× P(S2W ∗). Îäíàêî, ýòî íå ãîäèòñÿ,

òàê êàê êâàäðèêà îïðåäåëåíà êîíèêîé íåîäíîçíà÷íî, òî åñòü ðàçíûì êâàäðèêàì ìîãóò ñîîòâåòñòâî-

âàòü îäèíàêîâûå êîíèêè. Áîëåå òîãî, åñëè êâàäðèêà ñîäåðæèò ïëîñêîñòü, òî èõ ïåðåñå÷åíèå âîîáùå

íå ÿâëÿåòñÿ êîíèêîé (à ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ).

Óïðàæíåíèå 42. Ìíîæåñòâî êîíèê â P(W ) � ýòî PGr(3,W )(S
2U ∗)(k).

Óïðàæíåíèå 43. Ìíîæåñòâî ãëàäêèõ êîíèê â P(W ) � ýòî ìíîæåñòâî k-òî÷åê íåêîòîðîé îò-

êðûòîé ïîäñõåìû â PGr(3,W )(S
2U ∗) (îïèøèòå äîïîëíåíèå êàê ñõåìó íóëåé ÿâíîãî ñå÷åíèÿ ÿâíîãî

ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ).

Óïðàæíåíèå 44. Ìíîæåñòâî íåïðèâåäåííûõ êîíèê â P(W ) � ýòî ìíîæåñòâî k-òî÷åê íåêîòîðîé

çàìêíóòîé ïîäñõåìû â PGr(3,W )(S
2U ∗), êîòîðàÿ èçîìîðôíà ìíîãîîáðàçèþ ôëàãîâ Fl(2, 3;W ).

Óïðàæíåíèå 45. Ìíîæåñòâî êîíèê â ïîäñõåìå X ⊂ P(W ) � ýòî ìíîæåñòâî k-òî÷åê íåêîòîðîé

çàìêíóòîé ïîäñõåìû â PGr(3,W )(S
2U ∗).

30. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ×æîó

Äîêàæåì ðåçóëüòàò î ïàðàìåòðèçàöèè ïðîèçâîëüíûõ ñåìåéñòâ ïîäìíîãîîáðàçèé â Pn (à çíà÷èò è
â ïðîèçâîëüíûõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ) ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ �êîîðäèíàò ×æîó�.

Íà÷íåì ñ ïîäãîòîâêè. Ïóñòü E � ðàññëîåíèå íà ñõåìå X. Ãîâîðÿò, ÷òî X ïîðîæäàåòñÿ ãëîáàëüíûìè

ñå÷åíèÿìè, åñëè åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå âû÷èñëåíèÿ Γ(X,E)⊗ OX
ev−−→ E ñþðúåêòèâíî.

Ëåììà 30.1. Ïóñòü X � öåëîñòíàÿ ñõåìà, E � ðàññëîåíèå íà X, ïîðîæäåííîå ãëîáàëüíûìè

ñå÷åíèÿìè. Òîãäà äëÿ îáùåãî ñå÷åíèÿ s ∈ Γ(X,E) ëèáî Zs = ∅, ëèáî dimZs = dimX − r(E). Èíà÷å

ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U ⊂ P(Γ(X,E)), òàêîå ÷òî ýòî ñâîéñòâî

âûïîëíåíî äëÿ âñÿêîãî s ∈ U . Áîëåå òîãî, åñëè X ãëàäêîå, òî U ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî äëÿ

âñÿêîãî s ∈ U ñõåìà Zs ⊂ X òîæå ãëàäêàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì W := Γ(X,E) è ïóñòü F = Ker(W ⊗ OX → E). Ðàññìîòðèì ïðîèç-

âåäåíèå X × P(W ) è ïðîåêöèè p1 : X × P(W ) → X è p2 : X × P(W ) → P(W ). Ðàññìîòðèì òàêæå

åñòåñòâåííûé ìîðôèçì ïó÷êîâ f : p∗2OP(W )(−1) ↪→W ⊗OX×P(W )
ev−−→ p∗1E � êîìïîçèöèþ òàâòîëîãè-

÷åñêîãî âëîæåíèÿ è ìîðôèçìà âû÷èñëåíèÿ (ýòî �óíèâåðñàëüíîå ñå÷åíèå� ðàññëîåíèÿ E). Ïîêàæåì,

÷òî ñõåìà íóëåé Zf ⊂ X × P(W ) ñîâïàäàåò ñ ïðîåêòèâèçàöèåé PX(F ). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äèà-

ãðàììó

p∗2OP(W )(−1)
� _

��

f

&&xx
0 // p∗1F

// W ⊗ OX×P(W )
ev // p∗1E

// 0

Íà ñõåìå Zf ìîðôèçì f ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïóíêòèðíàÿ ñòðåëêà, çàäàþùàÿ îòîáðàæå-

íèå Zf → PX(F ). Îáðàòíî, íà ñõåìå PX(F ) ⊂ X × P(W ) âëîæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âåðòèêàëüíîé

ñòðåëêå ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå, îáîçíà÷åííîå ïóíêòèðíîé ñòðåëêîé, çíà÷èò

îãðàíè÷åíèå f ðàâíî íóëþ, çíà÷èò PX(F ) ⊂ Zf . Îòñþäà ñëåäóåò èñêîìîå ðàâåíñòâî.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîåêöèþ p2 : Zf → P(W ). Çàìåòèì, ÷òî ñëîé ýòîé ïðîåêöèè íàä òî÷êîé

w ∈ P(W ) � ýòî ñõåìà íóëåé â X ñîîòâåòñòâóþùåãî ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ E, à ñõåìà Zf öåëîñò-

íàÿ (à â ñëó÷àå ãëàäêîãî X � ãëàäêàÿ). Ïîýòîìó îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ó ìîðôèçìà öåëîñòíûõ

ìíîãîîáðàçèé îáùèé ñëîé ëèáî ïóñò, ëèáî èìååò ðàçìåðíîñòü, ðàâíóþ ðàçíîñòè ðàçìåðíîñòåé ýòèõ

ìíîãîîáðàçèé, òî åñòü dimZf − dimP(W ), ïðè÷åì òàê êàê

dimZf = dimX + r(F )− 1 = dimX + dimW − r(E)− 1 = dimX − r(E) + dimP(W ),

îíà ðàâíà â òî÷íîñòè dimX−r(E). Êðîìå òîãî, ó ìîðôèçìà (ñåïàðàáåëüíîãî) ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé

îáùèé ñëîé ãëàäîê. �

Óïðàæíåíèå 46. Ïóñòü X ⊂ Pn çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà, codimX = m. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ îáùåé

ïëîñêîñòè Pm ⊂ Pn ïåðåñå÷åíèå X ∩ Pm � àðòèíîâà ïîäñõåìà, ïðè÷åì dim Γ(X ∩ Pm,OX∩Pm) íå

çàâèñèò îò âûáîðà ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå 30.2. ×èñëî dim Γ(X ∩ Pm,OX∩Pm) äëÿ îáùåé ïëîñêîñòè Pm ⊂ Pn íàçûâàåòñÿ ñòåïå-

íüþ ïîäñõåìû X ⊂ Pn.

Òàêæå íàì ïîíàäîáèòñÿ îïèñàíèå ãðóïïû êëàññîâ äèâèçîðîâ íà ãðàññìàíèàíå.

Ëåììà 30.3. Èìååì Pic Gr(m,W ) ∼= Z, ïðè÷åì îáðàçóþùåé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîå ðàññëîåíèå
∧
mU ∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ðàçëîæåíèå W = V0 ⊕ V1, dimV0 = m. Ïîäìíîãîîáðàçèå

D = {U ∈ Gr(m,W ) | U ∩ V0 6= 0} ⊂ Gr(m,W )

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì äèâèçîðîì (ìîðôèçì GrP(V1)(m − 1, (W ⊗ OP(V1))/OP(V1)(−1)) → Gr(m,W ) èìå-

åò D ñâîèì îáðàçîì, çíà÷èò D íåïðèâîäèìî). Ïðè ýòîì, êàê ìû óæå ïðîâåðÿëè, äîïîëíåíèå ê D �

àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî A(Hom(V0, V1)). Èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ZD → Pic Gr(m,V )→ Pic(Gr(m,W ) \D)→ 0

ñëåäóåò, ÷òî D ïîðîæäàåò ãðóïïó Pic(Gr(m,W )). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé íóëåé

ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ
∧
mU ∗, ñîîòâåòñòâóþùåãî âëîæåíèþ

∧
mV ∗0 ⊂

∧
mW ∗ = Γ(Gr(m,W ),

∧
mU ∗),

ñëåäîâàòåëüíî äèâèçîðó D ñîîòâåòñòâóåò ðàññëîåíèå
∧
mU ∗. �

Ëèíåéíîå ðàññëîåíèå
∧
mU ∗ íà Gr(m,W ) îáîçíà÷àåòñÿ OGr(m,W )(1), à åãî d-àÿ òåíçîðíàÿ ñòåïåíü

îáîçíà÷àåòñÿ OGr(m,W )(d).

Óïðàæíåíèå 47. Ïóñòü 0 ⊂ V2 ⊂ V1 ⊂W , dimV2 < m < dimV1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêòîð îáðàò-

íîãî îáðàçà äëÿ âëîæåíèÿ Gr(k, V1/V2) → Gr(m,W ) (ãäå k = m − dimV2) ïåðåâîäèò OGr(m,W )(d) â

OGr(k,V1/V2)(d).

Òåïåðü âñå ãîòîâî äëÿ êîíñòðóêöèè.

Ïóñòü X ⊂ P(W ) � íåïðèâîäèìàÿ ïîäñõåìà êîðàçìåðíîñòè m è ñòåïåíè d. Ïóñòü dimW = n.

Ðàññìîòðèì ãðàññìàíèàí Gr(m,W ) è ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ Fl(1,m;W ) ⊂ P(W )×Gr(m,W ) è ïóñòü

p è q � ïðîåêöèè Fl(1,m;W ) íà P(W ) è Gr(m,W ) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì

ZX = GrX(m− 1, (W ⊗ OX)/OX(−1)) ∼= X ×P(W ) Fl(1,m;W ) = p−1(X) ⊂ X ×Gr(m,W ).

Íàêîíåö, ïóñòü DX = q(ZX) ⊂ Gr(m,W ). ßñíî, ÷òî DX � íåïðèâîäèìîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 30.4. Ïîäñõåìà DX ⊂ Gr(m,W ) � ñõåìà íóëåé ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ OGr(m,W )(d). Åñëè

ïîäñõåìà X ⊂ P(W ) ïðèâåäåíà, òî îíà îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî DX .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî ìîðôèçì p � ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ñî ñëîåì

Gr(m− 1, n− 1). Ïîýòîìó codimFl(1,m;W ) ZX = codimX = m. Çíà÷èò

dimDX ≤ dimZX = dim Gr(m,W ) + (m− 1)−m = dim Gr(m,W )− 1.

Âûáåðåì òåïåðü îáùåå ïîäïðîñòðàíñòâî U1 ⊂W ðàçìåðíîñòè m+1 (òàê ÷òîáû X∩P(U1) áûëî àðòè-

íîâîé ïîäñõåìîé), è îáùåå ïîäïðîñòðàíñòâî U2 ⊂ U1 ðàçìåðíîñòè m− 1 (òàê ÷òîáû X ∩P(U2) = ∅).
Òîãäà ðàññìîòðèì LU1,U2 = {U ∈ Gr(m,W ) | U2 ⊂ U ⊂ U1} ∼= P(U1/U2). ßñíî, ÷òî DX∩LU1,U2 � ïîä-

ñõåìà äëèíû d. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî DX äèâèçîð. Â ñàìîì äåëå, çàìåòèì, ÷òî Gr(m,U1) ⊂ Gr(m,W )

� ñõåìà íóëåé ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ (U ∗)⊕(n−m−1), êîòîðîå ïîðîæäàåòñÿ ãëîáàëüíûìè ñå÷åíèÿìè, à

LU1,U2 ⊂ Gr(m,U1) � ñõåìà íóëåé ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ (U1/U )⊕(m−1), êîòîðîå òîæå ïîðîæäàåòñÿ

ãëîáàëüíûìè ñå÷åíèÿìè, ïîýòîìó codimLU1,U2
(DX ∩ LU1,U2) = codimDX . Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî åñ-

ëè O(k) � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äèâèçîðó DX , òî äèâèçîðó DX ∩ LU1,U2 íà LU1,U2

òàêæå ñîîòâåòñòâóåò ðàññëîåíèå O(k), ïîýòîìó k = d.

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê X âîññòàíîâèòü ïî DX . Çàìåòèì äëÿ ýòîãî, ÷òî åñëè x ∈ P(W ) \ X �

ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, òî äëÿ îáùåãî U ∈ q(p−1(x)) ïåðåñå÷åíèå P(U) ∩X ïóñòî, òî åñòü q(p−1(x)) 6⊂
DX , â òî âðåìÿ êàê äëÿ x ∈ X èìååì q(p−1(x)) ⊂ DX ïî ïîñòðîåíèþ. Çíà÷èò

X = {x ∈ X | q(p−1(x)) ⊂ DX}.

Åñëè X ïðèâåäåíà, òî ñõåìíàÿ ñòðóêòóðà íà X âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî. �

Óïðàæíåíèå 48. Ïîêàæèòå, ÷òî LU1,U2 � ïðÿìàÿ íà ãðàññìàíèàíå Gr(m,W ) è ÷òî âñÿêàÿ ïðÿ-

ìàÿ íà Gr(m,W ) èìååò òàêîé âèä. Èíà÷å ãîâîðÿ, F1(Gr(m,W )) = Fl(m− 1,m+ 1;W ).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ äèâèçîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññëîåíèþ OGr(m,W )(d) �

ýòî ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî P(V ), V = Γ(Gr(m,W ),OGr(m,W )(d)). Ìû ïîêàçàëè, ÷òî âñÿêàÿ ïîäñõå-

ìà X ⊂ P(W ) êîðàçìåðíîñòè m è ñòåïåíè d ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå â íåì. Îòäåëüíî ìîæíî ïðîâåðèòü,

÷òî â P(V ) ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Cn−1,n−1−m,d (êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñõåìà

×æîó) òàêîå ÷òî ïîäñõåìû X ñîîòâåòñòâóþò åãî k-òî÷êàì. Îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû íà P(V ) äàþò

ñèñòåìó êîîðäèíàò íà Cn−1,n−1−m,d, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòû ×æîó.

Óïðàæíåíèå 49. Ïîêàæèòå, ÷òî Cn,n−1,d = P(SdW ∗).

Óïðàæíåíèå 50. Ïîêàæèòå, ÷òî Cn,k,1 = Gr(k + 1, n+ 1).

Ïðèìåð 30.5. Ðàññìîòðèì íóëüìåðíûå ïîäñõåìû ñòåïåíè 2 â Pn. Òîãäà m = n, Gr(m,n + 1) = Pn
(äâîéñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî), à DX � îáúåäèíåíèå äâóõ ãèïåðïëîñêîñòåé (åñëè X �

äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè), ëèáî äâîéíàÿ ïëîñêîñòü (åñëè X � ïîäñõåìà äëèíû 2, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â

îäíîé òî÷êå). Íà ýòîì ïðèìåðå õîðîøî âèäíî, ÷òî ïðèâåäåííîñòü X íåîáõîäèìà äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ

X ïî DX .

Óïðàæíåíèå 51. Ïîêàæèòå, ÷òî Cn,0,2 = D2(ϕ), ãäå ϕ : W ⊗ OP(S2W ∗) → W ∗ ⊗ OP(S2W ∗). Ïðî-

âåðüòå, ÷òî äëÿ n = 2 � ýòî ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 3 â P5.

Óïðàæíåíèå 52. Îïèøèòå ñõåìó ×æîó C3,1,2 êðèâûõ ñòåïåíè 2 â P3.
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Ëåêöèÿ IX. Ìíîãîîáðàçèÿ ìîäóëåé

31. Ôóíêòîðû òî÷åê

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ

÷àñòî íàõîäÿòñÿ â áèåêöèè ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê íåêîòîðûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Åñòåñòâåí-

íî, õîòåëîñü áû, ÷òîáû ýòè ìíîãîîáðàçèÿ íå ïàäàëè ñ íåáà, à îïðåäåëÿëèñü îäíîçíà÷íî èçó÷àåìûìè

ìíîæåñòâàìè îáúåêòîâ. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî k-òî÷åê ñõåìû X íå ìîæåò îïðåäåëÿòü

ñõåìó îäíîçíà÷íî � ÿñíî, ÷òî íà ïî÷òè âñåõ ñõåìàõ ìíîæåñòâà k-òî÷åê ðàâíîìîùíû. Ïîýòîìó íóæíà

êàêàÿ-òî äîïîëíèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà. Íàèáîëåå óäîáíîé, îêàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà �ôóíêòîðà òî÷åê�.

ÏóñòüX � ïðîèçâîëüíàÿ ñõåìà. Íàïîìíèì, ÷òî k-òî÷êà ñõåìûX � ýòî ìîðôèçì Spec k→ X. Àíà-

ëîãè÷íî, S-òî÷êîé ñõåìû X (ãäå S � ïðîèçâîëüíàÿ ñõåìà), íàçûâàåòñÿ ìîðôèçì S → X. Ìíîæåñòâî

S-òî÷åê ñõåìû X îáîçíà÷àåòñÿ X(S). Òàêèì îáðàçîì, X(S) = Map(S,X).

Çàìåòèì, ÷òî ñîïîñòàâëåíèå S 7→ X(S) ÿâëÿåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì íà êàòåãîðèè

ñõåì � ìîðôèçìó f : S′ → S î÷åâèäíî ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìîðôèçì f∗ : X(S) → X(S′), ïåðåâîäÿùèé

S-òî÷êó S → X â S′-òî÷êó S′
f−−→ S → X. Îáîçíà÷èì ýòîò ôóíêòîð hX . Èòàê,

hX : Schopp → Sets, hX(S) = X(S).

ãäå Sch � êàòåãîðèÿ ñõåì, à Sets � êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ. Îêàçûâàåòñÿ, ïî ôóíêòîðó òî÷åê ñõåìà

âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ïðåäëîæåíèå 31.1. Åñëè ôóíêòîðû òî÷åê hX è hY èçîìîðôíû, òî è ñõåìû X è Y èçîìîðôíû.

Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî ôóíêòîðà F : Schopp → Sets èìååòñÿ èçîìîðôèçì

Hom(hX , F ) ∼= F (X).

Â ÷àñòíîñòè, Hom(hX , hY ) = hY (X) = Y (X) = Map(X,Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñîâåðøåííî îáùåêàòåãîðíîå óòâåðæäåíèå èçâåñòíîå êàê ëåììà Èîíåäû. Äî-

êàæåì åãî. Ïóñòü α : hX → F � ìîðôèçì ôóíêòîðîâ, òî åñòü íàáîð ìîðôèçìîâ αS : hX(S) → F (S)

äëÿ âñåõ ñõåì S, òàêèõ ÷òî êâàäðàòû

hX(S)

hX(ϕ)
��

αS // F (S)

F (ϕ)
��

hX(S′)
αS′ // F (S′)

êîììóòàòèâíû äëÿ âñåõ ìîðôèçìîâ ϕ : S′ → S. Â ÷àñòíîñòè îí äàåò ìîðôèçì αX : hX(X)→ F (X).

Íî hX(X) = Map(X,X) ñîäåðæèò âûäåëåííûé ýëåìåíò, idX . Ïîëîæèì

fα := αX(idX) ∈ F (X).

Îáðàòíî, ïóñòü f ∈ F (X). Êàæäîé ñõåìå S è êàæäîìó ìîðôèçìó ϕ : S → X ñîïîñòàâèì ýëåìåíò

F (ϕ)(f) ∈ F (S) � îáðàç f ïîä äåéñòâèåì ìîðôèçìà F (ϕ) : F (X)→ F (S). Òåì ñàìûì ïîëó÷àåì ñîïî-

ñòàâëåíèå ϕ 7→ F (ϕ)(f), òî åñòü îòîáðàæåíèå hX(S) → F (S). Îíî ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì ôóíêòîðîâ

hX → F , òàê êàê êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàììû

hX(S)

hX(g)
��

// F (S)

F (g)
��

hX(S′) // F (S′)
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äëÿ âñÿêîãî ìîðôèçìà g : S′ → S î÷åâèäíà. Äåéñòâèòåëüíî, â îäíîì ñëó÷àå ϕ : S → X ïåðåõîäèò

ñíà÷àëà â hX(g)(ϕ) = ϕ ◦ g : S′ → X, à çàòåì â F (ϕ ◦ g)(f), à â äðóãîì � ñíà÷àëà â F (ϕ)(f), à çàòåì

â F (g)(F (ϕ)(f)). Íî F (ϕ ◦ g)(f) = F (g)(F (ϕ)(f)) â ñèëó ôóíêòîðèàëüíîñòè F .

Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûé ìîðôèçì ôóíêòîðîâ ÷åðåç αf : hX → F . Òîãäà ÿñíî, ÷òî

αfα(ϕ) = F (ϕ)(fα) = F (ϕ)(αX(idX)) = αS(hX(ϕ)(idX)) = αS(idX ◦ϕ) = αS(ϕ),

òàê ÷òî αfα = α. Îáðàòíî,

fαf = αf (idX) = F (idX)(f) = idF (X)(f) = f.

Òàêèì îáðàçîì, ìû óáåäèëèñü, ÷òî Hom(hX , F ) = F (X). Ðàâåíñòâî Hom(hX , hY ) = Map(X,Y )

ñðàçó îòñþäà ñëåäóåò. Íàêîíåö, åñëè hX ∼= hY , òî âçàèìíî îáðàòíûå ìîðôèçìû hX → hY è hY → hX
îáÿçàíû ïðîèñõîäèòü èç ìîðôèçìîâ X → Y è Y → X, êîòîðûå â ñèëó äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà

îáÿçàíû áûòü âçàèìíî îáðàòíûìè. �

Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå íà ñàìîì äåëå äîâîëüíî óäèâèòåëüíî. Îíî ãîâîðèò î òîì, ÷òî õîòÿ çíàíèÿ

ìíîæåñòâà k-òî÷åê ñõåìû ñîâåðøåííî íåäîñòàòî÷íî, äëÿ òîãî ÷òîáû ýòó ñõåìó îïèñàòü, íî çíàíèÿ

âñåõ S-òî÷åê äëÿ âñåõ S (êàê ôóíêòîðà èç êàòåãîðèè ñõåì) óæå âïîëíå äîñòàòî÷íî. Èíà÷å ãîâîðÿ,

òîïîëîãèÿ è êîëüöî ôóíêöèé çàêîäèðîâàíû â ôóíêòîðèàëüíîñòè ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ.

32. Ïðåäñòàâèìûå ôóíêòîðû è óíèâåðñàëüíûå ñåìåéñòâà

Ïóñòü òåïåðü çàäàí ïðîèçâîëüíûé ôóíêòîð F : Schopp → Sets.

Îïðåäåëåíèå 32.1. Ôóíêòîð F íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ñõåìàM è èçîìîðôèçì

ôóíêòîðîâ hM ∼= F . Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òîM � òîíêîå ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé, ñîîòâåòñòâóþùåå

ôóíêòîðó F .

Ïðèìåð 32.2. Ïóñòü W � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì òàêîé ôóíêòîð F : Schopp → Sets.

Êàæäîé ñõåìå S ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ïîäðàññëîåíèé ε : L ⊂ W ⊗ OS , ñ òî÷íîñòüþ äî

ýêâèâàëåíòíîñòè (L , ε) ∼ (L ′, ε′), åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ϕ : L ′ → L , òàêîé ÷òî ε′ = ε ◦ ϕ.
Òîãäà ôóíêòîð F ïðåäñòàâèì, à ñîîòâåòñòâóþùåå òîíêîå ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé � P(W ).

Ïðèìåð 32.3. Ïóñòü W � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì òàêîé ôóíêòîð F : Schopp → Sets.

Êàæäîé ñõåìå S ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâî ïîäðàññëîåíèé ε : E ⊂ W ⊗ OS ðàíãà r, ñ òî÷íîñòüþ äî

ýêâèâàëåíòíîñòè (E , ε) ∼ (E ′, ε′), åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ϕ : E ′ → E , òàêîé ÷òî ε′ = ε◦ϕ. Òîãäà
ôóíêòîð F ïðåäñòàâèì, à ñîîòâåòñòâóþùåå òîíêîå ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé � Gr(r,W ).

Óïðàæíåíèå 53. Íàïèøèòå ôóíêòîð, ÷üå òîíêîå ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé � ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ.

Ïðèìåð 32.4. Ïóñòü E � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà ñõåìåX. Ðàññìîòðèì ôóíêòîð F : Schopp → Sets,

ñîïîñòàâëÿþùèé ñõåìå S ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ f : S → X è ëèíåéíûõ ïîäðàññëîåíèé ε : L ⊂ f∗E,
ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè (f,L , ε) ∼ (f ′,L ′, ε′), åñëè f ′ = f è ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ðàñ-

ñëîåíèé ϕ : L ′ → L , òàêîé ÷òî ε′ = ε ◦ ϕ. Òîãäà ôóíêòîð F ïðåäñòàâèì, à ñîîòâåòñòâóþùåå òîíêîå

ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé � PX(E).

Óïðàæíåíèå 54. Íàïèøèòå ôóíêòîð, òîíêîå ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé êîòîðîãî � ýòî GrX(r, E).

Ïóñòü ôóíêòîð F ïðåäñòàâèì, à ñîîòâåòñòâóþùåå òîíêîå ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé � M . Òîãäà â

ìíîæåñòâå F (M) åñòü âûäåëåííûé ýëåìåíò � ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé òîæäåñòâåííîìó ìîðôèçìó

idM ∈ Map(M,M) = hM (M) ïðè èçîìîðôèçìå F ∼= hM . Ýòîò ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì

ñåìåéñòâîì íà M .
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Ïðèìåð 32.5. Â ïðèìåðå 32.2 óíèâåðñàëüíîå ñåìåéñòâî � ýòî òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå

OP(W )(−1) ↪→W ⊗ OP(W ).

Ïðèìåð 32.6. Â ïðèìåðå 32.3 óíèâåðñàëüíîå ñåìåéñòâî � ýòî òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå

U ↪→W ⊗ OGr(r,W ).

Ïðèìåð 32.7. Â ïðèìåðå 32.4 óíèâåðñàëüíîå ñåìåéñòâî � ýòî ïðîåêöèÿ p : PX(E )→ X è òàâòîëî-

ãè÷åñêîå âëîæåíèå OPX(E)(−1) ↪→ p∗E.

Ïîëåçíî ïîíèìàòü, ÷òî íà ÿçûêå ìíîãîîáðàçèé ìîäóëåé è óíèâåðñàëüíûõ ñåìåéñòâ ëåììà Èîíåäû

èìååò ñëåäóþùóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó.

Ïðåäëîæåíèå 32.8. Ïóñòü F : Schopp → Sets � ôóíêòîð, îáëàäàþùèé òîíêèì ìíîãîîáðàçèåì

ìîäóëåé M , à u ∈ F (M) � ñîîòâåòñòâóþùåå óíèâåðñàëüíîå ñåìåéñòâî. Òîãäà ìîðôèçìû S → M

íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà F (S), ïðè÷åì åñëè

ϕ : S →M ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòó f ∈ F (S), òî f = F (ϕ)(u).

33. Ôóíêòîð ïîäñõåì, ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà è ïëîñêèå ïó÷êè

Âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î ïàðàìåòðèçàöèè ñåìåéñòâ çàìêíóòûõ ïîäñõåì â ôèêñèðîâàííîì ìíîãî-

îáðàçèè X. Ïîïðîáóåì îïðåäåëèòü ïîäõîäÿùèé ôóíêòîð F : Schopp → Sets. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî

ñóùåñòâóåò àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèåHX , ïàðàìåòðèçóþùåå âñå çàìêíóòûå ïîäñõåìû âX. ßñíî,

÷òî ñîîòâåòñòâóþùèì óíèâåðñàëüíûì ñåìåéñòîì äîëæíà áûòü çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà ZX ⊂ X × HX

� äåéñòâèòåëüíî, åñëè òàêàÿ ïîäñõåìà çàäàíà, òî òî÷êàì èç HX ìîæíî ñîïîñòàâëÿòü ñëîè ZX ,

êîòîðûå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ïîäñõåìàìè â X. Àíàëîãè÷íî, äëÿ êàæäîé

S-òî÷êè ñõåìû HX , òî åñòü ìîðôèçìà S → HX , ìîæíî áóäåò ðàññìîòðåòü ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå

ZX ×HX S � ýòî áóäåò ïîäñõåìà â (X×HX)×HX S = X×S. Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü

F (S) êàê ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ ïîäñõåì â Z ⊂ X × S, âîçìîæíî ñ êàêèìè-òî îãðàíè÷åíèÿìè.
Åñòåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå � ñëîè ìîðôèçìà Z → S äîëæíû áûòü �ïîõîæèìè�. Íàïðèìåð, åñëè

îáùèé ñëîé � òî÷êà, òî ñïåöèàëüíûé ñëîé òîæå äîëæåí áûòü òî÷êîé, à íå äâóìÿ òî÷êàìè. Èëè,

íàïðèìåð, åñëè îáùèé ñëîé � êîíèêà, òî è ñïåöèàëüíûé ñëîé äîëæåí áûòü êîíèêîé. Âîïðîñ � êàê

òàêîãî ðîäà îãðàíè÷åíèÿ ñôîðìóëèðîâàòü ìàòåìàòè÷åñêè.

Ìîæíî, íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ïîäñõåìû Z ⊂ X×S, ÷òî ìîðôèçì Z → S ÿâëÿåòñÿ

ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì. Ýòî áûëî áû âïîëíå ðàçóìíûì óñëîâèåì â äèôôåðåíöèàëüíîé

ãåîìåòðèè, íî â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè � ýòî ñëèøêîì ñèëüíîå óñëîâèå. Êîíå÷íî, îíî çàïðåùàåò

ïîÿâëåíèå ëèøíèõ òî÷åê â ñëîÿõ, íî òàêæå îíî çàïðåùàåò è âûðîæäåíèÿ êîíèê. Ïîýòîìó óñëîâèå

ëîêàëüíîé òðèâèàëüíîñòè íå ãîäèòñÿ.

Äîñòàòî÷íî ðàçóìíûì ñî âñåõ òî÷åê çðåíèÿ óñëîâèåì îêàçûâàåòñÿ óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ âñåõ ÷èñ-

ëåííûõ èíâàðèàíòîâ ñëîåâ, â êîíöå êîíöîâ ïðèâîäÿùèå ê ïîíÿòèþ ïëîñêîñòè.

Ëåììà 33.1. Ïóñòü F � êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå Pn. Ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí PF (t) ∈ Q[t] ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôèöèåíòûìè ñòåïåíè íå âûøå n, òàê

÷òî

PF (t) = dim(H0(Pn,F (t))) äëÿ âñåõ öåëûõ t� 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

PF (t) := χ(Pn,F (t)) =
n∑
i=0

(−1)i dim(H i(Pn,F (t))).
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ßñíî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà îïðåäåëåíà ïðè âñåõ t ∈ Z, ïðè÷åì ïðè t� 0 ñòàðøèå êîãîìîëîãèè

çàíóëÿþòñÿ, ïîýòîìó îíà ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ H0. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

ýòî âûðàæåíèå ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò t. Áóäåì äîêàçûâàòü ýòî èíäóêöèåé ïî n.

Áàçà èíäóêöèè � n = 0 � î÷åâèäíà, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå F ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì,

ïîäêðóòêà íèêàê åãî íå ìåíÿåò, è çíà÷èò PF (t) � êîíñòàíòà, ðàâíàÿ ðàçìåðíîñòè F .

Ïóñòü òåïåðü n > 0. Ðàññìîòðìè ëèíåéíóþ ôóíêöèþ f íà Pn, êîòîðàÿ íå àííóëèðóåò íèêàêîå

ëîêàëüíîå ñå÷åíèå F (èíà÷å ãîâîðÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü Pn−1 ⊂ Pn íå ñîäåðæèò íî-

ñèòåëü íèêàêîé àññîöèèðîâàííîé òî÷êè ïó÷êà F ). Ïîëó÷èì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ OPn(−1)
f−−→ OPn → OPn−1 → 0.

Äîìíîæèì åå íà F (t), ïîëó÷èì òî÷íóþ òðîéêó

0→ F (t− 1)
f−−→ F (t)→ F |Pn−1(t)→ 0.

Ðàññìàòðèâàÿ äëèííóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîãîìîëîãèé è àëüòåðíèðîâàííóþ ñóììó èõ ðàç-

ìåðíîñòåé, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

PF |Pn−1
(t) = PF (t)− PF (t− 1).

Ëåâàÿ ÷àñòü, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò t (ñòåïåíè íå âûøå n − 1).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí îò t (íà åäèíèöó áîëüøåé ñòåïåíè),

ðàâíûé â öåëûõ òî÷êàõ PF (t). �

Ìíîãî÷ëåí PF (t), îïèñàííûé â ïðåäûäóùåé ëåììå íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà ïó÷êà F .

Òåîðåìà Ðèìàíà�Ðîõà ïîçâîëÿåò åãî ÿâíî âû÷èñëèòü â òåðìèíàõ õàðàêòåðà ×åðíà ch(F ) ïó÷êà F :

PF (t) = deg((exp(tH) ch(F ) Td(Pn))

= deg

((
1 + tH + · · ·+ tn

n!
Hn

)
(r(F ) + ch1(F ) + · · ·+ chn(F ))(1 + Td1 + · · ·+ Tdn)

)
,

ãäå H � êëàññ ãèïåðïëîñêîñòè, Tdi � êîýôôèöèåíòû êëàññà Òîääà ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Pn,
à deg � ôóíêöèÿ ñòåïåíè íà ñòàðøèõ êîãîìîëîãèÿõ.

Ïóñòü òåïåðü X � ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, à L � î÷åíü îáèëüíûé ïó÷îê íà X. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò åñòåñòâåííîå âëîæåíèå i : X ↪→ Pn, òàêîå ÷òî L ∼= i∗OPn(1). Ïî ôîðìóëå ïðîåêöèè

Hp(X,F ⊗L t) ∼= Hp(Pn, i∗(F ⊗ i∗OPn(t))) ∼= Hp(Pn, i∗F (t)),

ïîýòîìó ïðè âñåõ t� 0

dimH0(X,F ⊗L t) = Pi∗F (t)

ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà ïó÷êà F îòíîñèòåëüíî ëèíåé-

íîãî ðàññëîåíèÿ L . Îí ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âûáîðà ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ.

Òåîðåìà 33.2. Ïóñòü f : X → S ïðîåêòèâíûé ìîðôèçì íà ñâÿçíóþ ïðèâåäåííóþ ñõåìó S, L �

îòíîñèòåëüíî î÷åíü îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà X, à F � êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà X. Êàæäîé

òî÷êå s ∈ S ñîïîñòàâèì ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà

pF ,s(t) := PF |Xs (t),

ãäå Xs = f−1(s) � ñëîé ñõåìû X íàä òî÷êîé s. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) ìíîãî÷ëåí pF ,s(t) ∈ Q[t] íå çàâèñèò îò òî÷êè s;

(2) äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ X âûïîëíåíî Tor
OS,s
>0 (FX,x,−) = 0, ãäå s = f(x).

Äîêàçûâàòü ýòó òåîðåìó ìû íå áóäåì (åå äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî íàéòè â ëþáîì ó÷åáíèêå). Äëÿ íàñ

îíà, ñêîðåå, ÿâëÿåòñÿ ìîòèâàöèåé äëÿ ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 33.3. Ïóñòü X � ñõåìà íàä S, à F � êâàçèêîãåðåíòíûé ïó÷îê íà X. Ïó÷îê F �

ïëîñêèé íàä S, åñëè äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ X âûïîëíåíî óñëîâèå Tor
OS,s
>0 (FX,x,−) = 0, ãäå s = f(x).

Àíàëîãè÷íî, ñõåìà X � ïëîñêàÿ íàä S, åñëè åå ñòðóêòóðíûé ïó÷îê OX � ïëîñêèé íàä S.

Â îáùåì ñëó÷àå, ïëîñêîñòü ïó÷êà è ïîñòîÿííîñòü ìíîãî÷ëåíà Ãèëüáåðòà íå ýêâèâàëåíòíû.

Ïðèìåð 33.4. Ïóñòü X = (P1 × S) \ {x}, ãäå x � çàìêíóòàÿ òî÷êà, à F = OX . Òîãäà F ïëîñêèé

íàä S, õîòÿ pF ,s(t) = 1 + t ïðè s 6= f(x), íî pF ,s(t) = t ïðè s = f(x).

Ïðèìåð 33.5. Ïóñòü X = S = S1 t S2 � íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ êîìïîíåíò, F = OS1 ⊕ O⊕2
S2
.

Òîãäà F ïëîñêèé íàä S, õîòÿ pF ,s(t) = i ïðè s ∈ Si.

Åñëè F íå êîãåðåíòåí, òî åãî ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà íå âïîëíå îïðåäåëåí, ïîýòîìó è ãîâîðèòü î

ðàâíîñèëüíîñòè íå ïðèõîäèòñÿ. Íàêîíåö, åñëè S íå ïðèâåäåíà, òî ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà ïó÷êà íå

ñîäåðæèò íèêàêîé èíôîðìàöèè î äåéñòâèè íèëüïîòåíòîâ è íå ìîæåò êîíòðîëèðîâàòü ïëîñêîñòü.

Ïðèìåð 33.6. Ïóñòü X = S = Spec(k[u]/u2), F = k[u]/u2 è G = k. Òîãäà äëÿ åäèíñòâåííîé òî÷êè

s ∈ S èìååì Fs
∼= Gs ∼= k, ïîýòîìó pF ,s = pG ,s = 1, íî ïðè ýòîì ïó÷îê F ïëîñêèé, à ïó÷îê G � íåò.

Óïðàæíåíèå 55. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè X = S è F � êîãåðåíòåí, òî F ïëîñêèé íàä S òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà F ëîêàëüíî ñâîáîäåí.

Óïðàæíåíèå 56. Ïóñòü f : X → S � ïðîåêòèâíûé ìîðôèçì, à F � êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà X,

ïëîñêèé íàä S. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîêðûòèå S íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îòêðûòûìè ïîäñõåìàìè

S =
⊔

p∈Q[t]

Sp,

òàê ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè s ∈ Sp âûïîëíåíî pF ,s = p.

34. Ôóíêòîð Hilb è ôóíêòîð Quot

Ïóñòü X � ñõåìà. Îïðåäåëèì ôóíêòîð Hilb ôîðìóëîé

HilbX(S) = {Z ⊂ X × S | Z � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà, ïëîñêàÿ íàä S},

ïðè÷åì, åñëè f : S′ → S � ìîðôèçì, è Z ∈ HilbX(S), ïîëîæèì HilbX(f)(Z) := Z ×S S′. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ñõåìà Z×SS′ ïëîñêàÿ íàä S′, ïîýòîìó îïðåäåëåíèå êîððåêòíî è çàäàåò êîíòðàâàðèàíòíûé
ôóíêòîð èõ êàòåãîðèè ñõåì â êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ.

Åñëè ñõåìà X ïðîåêòèâíà (è íà íåé ôèêñèðîâàíî î÷åíü îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå, çàäàþùåå

åå âëîæåíèå â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî), òî òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêòîð

HilbpX(S) = {Z ⊂ X×S | Z � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà, ïëîñêàÿ íàä S, ïðè÷åì pOZ ,s = p äëÿ âñåõ s ∈ S},

ãäå p� ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðèíèìàþùèé öåëûå çíà÷åíèÿ

â öåëûõ òî÷êàõ.

Ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ òåîðåìà, äîêàçàííàÿ Ãðîòåíäèêîì, ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äîêçàòåëüñòâà ïðåäñòà-

âèìîñòè ðàçíûõ àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêòîðîâ.

Òåîðåìà 34.1. Ïóñòü X � ïðîåêòèâíàÿ ñõåìà, è p � ìíîãî÷ëåí ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè, ïðèíèìàþùèé öåëûå çíà÷åíèÿ â öåëûõ òî÷êàõ. Òîãäà ôóíêòîðHilbpX ïðåäñòàâèì ïðîåêòèâíîé

ñõåìîé HilbpX .

Ñëåäñòâèå 34.2. Åñëè X � ïðîåêòèâíàÿ ñõåìà, òî ôóíêòîð HilbX ïðåäñòàâèì ñõåìîé

HilbX :=
⊔

p∈Q[t]

HilbpX ,

ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì öåëîçíà÷íûì ìíîãî÷ëåíàì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S � ñõåìà è Z ∈ HilbX(S), òî åñòü Z ⊂ X×S � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà ïëîñ-

êàÿ íàä S. Â ñèëó Óïðàæíåíèÿ 56 ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå S =
⊔
Sp, òàêîå ÷òî ìíîã÷ëåí Ãèëüáåðòà

ïîäñõåìû Z ×S Sp ⊂ X × Sp ðàâåí p, òî åñòü Z ×S Sp ∈ HilbpX(Sp). Ïî òåîðåìå Ãðîòåíäèêà ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå fp : Sp → HilbpX , òàêîå ÷òî Z ×S Sp èíäóöèðîâàíî óíèâåðñàëüíîé
ïîäñõåìîé. Ïîëîæèì

fZ = tpfp : S =
⊔
p

Sp →
⊔
p

HilbpX .

Ñîïîñòàâëåíèå Z 7→ fZ çàäàåò ìîôðèçì ôóíêòîðîâ HilbX → htp HilbpX
. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòîò

ìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. �

Íà ñàìîì äåëå, ìû òîëüêî ÷òî ïðîâåðèëè, ÷òî ôóíêòîð HilbX ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíå-

íèåì ôóíêòîðîâ HilbpX ïî âñåì öåëîçíà÷íûì ìíîãî÷ëåíàì p(t) â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Íåñâÿçíûì

îáúåäèíåíèåì ôóíêòîðîâ Fi : Schopp → Sets, i ∈ I íàçûâàåòñÿ ôóíêòîð(⊔
i∈I

Fi

)
(S) =

⊔
ϕ : S→I

(∏
i∈I

Fi(ϕ
−1(i))

)
,

ãäå ϕ ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé S → I (I ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ äèñêðåòíîé

òîïîëîãèåé), à ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî òåì i, äëÿ êîòîðûõ ϕ−1(i) íåïóñòî.

Óïðàæíåíèå 57. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêòîð
⊔
Fi ïðåäñòàâèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé

èç ôóíêòîðîâ Fi ïðåäñòàâèì, ïðè÷åì ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé ôóíêòîðà
⊔
Fi � íåñâÿçíîå îáúåäèíå-

íèþ ìíîãîîáðàçèé ìîäóëåé ôóíêòîðîâ Fi.

Ñëåäóþùåå âàæíîå îáîáùåíèå ôóíêòîðà Hilb òîæå äîâîëüíî ïîëåçíî. Ïóñòü X � ñõåìà, à E �

êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà X. Îáðåäåëèì ôóíêòîð Quot ôîðìóëîé

QuotE
X(S) = {(F , ϕ) | F ∈ coh(X × S), F � ïëîñêèé íàä S, à ϕ : E � OS � F � ýïèìîðôèçì}.

Ëåììà 34.3. Èìååòñÿ èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ HilbX ∼= QuotOX
X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíà Z ∈ HilbX(S) � ïëîñêàÿ íàä S çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà â X ×S. Ñîïîñòà-
âèì åé ïó÷îê OZ ∈ coh(X ×S) âìåñòå ñ åñòåñòâåííîé ñþðúåêöèåé ϕZ : OX �OS = OX×S � OZ . Î÷å-

âèäíî, (OZ , ϕZ) ∈ QuotOX
X (S). Àíàëîãè÷íî, åñëè (F , ϕ) ∈ QuotOX

X (S), òî ñþðúåêöèÿ ϕ : OX×S � F

îïðåäåëÿåò ïîäñõåìó Z ⊂ X × S, òàêóþ ÷òî OZ = F . ßñíî, ÷òî Z ∈ HilbX(S). Áîëåå òîãî, ïîñòðî-

åííûå ñîîòâåòñòâèÿ î÷åâèäíî áèåêòèâíû è ôóíêòîðèàëüíû. �

Óïðàæíåíèå 58. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêòîð QuotE
X ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì

⊔
QuotE ,p

X .

Óïðàæíåíèå 59. Ïîêàæèòå, ÷òî HilbpX = QuotOX ,p
X .

Òåîðåìà î ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêòîðà Hilb ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåé òåîðåìû î

ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêòîðà Quot, òàêæå äîêàçàííîé Ãðîòåíäèêîì.

Òåîðåìà 34.4. Ïóñòü X � ïðîåêòèâíàÿ ñõåìà, E � êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà X, à p � ìíîãî÷ëåí ñ

ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðèíèìàþùèé öåëûå çíà÷åíèÿ â öåëûõ òî÷êàõ. Òîãäà ôóíêòîð

QuotE ,p
X ïðåäñòàâèì ïðîåêòèâíîé ñõåìîé QuotE ,p

X .

Óïðàæíåíèå 60. Ïîêàæèòå, ÷òî

(à) ôóíêòîð Hilb1
X ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñõåìîé X;

(á) ôóíêòîð Hilb1+m
Pn ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñõåìîé Gr(2, n+ 1);

(â) ôóíêòîð QuotW,rSpec k ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñõåìîé Gr(r,W ∗).

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ îïèøèòå óíèâåðñàëüíûå ñåìåéñòâà.
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Ëåêöèÿ X. Ïðèìåðû ñõåì Ãèëüáåðòà

35. Ñõåìà Ãèëüáåðòà ïðÿìûõ

Âíà÷àëå îáñóäèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ñõåìû

F1(X) := Hilb1+t
X ,

ïàðàìåòðèçóþùåé ïîäñõåìû ïðîåêòèâíîé ñõåìû X ñ ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà p(t) = 1 + t (îòíî-

ñèòåëüíî âûáðàííîãî î÷åíü îáèëüíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ). Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ X = Pn = P(V ).

Âíà÷àëå îïèøåì çàìêíóòûå òî÷êè ñõåìû Ãèëüáåðòà.

Ëåììà 35.1. Ïóñòü ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è Z ⊂ Pn � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà ñ ìíî-

ãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà PZ(t) = 1 + t. Òîãäà Z � ïðÿìàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êå ãðàññìàíèàíà

Gr(2, n+ 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà èìååò ñòåïåíü 1, âñå êîìïîíåíòû (âêëþ÷àÿ âëîæåí-

íûå) ñõåìû Z íå áîëåå ÷åì îäíîìåðíû. Ïóñòü Z ′ ⊂ Z � ÷èñòî îäíîìåðíàÿ ÷àñòü (åå ñòðóêòóðíûé

ïó÷îê ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîì OZ ïî ïîäïó÷êó, ïîðîæäåííîìó âñåìè ñå÷åíèÿìè OZ ñ íóëüìåðíûì íî-

ñèòåëåì) ñ ïðèâåäåííîé ñòðóêòóðîé. Çàìåòèì, ÷òî PZ′(t) = t + a äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ Z. Ïîêàæåì,
÷òî Z ′ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé.

Äëÿ êàæäîé ãèïåðïëîñêîñòè H ⊂ Pn óìíîæèì êîìïëåêñ Êîøóëÿ 0→ OPn(−1)→ OPn → OH → 0

íà OZ′ :

0→ Tor1(OZ′ ,OH)→ OZ′(−1)→ OZ′ → OH∩Z′ → 0.

Òàê êàê ïó÷îê OZ′ íå èìååò êðó÷åíèÿ, ñðåäíÿÿ ñòðåëêà ëþáî íóëåâàÿ, ëèáî èíúåêòèâíàÿ. Â ïåðâîì

ñëó÷àå, Z ′ ⊂ H. Âî âòîðîì ñëó÷àå Tor1(OZ′ ,OH) = 0, çíà÷èò Z ′ ∩ H ïîäñõåìà â H ñ ìíîãî÷ëåíîì

Ãèëüáåðòà

PZ′(t)− PZ′(t− 1) = 1,

òî åñòü òî÷êà. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðîâåðèëè, ÷òî ëèáî Z ′ ⊂ H, ëèáî Z ′ ∩H = Spec(k). Åñëè ïåðâûé

ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ, ìû ìîæåì çàìåíèòü Pn íà H è ñâåñòè âîïðîñ ê ïðîåêòèâíîìó ïðîñòðàíñòâó

ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñåãäà èìååò ìåñòî âòîðîé ñëó÷àé. Ïîêàæåì

òîãäà, ÷òî n = 1 è Z ′ = P1.

Â ñàìîì äåëå, åñëè n > 1, âûáðåì íà Z ′ äâå òî÷êè (Z ′ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé â ñèëó åå ìíîãî÷ëåíà

Ãèëüáåðòà) è ïðîâåäåì ÷åðåç íèõ ãèïåðïëîñêîñòü. Îíà íå ìîæåò ñîäåðæàòü Z ′, íî è ïåðåñåêàòü åå

ïî îäíîé òî÷êå òîæå íå ìîæåò. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî n = 1. Íî åäèíñòâåííàÿ

îäíîìåðíàÿ ïîäñõåìà â P1 ðàâíà P1, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî Z = Z ′. Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ Z ′ èìååì òî÷íóþ òðîéêó

0→ F → OZ → OZ′ → 0.

Ïðè ýòîì PZ′(t) = PP1(t) = t+ 1 (òàê êàê dimH0(P1,OP1(t)) = 1 + t), çíà÷èò

PF (t) = PZ(t)− P̃Z′(t) = 0.

Íî ïó÷îê ñ íóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà ðàâåí íóëþ (òàê êàê ïðè t� 0 ïó÷îê F (t) ïîðîæäàåòñÿ

ãëîáàëüíûìè ñå÷åíèÿìè, à H0(Pn,F (t)) = PF (t) = 0). Çíà÷èò F = 0 è Z = Z ′. �

Íà ñàìîì äåëå, ìû äîêàçàëè äàæå ÷óòü áîëüøå.

Ñëåäñòâèå 35.2. Ïóñòü Z ⊂ Pn çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà ñ ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà PZ(t) = t + a.

Òîãäà a ≥ 1 è Z ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïðÿìîé ñ a− 1 (âîçìîæíî âëîæåííûìè) òî÷êàìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Z ′ ⊂ Z � ïðèâåäåííàÿ îäíîìåðíàÿ ÷àñòü. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû âèäíî,

÷òî Z ′ � ïðÿìàÿ, çíà÷èò PF (t) = a − 1 (ïó÷îê F òàêîé æå êàê è â ëåììå). Çíà÷èò a − 1 ≥ 0 è F

àðòèíîâ ïó÷îê äëèíû a− 1. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò íåîáõîäèìîå óòâåðæäåíèå. �

Óïðàæíåíèå 61. Ïóñòü F � ïó÷îê íà Pn áåç íóëüìåðíîãî êðó÷åíèÿ ñ ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà

PF (t) = t+ a. Òîãäà F ∼= OP1(a− 1), ãäå P1 ⊂ Pn � ïðÿìàÿ.

Òåïåðü ìû ãîòîâû îïèñàòü ñõåìó Ãèëüáåðòà.

Òåîðåìà 35.3. Ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì Hilb1+t
P(V )

∼= Gr(2, V ), òàêîé ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ ïîäñõåìà

ñîâïàäàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì ôëàãîâ Fl(1, 2;V ) ⊂ P(V )×Gr(2, V ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Z ⊂ P(V ) × S ïîäñõåìà ïëîñêàÿ íàä S, òàêàÿ ÷òî PZs(t) = 1 + t äëÿ âñåõ

òî÷åê s ∈ S. Ïóñòü p : Z → P(V ) è q : Z → S � ïðîåêöèè. Ðàññìîòðèì íà S ïó÷îê

E := q∗p
∗(OP(V )(1)).

Ïî òåîðåìå î ïëîñêîé çàìåíå áàçû, åãî ñëîé â òî÷êå s èçîìîðôåí ïðîñòðàíñòâó H0(Zs,OP(V )(1)|Zs).
Íî êàê ìû äîêàçàëè â ëåììå, Zs ∼= P1, ïðè÷åì OP(V )(1)|Zs ∼= OP1(1), ïîýòîìó ýòî ïðîñòðàíñòâî

äâóìåðíî. Òàê êàê ýòî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ òî÷åê s ∈ S, ïó÷îê E ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì ðàíãà 2 íà S.

Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî q∗p
∗(OP(V )) ∼= OS .

Äàëåå, ðàññìîòðèì åñòåñòâåííûé ìîðôèçì

V ∗ ⊗ OS
∼= q∗p

∗(V ∗ ⊗ OP(V ))→ q∗p
∗(OP(V )(1)) ∼= E .

Â ñëîå íàä òî÷êîé s ∈ S îí ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèì H0(P(V ), V ∗ ⊗ OP(V )(1)) → H0(Zs,OP(V )(1)|Zs)
è òàê êàê Zs = P1, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îí ñþðúåêòèâåí. Çíà÷èò ïîñòðîåííûé âûøå ìîðôèçì ïó÷-

êîâ ñþðúåêòèâåí. Â ñèëó óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà ãðàññìàíèàíà, ïîó÷àåì ìîðôèçì S → Gr(2, V ).

Ïðè ýòîì ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî îòîáðàæåíèÿ S′ → S, ìîðôèçì, ïîñòðîåííûé ïî ïîäñõå-

ìå Z ×S S′ ⊂ P(V ) × S′ ñîâïàäàåò ñ êîìïîçèöèåé S′ → S → Gr(2, V ) (äëÿ ýòîãî íàäî åùå ðàç

âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î çàìåíå áàçû). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïîñòðîèëè ìîðôèçì ôóíêòîðîâ èç

Hilb1+t
P(V ) â ôóíêòîð, ïðåäñòàâëåííûé ãðàññìàíèàíîì Gr(2, V ). Ïî ëåììå Èîíåäû îí çàäàåò ìîðôèçì

Hilb1+t
P(V ) → Gr(2, V ).

Îáðàòíûé ìîðôèçì ñòðîèòñÿ åùå ïðîùå � ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ Fl(1, 2;V ) ⊂ P(V ) × Gr(2, V )

ðàññëîåíî íàä Gr(2, V ) ñî ñëîåì P1, ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì íàä Gr(2, V ) ñ ìíîãî÷ëåíîì Ãèëü-

áåðòà 1 + t. Çíà÷èò îíî çàäàåò ìîðôèçì Gr(2, V )→ Hilb1+t
P(V ).

Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ïîñòðîåííûå ìîðôèçìû âçàèìíî îáðàòíû äîñòàòî÷íî ïðîñòà. �

Ïóñòü òåïåðü X ⊂ P(V ) � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà.

Ïðåäëîæåíèå 35.4. Åñëè X � ñõåìà íóëåé ñå÷åíèé f1, . . . , fm ïó÷êîâ OP(V )(d1), . . . , OP(V )(dm),

òî Hilb1+t
X ⊂ Gr(2, V ) � ñõåìà íóëåé ñå÷åíèé f1, . . . , fm ïó÷êîâ Sd1U ∗, . . . , SdmU ∗, à óíèâåðñàëüíàÿ

ïîäñõåìà ïîëó÷àåòñÿ èç ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ çàìåíîé áàçû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Z ⊂ X×S ⊂ P(V )×S � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà ïëîñêàÿ íàä S ñ ìíîãî÷ëåíîì

Ãèëüáåðòà 1+t. Ïóñòü ϕ : S → Gr(2, V ) èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå. Êàê ïîêàçàíî â äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû, ϕ∗(U ∗) ∼= q∗p
∗(OP(V )(1)), à îáðàòíûé îáðàç òàâòîëîãè÷åñêîé ñþðúåêöèè V ∗⊗OGr(2,V ) → U ∗

ñîâïàäàåò ñ ìîðôèçìîì q∗p
∗(V ∗⊗OP(V ))→ q∗p

∗(OP(V )(1)). Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòíûé îáðàç ñèììåò-

ðè÷åñêîé ñòåïåíè òàâòîëîãè÷åñêîé ñþðúåêöèè SdV ∗ ⊗ OGr(2,V ) → SdU ∗ ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåííûì
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ìîðôèçìîì q∗p
∗(SdV ∗ ⊗ OP(V ))→ q∗p

∗(OP(V )(d)). Â ñèëó äèàãðàììû

Z // X × S //

��

P(V )× S

��
X // P(V )

îáðàòíûé îáðàç (îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè p) ñå÷åíèÿ fi ∈ H0(P(V ),OP(V )(di)) íà Z ïîëó÷àåòñÿ âíà-

÷àëå îãðàíè÷åíèåì íà X, à çàòåì îáðàòíûì îáðàçîì îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè pX : Z → X, è çíà÷èò

ðàâåí íóëþ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñå÷åíèå fi ∈ H0(Gr(2, V ), SdiU ∗) ïðè îãðàíè÷åíèè íà S (îòíîñèòåëüíî

ìîðôèçìà ϕ) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïîñêîëüêó ýòî âåðíî äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ m, çíà÷èò îáðàç ϕ(S) ëåæèò

â ñõåìå íóëåé H ⊂ Gr(2, V ) ñå÷åíèÿ (f1, . . . , fm).

Îáðàòíî, ïóñòü H ⊂ Gr(2, V ) ñõåìà íóëåé ñå÷åíèÿ (f1, . . . , fm) ðàññëîåíèÿ Sd1U ∗ ⊕ · · · ⊕ SdmU ∗.

Ðàññìîòðèì

Z := Fl(1, 2;V )×Gr(2,V ) H ∼= PGr(2,V )(U )×Gr(2,V ) H ∼= PH(U |H) ⊂ P(V )×H.

Ïðîâåðèì, ÷òî ïðîåêöèÿ PH(U |H) ↪→ Fl(1, 2;V ) → P(V ) ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç X ⊂ P(V ). Äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îáðàòíûé îáðàç êàæäîãî èç ñå÷åíèé fi ∈ H0(P(V ),OP(V )(di)) íà PH(U |H)

ðàâåí íóëþ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðÿìîé îáðàç ýòîãî ñå÷åíèÿ íà H ðàâåí íóëþ. Èç

òåîðåìû î çàìåíå áàçû è äèàãðàììû

PH(UH) //

��

Fl(1, 2;V )

q

��

p // P(V )

H // Gr(2, V )

ñëåäóåò, ÷òî ýòîò ïðÿìîé îáðàç ðàâåí îãðàíè÷åíèþ íà H ñå÷åíèÿ q∗p
∗(fi) ∈ H0(Gr(2, V ), SdiU ∗). À

îíî ðàâíî íóëþ ïî îïðåäåëåíèþ ñõåìû H. Çíà÷èò ñõåìà Z äåéñòâèòåëüíî ëåæèò â X ×H.

Ïîñêîëüêó îíà ïëîñêàÿ íàä H (ýòî âèäíî, íàïðèìåð, èç ôîðìóëû Z ∼= PH(U |H)), îíà çàäàåò

ìîðôèçì H → Hilb1+t
X . Ïîñòðîåííûå ìîðôèçìû î÷åâèäíî âçàèìíî îáðàòíû. �

Ñëåäñòâèå 35.5. Ïóñòü X ⊂ Pn � ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå ñòåïåíè (d1, . . . , dm). Äëÿ îáùåãî òàêîãî

X ñõåìà Ãèëüáåðòà Hilb1+t
X � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 2(n− 1)−m−

∑
di.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññëîåíèå Sd1U ∗⊕· · ·⊕SdmU ∗ íà Gr(2, V ) ãëîáàëüíî ïîðîæäåíî ïðîñòðàíñòâîì

ñå÷åíèé Sd1V ∗ ⊕ · · · ⊕ SdmV ∗, ïîýòîìó ñå÷åíèå, îïðåäåëÿþùåå Hilb1+t
X â Gr(2, V ) ÿâëÿåòñÿ îáùèì

ñå÷åíèåì ãëîáàëüíî ïîðîæäåííîãî ðàññëîåíèÿ íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè Gr(2, V ). Ïîýòîìó, â ñèëó

ëåììû äîêàçàííîé íà ïîçàïðîøëîé ëåêöèè, åãî ñõåìà íóëåé ãëàäêàÿ è èìååò êîðàçìåðíîñòü ðàâíóþ

ðàíãó ðàññëîåíèÿ. Òàê êàê dim Gr(2, V ) = 2(n−1), à ðàíã SdU ∗ ðàâåí d+1, ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå. �

Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò òàêæå âû÷èñëÿòü êàíîíè÷åñêèé êëàññ è äðóãèå èíâàðèàíòû ñõåìû

Ãèëüáåðòà Hilb1+t
X . Âîò ïàðî÷êà èíòåðåñíûõ ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 35.6. Ïóñòü X ⊂ P5 � ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 3. Òîãäà Hilb1+t
X � ÷åòûðåõìåðíîå ãè-

ïåðêýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå.

Ïðèìåð 35.7. Ïóñòü X ⊂ P5 � ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå äâóõ êâàäðèê. Òîãäà Hilb1+t
X � äâóìåðíîå

àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå.

Â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ íåÿâíîå óñëîâèå îáùíîñòè äîñòàòî÷íî ïîìåíÿòü íà ÿâíîå óñëîâèå ãëàäêîñòè

ìíîãîîáðàçèÿ X.

Óïðàæíåíèå 62. Äîêàæèòå, ÷òî ñõåìà Ãèëüáåðòà Hilb
(1+t)...(m+t)/m!
P(V ) èçîìîðôíà Gr(m+ 1, V ).
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36. Ñõåìà Ãèëüáåðòà êîíèê

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñõåìó Ãèëüáåðòà

F2(X) := Hilb1+2t
X .

Íà÷íåì åå èçó÷åíèå îïÿòü ñî ñëó÷àÿ X = Pn è çàìêíóòîé òî÷êè ñõåìû Ãèëüáåðòà.

Ëåììà 36.1. Ïóñòü ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è Z ⊂ Pn � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà ñ ìíîãî÷ëå-

íîì Ãèëüáåðòà PZ(t) = 1 + 2t. Òîãäà Z � êîíèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà èìååò ñòåïåíü 1, âñå êîìïîíåíòû (âêëþ÷àÿ âëî-

æåííûå) ñõåìû Z íå áîëåå ÷åì îäíîìåðíû. Ïóñòü Z ′ ⊂ Z � íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà îäíîìåðíîé

÷àñòè Z ñ ïðèâåäåííîé ñòðóêòóðîé. Òîãäà PZ′(t) = 2t+ a èëè PZ′(t) = t+ a.

Â ïåðâîì ñëó÷àå, ðàññóæäåíèå Ëåììû 35.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî âñÿêàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â Pn ëèáî

ñîäåðæèò Z ′, ëèáî ïåðåñåêàåò åå ïî ñõåìå äëèíû 2 è, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñîäåðæèòñÿ â ïëîñêîñòè

P2 ⊂ Pn (ïðîâåäèòå ïëîñêîñòü ÷åðåç òðè òî÷êè). ×èñòî îäíîìåðíàÿ ïîäñõåìà â ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ

ãèïåðïîâåðõíîñòüþ. Åñëè åå ñòåïåíü ðàâíà d, òî åå ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà ðàâåí

PP2(t)− PP2(t− d) =
(t+ 1)(t+ 2)− (t− d+ 1)(t− d+ 2)

2
= dt− d(d− 3)

2
.

Çíà÷èò d = 2, îòêóäà a = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, Z ′ ÿâëÿåòñÿ êîíèêîé, à ïó÷îê F = Ker(OZ → OZ′)

èìååò íóëåâîé ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà, è çíà÷èò ñàì ðàâåí íóëþ, òî åñòü Z òîæå êîíèêà.

Ïóñòü òåïåðü PZ′(t) = t + a. Òàê êàê Z ′ ÷èñòî îäíîìåðíàÿ, â ñèëó Ñëåäñòâèÿ 35.2 èìååì a = 1 è

Z ′ � ïðÿìàÿ. Åñëè F = Ker(OZ → OZ′), òî PF (t) = t, ïîýòîìó â ñèëó Óïðàæíåíèÿ 61 ñóùåñòâóåò

ñþðúåêöèÿ F � OZ′′(b) ñ àðòèíîâûì ÿäðîì, ãäå Z ′′ � åùå îäíà ïðÿìàÿ. Ïðè ýòîì, òàê êàê OZ �

ôàêòîð OPn , òî F � ôàêòîð ïó÷êà èäåàëîâ IZ′ . Íî òàê êàê ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì

ãèïåðïëîñêîñòåé, òî ïó÷îê IZ′(1) ãëîáàëüíî ïîðîæäåí. Ñëåäîâàòåëüíî, ïó÷îê F (1) òîæå ãëîáàëüíî

ïîðîææäåí, à çíà÷èò è ïó÷îê OZ′′(b+ 1). Ïîýòîìó b ≥ −1. Îäíàêî, åñëè G = Ker(F → OZ′′(b)), òî

PG (t) = POZ (t)− POZ′
−POZ′′ (b)

(t) = (2t+ 1)− (t+ 1)− (t+ b+ 1) = −b− 1 ≤ 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî G = 0 è b = −1.

Èòàê, ìû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî OZ ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì

0→ OZ′′(−1)→ OZ → OZ′ → 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî dimH0(Pn,OZ(1)) = 3, çíà÷èò ìîðôèçì H0(Pn,OPn(1))→ H0(Pn,OZ(1)) èìååò

ðàíã íå áîëüøå òðåõ, à çíà÷èò Z ⊂ P2. Îòñþäà òàêæå êàê è âûøå ñëåäóåò, ÷òî Z � êîíèêà. �

Òåîðåìà 36.2. Ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì Hilb1+2t
P(V )
∼= PGr(3,V )(S

2U ∗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷èìñÿ íàáðîñêîì. Ïóñòü Z ⊂ P(V )×S � ïëîñêàÿ íàä S ïîäñõåìà ñ ìíîãî-

÷ëåíîì Ãèëüáåðòà 1 + 2t. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ïó÷îê E := q∗p
∗(OP(V )(1)). Ïîëüçóÿñü ëåììîé, ìîæíî

ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ðàññëîåíèå ðàíãà 3, à ìîðôèçì

V ∗ ⊗ OS
∼= q∗p

∗(V ∗ ⊗ OP(V ))→ q∗p
∗(OP(V )(1)) ∼= E

ñþðúåêòèâåí. Îí çàäàåò îòîáðàæåíèå ϕ : S → Gr(3, V ), ïðè÷åì òàê ÷òî

Z ⊂ PS(ϕ∗U ) ∼= Fl(1, 3;V )×Gr(3,V ) S.

Ïóñòü IZ � ïó÷îê èäåàëîâ Z âíóòðè PS(ϕ∗U ). Åñëè r : PS(ϕ∗U ) → S � ïðîåêöèÿ, òî ïîëüçóÿñü

îïèñàíèåì ñëîåâ Z, çàêëþ÷àåì, ÷òî

L := r∗(IZ ⊗ OPS(ϕ∗U )/S(2))
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ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì, à èíäóöèðîâàííûé âëîæåíèåì IZ ↪→ OPS(ϕ∗U ) ìîðôèçì

L = r∗(IZ ⊗ OPS(ϕ∗U )/S(2))→ r∗(OPS(ϕ∗U )/S(2)) ∼= ϕ∗(S2U ∗)

ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ðàññëîåíèé. Îí çàäàåò ìîðôèçì S → PGr(3,V )(S
2U ∗). Òàê æå êàê è â ñëó÷àå

ïðÿìûõ ïðîâåðÿåòñÿ åãî ôóíêòîðèàëüíîñòü, à çíà÷èò èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé ïîëó÷àåòñÿ îòîáðàæå-

íèå Hilb1+2t
P(V ) → PGr(3,V )(S

2U ∗).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ïëîñêîå ñåìåéñòâî êîíèê â ïðîèç-

âåäåíèè P(V )× PGr(3,V )(S
2U ∗), ÷òî òîæå íå ñëîæíî. �

Ìîæíî òàêæå èçó÷àòü ñõåìû Ãèëüáåðòà êîíèê íà ïðîèçâîëüíûõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, íî

ýòî çàìåòíî ñëîæíåå ÷åì â ñëó÷àå ñ ïðÿìûìè. Êðîìå òîãî, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ñõåìû Ãèëüáåðòà

áîëåå ñëîæíûõ ïîäñõåì. Êàê ïðàâèëî, îíè èìåþò íåñêîëüêî êîìïîíåíò, ïðè÷åì íåêîòîðûå èç êîì-

ïîíåíò ïàðàìåòðèçóþò âåñüìà âûðîæäåííûå ïîäñõåìû. Íàïðèìåð, ñõåìà Ãèëüáåðòà Hilb1+3t
P3 èìååò

äâå êîìïîíåíòû. Ïåðâàÿ ïàðàìåòðèçóåò ðàöèîíàëüíûå ñêðó÷åííûå êóáèêè (è èõ âûðîæäåíèÿ), à

âòîðàÿ � îáúåäèíåíèå ïëîñêèõ êóáè÷åñêèõ êðèâûõ ñ òî÷êîé.

37. Ñõåìû Ãèëüáåðòà òî÷åê

Ñõåìà HilbmX ïàðàìåòðèçóåò íóëüìåðíûå ïîäñõåìû äëèíû m â X. Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò

ïðåäûäóùèõ ïðèìåðîâ, ñõåìà Ãèëüáåðòà HilbmX íå çàâèñèò îò âûáîðà î÷åíü îáèëüíîãî ëèíåéíîãî

ðàññëîåíèÿ íà X.

Ëåììà 37.1. Hilbm(P1) ∼= Pm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóëüìåðíàÿ ïîäñõåìà Z ⊂ P1 ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì, ïîýòîìó IZ
∼= OP1(−m). Ïóñòü

òåïåðü Z ⊂ P1 × S ïëîñêàÿ íàä S ïîäñõåìà ñ ïîëèíîìîì Ãèëüáåðòà m. Òîãäà ïó÷îê

L := q∗(IZ ⊗ p∗OP1(m))

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì, à ìîðôèçì

L = q∗(IZ ⊗ p∗OP1(m))→ q∗p
∗(OP1(m)) ∼= km+1 ⊗ OS

ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ðàññëîåíèé, çíà÷èò çàäàåò ìîðôèçì S → Pm. Äàëüøå, àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííûì
âûøå ðàññóæäåíèÿì. �

Âîîáùå, åñëè C � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, òî HilbmC
∼= Sm(C) � ãëàäêîå m-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Ïðè÷åì

ïðè m ≥ 2g − 1 îíî èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ íàä ÿêîáèàíîì J(C) ñî ñëîåì Pm−g (ïðè ìåíüøèõ

m ïî-ïðåæíåìó åñòü ìîðôèçì HilbmX → J(C), íî åãî ñëîè íàä ðàçíûìè òî÷êàìè ÿêîáèàíà èìåþò

ðàçëè÷íóþ ðàçìåðíîñòü).

Î÷åíü âàæíîé òåìîé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñõåì Ãèëüáåðòà HilbmS òî÷åê íà ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòÿõ.

Îíè òîæå ãëàêèå ìíîãîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè 2m è èìåþò íà óäèâëåíèå áîãàòóþ ñòðóêòóðó. Íàïðèìåð,

åñëè S � ïîâåðõíîñòü òèïà K3, òî HilbmS ÿâëÿåòñÿ ãèïåðêýëåðîâûì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè 2m,

ïðè÷åì òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ïîëîâèíà èçâåñòíûõ ïðèìåðîâ äåôîðìàöèîííûõ êëàññîâ ãèïåð-

êýëåðîâûõ ìíîãîáðàçèé. Âòîðàÿ ïîëîâèíà, êñòàòè, ïîëó÷àåòñÿ íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèåé èç ñõåì

Ãèëüáåðòà HilbmS äëÿ àáåëåâûõ ïîâåðõíîñòåé.

Ñõåìû Ãèëüáåðòà Hilbm(X) ïðè áîëüøèõ m è dim(X) ≥ 3 îñîáû (è äàæå ïðèâîäèìû). Îäíàêî ïðè

ìàëûõ m îíè ãëàäêèå. Ïðè m = 1 î÷åâèäíî Hilb1
X
∼= X. Ïðè m = 2 òîæå îòâåò íåñëîæíî îïèñàòü.

Ïîïðîáóåì âíà÷àëå â êà÷åñòâå �íàèâíîãî ïðèáëèæåíèÿ� ðàññìîòðåòü ñõåìó X×X (âíå äèàãîíàëè

îíà êàê ðàç ïàðàìåòðèçóåò âñå ïîäñõåìû äëèíû 2, íî êàæäóþ äâà ðàçà). Åñëè áû îíà áûëà ñõåìîé

Ãèëüáåðòà, òî óíèâåðñàëüíîé ïîäñõåìîé áûëà áû ñõåìà

Γ1 ∪ Γ2 ⊂ X × (X ×X),
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ãäå Γi � ãðàôèê ïðîåêöèè ïðîèçâåäåíèÿ íà i-ûé ñîìíîæèòåëü. Èíà÷å ãîâîðÿ

Γ1 = {(x1, x1, x2) ∈ X × (X ×X)}, Γ2 = {(x2, x1, x2) ∈ X × (X ×X)}.

Çàìåòèì, ÷òî Γ1∩Γ2 = ∆ := {(x, x, x) ∈ X×(X×X)}. Ïîýòîìó ñòðóêòóðíûé ïó÷îê ïîäñõåìû Γ1∪Γ2

èìååò ðåçîëüâåíòó

0→ OΓ1∪Γ2 → OΓ1 ⊕ OΓ2 → O∆ → 0

(àíàëîãè÷íî ñòðóêòóðíîìó ïó÷êó ïðèâîäèìîé êîíèêè). Ïðîâåðèì, ÷òî ïðè dim(X) ≥ 2 îí íå ïëîñêèé

íàä X ×X. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì ðåçîëüâåíòó â âèäå

0→ I∆,Γ2 → OΓ1∪Γ2 → OΓ1 → 0

è çàìåòèì, ÷òî ïðàâûé ÷ëåí ïëîñêèé íàä X ×X (ïîñêîëüêó ïîäñõåìà Γ1 èçîìîðôíî ïðîåêòèðóåòñÿ

íà X ×X, à ñòðóêòóðíûé ïó÷îê ëîêàëüíî ñâîáîäåí íà íåé), ïîýòîìó ñðåäíèé ÷ëåí ïëîñêèé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ëåâûé ÷ëåí ïëîñêèé. Íî òàê êàê Γ2 òîæå èçîìîðôíî ïðîåêòèðóåòñÿ íà X ×X,

ýòî ðàâíîñèëüíî ïëîñêîñòè ïó÷êà I∆ íàä OX×X . Êàê ìû îáñóæäàëè, êîãåðåíòíûé ïó÷îê ÿâëÿåòñÿ

ïëîñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ëîêàëüíî ñâîáîäåí, à ïó÷îê èäåàëîâ ïîäñõåìû ëîêàëüíî

ñâîáîäåí, òîëüêî åñëè ýòà ïîäñõåìà � äèâèçîð Êàðòüå. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî äèàãîíàëü â X ×X
íå ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì ïðè dim(X) ≥ 2.

Ìû âèäèì, ÷òî ãëàâíàÿ ïðîáëåìà â òîì, ÷òî äèàãîíàëü íå ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå. Íî ýòó

ïðîáëåìó ëåãêî ðåøèòü ðàçäóòèåì!

Èòàê, çàìåíèì X ×X íà Bl∆(X)(X ×X) è ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ ïîäñõåìó

Γ̃1 ∪ Γ̃2 ⊂ X × Bl∆(X)(X ×X),

ãäå Γ̃i � ãðàôèê êîìïîçèöèè Bl∆(X)(X ×X)→ X ×X → X, â êîòîðîé âòîðîé ìîðôèçì � ïðîåêöèÿ

íà i-ûé ñîìíîæèòåëü. Ðåçîëüâåíòà åå ñòðóêòóðíîãî ïó÷êà âûãëÿäèò êàê

0→ I∆̃,Γ̃2
→ OΓ̃1∪Γ̃2

→ OΓ̃1
→ 0,

ãäå ∆̃ � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð ðàçäóòèÿ. Ïó÷îê I∆̃,Γ̃2

∼= OΓ̃2
(−∆̃) îáðàòèì íà Γ̃2, îòñþäà ñðàçó

ñëåäóåò òðåáóåìàÿ ïëîñêîñòü. Ïîëó÷àåì ìîðôèçì Bl∆(X)(X × X) → Hilb2
X . Îí î÷åâèäíî ýêâèâà-

ðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû S2 íà ðàçäóòèè èíäóöèðîâàíîãî åå äåéñòâèåì íà X × X

ïåðåñòàíîâêîé ìíîæèòåëåé, ïîýòîìó ìîðôèçì ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ôàêòîð ïî ýòîìó äåéñòâèþ

Bl∆(X)(X ×X)/S2 → Hilb2
X .

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííûé ìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Òåì ñàìûì äîêàçàíî

Ïðåäëîæåíèå 37.2. Åñëè X � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, òî Hilb2
X
∼= Bl∆(X)(X ×X)/S2.

Çàìå÷àíèå 37.3. Ìîæíî áûëî áû ïîñòóïèòü íàîáîðîò, âíà÷àëå âçÿòü ôàêòîð (X ×X)/S2 =: S2X, à

ïîòîì ðàçäóòü äèàãîíàëü íà íåì. Â ðåçóëüòàòå òîæå ïîëó÷èëàñü áû ñõåìà Ãèëüáåðòà Hilb2
X .

Óïðàæíåíèå 63. Ïîêàæèòå, ÷òî Hilb2
P(V )
∼= PGr(2,V )(S

2U ).

Óïðàæíåíèå 64. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè Q ⊂ P(V ) � ãëàäêàÿ êâàäðèêà, òî Hilb2
Q
∼= PHilb1+t

Q
(Gr(2, V )).
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