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Äåòåðìèíàíòàëè. Ìíîãîîáðàçèÿ Âåðîíåçå è Ñåãðå

1. Íàïîìèíàíèå

Äâà îñíîâíûõ áàçîâûõ êëàññà ìíîãîîáðàçèé â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè � ýòî àôôèííûå ìíî-

ãîîáðàçèÿ è ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ, òî åñòü ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðûå ìîæíî âëîæèòü ëèáî â àô-

ôèííîå ëèáî â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ïîäõîäÿùåé ðàçìåðíîñòè. È òå è äðóãèå ìîæíî îïèñûâàòü

â òåðìèíàõ �êîîðäèíàòíîé àëãåáðû� � åñëè X � àôôèííî, òî

AX = Γ(X,OX),

à åñëè X � ïðîåêòèâíî, òî

A•X =

∞⊕
k=0

Γ(X,OX(k)),

ãäå OX(1) � î÷åíü îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà X. Âñÿ ãåîìåòðèÿ ìíîãîîáðàçèÿ X â ýòèõ

ñëó÷àÿõ ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíà ïî êîîðäèíàòíûì àëãåáðàì. Â ÷àñòíîñòè, ïî àëãåáðå âîññòàíàâ-

ëèâàåòñÿ êàê ñàìî ìíîãîîáðàçèå

X =

{
SpecAX , â àôôèííîì ñëó÷àå,

ProjA•X , â ïðîåêòèâíîì ñëó÷àå,

òàê è êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ è êâàçèêîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà íåì

cohX =

{
qgrAX , â àôôèííîì ñëó÷àå,

modA•X , â ïðîåêòèâíîì ñëó÷àå,
QcohX =

{
ModAX , â àôôèííîì ñëó÷àå,

QgrA•X , â ïðîåêòèâíîì ñëó÷àå

(ìàëåíüêèå áóêâû â îáîçíà÷åíèÿõ êàòåãîðèé óêàçûâàþò íà êîíå÷íóþ ïîðîæäåííîñòü îáúåêòîâ, à

ýêâèâàëåíòíîñòè çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè F 7→ Γ(X,F ) è F 7→ ⊕∞k=0Γ(X,F (k)) ñîîòâåòñòâåííî).

Åñëè ìíîãîîáðàçèå X ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå, X ⊂ An, òî

AX ∼= k[x1, . . . , xn]/IX ,

ãäå IX � èäåàë â êîëüöå ôóíêöèé íà An, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íîëü íà X.

Àíàëîãè÷íî, åñëè ìíîãîîáðàçèåX ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå,X ⊂ Pn,
òî

A•X
∼= k[x0, x1, . . . , xn]/I•X ,

ãäå êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ãðàäóèðîâàíîå ñ åñòåñòâåííîé ãðàäóèðîâêîé (à èäå-

àë I•X , ñîñòîÿùèé èç ìíîãî÷ëåíî îáðàùàþùèõñÿ â íîëü íà X, àâòîìàòè÷åñêè îäíîðîäåí). Îáðà-

çóþùèå èäåàëà IX (îí àâòîìàòè÷åñêè êîíå÷íî ïîðîæäåí â ñèëó íåòåðîâîñòè êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ)

íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè, çàäàþùèìè ìíîãîîáðàçèå.

Äâà ñòàíäàðòíûõ òèïà çàäà÷, âñòðå÷àþùèõñÿ â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè � ïî âëîæåíèþ ìíî-

ãîîáðàçèÿ îïðåäåëèòü óðàâíåíèÿ, åãî çàäàþùèå, è íàîáîðîò, ïî äàííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ïîíÿòü,

÷òî çà ìíîãîîáðàçèå èìè çàäàåòñÿ. Äðóãîé âàæíûé âîïðîñ � êàê ñòðîèòü ìîðôèçìû ìåæäó àëãåá-

ðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèÿìè.
1
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2. Ìíîãîîáðàçèå Âåðîíåçå

Ïóñòü X = P1 = P(U) è ðàññìîòðèì ìîðôèçì ν : X → P(SdU), çàäàâàåìûé åñòåñòâåííîé ñþðúåê-

öèåé SdU∗⊗OX → OX(d) (ïîëó÷àþùåéñÿ ïðèìåíåíèåì ñèììåòðè÷åñêîé ñòåïåíè ê òàâòîëîãè÷åñêîé

ñþðúåêöèè U∗ ⊗ OX = Γ(X,OX(1))⊗ OX → OX(1)).

Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè âûáåðåì áàçèñ u0, u1 â U
∗ (îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû íàX) è ðàññìîòðèì

ìîíîìèàëüíûé áàçèñ â SdU∗: x0 = ud0, x1 = ud−10 u1, . . . , xd = ud1. Ïî îïðåäåëåíèþ ìîðôèçì èìååò

âèä

(u0 : u1) 7→ (ud0 : ud−10 u1 : · · · : ud1).

Ïîïðîáóåì îïèñàòü èäåàë IX äëÿ äàííîãî âëîæåíèÿ. Ñðàçó âèäíî, ÷òî fij(x) = xixj−xi+1xj−1 ëåæèò

â IX . Â ñàìîì äåëå, ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷àåì fij(u) = ud−i0 ui1 · u
d−j
0 uj1 − u

d−i−1
0 ui+1

1 · ud−j+1
0 uj−11 = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî

IX = (fij)0≤i≤j−2≤d−2.

Â äàííîì ñëó÷àå, ýòî ðàâåíñòâî ëåãêî óñòàíîâèòü êîìáèíàòîðíî. Â ñàìîì äåëå, ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ïðîñòðàíñòâî ìîíîìîâ âèäà 〈xp0xix
k−p−1
d 〉0≤p≤k−1, 1≤i≤d ïðîåêòèðóåòñÿ èçîìîðôíî íà êîìïîíåíòó

ñòåïåíè k â ôàêòîðêîëüöå k[x]/(fij). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ãîìîìîðôèçìå k[x]/(fij) → k[u], ìî-

íîì xp0xix
k−p−1
d ïåðåõîäèò â upd0 · u

d−i
0 ui1 · u

d(k−p−1)
1 = upd+d−i0 u

d(k−p−1)+i
1 , à òàêèå ìîíîìû ñîñòàâëÿþò

áàçèñ â êîìïîíåíòå ñòåïåíè dk â k[u]. Ñëåäîâàòåëüíî, k[x]/(fij) èçîìîðôíî d-ìó ïîäêîëüöó Âåðîíåçå

â k[u], è çíà÷èò IX = (fij).

Óïðàæíåíèå 1. Ïîêàæèòå, ÷òî àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ çàäàþò Pn = P(U) ïðè àíàëîãè÷íîì

âëîæåíèè (êîòîðîå, êñòàòè, íàçûâàåòñÿ d-êðàòíûì âëîæåíèåì Âåðîíåçå) â P(SdU).

Ïðåäñòàâèì òåïåðü, ÷òî ìû âñåãî âûøåñêàçàííîãî íå çíàåì, è íàñ èíòåðåñóåò îáðàòíûé âîïðîñ

� îïèñàòü ïîäìíîãîîáðàçèå X ⊂ Pd çàäàííîå óðàâíåíèÿìè fij(x) = xixj − xi+1xj+1. Äëÿ ýòîãî

îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ïîëåçíîé ñëåäóþùàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà óñëîâèÿ.

Ïóñòü V = SdU è çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ, çàäàþùèå X ⊂ P(V ) � ýòî óñëîâèÿ íà ðàíã òåíçîðà

v ∈ V = SdV . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ìîðôèçì ïó÷êîâ

U∗ ⊗ Sd−1U∗ ⊗ OP(V ) → SdU∗ ⊗ OP(V ) = V ∗ ⊗ OP(V ) → OP(V )(1)

(íàä òî÷êîé P ∈ P(V ) îí çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè ui ⊗ (up0u
q
1) 7→ up+δ0i0 uq+δ1i1 = xq+δ1i 7→ xq+δ1i(P )). Ïî

ñîïðÿæåííîñòè îí äàåò ìîðôèçì ïó÷êîâ

ϕ : U∗ ⊗ OP(V ) → Sd−1U ⊗ OP(V )(1)

(çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè ui 7→
∑

p+q=d−1 xq+δ1i(P )ep0e
q
1, ãäå e0, e1 � äâîéñòâåííûé áàçèñ â U). Èíà÷å

ãîâîðÿ, ϕ çàäàåòñÿ ìàòðèöåé ( x0 x1 ... xd−2 xd−1
x1 x2 ... xd−1 xd

)T
,

à ìíîãî÷ëåíû fij � íå ÷òî èíîå, êàê åå ìèíîðû. Òåì ñàìûì, ìíîæåñòâî íóëåé ìèíîðîâ � ýòî

ìíîæåñòâî òî÷åê, ãäå ðàíã îòîáðàæåíèÿ ϕ ðàâåí 1, òî åñòü ìíîæåñòâî òåíçîðîâ ðàíãà 1 â P(SdU).

×òîáû ïîíÿòü ãåîìåòðèþ ýòîãî ìíîæåñòâà ïîëåçíî âîñïîëüçîâàòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü R � ëîêàëüíîå êîëüöî ñ ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì m ⊂ R è ïîëåì âû÷åòîâ

k = R/m. Ïóñòü ϕ : Rn → Rm � ãîìîìîðôèçì ñâîáîäíûõ R-ìîäóëåé, òàêîé ÷òî ∧r+1ϕ = 0 è ðàíã

èíäóöèðîâàííîãî ìîðôèçìà ϕ̄ : kn → km ðàâåí r. Òîãäà ÿäðî, êîÿäðî è îáðàç ϕ � ñâîáîäíûå ìîäóëè

ðàíãà n− r, r è m− r ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ðàíã ìîðôèçìà ϕ̄ ðàâåí r, îäèí èç ìèíîðîâ ïîðÿäêà r åãî ìàòðèöû íå

ðàâåí íóëþ. Àíàëîãè÷íûé ìèíîð ìàòðèöû ϕ òîãäà îáðàòèì (ýëåìåíò ëîêàëüíîãî êîëüöà, íå ëåæàùèé
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â ìàêñèìàëüíîì èäåàëå âñåãäà îáðàòèì!), à çíà÷èò ìåíÿÿ áàçèñû â Rn è Rm ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ìàòðèöà ϕ èìååò âèä

ϕ =
(
1r B
C D

)
.

Óñëîâèå ∧r+1ϕ = 0 âëå÷åò D = CB (ðàâåíñòâî íóëþ îêàéìëÿþùèõ ìèíîðîâ). Çàìåòèì, ÷òî(
1r 0
−C 1m−r

)
·
(

1r B
C D

)
·
(

1r −B
0 1n−r

)
=
(

1r 0
0 0

)
,

çíà÷èò çàìåíàìè áàçèñîâ â Rn è Rm ìàòðèöà ϕ ïðèâîäèòñÿ ê óêàçàííîìó âèäó. Îòñþäà ëåììà

ñëåäóåò íåìåäëåííî. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L îáðàç îãðàíè÷åíèÿ ϕ íà X. Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ X ðàíã ϕ|X íå

ïðåâîñõîäèò 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí íèãäå íå ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû.

Çíà÷èò L � ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê ðàíãà 1 (òî åñòü ëèíåéíîå ðàññëîåíèå) íà X, ïðè÷åì ó íàñ

åñòü ñþðúåêöèÿ U∗ ⊗OX → L. Òàêàÿ ñþðúåêöèÿ àâòîìàòè÷åñêè äàåò ìîðôèçì π : X → P(U), òàêîé

÷òî π∗OP(U)(1) = L.

×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî π è ν âçàèìíî îáðàòíû íàäî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî Im ν∗ϕ � ýòî òàâòî-

ëîãè÷åñêèé ìîðôèçì U∗ ⊗ OP(U) → OP(U)(1). Â ñàìîì äåëå, ïðèìåíÿÿ ν∗ ê ìàòðèöå ϕ ïîëó÷àåì

ìàòðèöó (
ud0 ud−1

0 u1 ... u20u
d−2
1 u0u

d−1
1

ud−1
0 u1 u

d−2
0 u21 ... u0u

d−1
1 ud1

)T
= ( ud−1

0 ud−2
0 u1 ... u0u

d−2
1 ud−1

1 )T · ( u0u1 ) ,

à çíà÷èò ìîðôèçì ν∗ϕ ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ U∗ ⊗ OP(U) → OP(U)(1) → Sd−1U ⊗ OP(U)(d),

ïðè÷åì ïåðâûé ìîðôèçì ñþðúåêòèâåí, à âòîðîé èíúåêòèâåí. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî π ◦ ν = idP(U).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ν ◦ π = idX äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî X è ν(P(U)) ñîâïàäàþò

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííî (÷òî î÷åâèäíî), è ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê X â ëþáîé òî÷êå îä-

íîìåðíî. Â ñèëó òîãî, ÷òî ãðóïïà PGL(U) òðàíçèòèâíî äåéñòâåò íà òî÷êàõ P(U) (à çíà÷èò è íà

òî÷êàõ X) äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå ν(1 : 0) = (1 : 0 : · · · : 0). À îíî

î÷åâèäíî çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè x2 = · · · = xd = 0 (íàïðèìåð, â àôôèííîé êàðòå x0 = 1).

Óïðàæíåíèå 2. Ïðîâåðüòå, ÷òî òå æå ðàññóæäåíèÿ ïðîõîäÿò äëÿ ïðîñòðàíñòâà U ëþáîé ðàç-

ìåðíîñòè.

3. Ñõåìà íóëåé è äåòåðìèíàíòàëè

Ïóñòü Y � ñõåìà, à E � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà Y (ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê êîíå÷íîãî ðàíãà).

Ïóñòü s ∈ Γ(Y,E) � ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå, à Zs ⊂ Y � ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ s îáðàùàåòñÿ â

íóëü (òî åñòü òàêèõ òî÷åê y, ÷òî îáðàç s â EY,y = E ⊗ OY,y ëåæèò â E ⊗ mY,y). Ïîêàæåì, ÷òî íà

ìíîæåñòâå Zs åñòü åñòåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà çàìêíóòîé ïîäñõåìû.

Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ìîðôèçì ïó÷êîâ E∗ → OY , çàäàâàåìûé ñå÷åíèåì s. Åãî îáðàç Is �

ïîäïó÷îê â OY , òî åñòü ïó÷îê èäåàëîâ íà Y . Çàìåòèì, ÷òî supp(OY /Is) � êàê ðàç Zs. Äåéñòâèòåëüíî,

ýòî âîïðîñ ëîêàëüíûé, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü ïó÷îê E òðèâèàëüíûì, òî åñòü E ∼= On
Y . Òîãäà

Γ(Y,E) = Γ(Y,OY )n, òàêèì îáðàçîì ñå÷åíèå s � ýòî íàáîð (f1, . . . , fn) ôóíêöèé íà Y . ßñíî, ÷òî

Zs = {f1 = · · · = fn = 0}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, E∗ ∼= On
Y è ìîðôèçì s : E∗ → OY çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(g1, . . . , gn) 7→ f1g1 + · · ·+fngn, ïîýòîìó åãî îáðàç � ýòî êàê ðàç èäåàë (f1, . . . , fn), íîñèòåëü ôàêòîðà

ïî êîòîðîìó ñîâïàäàåò ñ Zs.

Òàêèì îáðàçîì Zs ⊂ Y èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó çàìêíóòîé ïîäñõåìû. Ýòà ïîäñõåìà íàçû-

âàåòñÿ ñõåìîé íóëåé ñå÷åíèÿ s.

Àíàëîãè÷íî, ïóñòü âìåñòî ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ çàäàí ìîðôèçì s : E → F ðàññëîåíèé. Òàê êàê

Hom(E,F ) ∼= Γ(Y,E∗ ⊗ F ),
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ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü åãî êàê ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ E∗ ⊗ F . Ñõåìà íóëåé ýòîãî ñå÷åíèÿ òàêæå

íàçûâàåòñÿ ñõåìîé íóëåé ìîôðèçìà.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü E � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà Y , s ∈ Γ(Y,E), à S � ïðîèçâîëüíàÿ ñõåìà.

Òîãäà

Map(S,Zs) = {f ∈ Map(S, Y ) | f∗s = 0},
ãäå f∗s ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ f∗E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç i âëîæåíèå Zs → Y . Çàìåòèì, ÷òî i∗s = 0. Â ñàìîì äåëå, óòâåð-

æäåíèå ëîêàëüíî, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Y = SpecA, E = Am, à s = (s1, . . . , sm), si ∈ A. Òîãäà
óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî îáðàçû si â ôàêòîðêîëüöå A/(s1, . . . , sm) ðàâíû íóëþ, ÷òî òàâòîëîãè÷íî.

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè g : S → Zs, à f = i ◦ g, òî f∗s = g∗i∗s = 0, ïîýòîìó g 7→ i ◦ g çàäàåò
îòîáðàæåíèå ñëåâà íàïðàâî.

Ïóñòü òåïåðü f � ìîðôèçì S → Y , òàêîé ÷òî f∗s = 0. Ïîêàæåì, ÷òî f åäèíñòâåííûì îáðàçîì

ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç i. Ýòî óòâåðæäåíèå òàêæå ëîêàëüíî è îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: åñëè A → B �

ãîìîìîðôèçì êîëåö, òàêîé ÷òî ïðè åñòåñòâåííîì ìîðôèçìå Am → Am ⊗A B íàáîð (s1, . . . , sm)

ïåðåõîäèò â íîëü, òî ìîðôèçì ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç A/(s1, . . . , sm), ÷òî î÷åâèäíî. �

Ïðèìåð 3.2. Ïóñòü Y = P1 ñ êîîðäèíàòàìè (x : y), E = O(1), s = x. Òîãäà Zs � òî÷êà (0 : 1) ñ

ïðèâåäåííîé ñòðóêòóðîé. Â ñàìîì äåëå, íà àôôèííîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (1 : 0) ïðè ñòàíäàðòíîé

òðèâèàëèçàöèè ñå÷åíèå s ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèåé 1 è ïîýòîìó íóëåé íå èìååò, à íà àôôèííîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè (0 : 1) ñ êîîðäèíàòîé t � ôóíêöèåé t, à ôàêòîðêîëüöî k[t]/tk[t] öåëîñòíî.

Ïðèìåð 3.3. Ïóñòü Y = P1 ñ êîîðäèíàòàìè (x : y), E = O(2), s = x2. Òîãäà Zs � òî÷êà (0 : 1) ñ

íåïðèâåäåííîé ñòðóêòóðîé. Â ñàìîì äåëå, òàê æå êàê è âûøå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî (0 : 1) � åäèíñòâåííûé

íîëü s, ïðè ýòîì íà àôôèííîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (0 : 1) ñå÷åíèå s ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèåé t2, à

ôàêòîðêîëüöî k[t]/t2k[t] ñîäåðæèò íèëüïîòåíòû.

Âàæíî ïîíèìàòü ñëåäóþùåå. Ïóñòü Y = Pn è E = OPn(d)m. Òîãäà Γ(Pn, E) = Γ(Pn,OPn(d))m,

ïîýòîìó ñå÷åíèå s ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàáîðîì (s1, . . . , sm) îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè d. Ïóñòü

X = Zs. Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî (s1, . . . , sm) ⊂ IX . Â ñàìîì äåëå, ïî îïðåäåëåíèþ ñõåìíîé ñòðóêòóðû

íà ëîêóñå íóëåé èìååì òî÷íóþ ñïðàâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

OPn(−d)m
(s1,...,sm)

//OPn //i∗OX

ãäå i : X → Pn � âëîæåíèå. Ïîäêðó÷èâàÿ åå íà d è ïåðåõîäÿ ê ãëîáàëüíûì ñå÷åíèÿì, ïîëó÷àåì

êîìïëåêñ

km
(s1,...,sm)

//k[x0, . . . , xn]d //(AX)d

çíà÷èò si ∈ IX . Îäíàêî, íå âåðíî, ÷òî èäåàë IX ïîðîæäàåòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè s1, . . . , sm. Âïðî÷åì, íà

ïðàêòèêå çíàíèå èäåàëà IX êàê ïðàâèëî íå ñëèøêîì âàæíî, âïîëíå äîñòàòî÷íî çíàòü îáðàçóþùèå

ïó÷êà èäåàëîâ X.

Ïðèìåð 3.4. Ïóñòü Y = P1 ñ êîîðäèíàòàìè (x : y), E = O(2)2, s = (x2, xy). Òîãäà Zs � òî÷êà (0 : 1) ñ

íåïðèâåäåííîé ñòðóêòóðîé, à IZs = xk[x, y]. Â ñàìîì äåëå, òàê æå êàê è âûøå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî (0 : 1)

� åäèíñòâåííûé íîëü s, ïðè ýòîì íà àôôèííîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (0 : 1) ñå÷åíèå s ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ôóíêöèÿìè (t2, t), à ôàêòîðêîëüöî k[t]/(t2, t) = k[t]/tk[t], òàê ÷òî Zs èìååò ïðèâåäåííóþ ñòðóêòóðó.

Äðóãîé ñïîñîá óáåäèòñÿ â ýòîì òàêîé. Çàìåòèì, ÷òî ìîðôèçì s : OP1(−2)2
(x2,xy)

//OP1 ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ â âèäå êîìïîçèöèè OP1(−2)2
(x,y)

//OP1(−1)
x //OP1 , â êîòîðîé ïåðâûé ìîðôèçì

ñþðúåêòèâåí. Ïîýòîìó åãî îáðàç ðàâåí îáðàçó âòîðîãî ìîðôèçìà.
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Ñëåäóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé ñõåìû íóëåé î÷åíü âàæåí è áóäåò ÷àñòî èñïîëüçîâàòüñÿ.

Âíåøíåé ñòåïåíüþ ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì íàçûâàåòñÿ ïîäìîäóëü â åãî

òåíçîðíîé ñòåïåíè, ñîñòîÿùèé èç àíòèèíâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ. ßñíî, ÷òî åñëè f : V →W � ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå, òî îòîáðàæåíèå f⊗n : V ⊗n →W⊗n êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû,

è ïîýòîìó ïåðåâîäèò àíòèèíâàðèàíòíûå òåíçîðû â àíòèèíâàðèàíòíûå òåíçîðû, òî åñòü èíäóöèðóåò

îòîáðàæåíèå ∧nf :
∧
nV →

∧
nW . Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ ∧nf ñîñòîèò èç ìèíîðîâ

ìàòðèöû f .

Åñëè s : E → F � ìîðôèçì âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé, òî ñõåìà íóëåé åãî (r + 1)-îé âíåøíåé ñòå-

ïåíè ∧r+1s :
∧
r+1E →

∧
r+1F íàçûâàåòñÿ r-îé äåòåðìèíàíòàëüþ ìîôðèçìà s è îáîçíà÷àåòñÿ Dr(s).

Íàïðèìåð, ïîäìíîãîîáðàçèå Âåðîíåçå ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíàíòàëüþ D1(ϕ).

Ñëåäñòâèå 3.5. Ïóñòü s : E → F � ìîðôèçì âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà Y , à S � ëþáàÿ ñõåìà.

Òîãäà

Map(S,Dk(s)) = {f ∈ Map(S, Y ) | ∧k+1 f∗s = 0}.

4. Ìíîãîîáðàçèå Ñåãðå

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X òåíçîðîâ ðàíãà 1 â P(U ⊗ W ). Ïîêàæåì, ÷òî îíî èçîìîðôíî ïðîèç-

âåäåíèþ P(U) × P(W ). Âíà÷àëå ïîñòðîèì ìîðôèçì X → P(U) × P(W ). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

òàâòîëîãè÷åñêèé ìîðôèçì U∗ ⊗W ∗ ⊗ OP(U⊗W ) → OP(U⊗W )(1) äàåò ìîðôèçì

ϕ : U∗ ⊗ OP(U⊗W ) →W ⊗ OP(U⊗W )(1).

Ââåäåì íà X ñõåìíóþ ñòðóêòóðó êàê X = D1(ϕ). ßñíî, ÷òî íà X ðàíã ϕ ïîñòîÿíåí è ðàâåí åäèíèöå,

ïîýòîìó L = Imϕ|X � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå. Ïðè ýòîì èìååì ñþðúåêöèþ U∗ ⊗ OX → L è âëîæåíèå

L → W ⊗ OX(1), êîòîðîå ïîñëå äóàëèçàöèè è ïîäêðóòêè äàåò ñþðúåêöèþ W ∗ ⊗ OX → L∗ ⊗ OX(1).

Ïîëó÷àåì ìîðôèçìû p : X → P(U), q : X → P(W ), òàêèå ÷òî

p∗OP(U)(1) = L è q∗OP(W )(1) = L∗ ⊗ OX(1).

Ïðîèçâåäåíèå ìîðôèçìîâ p è q äàåò ìîðôèçì p× q : X → P(U)× P(W ).

Òåïåðü ïîñòðîèì ìîðôèçì â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì ïîäíèìåì òàâòîëîãè÷åñêèå

ìîðôèçìû U∗⊗OP(U) → OP(U)(1) èW ∗⊗OP(W ) → OP(W )(1) íà ïðîèçâåäåíèå è òåíçîðíî ïåðåìíîæèì.

Ïîëó÷èì ñþðúåêöèþ

(U ⊗W )∗ ⊗ OP(U)×P(W ) → OP(U)×P(W )(1, 1) := p∗OP(U)(1)⊗ q∗OP(W )(1),

êîòîðàÿ çàäàåò ìîðôèçì s : P(U)× P(W )→ P(U ⊗W ), êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìîðôèçìîì Ñåãðå. Ïðè

ýòîì ÿñíî, ÷òî ìîðôèçì s∗ϕ ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

U∗ ⊗ OP(U)×P(W ) → OP(U)×P(W )(1, 0)→W ⊗ OP(U)×P(W )(1, 1)

(ãäå ïåðâûé ìîðôèçì � ýòî ïîäíÿòèå òàâòîëîãè÷åñêîãî ìîðôèçìà íà P(U), à âòîðîé � ýòî ïîäêðó-

÷åííîå íà OP(U)×P(W )(0, 1) ïîäíÿòèå òàâòîëîãè÷åñêîãî ìîðôèçìà íà P(W )). Ïîýòîìó p ◦ s è q ◦ s �
ýòî ïðîåêöèè P(U)× P(W ) íà ñîìíîæèòåëè, à (p× q) ◦ s = id.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî s ◦ (p × q) = idX äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî X è s(P(U) × P(W ))

ñîâïàäàþò òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííî (÷òî î÷åâèäíî), è ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê X â ëþáîé

òî÷êå èìååò ðàçìåðíîñòü dim(P(U))+dim(P(W )). Â ñèëó òîãî, ÷òî ãðóïïà PGL(U)×PGL(W ) òðàíçè-

òèâíî äåéñòâåò íà òî÷êàõ P(U)×P(W ) (à çíà÷èò è íà òî÷êàõ X) äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü êàñàòåëüíîå

ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå s((1 : 0 : · · · : 0), (1 : 0 : · · · : 0)) = (1 : 0 : · · · : 0). À îíî î÷åâèäíî çàäàåòñÿ

óðàâíåíèÿìè xij = 0 äëÿ i, j ≥ 1 (íàïðèìåð, â àôôèííîé êàðòå x00 = 1).
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