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Ïðèìåðû ñõåì Ãèëüáåðòà

1. Ñõåìà Ãèëüáåðòà ïðÿìûõ

Âíà÷àëå îáñóäèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ñõåìû

F1(X) := Hilb1+t
X ,

ïàðàìåòðèçóþùåé ïîäñõåìû ïðîåêòèâíîé ñõåìû X ñ ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà p(t) = 1 + t (îòíî-

ñèòåëüíî âûáðàííîãî î÷åíü îáèëüíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ). Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ X = Pn = P(V ).

Âíà÷àëå îïèøåì çàìêíóòûå òî÷êè ñõåìû Ãèëüáåðòà.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è Z ⊂ Pn � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà ñ ìíîãî÷ëåíîì

Ãèëüáåðòà PZ(t) = 1 + t. Òîãäà Z � ïðÿìàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êå ãðàññìàíèàíà Gr(2, n + 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà èìååò ñòåïåíü 1, âñå êîìïîíåíòû (âêëþ÷àÿ âëîæåí-

íûå) ñõåìû Z íå áîëåå ÷åì îäíîìåðíû. Ïóñòü Z ′ ⊂ Z � ÷èñòî îäíîìåðíàÿ ÷àñòü (åå ñòðóêòóðíûé

ïó÷îê ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîì OZ ïî ïîäïó÷êó, ïîðîæäåííîìó âñåìè ñå÷åíèÿìè OZ ñ íóëüìåðíûì íî-

ñèòåëåì) ñ ïðèâåäåííîé ñòðóêòóðîé. Çàìåòèì, ÷òî PZ′(t) = t + a äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ Z. Ïîêàæåì,
÷òî Z ′ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé.

Äëÿ êàæäîé ãèïåðïëîñêîñòè H ⊂ Pn óìíîæèì êîìïëåêñ Êîøóëÿ 0→ OPn(−1)→ OPn → OH → 0

íà OZ′ :

0→ Tor1(OZ′ ,OH)→ OZ′(−1)→ OZ′ → OH∩Z′ → 0.

Òàê êàê ïó÷îê OZ′ íå èìååò êðó÷åíèÿ, ñðåäíÿÿ ñòðåëêà ëþáî íóëåâàÿ, ëèáî èíúåêòèâíàÿ. Â ïåðâîì

ñëó÷àå, Z ′ ⊂ H. Âî âòîðîì ñëó÷àå Tor1(OZ′ ,OH) = 0, çíà÷èò Z ′ ∩ H ïîäñõåìà â H ñ ìíîãî÷ëåíîì

Ãèëüáåðòà

PZ′(t)− PZ′(t− 1) = 1,

òî åñòü òî÷êà. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðîâåðèëè, ÷òî ëèáî Z ′ ⊂ H, ëèáî Z ′ ∩H = Spec(k). Åñëè ïåðâûé

ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ, ìû ìîæåì çàìåíèòü Pn íà H è ñâåñòè âîïðîñ ê ïðîåêòèâíîìó ïðîñòðàíñòâó

ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñåãäà èìååò ìåñòî âòîðîé ñëó÷àé. Ïîêàæåì

òîãäà, ÷òî n = 1 è Z ′ = P1.

Â ñàìîì äåëå, åñëè n > 1, âûáðåì íà Z ′ äâå òî÷êè (Z ′ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé â ñèëó åå ìíîãî÷ëåíà

Ãèëüáåðòà) è ïðîâåäåì ÷åðåç íèõ ãèïåðïëîñêîñòü. Îíà íå ìîæåò ñîäåðæàòü Z ′, íî è ïåðåñåêàòü åå

ïî îäíîé òî÷êå òîæå íå ìîæåò. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî n = 1. Íî åäèíñòâåííàÿ

îäíîìåðíàÿ ïîäñõåìà â P1 ðàâíà P1, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî Z = Z ′. Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ Z ′ èìååì òî÷íóþ òðîéêó

0→ F → OZ → OZ′ → 0.

Ïðè ýòîì PZ′(t) = PP1(t) = t + 1 (òàê êàê dimH0(P1,OP1(t)) = 1 + t), çíà÷èò

PF (t) = PZ(t)− P̃Z′(t) = 0.

Íî ïó÷îê ñ íóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà ðàâåí íóëþ (òàê êàê ïðè t� 0 ïó÷îê F (t) ïîðîæäàåòñÿ

ãëîáàëüíûìè ñå÷åíèÿìè, à H0(Pn,F (t)) = PF (t) = 0). Çíà÷èò F = 0 è Z = Z ′. �

Íà ñàìîì äåëå, ìû äîêàçàëè äàæå ÷óòü áîëüøå.

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïóñòü Z ⊂ Pn çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà ñ ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà PZ(t) = t+a. Òîãäà

a ≥ 1 è Z ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïðÿìîé ñ a− 1 (âîçìîæíî âëîæåííûìè) òî÷êàìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Z ′ ⊂ Z � ïðèâåäåííàÿ îäíîìåðíàÿ ÷àñòü. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû âèäíî,

÷òî Z ′ � ïðÿìàÿ, çíà÷èò PF (t) = a − 1 (ïó÷îê F òàêîé æå êàê è â ëåììå). Çíà÷èò a − 1 ≥ 0 è F

àðòèíîâ ïó÷îê äëèíû a− 1. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò íåîáõîäèìîå óòâåðæäåíèå. �

Óïðàæíåíèå 1. Ïóñòü F � ïó÷îê íà Pn áåç íóëüìåðíîãî êðó÷åíèÿ ñ ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà

PF (t) = t + a. Òîãäà F ∼= OP1(a− 1), ãäå P1 ⊂ Pn � ïðÿìàÿ.

Òåïåðü ìû ãîòîâû îïèñàòü ñõåìó Ãèëüáåðòà.

Òåîðåìà 1.3. Ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì Hilb1+t
P(V )

∼= Gr(2, V ), òàêîé ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ ïîäñõåìà

ñîâïàäàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì ôëàãîâ Fl(1, 2;V ) ⊂ P(V )×Gr(2, V ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Z ⊂ P(V ) × S ïîäñõåìà ïëîñêàÿ íàä S, òàêàÿ ÷òî PZs(t) = 1 + t äëÿ âñåõ

òî÷åê s ∈ S. Ïóñòü p : Z → P(V ) è q : Z → S � ïðîåêöèè. Ðàññìîòðèì íà S ïó÷îê

E := q∗p
∗(OP(V )(1)).

Ïî òåîðåìå î ïëîñêîé çàìåíå áàçû, åãî ñëîé â òî÷êå s èçîìîðôåí ïðîñòðàíñòâó H0(Zs,OP(V )(1)|Zs).

Íî êàê ìû äîêàçàëè â ëåììå, Zs
∼= P1, ïðè÷åì OP(V )(1)|Zs

∼= OP1(1), ïîýòîìó ýòî ïðîñòðàíñòâî

äâóìåðíî. Òàê êàê ýòî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ òî÷åê s ∈ S, ïó÷îê E ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì ðàíãà 2 íà S.

Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî q∗p
∗(OP(V )) ∼= OS .

Äàëåå, ðàññìîòðèì åñòåñòâåííûé ìîðôèçì

V ∗ ⊗ OS
∼= q∗p

∗(V ∗ ⊗ OP(V ))→ q∗p
∗(OP(V )(1)) ∼= E .

Â ñëîå íàä òî÷êîé s ∈ S îí ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèì H0(P(V ), V ∗ ⊗ OP(V )(1)) → H0(Zs,OP(V )(1)|Zs)

è òàê êàê Zs = P1, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îí ñþðúåêòèâåí. Çíà÷èò ïîñòðîåííûé âûøå ìîðôèçì ïó÷-

êîâ ñþðúåêòèâåí. Â ñèëó óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà ãðàññìàíèàíà, ïîó÷àåì ìîðôèçì S → Gr(2, V ).

Ïðè ýòîì ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî îòîáðàæåíèÿ S′ → S, ìîðôèçì, ïîñòðîåííûé ïî ïîäñõå-

ìå Z ×S S′ ⊂ P(V ) × S′ ñîâïàäàåò ñ êîìïîçèöèåé S′ → S → Gr(2, V ) (äëÿ ýòîãî íàäî åùå ðàç

âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î çàìåíå áàçû). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïîñòðîèëè ìîðôèçì ôóíêòîðîâ èç

Hilb1+t
P(V ) â ôóíêòîð, ïðåäñòàâëåííûé ãðàññìàíèàíîì Gr(2, V ). Ïî ëåììå Èîíåäû îí çàäàåò ìîðôèçì

Hilb1+t
P(V ) → Gr(2, V ).

Îáðàòíûé ìîðôèçì ñòðîèòñÿ åùå ïðîùå � ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ Fl(1, 2;V ) ⊂ P(V ) × Gr(2, V )

ðàññëîåíî íàä Gr(2, V ) ñî ñëîåì P1, ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì íàä Gr(2, V ) ñ ìíîãî÷ëåíîì Ãèëü-

áåðòà 1 + t. Çíà÷èò îíî çàäàåò ìîðôèçì Gr(2, V )→ Hilb1+t
P(V ).

Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ïîñòðîåííûå ìîðôèçìû âçàèìíî îáðàòíû äîñòàòî÷íî ïðîñòà. �

Ïóñòü òåïåðü X ⊂ P(V ) � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà.

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Åñëè X � ñõåìà íóëåé ñå÷åíèé f1, . . . , fm ïó÷êîâ OP(V )(d1), . . . , OP(V )(dm), òî

Hilb1+t
X ⊂ Gr(2, V ) � ñõåìà íóëåé ñå÷åíèé f1, . . . , fm ïó÷êîâ Sd1U ∗, . . . , SdmU ∗, à óíèâåðñàëüíàÿ

ïîäñõåìà ïîëó÷àåòñÿ èç ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ çàìåíîé áàçû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Z ⊂ X×S ⊂ P(V )×S � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà ïëîñêàÿ íàä S ñ ìíîãî÷ëåíîì

Ãèëüáåðòà 1+t. Ïóñòü ϕ : S → Gr(2, V ) èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå. Êàê ïîêàçàíî â äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû, ϕ∗(U ∗) ∼= q∗p
∗(OP(V )(1)), à îáðàòíûé îáðàç òàâòîëîãè÷åñêîé ñþðúåêöèè V ∗⊗OGr(2,V ) → U ∗

ñîâïàäàåò ñ ìîðôèçìîì q∗p
∗(V ∗⊗OP(V ))→ q∗p

∗(OP(V )(1)). Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòíûé îáðàç ñèììåò-

ðè÷åñêîé ñòåïåíè òàâòîëîãè÷åñêîé ñþðúåêöèè SdV ∗ ⊗ OGr(2,V ) → SdU ∗ ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåííûì
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ìîðôèçìîì q∗p
∗(SdV ∗ ⊗ OP(V ))→ q∗p

∗(OP(V )(d)). Â ñèëó äèàãðàììû

Z // X × S //

��

P(V )× S

��
X // P(V )

îáðàòíûé îáðàç (îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè p) ñå÷åíèÿ fi ∈ H0(P(V ),OP(V )(di)) íà Z ïîëó÷àåòñÿ âíà-

÷àëå îãðàíè÷åíèåì íà X, à çàòåì îáðàòíûì îáðàçîì îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè pX : Z → X, è çíà÷èò

ðàâåí íóëþ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñå÷åíèå fi ∈ H0(Gr(2, V ), SdiU ∗) ïðè îãðàíè÷åíèè íà S (îòíîñèòåëüíî

ìîðôèçìà ϕ) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïîñêîëüêó ýòî âåðíî äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ m, çíà÷èò îáðàç ϕ(S) ëåæèò

â ñõåìå íóëåé H ⊂ Gr(2, V ) ñå÷åíèÿ (f1, . . . , fm).

Îáðàòíî, ïóñòü H ⊂ Gr(2, V ) ñõåìà íóëåé ñå÷åíèÿ (f1, . . . , fm) ðàññëîåíèÿ Sd1U ∗ ⊕ · · · ⊕ SdmU ∗.

Ðàññìîòðèì

Z := Fl(1, 2;V )×Gr(2,V ) H ∼= PGr(2,V )(U )×Gr(2,V ) H ∼= PH(U |H) ⊂ P(V )×H.

Ïðîâåðèì, ÷òî ïðîåêöèÿ PH(U |H) ↪→ Fl(1, 2;V ) → P(V ) ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç X ⊂ P(V ). Äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îáðàòíûé îáðàç êàæäîãî èç ñå÷åíèé fi ∈ H0(P(V ),OP(V )(di)) íà PH(U |H)

ðàâåí íóëþ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðÿìîé îáðàç ýòîãî ñå÷åíèÿ íà H ðàâåí íóëþ. Èç

òåîðåìû î çàìåíå áàçû è äèàãðàììû

PH(UH) //

��

Fl(1, 2;V )

q

��

p // P(V )

H // Gr(2, V )

ñëåäóåò, ÷òî ýòîò ïðÿìîé îáðàç ðàâåí îãðàíè÷åíèþ íà H ñå÷åíèÿ q∗p
∗(fi) ∈ H0(Gr(2, V ), SdiU ∗). À

îíî ðàâíî íóëþ ïî îïðåäåëåíèþ ñõåìû H. Çíà÷èò ñõåìà Z äåéñòâèòåëüíî ëåæèò â X ×H.

Ïîñêîëüêó îíà ïëîñêàÿ íàä H (ýòî âèäíî, íàïðèìåð, èç ôîðìóëû Z ∼= PH(U |H)), îíà çàäàåò

ìîðôèçì H → Hilb1+t
X . Ïîñòðîåííûå ìîðôèçìû î÷åâèäíî âçàèìíî îáðàòíû. �

Ñëåäñòâèå 1.5. Ïóñòü X ⊂ Pn � ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå ñòåïåíè (d1, . . . , dm). Äëÿ îáùåãî òàêîãî X

ñõåìà Ãèëüáåðòà Hilb1+t
X � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 2(n− 1)−m−

∑
di.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññëîåíèå Sd1U ∗⊕· · ·⊕SdmU ∗ íà Gr(2, V ) ãëîáàëüíî ïîðîæäåíî ïðîñòðàíñòâîì

ñå÷åíèé Sd1V ∗ ⊕ · · · ⊕ SdmV ∗, ïîýòîìó ñå÷åíèå, îïðåäåëÿþùåå Hilb1+t
X â Gr(2, V ) ÿâëÿåòñÿ îáùèì

ñå÷åíèåì ãëîáàëüíî ïîðîæäåííîãî ðàññëîåíèÿ íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè Gr(2, V ). Ïîýòîìó, â ñèëó

ëåììû äîêàçàííîé íà ïîçàïðîøëîé ëåêöèè, åãî ñõåìà íóëåé ãëàäêàÿ è èìååò êîðàçìåðíîñòü ðàâíóþ

ðàíãó ðàññëîåíèÿ. Òàê êàê dim Gr(2, V ) = 2(n−1), à ðàíã SdU ∗ ðàâåí d+1, ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå. �

Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò òàêæå âû÷èñëÿòü êàíîíè÷åñêèé êëàññ è äðóãèå èíâàðèàíòû ñõåìû

Ãèëüáåðòà Hilb1+t
X . Âîò ïàðî÷êà èíòåðåñíûõ ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 1.6. Ïóñòü X ⊂ P5 � ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 3. Òîãäà Hilb1+t
X � ÷åòûðåõìåðíîå ãèïåð-

êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå.

Ïðèìåð 1.7. Ïóñòü X ⊂ P5 � ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå äâóõ êâàäðèê. Òîãäà Hilb1+t
X � äâóìåðíîå àáåëåâî

ìíîãîîáðàçèå.

Â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ íåÿâíîå óñëîâèå îáùíîñòè äîñòàòî÷íî ïîìåíÿòü íà ÿâíîå óñëîâèå ãëàäêîñòè

ìíîãîîáðàçèÿ X.

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå, ÷òî ñõåìà Ãèëüáåðòà Hilb
(1+t)...(m+t)/m!
P(V ) èçîìîðôíà Gr(m + 1, V ).
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2. Ñõåìà Ãèëüáåðòà êîíèê

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñõåìó Ãèëüáåðòà

F2(X) := Hilb1+2t
X .

Íà÷íåì åå èçó÷åíèå îïÿòü ñî ñëó÷àÿ X = Pn è çàìêíóòîé òî÷êè ñõåìû Ãèëüáåðòà.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è Z ⊂ Pn � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà ñ ìíîãî÷ëåíîì

Ãèëüáåðòà PZ(t) = 1 + 2t. Òîãäà Z � êîíèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà èìååò ñòåïåíü 1, âñå êîìïîíåíòû (âêëþ÷àÿ âëî-

æåííûå) ñõåìû Z íå áîëåå ÷åì îäíîìåðíû. Ïóñòü Z ′ ⊂ Z � íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà îäíîìåðíîé

÷àñòè Z ñ ïðèâåäåííîé ñòðóêòóðîé. Òîãäà PZ′(t) = 2t + a èëè PZ′(t) = t + a.

Â ïåðâîì ñëó÷àå, ðàññóæäåíèå Ëåììû 1.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî âñÿêàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â Pn ëèáî ñî-

äåðæèò Z ′, ëèáî ïåðåñåêàåò åå ïî ñõåìå äëèíû 2 è, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñîäåðæèòñÿ â ïëîñêîñòè

P2 ⊂ Pn (ïðîâåäèòå ïëîñêîñòü ÷åðåç òðè òî÷êè). ×èñòî îäíîìåðíàÿ ïîäñõåìà â ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ

ãèïåðïîâåðõíîñòüþ. Åñëè åå ñòåïåíü ðàâíà d, òî åå ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà ðàâåí

PP2(t)− PP2(t− d) =
(t + 1)(t + 2)− (t− d + 1)(t− d + 2)

2
= dt− d(d− 3)

2
.

Çíà÷èò d = 2, îòêóäà a = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, Z ′ ÿâëÿåòñÿ êîíèêîé, à ïó÷îê F = Ker(OZ → OZ′)

èìååò íóëåâîé ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà, è çíà÷èò ñàì ðàâåí íóëþ, òî åñòü Z òîæå êîíèêà.

Ïóñòü òåïåðü PZ′(t) = t + a. Òàê êàê Z ′ ÷èñòî îäíîìåðíàÿ, â ñèëó Ñëåäñòâèÿ 1.2 èìååì a = 1 è

Z ′ � ïðÿìàÿ. Åñëè F = Ker(OZ → OZ′), òî PF (t) = t, ïîýòîìó â ñèëó Óïðàæíåíèÿ 1 ñóùåñòâóåò

ñþðúåêöèÿ F � OZ′′(b) ñ àðòèíîâûì ÿäðîì, ãäå Z ′′ � åùå îäíà ïðÿìàÿ. Ïðè ýòîì, òàê êàê OZ �

ôàêòîð OPn , òî F � ôàêòîð ïó÷êà èäåàëîâ IZ′ . Íî òàê êàê ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì

ãèïåðïëîñêîñòåé, òî ïó÷îê IZ′(1) ãëîáàëüíî ïîðîæäåí. Ñëåäîâàòåëüíî, ïó÷îê F (1) òîæå ãëîáàëüíî

ïîðîææäåí, à çíà÷èò è ïó÷îê OZ′′(b + 1). Ïîýòîìó b ≥ −1. Îäíàêî, åñëè G = Ker(F → OZ′′(b)), òî

PG (t) = POZ
(t)− POZ′

−POZ′′ (b)
(t) = (2t + 1)− (t + 1)− (t + b + 1) = −b− 1 ≤ 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî G = 0 è b = −1.

Èòàê, ìû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî OZ ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì

0→ OZ′′(−1)→ OZ → OZ′ → 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî dimH0(Pn,OZ(1)) = 3, çíà÷èò ìîðôèçì H0(Pn,OPn(1))→ H0(Pn,OZ(1)) èìååò

ðàíã íå áîëüøå òðåõ, à çíà÷èò Z ⊂ P2. Îòñþäà òàêæå êàê è âûøå ñëåäóåò, ÷òî Z � êîíèêà. �

Òåîðåìà 2.2. Ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì Hilb1+2t
P(V )
∼= PGr(3,V )(S

2U ∗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷èìñÿ íàáðîñêîì. Ïóñòü Z ⊂ P(V )×S � ïëîñêàÿ íàä S ïîäñõåìà ñ ìíîãî-

÷ëåíîì Ãèëüáåðòà 1 + 2t. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ïó÷îê E := q∗p
∗(OP(V )(1)). Ïîëüçóÿñü ëåììîé, ìîæíî

ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ðàññëîåíèå ðàíãà 3, à ìîðôèçì

V ∗ ⊗ OS
∼= q∗p

∗(V ∗ ⊗ OP(V ))→ q∗p
∗(OP(V )(1)) ∼= E

ñþðúåêòèâåí. Îí çàäàåò îòîáðàæåíèå ϕ : S → Gr(3, V ), ïðè÷åì òàê ÷òî

Z ⊂ PS(ϕ∗U ) ∼= Fl(1, 3;V )×Gr(3,V ) S.

Ïóñòü IZ � ïó÷îê èäåàëîâ Z âíóòðè PS(ϕ∗U ). Åñëè r : PS(ϕ∗U ) → S � ïðîåêöèÿ, òî ïîëüçóÿñü

îïèñàíèåì ñëîåâ Z, çàêëþ÷àåì, ÷òî

L := r∗(IZ ⊗ OPS(ϕ∗U )/S(2))
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ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì, à èíäóöèðîâàííûé âëîæåíèåì IZ ↪→ OPS(ϕ∗U ) ìîðôèçì

L = r∗(IZ ⊗ OPS(ϕ∗U )/S(2))→ r∗(OPS(ϕ∗U )/S(2)) ∼= ϕ∗(S2U ∗)

ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ðàññëîåíèé. Îí çàäàåò ìîðôèçì S → PGr(3,V )(S
2U ∗). Òàê æå êàê è â ñëó÷àå

ïðÿìûõ ïðîâåðÿåòñÿ åãî ôóíêòîðèàëüíîñòü, à çíà÷èò èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé ïîëó÷àåòñÿ îòîáðàæå-

íèå Hilb1+2t
P(V ) → PGr(3,V )(S

2U ∗).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ïëîñêîå ñåìåéñòâî êîíèê â ïðîèç-

âåäåíèè P(V )× PGr(3,V )(S
2U ∗), ÷òî òîæå íå ñëîæíî. �

Ìîæíî òàêæå èçó÷àòü ñõåìû Ãèëüáåðòà êîíèê íà ïðîèçâîëüíûõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, íî

ýòî çàìåòíî ñëîæíåå ÷åì â ñëó÷àå ñ ïðÿìûìè. Êðîìå òîãî, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ñõåìû Ãèëüáåðòà

áîëåå ñëîæíûõ ïîäñõåì. Êàê ïðàâèëî, îíè èìåþò íåñêîëüêî êîìïîíåíò, ïðè÷åì íåêîòîðûå èç êîì-

ïîíåíò ïàðàìåòðèçóþò âåñüìà âûðîæäåííûå ïîäñõåìû. Íàïðèìåð, ñõåìà Ãèëüáåðòà Hilb1+3t
P3 èìååò

äâå êîìïîíåíòû. Ïåðâàÿ ïàðàìåòðèçóåò ðàöèîíàëüíûå ñêðó÷åííûå êóáèêè (è èõ âûðîæäåíèÿ), à

âòîðàÿ � îáúåäèíåíèå ïëîñêèõ êóáè÷åñêèõ êðèâûõ ñ òî÷êîé.

3. Ñõåìû Ãèëüáåðòà òî÷åê

Ñõåìà Hilbm
X ïàðàìåòðèçóåò íóëüìåðíûå ïîäñõåìû äëèíû m â X. Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò

ïðåäûäóùèõ ïðèìåðîâ, ñõåìà Ãèëüáåðòà Hilbm
X íå çàâèñèò îò âûáîðà î÷åíü îáèëüíîãî ëèíåéíîãî

ðàññëîåíèÿ íà X.

Ëåììà 3.1. Hilbm(P1) ∼= Pm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóëüìåðíàÿ ïîäñõåìà Z ⊂ P1 ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì, ïîýòîìó IZ
∼= OP1(−m). Ïóñòü

òåïåðü Z ⊂ P1 × S ïëîñêàÿ íàä S ïîäñõåìà ñ ïîëèíîìîì Ãèëüáåðòà m. Òîãäà ïó÷îê

L := q∗(IZ ⊗ p∗OP1(m))

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì, à ìîðôèçì

L = q∗(IZ ⊗ p∗OP1(m))→ q∗p
∗(OP1(m)) ∼= km+1 ⊗ OS

ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ðàññëîåíèé, çíà÷èò çàäàåò ìîðôèçì S → Pm. Äàëüøå, àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííûì

âûøå ðàññóæäåíèÿì. �

Âîîáùå, åñëè C � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, òî Hilbm
C
∼= Sm(C) � ãëàäêîå m-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Ïðè÷åì

ïðè m ≥ 2g − 1 îíî èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ íàä ÿêîáèàíîì J(C) ñî ñëîåì Pm−g (ïðè ìåíüøèõ

m ïî-ïðåæíåìó åñòü ìîðôèçì Hilbm
X → J(C), íî åãî ñëîè íàä ðàçíûìè òî÷êàìè ÿêîáèàíà èìåþò

ðàçëè÷íóþ ðàçìåðíîñòü).

Î÷åíü âàæíîé òåìîé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñõåì Ãèëüáåðòà Hilbm
S òî÷åê íà ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòÿõ.

Îíè òîæå ãëàêèå ìíîãîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè 2m è èìåþò íà óäèâëåíèå áîãàòóþ ñòðóêòóðó. Íàïðèìåð,

åñëè S � ïîâåðõíîñòü òèïà K3, òî Hilbm
S ÿâëÿåòñÿ ãèïåðêýëåðîâûì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè 2m,

ïðè÷åì òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ïîëîâèíà èçâåñòíûõ ïðèìåðîâ äåôîðìàöèîííûõ êëàññîâ ãèïåð-

êýëåðîâûõ ìíîãîáðàçèé. Âòîðàÿ ïîëîâèíà, êñòàòè, ïîëó÷àåòñÿ íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèåé èç ñõåì

Ãèëüáåðòà Hilbm
S äëÿ àáåëåâûõ ïîâåðõíîñòåé.

Ñõåìû Ãèëüáåðòà Hilbm(X) ïðè áîëüøèõ m è dim(X) ≥ 3 îñîáû (è äàæå ïðèâîäèìû). Îäíàêî ïðè

ìàëûõ m îíè ãëàäêèå. Ïðè m = 1 î÷åâèäíî Hilb1
X
∼= X. Ïðè m = 2 òîæå îòâåò íåñëîæíî îïèñàòü.

Ïîïðîáóåì âíà÷àëå â êà÷åñòâå �íàèâíîãî ïðèáëèæåíèÿ� ðàññìîòðåòü ñõåìó X×X (âíå äèàãîíàëè

îíà êàê ðàç ïàðàìåòðèçóåò âñå ïîäñõåìû äëèíû 2, íî êàæäóþ äâà ðàçà). Åñëè áû îíà áûëà ñõåìîé

Ãèëüáåðòà, òî óíèâåðñàëüíîé ïîäñõåìîé áûëà áû ñõåìà

Γ1 ∪ Γ2 ⊂ X × (X ×X),
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ãäå Γi � ãðàôèê ïðîåêöèè ïðîèçâåäåíèÿ íà i-ûé ñîìíîæèòåëü. Èíà÷å ãîâîðÿ

Γ1 = {(x1, x1, x2) ∈ X × (X ×X)}, Γ2 = {(x2, x1, x2) ∈ X × (X ×X)}.

Çàìåòèì, ÷òî Γ1∩Γ2 = ∆ := {(x, x, x) ∈ X×(X×X)}. Ïîýòîìó ñòðóêòóðíûé ïó÷îê ïîäñõåìû Γ1∪Γ2

èìååò ðåçîëüâåíòó

0→ OΓ1∪Γ2 → OΓ1 ⊕ OΓ2 → O∆ → 0

(àíàëîãè÷íî ñòðóêòóðíîìó ïó÷êó ïðèâîäèìîé êîíèêè). Ïðîâåðèì, ÷òî ïðè dim(X) ≥ 2 îí íå ïëîñêèé

íàä X ×X. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì ðåçîëüâåíòó â âèäå

0→ I∆,Γ2 → OΓ1∪Γ2 → OΓ1 → 0

è çàìåòèì, ÷òî ïðàâûé ÷ëåí ïëîñêèé íàä X ×X (ïîñêîëüêó ïîäñõåìà Γ1 èçîìîðôíî ïðîåêòèðóåòñÿ

íà X ×X, à ñòðóêòóðíûé ïó÷îê ëîêàëüíî ñâîáîäåí íà íåé), ïîýòîìó ñðåäíèé ÷ëåí ïëîñêèé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ëåâûé ÷ëåí ïëîñêèé. Íî òàê êàê Γ2 òîæå èçîìîðôíî ïðîåêòèðóåòñÿ íà X ×X,

ýòî ðàâíîñèëüíî ïëîñêîñòè ïó÷êà I∆ íàä OX×X . Êàê ìû îáñóæäàëè, êîãåðåíòíûé ïó÷îê ÿâëÿåòñÿ

ïëîñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ëîêàëüíî ñâîáîäåí, à ïó÷îê èäåàëîâ ïîäñõåìû ëîêàëüíî

ñâîáîäåí, òîëüêî åñëè ýòà ïîäñõåìà � äèâèçîð Êàðòüå. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî äèàãîíàëü â X ×X

íå ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì ïðè dim(X) ≥ 2.

Ìû âèäèì, ÷òî ãëàâíàÿ ïðîáëåìà â òîì, ÷òî äèàãîíàëü íå ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå. Íî ýòó

ïðîáëåìó ëåãêî ðåøèòü ðàçäóòèåì!

Èòàê, çàìåíèì X ×X íà Bl∆(X)(X ×X) è ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ ïîäñõåìó

Γ̃1 ∪ Γ̃2 ⊂ X × Bl∆(X)(X ×X),

ãäå Γ̃i � ãðàôèê êîìïîçèöèè Bl∆(X)(X ×X)→ X ×X → X, â êîòîðîé âòîðîé ìîðôèçì � ïðîåêöèÿ

íà i-ûé ñîìíîæèòåëü. Ðåçîëüâåíòà åå ñòðóêòóðíîãî ïó÷êà âûãëÿäèò êàê

0→ I∆̃,Γ̃2
→ OΓ̃1∪Γ̃2

→ OΓ̃1
→ 0,

ãäå ∆̃ � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð ðàçäóòèÿ. Ïó÷îê I∆̃,Γ̃2

∼= OΓ̃2
(−∆̃) îáðàòèì íà Γ̃2, îòñþäà ñðàçó

ñëåäóåò òðåáóåìàÿ ïëîñêîñòü. Ïîëó÷àåì ìîðôèçì Bl∆(X)(X × X) → Hilb2
X . Îí î÷åâèäíî ýêâèâà-

ðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû S2 íà ðàçäóòèè èíäóöèðîâàíîãî åå äåéñòâèåì íà X × X

ïåðåñòàíîâêîé ìíîæèòåëåé, ïîýòîìó ìîðôèçì ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ôàêòîð ïî ýòîìó äåéñòâèþ

Bl∆(X)(X ×X)/S2 → Hilb2
X .

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííûé ìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Òåì ñàìûì äîêàçàíî

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Åñëè X � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, òî Hilb2
X
∼= Bl∆(X)(X ×X)/S2.

Çàìå÷àíèå 3.3. Ìîæíî áûëî áû ïîñòóïèòü íàîáîðîò, âíà÷àëå âçÿòü ôàêòîð (X ×X)/S2 =: S2X, à

ïîòîì ðàçäóòü äèàãîíàëü íà íåì. Â ðåçóëüòàòå òîæå ïîëó÷èëàñü áû ñõåìà Ãèëüáåðòà Hilb2
X .

Óïðàæíåíèå 3. Ïîêàæèòå, ÷òî Hilb2
P(V )
∼= PGr(2,V )(S

2U ).

Óïðàæíåíèå 4. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè Q ⊂ P(V ) � ãëàäêàÿ êâàäðèêà, òî Hilb2
Q
∼= PHilb1+t

Q
(Gr(2, V )).
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