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Äèôôåðåíöèàëû

1. Êýëåðîâû äèôôåðåíöèàëû

Îïðåäåëåíèå 1.1. Äèôôåðåíöèðîâàíèåì êîëüöà A ñî çíà÷åíèÿìè â A-ìîäóëå M íàçûâàåòñÿ ãîìî-

ìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï D : A→M , óäîâëåòâîðÿþùèé ïðàâèëó Ëåéáíèöà

D(ab) = aD(b) + bD(a).

Åñëè A� àëãåáðà íàä êîëüöîì R, òî äèôôåðåíöèðîâàíèå íàçûâàåòñÿ R-ëèíåéíûì, åñëèD(r) = 0 äëÿ

âñåõ r ∈ R. Ìíîæåñòâî âñåõ R-ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé A→M îáîçíà÷àåòñÿ Diff(A/R,M).

Çàìåòèì, ÷òî âñÿêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå Z-ëèíåéíî, òàê êàê D(1) = D(1·1) = D(1)+D(1), îòêóäà

D(1) = 0.

Ïðèìåð 1.2. Âñÿêîå k-ëèíåéíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ D ∈ Diff(k[x]/k,M) çàäà-

åòñÿ ôîðìóëîéD(f) = df/dx·m0, ãäåm0 ∈M . Â ñàìîì äåëå, ïóñòüm0 = D(x). ÒîãäàD(x2) = 2xD(x)

è ïî èíäóêöèè D(xn) = nxn−1D(x), îòêóäà â ñèëó ëèíåéíîñòè âûòåêàåò ïðèâåäåííàÿ ôîðìóëà.

ßñíî, ÷òî åñëè f : M → N � ãîìîìîðôèçì A-ìîäóëåé, à D : A → M � äèôôåðåíöèðîâàíèå, òî

f ◦D : A→ N � òîæå äèôôåðåíöèðîâàíèå. Â ñàìîì äåëå

f(D(ab)) = f(aD(b) + bD(a)) = af(D(b)) + b(fD(a)).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè â êà÷åñòâå f âçÿòü óìíîæåíèå íà ýëåìåíò êîëüöà (çäåñü âàæíà êîììóòàòèâíîñòü

êîëüöà!), ïîëó÷èòñÿ ÷òî Diff(A/R,M) � A-ìîäóëü. Àíàëîãè÷íî, åñëè g : B → A � ãîìîìîðôèçì

R-àëãåáð, òî D ◦ g : B →M � äèôôåðåíöèðîâàíèå êîëüöà B.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà íàä R. Ñóùåñòâóåò A-ìîäóëü ΩA/R è äèôôå-

ðåíöèðîâàíèå d : A→ ΩA/R, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì � ñîïîñòàâëåíèå

(f : ΩA/R →M) 7→ (f ◦ d : A→M) çàäàåò èçîìîðôèçì A-ìîäóëåé

Hom(ΩA/R,M) ∼= Diff(A/R,M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæåíèå çàäàåò ýïèìîðôèçì êîëåö A ⊗R A → A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I èäåàë,

ÿâëÿþùèéñÿ åãî ÿäðîì. Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî I ÿâëÿåòñÿ A-áèìîäóëåì è êàê ëåâûé A-ìîäóëü ïîðîæ-

äàåòñÿ ýëåìåíòàìè âèäà 1 ⊗ a − a ⊗ 1. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü
∑
ai ⊗ bi ∈ I (òî åñòü

∑
aibi = 0).

Òîãäà ∑
ai ⊗ bi =

∑
ai(1⊗ bi − bi ⊗ 1).

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî èäåàë I2 ïîðîæäàåòñÿ êàê ëåâûé A-ìîäóëü ýëåìåíòàìè

(1⊗ a− a⊗ 1)(1⊗ b− b⊗ 1) = (1⊗ ab− a⊗ b− b⊗ a+ ab⊗ 1).

Ïîëîæèì ΩA/R := I/I2, à â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ d ðàññìîòðèì d(a) = 1 ⊗ a − a ⊗ 1. Âî-ïåðâûõ,

ïðîâåðèì, ÷òî d � äèôôåðåíöèðîâàíèå. Â ñàìîì äåëå

d(ab)− ad(b)− bd(a) = 1⊗ ab− ab⊗ 1− a(1⊗ b− b⊗ 1)− b(1⊗ a− a⊗ 1) =

= 1⊗ ab− ab⊗ 1− a⊗ b+ ab⊗ 1− b⊗ a+ ab⊗ 1 = (1⊗ a− a⊗ 1)(1⊗ b− b⊗ 1) ≡ 0 (mod I2).

Êðîìå òîãî, d � R-ëèíåéíî, òàê êàê 1 ⊗ r − r ⊗ 1 = 0 â A ⊗R A. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü áèåêòèâíîñòü
ñîîòâåòñòâèÿ.
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Ïóñòü D : A→M � äèôôåðåíöèðîâàíèå. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå FD : A⊗RA→M , çàäàâàåìîå

ôîðìóëîé a⊗b 7→ aD(b). Îíî î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, ïðè÷åì FD(I2) = 0. Â ñàìîì äåëå,

FD((1⊗ a− a⊗ 1)(1⊗ b− b⊗ 1)) = FD(1⊗ ab− a⊗ b− b⊗ a+ ab⊗ 1) = D(ab)− aD(b)− bD(a) = 0.

Çíà÷èò FD èíäóöèðóåò ìîðôèçì fD : I/I2 →M . Ïðè ýòîì

fD(d(a)) = FD(1⊗ a− a⊗ 1) = D(a)− aD(1) = D(a).

Îáðàòíî, åñëè f : I/I2 →M � ìîðôèçì, à D(a) = f(d(a)), òî

FD(1⊗ a− a⊗ 1) = D(a) = f(d(a)) = f(1⊗ a− a⊗ 1),

òî åñòü FD = f . �

2. Âû÷èñëåíèå

Âû÷èñëèì ìîäóëü äèôôåðåíöèàëîâ äëÿ êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî. Òîãäà ΩR[x1,...,xn]/R
∼= R[x1, . . . , xn]⊕n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = R[x1, . . . , xn], òîãäà A⊗RA = R[x′1, . . . , x
′
n, x
′′
1, . . . , x

′′
n], à ìîðôèçì óìíî-

æåíèÿ ïåðåâîäèò x′i è x
′′
i â xi. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èäåàë I ïîðîæäåí ýëåìåíòàìè x′i − x′′i , à èäåàë I2

� ýëåìåíòàìè (x′i − x′′i )(x
′
j − x′′j ). Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì FD : I/I2 → An, ñîîòâåòñòâóþùèé

äèôôåðåíöèðîâàíèþ

D : A→ An, f(x1, . . . , xn) 7→ (∂f/∂x1, . . . , ∂f/∂xn)

(îí ïåðåâîäèò îáðàçóþùóþ x′i − x′′i = d(xi) â ei := (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), ãäå 1 ñòîèò íà i-îì ìåñòå).

Îáðàòíî, ðàññìîòðèì ìîðôèçì g : An → I/I2, ïåðåâîäÿùèé ei â x
′
i− x′′i . Î÷åâèäíî, ÷òî îíè âçàèìíî

îáðàòíû. �

Çàìå÷àíèå 2.2. Áîëåå èíâàðèàíòíàÿ ôîðìà çàïèñè äàííîãî èçîìîðôèçìà òàêîâà. Ïóñòü V � ñâî-

áîäíûé R-ìîäóëü, à A = S•RV
∗ � åãî ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà. Òîãäà ΩA/R

∼= V ∗ ⊗R A, ïðè÷åì
óíèâåðñàëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå d : S•RV

∗ → V ∗ ⊗R S•RV ∗ � ïîëÿðèçàöèÿ ìíîãî÷ëåíà.

Ëåììà 2.3. Åñëè S ⊂ A � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñèñòåìà, òî ΩS−1A/A = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D : S−1A→M � äèôôåðåíöèðîâàíèå, òàêîå ÷òî D(A) = 0. Òîãäà

0 = D(1) = D(s−1s) = s−1D(s) + sD(s−1) = sD(s−1),

çíà÷èò D(s−1) = 0 äëÿ âñåõ s ∈ S, ñëåäîâàòåëüíî D ≡ 0. �

Ëåììà 2.4. Ïóñòü A è R′ � àëãåáðû íàä R. Òîãäà ΩA⊗RR′/R′ = ΩA/R ⊗R R′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî Diff(A ⊗R R′/R′,M) ∼= Diff(A/R,M)

(òàê êàê HomA⊗RR′(ΩA/R ⊗R R′,M) ∼= HomA(ΩA/R,M)). Ïóñòü D : A → M � äèôôåðåíöèðîâàíèå.

Ïîëîæèì òîãäà D′(a⊗ r′) = r′D(a). ßñíî, ÷òî ýòî R′-ëèíåéíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå êîëüöà A⊗RR′.
Îáðàòíî, åñëè D′ : A ⊗R R′ → M � äèôôåðåíöèðîâàíèå, à i : A → A ⊗R R′ � åñòåñòâåííûé ãîìî-

ìîðôèçì, òî D′ ◦ i : A → M � R-ëèíåéíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, ïðè÷åì ïîñòðîåííûå ñîîòâåòñòâèÿ

âçàèìíî îáðàòíû. �

Îñíîâíîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ � ñëåäóþùàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
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Ïðåäëîæåíèå 2.5. Ïóñòü B = A/J . Òîãäà òî÷íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B-ìîäóëåé

(1) J/J2 → ΩA/R ⊗A B → ΩB/R → 0,

ãäå ëåâûé ìîðôèçì èíäóöèðîâàí êîìïîçèöèåé J → A
d→ ΩA/R → ΩA/R ⊗A B, à ïðàâûé � äèôôåðåí-

öèðîâàíèåì A→ B
d→ ΩB/R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì B-ìîäóëüM è ïðèìåíèì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêòîð Hom(−,M):

0→ Diff(B/R,M)→ Diff(A/R,M)→ Hom(J/J2,M)

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî HomB(ΩA/R⊗AB,M) ∼= HomA(ΩA/R,M)). Íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü

åå òî÷íîñòü äëÿ ëþáîãî M .

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûé ìîðôèçì çàäàåòñÿ ôîðìóëîé D 7→ D◦π, ãäå π : A→ B � ïðîåêöèÿ, è â ñèëó

ñþðúåêòèâíîñòè π ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Âòîðîé ìîðôèçì çàäàåòñÿ ôîðìóëîéD 7→ D◦j, ãäå j : J → A

� âëîæåíèå (çàìåòèì, ÷òî åñëè a1, a2 ∈ J , òî D(j(a1a2)) = D(a1a2) = a1D(a2) + a2D(a1) = 0, òàê

êàê M , áóäó÷è B-ìîäóëåì, àííóëèðóåòñÿ èäåàëîì J , çíà÷èò D ◦ j ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç J2; òî æå

ðàññóæäåíèå ñ a1 ∈ A, a2 ∈ J ïîêàçûâàåò, ÷òî D ◦ j � ãîìîìîðôèçì B-ìîäóëåé). Ïóñòü òåïåðü

D ◦ j = 0. Çíà÷èò D èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï D′ : B → M , òàêîé ÷òî D = D′ ◦ π.
Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî D′ � äèôôåðåíöèðîâàíèå. �

Ïðèìåð 2.6. Ïóñòü f1, . . . , fm ∈ A = k[x1, . . . , xn] è B = A/(f1, . . . , fm). Íàéäåì ΩB/k. Âîñïîëü-

çóåìñÿ òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (1) è ëåììîé 2.1. Ñðåäíèé ÷ëåí èìååò âèä Bn, à ñþðúåêöèè

Am
f1,...,fm−−−−−−→ J → J/J2 ïîêàçûâàþò, ÷òî îáðàç ëåâîãî ìîðôèçìà ïîðîæäåí df1, df2, . . . , dfm. Èíà÷å

ãîâîðÿ, ïîëó÷àåì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Bm
(∂fi/∂xj) //Bn //ΩB/R

//0 .

Åñòü åùå îäíà âàæíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ñâÿçàííàÿ ñ çàìåíîé ñêàëÿðîâ.

Ïðåäëîæåíèå 2.7. Ïóñòü A→ B → C � ãîìîìîðôèçìû êîëåö. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü C-ìîäóëåé

(2) ΩB/A ⊗B C → ΩC/A → ΩC/B → 0

â êîòîðîé ïåðâûé ìîðôèçì èíäóöèðîâàí äèôôåðåíöèðîâàíèåì B → C
d→ ΩC/A, à âòîðîé � äèôôå-

ðåíöèðîâàíèåì C
d→ ΩC/B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü òî÷íîñòü ïîñëåäóîâàòåëüíîñòè

0→ Diff(C/B,M)→ Diff(C/A,M)→ Diff(B/A,M),

ãäå M � ïðîèçâîëüíûé C-ìîäóëü. Ïåðâûé ìîðôèçì � î÷åâèäíîå âëîæåíèå (äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

íàä B òàêæå ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè íàä A), à âòîðîé çàäàåòñÿ ôîðìóëîé D 7→ D ◦ f ,
ãäå f : B → C. Íî åñëè D ◦ f = 0, òî äèôôåðåíöèðîâàíèå D àííóëèðóåò B, à çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ

äèôôåðåíöèðîâàíèåì íàä B. �

Ñëåäñòâèå 2.8. Ïóñòü B1, B2 � A-àëãåáðû, à C = B1 ⊗A B2. Òîãäà

ΩC/A = ΩB1/A ⊗A B2 ⊕B1 ⊗A ΩB2/A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ΩB1/A ⊗B1 C → ΩC/A → ΩC/B1
→ 0, ΩB2/A ⊗B2 C → ΩC/A → ΩC/B2

→ 0

è èçîìîðôèçìû ΩC/B1
= ΩB2/A ⊗A B1 = ΩB2/A ⊗B2 C è àíàëîãè÷íî äëÿ ΩC/B2

. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü,

÷òî êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ ΩB2/A ⊗B2 C → ΩC/A → ΩC/B1
� èçîìîðôèçì, ÷òî î÷åâèäíî. �
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Óïðàæíåíèå 1. Ïóñòü K/k � ðàñøèðåíèå ïîëåé. Ïîêàæèòå, ÷òî

(a) åñëè K = k(x1, . . . , xn), òî ΩK/k = Kn;

(b) åñëè K/k � ñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå, òî ΩK/k = 0.

(c) À åñëè K/k � íåñåïàðàáåëüíîå?

Ñëåäñòâèå 2.9. Åñëè A � ëîêàëèçàöèÿ êîíå÷íîïîðîæäåííîé R-àëãåáðû, òî ΩA/R êîíå÷íî ïîðîæ-

äåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ A = S−1B, ãäå B = R[x1, . . . , xn]/J . Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî ΩB/R �

ôàêòîðìîäóëü ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ êîíå÷íîãî ðàíãà, òî åñòü êîíå÷íî ïîðîæäåí. Äàëåå, ðàññìîòðèì

öåïî÷êó R → B → A. Èç (2) ïîëó÷àåì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ΩB/R ⊗ A → ΩA/R → ΩA/B. Â

íåé ΩA/B = 0, çíà÷èò ΩA/R � ôàêòîðìîäóëü êîíå÷íîïîðîæäåííîãî ìîäóëÿ ΩB/R⊗BA, è çíà÷èò ñàì
êîíå÷íî ïîðîæäåí. �

3. Ïó÷îê äèôôåðåíöèàëîâ

Ïóñòü òåïåðü X � ñõåìà íàä R. Îïðåäåëèì ïó÷îê äèôôåðåíöèàëîâ íà X. Äëÿ ýòîãî äëÿ êàæäîãî

àôôèííîãî ïîäìíîæåñòâà SpecA = U ⊂ X ðàññìîòðèì ïó÷îê íà U , ñîîòâåòñòâóþùèé ìîäóëþ ΩA/R,

à äëÿ êàæäîãî âëîæåíèÿ SpecB = V ⊂ U (ñîîòâåòñòâóþùåãî ãîìîìîðôèçìó A → B) ìîðôèçì

ΩA/R → ΩB/R, ïîñòðîåííûé ïî äèôôåðåíöèðîâàíèþ A→ B
d→ ΩB/R.

Ëåììà 3.1. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êâàçèêîãåðåíòíûé ïó÷îê ΩX/R íà X, òàêîé ÷òî äëÿ àô-

ôèííûõ SpecA = U ⊂ X âûïîëíåíî ΩX/R(U) = ΩA/R, à ìîðôèçìû îãðàíè÷åíèÿ äëÿ àôôèííûõ

âëîæåíèé òàêèå æå êàê è âûøå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìîëèíåéíûé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà êàæäîé èç àôôèííûõ êàðò ðàñ-

ñìîòðåòü êâàçèêîãåðåíòíûé ïó÷îê, ñîîòâåòñòâóþùèé ìîäóëþ äèôôåðåíöèàëîâ, è ñêëåèòü èç íèõ

êâàçèêîãåðåíòíûé ïó÷îê íà âñåì X (èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ êàæäîé ñõåìíîé òî÷êè x ∈ X ðàññìîòðåòü

ìîäóëü ΩOX,x/R è êàæäîìó U ⊂ X ñîïîñòàâèòü ìíîæåñòâî âñåõ {sx ∈ ΩOX,x/R}x∈U , êîòîðûå ëîêàëüíî
ïðîèñõîäÿò èç ýëåìåíòîâ ìîäóëÿ äèôôåðåíöèàëîâ). Íî ìû ïðèìåíèì äðóãéî ñïîñîá.

Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî X îòäåëèìà (òî åñòü äèàãîíàëüíîå âëîæåíèå ∆: X → X×X ÿâëÿåòñÿ

çàìêíóòûì âëîæåíèåì). Ïóñòü I ⊂ OX×X � ïó÷îê èäåàëîâ äèàãîíàëè. Ðàññìîòðèì ïó÷îê I /I 2.

Çàìåòèì, ÷òî îí àíóëèðóåòñÿ óìíîæåíèåì íà I , ñëåäîâàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì OX×X/I -ìîäóëåé,

òî åñòü åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïó÷îê íà äèàãîíàëè. Îïðåäåëèì ïó÷îê ΩX/R ðàâåíñòâîì

I /I 2 = ∆∗ΩX/R.

Ïðîâåðèì, ÷òî ïîñòðîåííûé ïó÷îê ëîêàëüíî óñòðîåí êàê ìîäóëü äèôôåðåíöèàëîâ. Â ñàìîì äåëå,

åñëè U = SpecA ⊂ X, òî U × U ⊂ X × X è äèàãîíàëüíîå âëîæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ìîðôèçìó

óìíîæåíèÿ A ⊗ A → A, ïîýòîìó ïó÷îê I ñîîòâåòñòâóåò èäåàëó I èç òåîðåìû 1.3. Çíà÷èò ïó÷îê

I /I 2 ñîîòâåòñòâóåò ìîäóëþ I/I2 = ΩA/R, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Åñëè æå ñõåìà X íå ÿâëÿåòñÿ îòäåëèìîé, òî äèàãîíàëü íå çàìêíóòà, íî çàòî ëîêàëüíî çàìêíóòà,

òî åñòü çàìêíóòà â íåêîòîðîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå V ⊂ X ×X. Ïîýòîìó ìîæíî ïðîäåëàòü âñå

òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è ðàíüøå, çàìåíèâ X ×X íà V . �

Óïðàæíåíèå 2. Ïîêàæèòå, ÷òî ëîêàëüíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d : A → ΩA/R ñêëåèâàþòñÿ â

ãëîáàëüíûé ìîðôèçì ïó÷êîâ d : OX → ΩX/R. Çàìåòüòå, ÷òî îí íå ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì ïó÷êîâ

OX-ìîäóëåé!

Ëåììà 3.2. ΩX/R = ∆∗(I /I 2) = ∆∗I .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïðèâåäåííîé íèæå Ëåììû 3.3. Âòîðîå ïîëó÷àåòñÿ

òàê. Ïðèìåíåíÿÿ ôóíêòîð ∆∗ ê òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0→ I 2 → I → I /I 2 → 0, ïîëó÷àåì

∆∗(I 2)→ ∆∗I → ∆∗(I /I 2)→ 0.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïåðâûé ìîðôèçì ñîîòâåòñòâóåò ìîðôèçìó I2⊗A(A/I)→ I⊗A(A/I), êîòîðûé

î÷åâèäíî ðàâåí íóëþ. Çíà÷èò âòîðîé ìîðôèçì � èçîìîðôèçì. �

Ëåììà 3.3. Ïóñòü i : Y → X � çàìêíóòîå âëîæåíèå, à J � ïó÷îê èäåàëîâ Y â X. Òîãäà ôóíê-

òîð i∗ : Qcoh(Y ) → Qcoh(X) � ýêâèâàëåíòíîñòü íà ïîäêàòåãîðèþ ïó÷êîâ, àíëëóèðóåìûõ ïó÷êîì

èäåàëîâ J . Îáðàòíûé ôóíêòîð � i∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, ïðîâåðèì, ÷òî i∗i∗F ∼= F äëÿ âñÿêîãî F ∈ Qcoh(Y ). Äëÿ ýòîãî çàìå-

òèì, ÷òî ïî ñîïðÿæåííîñòè Hom(i∗i∗F, F ) ∼= Hom(i∗F, i∗F ), çíà÷èò ñóùåñâóåò êàíîíè÷åñêèé ìîð-

ôèçì i∗i∗F → F è íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ýòî âîïðîñ ëî-

êàëüíûé, òàê ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X = SpecA � àôôèííî, J ñîîòâåòñòâóåò èäåàëó J ⊂ A, à

Y = Spec(A/J). Òîãäà ôóíêòîð i∗ � ýòî åñòåñòâåííûé ôóíêòîð Mod(A/J) → ModA, à ôóíêòîð i∗

� ýòî ôóíêòîð −⊗A (A/J) : ModA→ Mod(A/J). Â ÷àñòíîñòè, åñëè M � A/J-ìîäóëü, ñîîòâåòñòâó-

þùèé ïó÷êó F , òî ïó÷êó i∗i∗F ñîîòâåòñòâóåò ìîäóëüM⊗A (A/J), à íàø ìîðôèçìM⊗A (A/J)→M

èíäóöèðîâàí äåéñòâèåì A/J íà M . Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ýòî � èçîìîðôèçì, òàê êàê J äåéñòâóåò

íà M òðèâèàëüíî.

Îáðàòíî, äëÿ âñÿêîãî ïó÷êà G íà X åñòü åñòåñòâåííûé ìîðôèçì G → i∗i
∗G, êîòîðûé ëîêàëüíî

ñîîòâåòñâóåò åñòåñòâåííîìó ìîðôèçìó N → N ⊗A (A/J) äëÿ A-ìîäóëÿ N . ßñíî, ÷òî îí èçîìîð-

ôèçì â òî÷íîñòè äëÿ òåõ N , êîòîðûå àííóëèðóþòñÿ èäåàëîì J , òàê ÷òî i∗ � ýêâèâàëåíòíîñòü íà

ïîäêàòåãîðèþ ïó÷êîâ, êîòîðûå àííóëèðóþòñÿ èäåàëîì J . �

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïó÷îê îòíîñèòåëüíûõ äèôôåðåíöèàëîâ. Ïóñòü X � ñõåìà íàä S. Ðàñ-

ñìîòðèì äèàãîíàëü â ðàññëîåííîì êâàäðàòå ∆ : X → X ×S X è ïîëîæèì ΩX/S = ∆∗I , ãäå I

� ïó÷îê èäåàëîâ äèàãîíàëè, åñëè X îòäåëèìà íàä S, à åñëè íå îòäåëèìà, òî àíàëîãè÷íî çàìåíèâ

ðàññëîåííûé êâàäðàò íà îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, â êîòîðîì äèàãîíàëü çàìêíóòà. ßñíî, ÷òî åñëè

SpecA ⊂ X, SpecR ⊂ S � àôôèííûå îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà, òàêèå ÷òî π(SpecA) ⊂ SpecR, ãäå

π : X → S (òàê ÷òî A � R-àëãåáðà), òî ΩX/S íàä SpecA ñîîòâåòñòâóåò ìîäóëþ ΩA/R.

ßñíî, ÷òî åñëè X � ñõåìà íàä êîëüöîì R, òî ΩX/R = ΩX/ SpecR.

Ëåììà 3.4. Ïó÷îê äèôôåðåíöèàëîâ ΩX/S êîíå÷íî ïîðîæäåí. Â ÷àñòíîñòè, åñëè X � ëîêàëüíî

íåòåðîâà, òî ΩX/S êîãåðåíòåí.

Ýòà ëåììà ñðàçó ñëåäóåò èç 2.9.

4. Äèôôåðåíöèàëû íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü W � âåêòîðíîå ïðîñòðàíòñâî íàä k ðàçìåðíîñòè n. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷-

íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ ΩP(W ) →W ∗ ⊗ OP(W )(−1)→ OP(W ) → 0, (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ýéëåðà)

â êîòîðîé ïðàâûé ìîðôèçì èíäóöèðîâàí åñòåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì W ∗ ⊗ OP(W ) → OP(W )(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÿäðî îòîáðàæåíèÿ α : W ∗ ⊗ OP(W ) → OP(W )(1) ÷åðåç K (åñëè ðàñ-

ñìàòðèâàòü P(W ) êàê ãðàññìàíèàí Gr(1,W ), òî ýòî ðàññëîåíèå U ⊥). Ïîëó÷èì ìîðôèçì ðàññëîåíèé

β : K →W ∗ ⊗ OP(W ). Ïîäíèìåì α è β íà P(W )× P(W ) è ïðîêîìïîíèðóåì � ïîëó÷èì ìîðôèçì

ϕ : p∗1K
p∗1β //W ∗ ⊗ OP(W )×P(W )

p∗2α //p∗2OP(W )(1).
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Ïîêàæåì, ÷òî Zϕ = ∆(P(W )) � äèàãîíàëü. Â ñàìîì äåëå, ÷òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî Zϕ ⊂ ∆(P(W ))

íàäî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî p1|Zϕ
= p2|Zϕ

. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ýòè îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ

îãðàíè÷åíèÿìè ìîðôèçìîâ W ∗ ⊗ OP(W )×P(W ) → p∗iOP(W )(1) íà Zϕ. Ðàññìîòðèì êîììóòàòèûíóþ

äèàãðàììó

0 // p∗1K|Zϕ

p∗1β //

ϕ|Zϕ ))

W ∗ ⊗ OZϕ

p∗1α //

p∗2α

��

p∗1OP(W )(1)|Zϕ

tt

// 0

p∗2OP(W )(1)|Zϕ

Òàê êàê ϕ|Zϕ
= 0, ïîëó÷àåì ïóíêòèðíóþ ñòðåëêó, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü ñþðúåêòèâíà â ñèëó ñþðú-

åêòèâíîñòè âåðòèêàëüíîé ñòðåëêè. Íî çàìåòèì, ÷òî ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ

ïó÷êîâ îäèíàêîâîãî ðàíãà � èçîìîðôèçì. Â ñàìîì äåëå, ó íåãî ïîñòîÿííûé ðàíã, çíà÷èò ïî ëåììå

èç ïåðâîé ëåêöèè åãî ÿäðî � ëîêàëüíî ñâîáîäíî ðàíãà íîëü, çíà÷èò ðàâíî íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,

ïóíêòèðíàÿ ñòðåëêà � èçîìîðôèçì, ÷òî è îçíà÷àåò ðàâåíñòâî îòîáðàæåíèé p1|Zϕ
= p2|Zϕ

.

×òîáû ïîñòðîèòü îáðàòíîå âëîæåíèå ∆(P(W )) ⊂ Zϕ, çàìåòèì, ÷òî ïðè äèàãîíàëüíîì âëîæåíèè

∆ : P(W )→ P(W )× P(W ) èìååì ∆∗ϕ = α ◦ β = 0, çíà÷èò ∆ ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç Zϕ.

Èòàê, Zϕ = ∆(P(W )) è çíà÷èò IZϕ � èäåàë äèàãîíàëè. Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ñõåìû íó-

ëåé, ïîëó÷àåì ñþðúåêöèþ K � OP(W )(−1) → I . Ïðèìåíÿÿ ôóíêòîð ∆∗ ïîëó÷àåì ýïèìîðôèçì

∆∗(K�OP(W )(−1)) = K(−1)→ ∆∗I = ΩP(W ). Íî è K(−1) è ΩP(W ) ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíûìè

ïó÷êàìè ðàíãà n − 1 (äëÿ ïåðâîãî ýòî âåðíî ïî îïðåäåëåíèþ, à äëÿ âòîðîãî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ïîêðûâàåòñÿ àôôèííûìè ïðîñòðàíñòâàìè, à íà àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå

ïó÷îê äèôôåðåíöèàëîâ ëîêàëüíî ñâîáîäåí), çíà÷èò ýòîò ìîðôèçì � èçîìîðôèçì. Òåïåðü âñïîìèíàÿ

îïðåäåëåíèå ïó÷êà K, ïîëó÷àåì èñêîìóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. �

Óïðàæíåíèå 3. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ãðàññìàíèàíà Gr(k,W )

(a) ñóùåñòâóåò ýïèìîðôèçì U ⊥ � U → I , ãäå I � ïó÷îê èäåàëîâ äèàãîíàëè;

(b) îí èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ΩGr(k,W )
∼= U ⊥ ⊗U .
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