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Ãðàññìàíèàíû

1. Ãðàññìàíèàí

Ïóñòü W � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n. Â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå P(
∧
kW ) ðàñ-

ñìîòðèì ìíîæåñòâî ïîëèâåêòîðîâ ìèíèìàëüíî ðàíãà. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëèâåêòîðà λ ∈
∧
kW

ìèíèìàëüíûé ðàíã ðàâåí k, ïðè÷åì îí äîñòèãàåòñÿ â òî÷íîñòè íà ïîëèâåêòîðàõ, ëåæàùèõ â îä-

íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ
∧
kU ⊂

∧
kW , ãäå U ⊂ W � ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè k. Â ñàìîì

äåëå, ïî îïðåäåëåíèþ ðàíã λ � ýòî ðàíã r ìîðôèçìà ñâåðòêèW ∗
λ−−→
∧
k−1W , òî åñòü êîðàçìåðíîñòü

åãî ÿäðà K = Ker(λ). Â ñèëó êîñîñèììåòðè÷íîñòè λ, ÿñíî ÷òî λ ∈
∧
k (K⊥) ⊂

∧
kW , ãäå K⊥ ⊂ W �

àííóëÿòîð K. Ïîýòîìó ïðè λ 6= 0 äîëæíî áûòü dimK⊥ ≥ k, îòêóäà r = codimK = dimK⊥ ≥ k, à

åñëè äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, òî λ ∈
∧
kU , ãäå U = K⊥.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X âñåõ ïîëèâåêòîðîâ ðàíãà k â ïðîñòðàíñòâå P(
∧
kW ). Òàâòîëîãè÷åñêèé

ìîðôèçì OP(∧kW )(−1)→
∧
kW ⊗ OP(∧kW ) äàåò ìîðôèçì

ϕ :
∧
k−1W ∗ ⊗ OP(∧kW )(−1)→W ⊗ OP(∧kW )

(îí ïîñëîéíî äâîéñòâåííûé ê ìîðôèçìó, ðàññìîòðåííîìó âûøå). Ââåäåì íà X ñõåìíóþ ñòðóêòóðó

çàíóëåíèåì ∧k+1ϕ (òàêèì îáðàçîì, X = Dk(ϕ) � äåòåðìèíàíòàëü ìîðôèçìà ϕ). ßñíî, ÷òî íà X

ðàíã ϕ ïîñòîÿíåí è ðàâåí k, ïîýòîìó

U = Imϕ|X , W/U := Cokerϕ|X , è U ⊥ := (W/U )∗

� ðàññëîåíèÿ ðàíãà k è n− k ñîîòâåòñòâåííî. Ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ ãðàññìàíèàíîì k-ìåðíûõ

ïîäïðîñòðàíñòâ â W è îáîçíà÷àåòñÿ Gr(k,W ) èëè Gr(k, n). Ðàññëîåíèÿ U è U ∗ íàçûâàþòñÿ òàâòîëî-

ãè÷åñêèì ïîäðàññëîåíèåì è äâîéñòâåííûì òàâòîëîãè÷åñêèì ðàññëîåíèåì, à ðàññëîåíèÿ W/U è U ⊥ �

òàâòîëîãè÷åñêèì ôàêòîððàññëîåíèåì è ðàññëîåíèåì àííóëÿòîðîâ. Ïî îïðåäåëåíèþ íà Gr(k,W ) èìååì

òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññëîåíèé

0→ U →W ⊗ OGr(k,W ) →W/U → 0 è 0→ U ⊥ →W ∗ ⊗ OGr(k,W ) → U ∗ → 0,

íàçûâàåìûå òàâòîëîãè÷åñêèìè. Âëîæåíèå Gr(k,W )→ P(
∧
kW ) íàçûâàåòñÿ âëîæåíèåì Ïëþêêåðà.

Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 1.1 (Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ãðàññìàíèàíà). Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíàÿ ñõåìà. Òîãäà

Map(S,Gr(k,W )) =

= {(E, ε) | E � ðàññëîåíèå ðàíãà k íà S, ε : E →W ⊗ OS � âëîæåíèå ðàññëîåíèé}

(ïàðû (E, ε) è (E′, ε)) ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ξ : E → E′, òàêîé ÷òî ε = ε′◦ξ).

Ïðè ýòîì êîìïîçèöèÿ S
(E,ε)−−−−→ Gr(k,W ) −−→ P(

∧
kW ) çàäàåòñÿ âëîæåíèåì

∧
kE

∧kε //
∧
kW ⊗ OS .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîðôèçìó f : S → Gr(k,W ) ñîïîñòàâèì âëîæåíèå ðàññëîåíèé, ÿâëÿþùååñÿ îá-

ðàòíûì îáðàçîì òàâòîëîãè÷åñêîãî âëîæåíèÿ

f∗U → f∗(W ⊗ OGr(k,W )) = W ⊗ OS .

Îáðàòíî, ïóñòü (E, ε) ðàññëîåíèå ñ âëîæåíèåì â W ⊗ OS . Ðàññìîòðèì ìîðôèçì

∧kε :
∧
kE →

∧
kW ⊗ OS .
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ßñíî, ÷òî ∧kε � âëîæåíèå ëèíåéíîãî ïîäðàññëîåíèÿ, ïîýòîìó ïî óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó ïðîåê-

òèâíîãî ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò ìîðôèçì f̄ : S → P(
∧
kW ), òàêîé ÷òî f̄∗OP(∧kW )(−1) ∼=

∧
kE. Ïðè

ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî ìîðôèçì f̄∗ϕ :
∧
k−1W ∗ ⊗

∧
kE →W ⊗ OS ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ∧

k−1W ∗ ⊗
∧
kE

∧k−1ε∗ //
∧
k−1E∗ ⊗

∧
kE E

ε //W ⊗ OS

Îòñþäà âèäíî, ÷òî f̄∗(∧k+1ϕ) = 0, òàê êàê f̄∗ϕ ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ðàññëîåíèå E ðàíãà k, ïîýòîìó

ìîðôèçì f̄ ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ìîðôèçì f : S → Gr(k,W ). Êðîìå òîãî, ÿñíî, ÷òî îáðàòíûé îáðàç

âëîæåíèÿ U →W ⊗ OGr(k,W ) ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì ìîðôèçìîì ε : E →W ⊗ OS . �

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïóñòü dimW = n. Òîãäà

Gr(k,W ) ∼= Gr(n− k,W ∗), Gr(1,W ) ∼= P(W ), è Gr(n− 1,W ) ∼= P(W ∗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå U ⊥ → W ∗ ⊗ OGr(k,W ) çàäàåò ìîðôèçì

Gr(k,W )→ Gr(n−k,W ∗). Îáðàòíûé ìîðôèçì ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî. Äàëåå, òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëî-

åíèå íà Gr(1,W ) ëèíåéíî, ïîýòîìó âëîæåíèå U →W ⊗OGr(1,W ) çàäàåò ìîðôèçì Gr(1,W )→ P(W ),

à âëîæåíèå OP(W )(−1) → W ⊗ OP(W ) � ìîðôèçì P(W ) → Gr(1,W ), êîòîðûå î÷åâèäíî âçàèìíî

îáðàòíû. Òðåòèé èçîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ íåìåäëåííûì ñëåäñòâèåì äâóõ ïåðâûõ. �

2. Óðàâíåíèÿ Ïëþêêåðà

Îïèøåì òåïåðü ïó÷îê èäåàëîâ ãðàññìàíèàíà X = Gr(k,W ) â ïëþêêåðîâîì âëîæåíèè. Ïî îïðåäå-

ëåíèþ, X � ñõåìà íóëåé ìîðôèçìà

∧k+1ϕ :
∧
k+1(

∧
k−1W ∗ ⊗ OP(∧kW )(−1))→

∧
k+1W ⊗ OP(∧kW ).

Ïîñêîëüêó
∧
k+1(

∧
k−1W ∗⊗OP(∧kW )(−1)) ∼=

∧
k+1(

∧
k−1W ∗)⊗OP(∧kW )(−k−1), ýòîò ìîðôèçì ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðèöó, ýëåìåíòû êîòîðîé � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè k+1 îò êîîðäèíàò.

Èíà÷å ãîâîðÿ, X âûñåêàåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè ñòåïåíè k + 1. Îäíàêî, íà ñàìîì äåëå ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî X âûñåêàåòñÿ äàæå êâàäðèêàìè.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ãðàññìàíèíèàí Gr(k,W ) â P(
∧
kW ) ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé íóëåé êîìïîçèöèè ìîð-

ôèçìîâ

ψ :
∧
k−1W ∗ ⊗ OP(∧kW )(−1)

ϕ−−→W ⊗ OP(∧kW )
ϕ′−−→

∧
k+1W ⊗ OP(∧kW )(1),

ãäå ìîðôèçì ϕ′ ïîëó÷àåòñÿ èç òàâòîëîãè÷åñêîãî ìîðôèçìà OP(∧kW )(−1) →
∧
kW ⊗ OP(∧kW ) ïîä-

êðóòêîé è óìíîæåíèåì íà W .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñíîâîé äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò. Ïóñòü λ ∈
∧
kW . Òîãäà îòîá-

ðàæåíèå óìíîæåíèÿ íà λ èç W â
∧
k+1W èìååò ðàíã íå ìåíüøå n − k, ïðè÷åì ðàíã n − k äîñòè-

ãàåòñÿ ðîâíî äëÿ ðàçëîæèìûõ ïîëèâåêòîðîâ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü âåêòîð w ëåæèò â ÿäðå óìíî-

æåíèÿ íà λ, òî åñòü w ∧ λ = 0. Ïóñòü W ′ = W/kw, òî åñòü ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü 0 → kw → W → W ′ → 0. Ïåðåõîäÿ ê âíåøíèì ñòåïåíÿì, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 →
∧
k−1W ′ ∧ w →

∧
kW →

∧
kW ′ → 0 (ìîðôèçì − ∧ w :

∧
k−1W →

∧
kW î÷åâèäíî ïðîïóñêàåòñÿ

÷åðåç
∧
k−1W ′, íà êîòîðîì ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì). Òàêèì îáðàçîì èìååì äèàãðàììó

0 //
∧
k−1W ′ ∧ w //

∧
kW //

∧w
��

∧
kW ′

tt

// 0

0 //
∧
kW ′ ∧ w //

∧
k+1W //

∧
k+1W ′ // 0

Ñîãëàñíî ñäåëàííûì âûøå çàìå÷àíèÿì ÿäðî ìîðôèçìà ∧w ðàâíî
∧
k−1W ′ ∧ w, ïîýòîìó ðàâåíñòâî

λ ∧ w = 0 îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå λ′ ∈
∧
k−1W , òàêîãî ÷òî λ = λ′ ∧ w. Ïîëüçóÿñü ýòèì ôàêòîì
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çàêëþ÷àåì, ÷òî åñëè K = Ker(− ∧ λ) èìååò ðàçìåðíîñòü k, òî λ ∈
∧
kK ⊂

∧
kW , è êðîìå òîãî,

áîëüøå ÷åì k ðàçìåðíîñòü K áûòü íå ìîæåò.

Òåì ñàìûì äîêà÷çàíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü ÿäðà ìîðôèçìà ϕ′ íå ïðåâîñõîäèò k, òî åñòü åãî ðàíã íå

íèæå ÷åì n− k, òî åñòü Dn−k−1(ϕ′) = ∅. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ëåììå 2.2, ïðèâåäåííîé íèæå, èìååì

Dk(ϕ|Zψ) = Zψ, òî åñòü Zψ ⊂ Dk(ϕ) = Gr(k,W ).

Íàîáîðîò, êàê ìû âèäåëè ïðè îãðàíè÷åíèè íà Gr(k,W ) ïåðâûé èç ìîðôèçìîâ, âõîäÿùèõ â îïðå-

äåëåíèå ψ, ôàêòîðèçóåòñÿ êàê
∧
k−1W ∗ ⊗OGr(k,W )(−1)→ U →W ⊗OGr(k,W ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç

êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû

U //

��

W ⊗ OGr(k,W )

��∧
k+1U ⊗ OGr(k,W )(1) //

∧
k+1W ⊗ OGr(k,W )(1)

è ðàâåíñòâà
∧
k+1U = 0 (ââèäó òîãî, ÷òî ðàíã U ðàâåí k), ñëåäóåò, ÷òî ψ|Gr(k,W ) = 0. Òåì ñàìûì

ïëþêêåðîâî âëîæåíèå Gr(k,W ) → P(
∧
kW ) ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç Zψ, òî åñòü Gr(k,W ) ⊂ Zψ. Âìåñòå

ñî âëîæåíèåì, äîêàçàííûì ðàíüøå, ýòî äàåò ðàâåíñòâî Gr(k,W ) = Zψ. �

Ëåììà 2.2. Ïóñòü Z � ñõåìà, à E
ϕ−−→ F

ϕ′−−→ G � êîìïëåêñ ìîðôèçìîâ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé,

òî åñòü ϕ′ ◦ ϕ = 0. Ïóñòü ðàíã F ðàâåí n, è äëÿ íåêîòîðîãî 0 ≤ k ≤ n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

Dn−k−1(ϕ′) = ∅. Òîãäà Dk(ϕ) = Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîïðîñ ëîêàëüíûé, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Z � ñïåêòð ëîêàëüíîãî êîëüöà R

ñ ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì m, òî åñòü âñå ðàññëîåíèÿ òðèâèàëüíû è ìîðôèçìû ϕ è ϕ′ çàäàþòñÿ

ìàòðèöàìè ñ êîýôôèöèåíòàìè èç R. Óñëîâèå Dn−k−1(ϕ′) = ∅ îçíà÷àåò, ÷òî èäåàë ïîðîæäåííûé

âñåìè ìèíîðàìè ðàçìåðà n−k ìàòðèöû ϕ′ ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì èäåàëîì, ñëåäîâàòåëüíî ïî êðàéíåé

ìåðå îäèí èç ìèíîðîâ íå ëåæèò â m, à çíà÷èò îáðàòèì. Ïîýòîìó ìàòðèöó ϕ′ çàìåíîé áàçèñîâ ìîæíî

ïðèâåñòè ê âèäó

ϕ′ =
(

1n−k 0
0 ∗

)
Åñëè òåïåðü çàïèñàòü ìàòðèöó ϕ â áëî÷íîì âèäå

ϕ =
(
a b
c d

)
,

òî óñëîâèå ϕ′ ◦ ϕ = 0 âëå÷åò a = b = 0, òî åñòü ϕ èìååò ëèøü k íåíóëåâûõ ñòðîê. Â ÷àñòíîñòè, âñå

ìèíîðû ðàçìåðà k + 1 â ìàòðèöå ϕ ðàâíû íóëþ, à çíà÷èò Dk(ϕ) = X. �

Ìîðôèçì ψ ñîîòâåòñòâóåò ñå÷åíèþ ðàññëîåíèÿ
∧
k−1W⊗

∧
k+1W⊗OP(∧kW )(2), òî åñòü íàáîðó êâàä-

ðèê, ÿâëÿþùèõñÿ îáðàçàìè îòîáðàæåíèÿ
∧
k−1W ∗ ⊗

∧
k+1W ∗ → S2(

∧
2W ∗). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

ìîðôèçìà ψ, îíî çàäàåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé∧
k−1W ∗ ⊗

∧
k+1W ∗ →

∧
k−1W ∗ ⊗W ∗ ⊗

∧
kW ∗ →

∧
kW ∗ ⊗

∧
kW ∗ → S2(

∧
kW ∗)

(ïåðâîå îòîáðàæåíèå � åñòåñòâåííîå âëîæåíèå
∧
k+1W ∗ ↪→W ∗⊗

∧
kW ∗, âòîðîå � âíåøíåå ïðîèçâå-

äåíèå
∧
k−1W ∗⊗W ∗ →

∧
kW ∗, à òðåòüå � ñèììåòðèçàöèÿ

∧
kW ∗⊗

∧
kW ∗ → S2(

∧
2W ∗)). Â ÷àñòíîñòè,

ýòî îòîáðàæåíèå ëåãêî âû÷èñëèòü íà ïðîèçâåäåíèÿõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

xi1...ik−1
⊗ xj1...jk+1

7→ xi1...ik−1
⊗
k+1∑
s=1

(−1)s−1(xjs ⊗ xj1...js−1js+1...jk+1
)

7→
k+1∑
s=1

(−1)s−1xi1...ik−1jsxj1...js−1js+1...jk+1
=: Qi1,...,ik−1;j1,...,jk+1

(x).

Êâàäðèêè Qi1,...,ik−1;j1,...,jk+1
(x) íàçûâàþòñÿ êâàäðèêàìè Ïëþêêåðà.
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Ïðèìåð 2.3. Ïóñòü k = 2, n = 4. Òîãäà

Q1;2,3,4 = x12x34 − x13x24 + x14x23, Q2;1,3,4 = −x12x34 − x23x14 + x24x13 = −Q1;2,3,4

Àíàëîãè÷íî Q3;1,2,4 = −Q4;1,2,3 = Q1;2,3,4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Q1;1,2,3 = 0 − x12x13 + x13x12 = 0.

Àíàëîãè÷íî ðàâíû íóëþ è âñå îñòàëüíûå êâàäðèêè. Òàêèì îáðàçîì Gr(2, 4) ⊂ P5 � êâàäðèêà.

Êñòàòè, ëþáàÿ íåâûðîæäåííàÿ êâàäðèêà â P5 íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðè-

ñòèêè áîëüøåé äâóõ ïðèâîäèòñÿ ê ïëþêêåðîâîìó âèäó, òàê ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ êâàäðèêà èçîìîðôíà

ãðàññìàíèàíó Gr(2, 4).

Çàìå÷àíèå 2.4. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè {i1, . . . , ik−1} ⊂ {j1, . . . , jk+1}, òî Qi1,...,ik−1;j1,...,jk+1
= 0.

Ïðèìåð 2.5. Ïóñòü k = 2, n = 5. Òîãäà

Q1;2,3,4 = x12x34 − x13x24 + x14x23, Q1;2,3,5 = x12x35 − x13x25 + x15x23, Q1;2,4,5 = x12x45 − x14x25 + x15x24,

Q1;3,4,5 = x13x45 − x14x35 + x15x34, Q2;3,4,5 = x23x45 − x24x35 + x25x34.

Îñòàëüíûå êâàäðèêè ëèáî ñîâïàäàþò ñ ýòèìè, ëèáî íóëåâûå, ò.å. Gr(2, 5) ⊂ P9 � ïåðåñå÷åíèå ïÿòè

êâàäðèê.

Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî çà èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíûõ ñëó÷àåâ Gr(2, 4), Gr(1, n) è Gr(n−1, n), ãðàñ-

ñìàíèàí íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì ñîäåðæàùèõ åãî êâàäðèê (è âîîáùå íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì

ïåðåñå÷åíèåì).

3. Ëîêàëüíàÿ ñòðóêòóðà è äèôôåðåíöèàëû

Îïèøåì òåïåðü ëîêàëüíîå ñòðîåíèå ãðàññìàíèàíà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå Gr(k,W ) ñ

àôôèííîé êàðòîé â P(
∧
kW ), çàäàííîé íåðàâåíñòâîì x12...k 6= 0. Íàì ïîíàäîáèòñÿ

Ëåììà 3.1 (Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà). Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî, à A(V ) = SpecS•(V ∗) � ñîîòâåòñòâóþùåå àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

Map(S,A(V )) = Γ(S, V ⊗ OS).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê A(V ) àôôèííî, Map(S,A(V )) = Homalg(S•(V ∗),Γ(S,OS)). Òàê êàê S•(V ∗)

ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé, èìååì

Homalg(S•(V ∗),Γ(S,OS)) = Hom(V ∗,Γ(S,OS)) = V ⊗ Γ(S,OS) = Γ(S, V ⊗ OS),

÷òî è òðåáîâàëîñü. �

Â ÷àñòíîñòè, íà A(V ) èìååòñÿ �òàâòîëîãè÷åñêîå ñå÷åíèå� s ∈ Γ(A(V ), V ⊗OA(V )), ñîîòâåòñòâóþùåå

ñîãëàñíî ëåììå òîæäåñòâåííîìó ìîðôèçìó A(V )→ A(V ).

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Gr(k,W ) ∩ {x12...k 6= 0} â Gr(k,W ) èçîìîðôíî àô-

ôèííîìó ïðîñòðàíñòâó Ak(n−k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U1 ⊂W � ïîäïðîñòðàíñòâî â W , çàäàâàåìîå êàê U1 = {x1 = · · · = xk = 0}.
Âûáåðåì äîïîëíèòåëüíîå ê íåìó ïîäïðîñòðàíñòâî U0 ⊂ W ðàçìåðíîñòè k, òàê ÷òî W = U0 ⊕ U1.

Ïîñòðîèì ìîðôèçì Ak(n−k) = A(Hom(U0, U1)) → Gr(k,W ). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì òàâòîëîãè÷åñêîå

ñå÷åíèå s : OA(Hom(U0,U1)) → Hom(U0, U1)⊗OHom(U0,U1). Îíî èíäóöèðóåò ìîðôèçì âåêòîðíûõ ðàññëî-

åíèé U0 ⊗ OA(Hom(U0,U1)) → U1 ⊗ OA(Hom(U0,U1)) è äàëåå ìîðôèçì

U0 ⊗ OA(Hom(U0,U1))

(1,s)T
// (U0 ⊕ U1)⊗ OA(Hom(U0,U1)) W ⊗ OA(Hom(U0,U1)).

ßñíî, ÷òî ðàíã ýòîãî ìîðôèçìà âî âñåõ òî÷êàõ ðàâåí k, òàê ÷òî â ñèëó óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà ãðàñ-

ñìàííèàíà îí çàäàåò ìîðôèçì A(Hom(U0, U1)) → Gr(k,W ). Ïðè ýòîì êîìïîçèöèÿ ýòîãî ìîðôèçìà
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ñ ïëþêêåðîâûì âëîæåíèåì çàäàåòñÿ ìèíîðàìè ìàòðèöû (1, s)T . Ïåðâûé èç ýòèõ ìèíîðîâ ðàâåí 1,

ïîýòîìó îáðàç îòîáðàæåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â Gr(k,W ) ∩ {x12...k 6= 0}.
Îáðàòíî, ïóñòü X = Gr(k,W ) ∩ {x12...k 6= 0}. Î÷åâèäíî, ÷òî äåòåðìèíàíò êîìïîçèöèè ìîðôèçìîâ

U|X → W ⊗ OX → U0 ⊗ OX ðàâåí x12...k, ïîýòîìó îíà ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ïîëüçóÿñü ýòèì

èçîìîðôèçìîì, ïîëó÷èì ìîðôèçì U0⊗OX
∼= U|X →W⊗OX → U1⊗OX , òî åñòü ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ

Hom(U0, U1)⊗ OX . Â ñèëó ëåììû 3.1 îíî äàåò ìîðôèçì X → A(Hom(U0, U1)) = Ak(n−k).

Ïîñòðîåííûå îòîáðàæåíèÿ î÷åâèäíî âçàèìíî îáðàòíû. �

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà xi1i2...ik 6= 0 ïîêðûâàþò âñå P(
∧
kW ), çàêëþ÷àåì ÷òî Gr(k,W ) ïîêðûâàåòñÿ

îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè, êàæäîå èç êîòîðûõ èçîìîðôíî àôôèííîìó ïðîñòðàíñòâó.

Ñëåäñòâèå 3.3. Ãðàññìàíèàí Gr(k, n) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè k(n− k).

Òåïåðü âû÷èñëèì íà Gr(k,W ) ïó÷îê äèôôåðåíöèàëîâ.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü W � âåêòîðíîå ïðîñòðàíòñâî íàä k ðàçìåðíîñòè n. Òîãäà

ΩGr(k,W )
∼= U ⊗U ⊥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî âû÷èñëåíèþ äèôôåðåíöèàëîâ ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà. Ïóñòü p1, p2 : Gr(k,W ) × Gr(k,W ) → Gr(k,W ) � ïðîåêöèè, à α è β � òàâòîëîãè÷åñêèå ìîð-

ôèçìû

0→ U
α−−→W ⊗ OGr(k,W )

β−−→W/U → 0

Íà Gr(k,W )×Gr(k,W ) ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ ìîðôèçìîâ

p∗1U
p∗1α−−−→W ⊗ OGr(k,W )×Gr(k,W )

p∗2β−−−→ p∗2(W/U ).

Ïîêàæåì, ÷òî åå ñõåìà íóëåé Zϕ ñîâïàäàåò ñ äèàãîíàëüþ ∆ = ∆(Gr(k,W )).

Â ñàìîì äåëå, ÷òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî Zϕ ⊂ ∆ íàäî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî p1|Zϕ = p2|Zϕ . Äëÿ ýòîãî

çàìåòèì, ÷òî ïðîåêöèè p1 è p2 îïðåäåëÿþòñÿ (â ñìûñëå óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà ãðàññìàíèàíà)

îãðàíè÷åíèÿìè íà Zϕ ìîðôèçìîâ p∗iα : p∗iU → W ⊗ OGr(k,W )×Gr(k,W ). Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ

äèàãðàììó

p∗1U|Zϕ

p∗1α|Zϕ
��

ϕ|Zϕ

))vv
0 // p∗2U|Zϕ

p∗2α|Zϕ // W ⊗ OZϕ

p∗2β|Zϕ // p∗2(W/U )|Zϕ
// 0

Òàê êàê ϕ|Zϕ = 0, ïîëó÷àåì ïóíêòèðíóþ ñòðåëêó. Òàê êàê p∗1α è p∗2α ÿâëÿþòñÿ âëîæåíèÿìè ðàññëî-

åíèé ðàíãà k, ýòà ñòðåëêà òîæå âåçäå èìååò ðàíã k. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû ñ ïåðâîé ëåêöèè

ïóíêòèðíàÿ ñòðåëêà ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ðàññëîåíèé (òàê êàê åå ÿäðî è êîÿäðî � ðàññëîåíèÿ

ðàíãà 0). Çíà÷èò îòîáðàæåíèÿ p1|Zϕ è p2|Zϕ çàäàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (â ñìûñëå óíèâåðñàëüíîãî

ñâîéñòâà ãðàññìàíèàíà) äàííûìè, çíà÷èò p1|Zϕ = p2|Zϕ , òî åñòü Zϕ ⊂ ∆.

×òîáû ïðîâåðèòü îáðàòíîå âëîæåíèå ∆ ⊂ Zϕ, çàìåòèì, ÷òî ∆∗ϕ = β ◦ α = 0, çíà÷èò ∆ ïðîïóñêà-

åòñÿ ÷åðåç Zϕ.

Èòàê, Zϕ = ∆(Gr(k,W )) è çíà÷èò IZϕ � èäåàë äèàãîíàëè. Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ñõåìû íóëåé,

ïîëó÷àåì ñþðúåêöèþ p∗1U ⊗ p∗2U ⊥ → I∆. Ïðèìåíÿÿ ôóíêòîð ∆∗ ïîëó÷àåì ýïèìîðôèçì

U ⊗U ⊥ = ∆∗(p∗1U ⊗ p∗2U ⊥) � ∆∗I∆ = ΩGr(k,W ).

Íî ïó÷êè U ⊗ U ⊥ è ΩGr(k,W ) ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíûìè ïó÷êàìè ðàíãà k(n − k) (äëÿ ïåð-

âîãî ýòî âåðíî ïî îïðåäåëåíèþ, à äëÿ âòîðîãî ñëåäóåò Ïðåäëîæåíèÿ 3.2), çíà÷èò ýòîò ìîðôèçì �

èçîìîðôèçì. �
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