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Îòíîñèòåëüíûå êîíñòðóêöèè

1. Àôôèíèçàöèÿ è ïðîåêòèâèçàöèÿ ðàññëîåíèÿ

Ïóñòü X � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, à E � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàíãà n íà íåì. Îïðåäåëèì

AX(E ) := SpecX

( ∞⊕
i=0

SiE ∗

)
, PX(E ) := ProjX

( ∞⊕
i=0

SiE ∗

)
,

ãäå
⊕∞

i=0 S
iE ∗ � ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ äâîéñòâåííûì ðàññëîåíèåì E ∗.

Â ñëó÷àå, êîãäà X � òî÷êà, à çíà÷èò E � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ýòè ôîðìóëû îïðåäåëÿþò

àôôèííîå è ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâà, àññîöèèðîâàííûå ñ âåêòîðíûì. Â îáùåì æå ñëó÷àå îíè

íàçûâàþòñÿ àôôèíèçàöèåé è ïðîåêòèâèçàöèåé âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Åùå èíîãäà

àôôèíèçàöèþ íàçûâàþò òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ.

Ïî îïðåäåëåíèþ àôôèíèçàöèÿ è ïðîåêòèâèçàöèÿ ñíàáæåíû ìîðôèçìàìè

a : AX(E )→ X è p : PX(E )→ X.

Ëåììà 1.1. Ìîðôèùìû a : AX(E ) → X è p : PX(E ) → X ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûìè ðàñ-

ñëîåíèÿìè â òîïîëîãèè Çàðèñêîãî ñî ñëîåì An è Pn−1 ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ îòíîñèòåëüíûé (ïðîåêòèâíûé) ñïåêòð ïîëó÷àþòñÿ ñêëåéêîé îáû÷-

íûõ (ïðîåêòèâíûõ) ñïåêòðîâ íàä îòêðûòûìè àôôèííûìè ïîäìíîæåñòâàìè â X. Ïîýòîìó äîñòà-

òî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ó X åñòü òàêîå îòêðûòîå ïîêðûòèå, íàä êàæäûì ýëåìåíòîì êîòîðîãî ó íàñ

ïîëó÷àåòñÿ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå. Ïîñêîëüêó ïó÷îê E ëîêàëüíî ñâîáîäåí, ó X åñòü òàêîå ïî-

êðûòèå, íàä êàæäûì ýëåìåíòîì êîòîðîãî ïó÷îê E òðèâèàëåí. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

åñëè E òðèâèàëåí (òî åñòü E ∼= V ⊗ OX , ãäå V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî), òî AX(E ) ∼= A(V )×X è

PX(E ) ∼= P(V )×X. Íî î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

∞⊕
i=0

SiE ∗ =

∞⊕
i=0

Si(V ⊗ OX)∗ =

( ∞⊕
i=0

SiV ∗

)
⊗ OX ,

îòêóäà ñðàçó ñëåäóþò èñêîìûå ôîðìóëû. �

2. Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî àôôèíèçàöèè

Òàê æå êàê è â �àáñîëþòíîì ñëó÷àå�, íà AX(E ) è PX(E ) åñòü òàâòîëîãè÷åñêîå ñå÷åíèå è òàâòîëî-

ãè÷åñêîå ïîäðàññëîåíèå. Ïåðâîå èç íèõ ïîñòðîèòü ñîâñåì ïðîñòî. Çàìåòèì, ÷òî

a∗a
∗E ∼= E ⊗ a∗OAX(E )

∼= E ⊗

( ∞⊕
i=0

SiE ∗

)
∼=
∞⊕
i=0

(E ⊗ SiE ∗)

(ïåðâûé èçîìîðôèçì � ôîðìóëà ïðîåêöèè, à âòîðîé � îïðåäåëåíèå AX(E )). Ñëàãàåìîå ñ íîìåðîì

i = 1 ðàâíî E ⊗ E ∗, ïîýòîìó åãî ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ ðàâíû Γ(X,E ⊗ E ∗) ∼= End(E ) è ñîäåðæàò

âûäåëåííûé ýëåìåíò idE . Ïîñêîëüêó Γ(X, a∗a
∗E ) ∼= Γ(AX(E ), a∗E ), îí çàäàåò ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå

ïó÷êà a∗E íà AX(E ). Îíî è íàçûâàåòñÿ òàâòîëîãè÷åñêèì ñå÷åíèåì. Ïî ïîñòðîåíèþ, òàâòîëîãè÷åñêîå

ñå÷åíèå ëèíåéíî íà ñëîÿõ ìîðôèçìà a (òàê êàê ñîîòâåòñòâóåò ñëàãàåìîìó ñ i = 1).

Åñëè ðàññëîåíèå E òðèâèàëüíî, òî åñòü E ∼= V ⊗ OX , òàê ÷òî AX(E ) ∼= A(V )×X, òî

a∗E ∼= a∗(V ⊗ OX) ∼= V ⊗ OAX(E )

è òàâòîëîãè÷åñêîå ñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì îáðàçîì òàâòîëîãè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ ïó÷êà V ⊗ OA(V )

íà A(V ) îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè A(V )×X → A(V ).
1
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Ëåììà 2.1 (Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî àôôèíèçàöèè). Èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì

Map(S,AX(E )) = {(φ, σ) | φ ∈ Map(S,X), σ ∈ Γ(S, φ∗E )}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîðôèçìó f : S → AX(E ) ñîïîñòàâèì ïàðó φ = a ◦ f , σ = f∗(s), ãäå s � òàâòîëî-

ãè÷åñêîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ a∗E .

Îáðàòíî, ïóñòü äàíà ïàðà (φ, σ). Ïîêðîåì X àôôèííûìè êàðòàìè Xi, íà êîòîðûõ E òðèâèàëüíî

(òî åñòü E |Xi
∼= Vi ⊗ OXi). Ïóñòü Si = φ−1(Xi), φi = φ|Si : Si → Xi è

σi = σ|Si ∈ Γ(Si, φ
∗
i (E |Xi))

∼= Γ(Si, φ
∗
i (Vi ⊗ OXi))

∼= Γ(Si, Vi ⊗ OSi).

Òîãäà σi çàäàåò îòîáðàæåíèå Si → A(Vi), è âìåñòå ñ φi îíè çàäàþò îòîáðàæåíèå

fi : Si
(σi,φi)−−−−−→ A(Vi)×Xi

∼= AXi(E |Xi)
∼= AX(E )×X Xi ⊂ AX(E ).

ßñíî, ÷òî íà ïåðåñå÷åíèÿõ Si ∩ Sj îãðàíè÷åíèÿ îòîáðàæåíèé fi è fj ñîâïàäàþò, à çíà÷èò îíè ñêëåè-
âàþòñÿ â îáùåå îòîáðàæåíèå f : S → AX(E ).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðèâåäåííûå êîíñòðóêöèè âçàèìíî îáðàòíû. �

Ñëåäñòâèå 2.2. Âñÿêèé ìîðôèçì ðàññëîåíèé ε : E → E ′ èíäóöèðóåò ìîðôèçì èõ àôôèíèçàöèé

AX(E )→ AX(E ′), êîììóòèðóþùèé ñ ïðîåêöèÿìè íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s ∈ Γ(AX(E ), a∗E ) � òàâòîëîãè÷åñêîå ñå÷åíèå. Òîãäà åñòåñòâåííûé ìîð-

ôèçì a : AX(E ) → X âìåñòå ñ ñå÷åíèåì a∗(ε)(s) ∈ Γ(AX(E ), a∗(E ′)) çàäàþò (â ñèëó óíèâåðñàëüíîãî

ñâîéñòâà AX(E ′)) ìîðôèçì AX(E )→ AX(E ′). Îí ïî ïîñòðîåíèþ êîììóòèðóåò ñ ïðîåêöèåé íà X. �

Óïðàæíåíèå 1. Ïîêàæèòå, ÷òî ñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ a (òî åñòü îòîáðàæåíèÿ f : X → AX(E ),

òàêèå ÷òî a ◦ f = idX) íàõîäÿòñÿ â áèåêöèè ñ ãëîáàëüíûìè ñå÷åíèÿìè ðàññëîåíèÿ E íà X.

3. Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ïðîåêòèâèçàöèè

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ñåððà êàòåãîðèÿ êîãðåíåòíûõ ïó÷êîâ íà PX(E ) ýêèâàëåíòíà ôàêòîðêàòåãîðèè

ãðàäóèðîâàííûõ ïó÷êîâ ìîäóëåé íàä ãðàäóèðîâàííûì ïó÷êîì àëãåáð A • :=
⊕∞

i=0 S
iE ∗ ïî ïîäêàòå-

ãîðèè ìîäóëåé, ïî÷òè âñå êîìïîíåíòû êîòîðûõ (òî åñòü âñå êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà) ðàâíû íóëþ. Ïðè

ýòîì ñâîáîäíûé ìîäóëü A • ñîîòâåòñòâóåò ñòðóêòóðíîìó ïó÷êó OPX(E ), à ñâîáîäíûé ìîäóëü ñî ñäâè-

íóòîé íà åäèíèöó ãðàäóèðîâêîé A •(1) :=
⊕∞

i=0 S
i+1E ∗ � �ñêðó÷èâàþùåìó� ëèíåéíîìó ðàññëîåíèþ

OPX(E )/X(1). Åñòåñòâåííûé ìîðôèçì ãðàäóèðîâàííûõ A •-ìîäóëåé

A • =

∞⊕
i=0

SiE ∗ →
∞⊕
i=0

(E ⊗ Si+1E ∗) = E ⊗A •(1)

(ïåðåâîäÿùèé 1 ∈ A •0 â idE ∈ E ⊗ E ∗ = E ⊗ A •1 = E ⊗ A •(1)0) ïîñëå ñäâèãà ãðàäóèðîâêè çàäàåò

ìîðôèçì ïó÷êîâ

α : OPX(E )/X(−1)→ p∗E .

Äâîéñòâåííûé ê íåìó ìîðôèçì p∗E ∗ → OPX(E )/X(1) â òåðìèíàõ ãðàäóèðîâàííûõ ìîäóëåé ñîîòâåò-

ñòâóåò ãîìîìîðôèçìó óìíîæåíèÿ E ∗ ⊗
(⊕∞

i=0 S
iE ∗
)
→
⊕∞

i=0 S
i+1E ∗. Ïîñêîëüêó îí ñþðúåêòèâåí

ïî÷òè âî âñåõ (âî âñåõ êðîìå i = −1) êîìïîíåíòàõ ãðàäóèðîâêè, ñîîòâåòñòâóþùèé ìîðôèçì ïó÷êîâ

íà PX(E ) òîæå ñþðúåêòèâåí, à çíà÷èò α ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ðàññëîåíèé.

Ëåììà 3.1 (Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ïðîåêòèâèçàöèè). Èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì

Map(S,PX(E )) = {(φ,L, λ) | φ ∈ Map(S,X), L � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà S è

λ : L→ φ∗E � âëîæåíèå ðàññëîåíèé}/ ∼,
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ñ îáû÷íûì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè (φ,L, λ) ∼ (φ′, L′, λ′), åñëè φ = φ′ è ñóùåñòâóåò èçîìîð-

ôèçì ξ : L
∼−−→ L′, òàêîé ÷òî λ = λ′ ◦ ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîðôèçìó f : S → PX(E ) ñîïîñòàâèì òðîéêó φ = p ◦ f , L = f∗OPX(E )/X(−1),

λ = f∗(α), ãäå α : OPX(E )/X(−1)→ p∗E òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå.

Îáðàòíî, ïóñòü äàíà òðîéêà (φ,L, λ). Ïîêðîåì X àôôèííûìè êàðòàìè Xi, íà êîòîðûõ E òðèâè-

àëüíî (òî åñòü E |Xi
∼= Vi ⊗ OXi). Ïóñòü Si = φ−1(Xi), φi = φ|Si : Si → Xi, Li = L|Si è

λi = λ|Si : Li → φ∗i (E |Xi)
∼= Vi ⊗ OSi .

Òîãäà λi çàäàåò îòîáðàæåíèå Si → P(Vi), è âìåñòå ñ φi îíè çàäàþò îòîáðàæåíèå

fi : Si
(λi,φi)−−−−−→ P(Vi)×Xi

∼= PXi(E |Xi)
∼= PX(E )×X Xi ⊂ PX(E ).

ßñíî, ÷òî íà ïåðåñå÷åíèÿõ Si ∩ Sj îãðàíè÷åíèÿ îòîáðàæåíèé fi è fj ñîâïàäàþò, à çíà÷èò îíè ñêëåè-
âàþòñÿ â îáùåå îòîáðàæåíèå f : S → PX(E ).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðèâåäåííûå êîíñòðóêöèè âçàèìíî îáðàòíû. �

Ñëåäñòâèå 3.2. Âñÿêîå âëîæåíèå ðàññëîåíèé ε : E → E ′ èíäóöèðóåò âëîæåíèå èõ ïðîåêòèâèçàöèé

ε̄ : PX(E )→ PX(E ′), êîììóòèðóþùèé ñ ïðîåêöèÿìè íà X è ε̄∗(OPX(E ′)/X(−1)) ∼= OPX(E )/X(−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α : OPX(E )/X(−1) → p∗E � òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå òàâòîëîãè÷åñêîãî

ðàññëîåíèÿ. Òîãäà åñòåñòâåííûé ìîðôèçì p : PX(E ) → X âìåñòå ñ òàâòîëîãè÷åñêèì ðàññëîåíèåì

OPX(E )/X(−1) è âëîæåíèåì λ, îïðåäåëÿìûì êàê êîìïîçèöèÿ OPX(E )/X(−1)
α−−→ p∗E

p∗(ε)−−−−→ p∗E ′

çàäàþò (â ñèëó óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà PX(E ′)) ìîðôèçì PX(E ) → PX(E ′). Îí ïî ïîñòðîåíèþ

êîììóòèðóåò ñ ïðîåêöèåé íà X, à îáðàòíûé îáðàç OPX(E ′)/X(−1) ðàâåí OPX(E )/X(−1). Òî, ÷òî ε̄

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì âëîæåíèåì ëåãêî ïðîâåðèòü ëîêàëüíî ïî X. �

Óïðàæíåíèå 2. Ïîêàæèòå, ÷òî ñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ p (òî åñòü îòîáðàæåíèÿ f : X → PX(E ),

òàêèå ÷òî p ◦ f = idX) íàõîäÿòñÿ â áèåêöèè ñ ëèíåéíûìè ïîäðàññëîåíèÿìè â E íà X.

Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ïðîåêòèâèçàöèè (â îòëè÷èè îò àôôèíèçàöèè) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åå ðåçóëüòàò

íå çàâèñèò îò ïîäêðóòêè âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ.

Ëåììà 3.3. Ïóñòü L � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà X. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èçîìîðôèçì

f : PX(E )
∼−−→ PX(E ⊗L ), òàêîé ÷òî f∗OPX(E⊗L )/X(−1) ∼= OPX(E )/X(−1)⊗ p∗L .

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó � åñëè α : OPX(E )/X(−1)→ p∗E � òàâòîëîãè÷åñêîå âëî-

æåíèå òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ, òî åñòåñòâåííûé ìîðôèçì p : PX(E )→ X âìåñòå ñ ïîäêðóòêîé

òàâòîëîãè÷åñêîãî âëîæåíèÿ OPX(E )/X(−1) ⊗ p∗L
α⊗idp∗L−−−−−−−→ p∗(E ⊗L ) çàäàþò (â ñèëó óíèâåðñàëü-

íîãî ñâîéñòâà PX(E ⊗ L )) ìîðôèçì f : PX(E ) → PX(E ⊗ L ). Îí ïî ïîñòðîåíèþ êîììóòèðóåò ñ

ïðîåêöèåé íà X, à f∗OPX(E⊗L )/X(−1) ∼= OPX(E )/X(−1) ⊗ p∗L . Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íóþ êîíñòðóê-

öèþ ê ðàññëîåíèþ L −1, ïîëó÷àåì òàêæå ìîðôèçì g : PX(E ⊗L ) → PX(E ). Âçàèìíàÿ îáðàòíîñòü

ïîñòðîåííûõ ìîðôèçìîâ î÷åâèäíà. �

Ñëåäñòâèå 3.4. Åñëè V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, òî PX(V ⊗L ) ∼= X ×P(V ), ïðè÷åì òàê ÷òî

OPX(V⊗L )/X(−1) ∼= L � OP(V )(−1).

Âàæíî ïîìíèòü, ÷òî ðàçíûì ïðåäñòàâëåíèÿì ìíîãîîáðàçèÿ â âèäå ïðîåêòèâèçàöèè ðàññëîåíèÿ

ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ O(1). Ýòî ñîîòâåòñòâèå ïðîèñõîäèò ÷åðåç ôîðìóëó

p∗OPX(E )/X(1) ∼= E ∗.

Â ÷àñòíîñòè, ïîäêðóòêà ðàññëîåíèÿ E íà p∗L ñîîòâåòñòâóåò ïîäêðóòêå O(1) íà p∗L ∗.
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4. Ïðîåêòèâíûå âëîæåíèÿ è óðàâíåíèÿ

Âëîæèòü ïðîåêòèâèçàöèþ ðàññëîåíèÿ â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ñëåäóþùèì ñïîñîáîì.

Äîïóñòèì, ðàññëîåíèå E âêëàäûâàåòñÿ â ïîäêóðòêó òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ V ⊗ L íà X (÷òî-

áû ïîëó÷èòü òàêîå âëîæåíèå, ìîæíî íàéòè ïîäêðóòêó E ∗ ⊗L äâîéñòâåííîãî ðàññëîåíèÿ, êîòîðàÿ

ïîðîæäàëàñü áû ãëîáàëüíûìè ñå÷åíèÿìè, è ïîëîæèâ V = Γ(X,E ∗⊗L )∗, ðàññìîòðåòü ìîðôèçì âû-

÷èñëåíèÿ V ∗⊗OX � E ∗⊗L , à çàòåì âçÿòü äâîéñòâåííûé ìîðôèçì E ⊗L ∗ ↪→ V ⊗OX è ïîäêðóòèòü

åãî íà L ). Òîãäà, ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ 3.2 è 3.4 ïîëó÷àåì

PX(E ) ↪→ PX(V ⊗L ) ∼= X × P(V ).

Êîìïîíèðóÿ åãî ñ ïðîåêöèåé íà P(V ), ïîëó÷àåì ìîðôèçì f : PX(E )→ P(V ). Çàìåòèì, ÷òî

f∗OP(V )(1) ∼=
(
OPX(V⊗L )/X(1)⊗ p∗L

)
|PX(E )

∼= OPX(E )/X(1)⊗ p∗L ,

ñëåäîâàòåëüíî

Γ(PX(E ), f∗OP(V )(1)) ∼= Γ(X, p∗f
∗OP(V )(1)) ∼= Γ(X, p∗(OPX(E )/X(1)⊗ p∗L )) ∼= Γ(X,E ∗ ⊗L ) ∼= V ∗,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåííûé íàìè âûøå ìîðôèçì ñîâïàäàåò ñ ìîðôèçìîì, èíäóöèðîâàííûì

ïðîñòðàíñòâîì ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ OPX(E )/X(1)⊗ p∗L íà PX(E ) (â ÷àñòíîñòè, ýòî ðàñ-

ñëîåíèå ãëîáàëüíî ïîðîæäåíî). Ýòîò ìîðôèçì íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì, îäíàêî ýòîãî ìîæíî

äîáèòüñÿ, ïîäêðóòèâ E ∗ ÷óòü ñèëüíåå.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü ðàññëîåíèå L1 òàêîâî, ÷òî E ∗ ⊗ L1 ïîðîæäàåòñÿ ãëîáàëüíûìè ñå÷åíèÿìè,

à L2 î÷åíü îáèëüíî íà X. Òîãäà ìîðôèçì f : PX(E )→ P(V ), ãäå V = Γ(X,E ∗⊗L1⊗L2)
∗ ÿâëÿåòñÿ

çàìêíóòûì âëîæåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V1 = Γ(X,E ∗ ⊗ L1)
∗ è f1 : PX(E ) → P(V1) èíäóöèðîàííûé ìîðôèçì. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü V2 = Γ(X,L2)
∗ è g : X → P(V2) ñîîòâåòñòâóþùåå âëîæåíèå. Ðàññìîòðèì

ìîðôèçì PX(E )
(f1,p)−−−−−→ P(V )×X id×g−−−−→ P(V1)×P(V2) ↪→ P(V1⊗V2) (ïîñëåäíÿÿ ñòðåëêà � âëîæåíèå

Ñåãðå). Êàæäàÿ èç ñòðåëîê ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì âëîæåíèåì (ïåðâàÿ � ïî Ñëåäñòâèþ 3.2 è 3.4, à

âòîðàÿ â ñèëó î÷åíü îáèëüíîñòè L2. Çíà÷èò è êîìïîçèöèÿ çàìêíóòîå âëîæåíèå. Ïðè ýòîì îáðàòíûé

îáðàç OP(V1⊗V2)(1) ðàâåí ëèíåéíîìó ðàññëîåíèþ

f∗1OP(V )(1)⊗ p∗L2
∼= f∗1OPX(E )/X(1)⊗ p∗L1 ⊗ p∗L2,

çíà÷èò îíî î÷åíü îáèëüíî, à çàäàâàåìûé èì ìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì âëîæåíèåì. �

Ïðèìåð 4.2. Ïóñòü X = P(A), E = B ⊗ OX , ãäå dimA = dimB = 2. Òîãäà PX(E ) ∼= P(A) × P(B).

Ïðè ýòîì åñëè âçÿòü L = OX , V = B, ïîëó÷èòñÿ ïðîåêöèÿ X → P(B). Åñëè æå âçÿòü L = OX(1),

V = Γ(X,E ∗ ⊗ L )∗ = Γ(P(A), B∗ ⊗ OP(A)(1))∗ ∼= (B∗ ⊗ A∗)∗ ∼= A ⊗ B, ïîëó÷èòñÿ âëîæåíèå Ñåãðå

X = P(A)× P(B) ↪→ P(A⊗B) = P(V ).

Ïðèìåð 4.3. Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó X = P(A), dimA = 2, íî E = OX ⊕ OX(−1). Òàâòîëîãè÷åñêîå

âëîæåíèå OX(−1) ↪→ A⊗ OX èíäóöèðóåò âëîæåíèå E ↪→ (k⊕ A)⊗ OX , è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîðôèçì

f : PX(E )→ P(k⊕A) ∼= P2. Ýòîò ìîðôèçì íå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Äåéñòâèòåëüíî, âëîæåíèå OX ⊂ E

èíäóöèðóåò ñå÷åíèå s : X → PX(E ), òàêîå ÷òî s∗OPX(E )/X(−1) ∼= OX . Íî òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ

f∗OP2(−1) ∼= OPX(E )/X(−1), òî (f ◦ s)∗OP2(−1) = OX , çíà÷èò êðèâàÿ s(X) ⊂ PX(E ) ñòÿãèâàåòñÿ

ìîðôèçìîì f . Ïîçæå ìû ïðîâåðèì, ÷òî ýòî åäèíñòâåííàÿ òàêàÿ êðèâàÿ.

Ïðèìåð 4.4. Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó X = P(A), íî E = OX(−b)⊕OX(−c), ãäå 0 ≤ b ≤ c. Ñòàíäàðòíûå
âëîæåíèÿ OX(−b) ↪→ SbA⊗OX è OX(−c) ↪→ ScA⊗OX èíäóöèðóþò âëîæåíèå E ↪→ (SbA⊕ScA)⊗OX ,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîðôèçì f : PX(E )→ P(SbA⊕ScA) ∼= Pb+c+1. Ýòîò ìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b > 0. Â ñàìîì äåëå, åñëè b = 0, òî ëåãêî íàéòè êðèâóþ, ñòÿãèâàåìóþ

ìîðôèçìîì f . Åñëè æå b > 0, ïðèìåíèì Ëåììó 4.1 ñ L1 = OX(−1), L2 = OX(1).

Îáðàç ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè PP1(OP1(−b)⊕OP1(−c)) â Pb+c+1 ãåîìåòðè÷åñêè îïèñûâàåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îáðàçû îãðàíè÷åíèÿ âëîæåíèÿ f íà ñå÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå

ïðÿìûì ñëàãàåìûì OP1(−b) è OP1(−c) â E , ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè íîðìàëüíûìè êðèâûìè ñòå-

ïåíè b è c â íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàõ Pb è Pc âíóòðè Pb+c+1 ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè êðèâûå

êàíîíè÷åñêè îòîæäåñòâëåíû äðóã ñ äðóãîì. Ñîåäèíèÿ èõ ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ïðÿìûìè âíóò-

ðè Pb+c+1, ïîëó÷àåì ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ è ñîâïàäàåò ñ îáðàçîì f . Îíà íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì

ñêðîëëîì ñòåïåíè b+ c.

Èíîãäà âàæíî ïîíèìàòü, êàê çàäàòü óðàâíåíèÿìè îáðàç ïîñòðîåííûõ íàìè âëîæåíèé. Çäåñü î÷åíü

ïîëåçåí ñëåäóþùèé ïðîñòîé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 4.5. Ïóñòü 0 → E → F → G → 0 � òî÷íàÿ òðîéêà âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà X. Ïóñòü

f : PX(E )→ PX(F ) � èíäóöèðîâàííîå âëîæåíèå. Òîãäà f(PX(E )) ⊂ PX(F ) ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé íóëåé

åñòåñòâåííîãî ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ OPX(F )/X(1)⊗ p∗G .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, ïîñòðîèì ñå÷åíèå. Çàìåòèì, ÷òî

Γ(PX(F ),OPX(F )/X(1)⊗ p∗G ) ∼= Γ(X, p∗(OPX(F )/X(1)⊗ p∗G )) ∼= Γ(X,F ∗ ⊗ G ) ∼= Hom(F ,G ),

çíà÷èò ìîðôèçì F → G èç òî÷íîé òðîéêè çàäàåò ñå÷åíèå s íàøåãî ðàññëîåíèÿ.

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî f(PX(E )) ⊂ Zs. Äëÿ ýòîãî íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî f∗(s) = 0. Íî

f∗(s) ∈ Γ(PX(E ), f∗(OPX(F )/X(1)⊗ p∗G )) ∼= Γ(PX(E ),OPX(E )/X(1)⊗ p∗G ) ∼= Hom(E ,G )

î÷åâèäíî ñîîòâåòñòâóåò ìîðôèçìó E → G ÿâëÿþùåìóñÿ êîìïîçèöèåé ìîðôèçìîâ E → F → G èç

òî÷íîé òðîéêè, òî åñòü íóëþ.

Íàêîíåö, ïðîâåðèì, ÷òî Zs ⊂ f(PX(E )). Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ìîðôèçì Zs → PX(E ). Çàìåòèì, ÷òî

íà PX(F ) êîìïîçèöèÿ

OPX(F )/X(−1)→ p∗F → p∗G ,

ãäå ïåðâàÿ ñòðåëêà � òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå, à âòîðàÿ � îáðàòíûé îáðàç ìîðôèçìà èç òî÷íîé

òðîéêè, çàäàåòñÿ ñå÷åíèåì s, ïîýòîìó ïðè îãðàíè÷åíèè íà Zs êîìïîçèöèÿ çàíóëÿåòñÿ. Çíà÷èò îãðà-

íè÷åíèå òàâòîëîãè÷åñêîãî âëîæåíèÿ OPX(F )/X(−1)|Zs → p∗F |Zs ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç p
∗E |Zs . Ïîñòðî-

åííîå âëîæåíèå λ : OPX(F )/X(−1)|Zs → p∗E |Zs âìåñòå ñ ìîðôèçìîì φ = p|Zs : Zs → X è ëèíåéíûì

ðàññëîåíèåì L = OPX(F )/X(−1)|Zs çàäàþò èñêîìîå îòîáðàæåíèå Zs → PX(E ). Åãî êîìïîçèöèÿ ñ

âëîæåíèåì f î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì Zs ↪→ PX(F ), çíà÷èò äåéñòâèòåëüíî Zs ⊂ f(PX(E )). �

Ïðèìåð 4.6. Îïèøåì îáðàç âëîæåíèÿ PP1(OP1 ⊕ OP1(−1)) ⊂ P1 × P2 èç Ïðèìåðà 4.3. Äëÿ ýòîãî

çàìåòèì, ÷òî åñëè (x0 : x1) � êîîðäèíàòû íà P1, òî âëîæåíèå OP1 ⊕ OP1(−1) ↪→ O⊕3P1 çàäàåòñÿ

ìàòðèöåé (1, x0, x1)
T è ïðîäîëæàåòñÿ äî òî÷íîé òðîéêè

0→ OP1 ⊕ OP1(−1)
(1,x0,x1)T−−−−−−−→ O⊕3P1

(0,x1,−x0)−−−−−−−−→ OP1(1)→ 0.

Ïîýòîìó, íàøà ïîâåðõíîñòü â P1 × P2 ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé íóëåé ñîîòâåòñòâóþùåãî ñå÷åíèÿ ëèíåéíîãî

ðàññëîåíèÿ OP1×P2(1, 1). Åñëè âûáðàòü êîîðäèíàòû (y0 : y1 : y2) íà P2, åãî óðàâíåíèå � x1y1 − x0y2.

Óïðàæíåíèå 3. Çàïèøèòå óðàâíåíèåì îáðàç âëîæåíèÿ PP(V )(ΩP(V )(1)) ↪→ P(V )× P(V ∗), èíäóöè-

ðîâàííîãî âëîæåíèåì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ýéëåðà.
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5. Îòíîñèòåëüíûé ãðàññìàíèàí

Ïóñòü îïÿòü E � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàíãà n íà ñõåìå X è 1 ≤ k ≤ n − 1. Ïîñòðîèì îòíîñè-

òåëüíóþ âåðñèþ ãðàññìàíèàíà â ýòîì ðàññëîåíèè. Îïðåäåëèì åå ÷åðåç óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ñóùåñòâóåò ñõåìà GrX(k,E ), òàêàÿ ÷òî

Map(S,GrX(k,E )) = {(φ,E, ε) | φ ∈ Map(S,X), E � ðàññëîåíèå ðàíãà k íà S è

ε : E → φ∗E � âëîæåíèå ðàññëîåíèé}/ ∼,

ñ îáû÷íûì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè (φ,E, ε) ∼ (φ′, E′, ε′), åñëè φ = φ′ è ñóùåñòâóåò èçîìîð-

ôèçì ξ : E
∼−−→ E′, òàêîé ÷òî ε = ε′ ◦ ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå â ñëó÷àå, êî-

ãäà ðàññëîåíèå E òðèâèàëüíî (â îáùåì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ïîêðûòü X òàêèìè êàðòàìè, ïîñòðîèòü

îòíîñèòåëüíûå ãðàññìàíèàíû íàä êàæäîé èç íèõ, ïîñëå ÷åãî ñêëåèòü ïîëüçóÿñü óíèâåðñàëüíûì

ñâîéñòâîì). Èòàê, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî E ∼= V ⊗ OX . Ïðîâåðèì òîãäà, ÷òî X × Gr(k, V ) óäîâëåòâî-

ðÿåò óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó. Â ñàìîì äåëå Map(S,X ×Gr(k, V )) = Map(S,X)×Map(S,Gr(k, V ))

çàäàåòñÿ òðîéêàìè (φ,E, ε), êîòîðûå, ïîëüçóÿñü òðèâèàëèçàöèåé E ∼= V ⊗ OX , îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ

íóæíûìè íàì òðîéêàìè. �

Â ñèëó óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà òîæäåñòâåííîìó ìîðôèçìó GrX(k,E )→ GrX(k,E ) ñîîòâåòñòâó-

åò ïðîåêöèÿ g : GrX(k,E ) → X è ïîäðàññëîåíèå U ↪→ g∗E (òàâòîëîãè÷åñêîå ïîäðàññëîåíèå). Îíî

ïðîäîëæàåòñÿ äî òî÷íûõ òðîåê

0→ U → g∗E → E /U → 0, 0→ U ⊥ → g∗E ∗ → U ∗ → 0,

ãäå E /U îáîçíà÷àåò òàâòîëîãè÷åñêîå ôàêòîððàññëîåíèå, à U ⊥ = (E /U )∗ � åãî äâîéñòâåííîå. Âíåø-

íÿÿ ñòåïåíü
∧
kU ↪→ g∗(

∧
kE ) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäðàññëîåíèåì è çàäàåò (â ñèëó óíèâåðñàëüíîãî

ñâîéñòâà) ìîðôèçì GrX(k,E )→ PX(
∧
kE ) � îòíîñèòåëüíîå âëîæåíèå Ïëþêêåðà.

Óïðàæíåíèå 4. Ïðîâåðüòå, ÷òî ìîðôèçì g : GrX(k,E ) → X ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì

ðàññëîåíèåì ñî ñëîåì Gr(k, n), à åãî ñå÷åíèÿ ñîòòâåòñòâóþò ïîäðàññëîåíèÿì ðàíãà k â E .

Óïðàæíåíèå 5. Ïðîâåðüòå, ÷òî GrX(k,E ⊗ L ) ∼= GrX(k,E ) è GrX(k, V ⊗ L ) ∼= X × Gr(k, V ).

Îáúÿñíèòå, êàê ñâÿçàíû òàâòîëîãè÷åñêèå ðàññëîåíèÿ ïðè ýòèõ èçîìîðôèçìàõ.

Óïðàæíåíèå 6. Ïóñòü 0 → E → F → G → 0 òî÷íàÿ òðîéêà ðàññëîåíèé. Ïîêàæèòå, ÷òî

GrX(k,E ) ⊂ GrX(k,F ) è ñîâïàäàåò ñî ñõåìîé íóëåé åñòåñòâåííîãî ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ U ∗ ⊗ g∗G .

Óïðàæíåíèå 7. GrX(k,E ) ∼= GrX(n− k,E ∗), GrX(1,E ) ∼= PX(E ), GrX(n− 1,E ) ∼= PX(E ∗).

Óïðàæíåíèå 8. Ïðîâåðüòå, ÷òî GrX(k,E ) ⊂ PX(
∧
kE ) ñîâïàäàåò ñî ñõåìîé íóëåé åñòåñòâåííîãî

ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ p∗(
∧
k−1E ⊗

∧
k+1E )⊗ OPX(∧kE )/X(2).

Óïðàæíåíèå 9. Äîêàæèòå, ÷òî ΩGrX(k,E )/X
∼= U ⊗U ⊥ è ïîñòðîéòå îòíîñèòåëüíóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü Ýéëåðà 0→ ΩPX(E )/X → p∗E ∗ ⊗ OPX(E )/X(−1)→ OPX(E ) → 0.

Óïðàæíåíèå 10. Ïóñòü E � ðàññëîåíèå ðàíãà n íà ñõåìå X è äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

0 < k1 < k2 < · · · < ks < n. Îïðåäåëèòå ìíîãîîáðàçèå ÷àñòè÷íûõ ôëàãîâ FlX(k1, . . . , ks; E ), ñôîðìó-

ëèðóéòå åãî óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî è äîêàæèòå àíàëîãè òåõ ñâîéñòâ îòíîñèòåëüíîãî ãðàññìà-

íèàíà, êîòîðûå ìû ðàçáèðàëè âûøå.

Óïðàæíåíèå 11. Ïðîâåðüòå, ÷òî (1) PP(V )(TP(V )) ∼= Fl(1, 2;V ) è PP(V )(ΩP(V )) ∼= Fl(1, n− 1;V ), ãäå

n = dimV ; (2) PGr(k,V )(U ) ∼= Fl(1, k;V ), PGr(k,V )(U
⊥) ∼= Fl(k, n−1;V ), PGr(k,V )(U

∗) ∼= Fl(k−1, k;V ),

PGr(k,V )(V/U ) ∼= Fl(k, k + 1;V ).
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