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Ðàçäóòèå

1. Îïðåäåëåíèå è ïðîñòåéøèå ïðèìåðû

Ïóñòü X � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, à I � ïó÷îê èäåàëîâ íà íåì, òî åñòü êîãåðåíòíûé

ïîäïó÷îê â OX . Îïðåäåëèì

BlI (X) := ProjX

( ∞⊕
k=0

I k

)
,

ãäå
⊕∞

k=0 I k � ãðàäóèðîâàííûé ïó÷îê êîììóòàòèâíûõ àëãåáð (îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ èíäóöè-

ðîâàííîãî óìíîæåíèåì â OX). Ñõåìà BlI (X) âìåñòå ñ åñòåñòâåííûì ìîðôèçìîì

π : BlI (X)→ X

íàçûâàþòñÿ ðàçäóòèåì ïó÷êà èäåàëîâ I íà X, èëè ðàçäóòèåì X ñ öåíòðîì â I . Åñëè Z ⊂ X �

ïîäñõåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ èäåàëó I , ðàçäóòèå BlI (X) òàêæå íàçûâàåòñÿ ðàçäóòèåì ïîäñõåìû Z è

îáîçíà÷àåòñÿ BlZ(X), à ïîäñõåìà Z òàêæå íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ðàçäóòèÿ.

Ïðåæäå ÷åì ðàññìîòðåòü ïðèìåðû, çàìåòèì ïðîñòîå ñâîéñòâî.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü f : X ′ → X � çàìåíà áàçû. Òîãäà

BlI (X)×X X ′ ∼= ProjX′

( ∞⊕
k=0

f∗(I k)

)
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè f � îòêðûòîå âëîæåíèå è I ′ = I |X′, òî BlI (X)×X X ′ ∼= BlI ′(X
′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ôîðìóëà ñëåäóåò èç ñîãëàñîâàííîñòè âçÿòèÿ ïðîåêòèâíîãî ñïåêòðà ñ çàìå-

íîé áàçû. Åñëè f � îòêðûòîå âëîæåíèå, òî f∗(I k)→ f∗(OX) = OX′ � âëîæåíèå (äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ìîðôèçìà f ýòî, êñòàòè, íå âåðíî), òî åñòü f∗(I k) � èäåàë â OX′ , è îí êàê ðàç ðàâåí I ′. Ïðè ýòîì

ìîðôèçì (f∗(I ))⊗k = f∗(I ⊗k)→ f∗(I k) ñþðúåêòèâåí, ïîýòîìó f∗(I k) ∼= (f∗I )k. Òàêèì îáðàçîì,

ProjX′
(⊕∞

k=0 f
∗(I k)

)
= ProjX′

(⊕∞
k=0 f

∗(I )k
)

= BlI ′(X
′). �

Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, îïèñûâàòü ñëîè ðàçäóòèÿ (áåðÿ â êà÷åñòâå X ′ òî÷êó íà X).

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïðèìåðàì.

Ïðèìåð 1.2. Ïóñòü I � îáðàòèìûé ïó÷îê èäåàëîâ. Òîãäà BlI (X) ∼= X. Äåéñòâèòåëüíî, óòâåð-

æäåíèå ëîêàëüíî, ïîýòîìó ïîëüçóÿñü Ëåììîé 1.1 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X = Spec(A) è I = Af ⊂ A

� ãëàâíûé èäåàë, ïðè÷åì f íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåì íóëÿ (èíà÷å Af íå èçîìîðôåí A êàê A-ìîäóëü).

Òîãäà I k ∼= Afk, ïîýòîìó

BlI (X) = ProjX

( ∞⊕
k=0

I k

)
= Proj

( ∞⊕
k=0

Afk

)
∼= Proj(A[t]) = P0

A
∼= Spec(A) = X.

Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ýòîãî íàáëþäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìîðôèçì ðàçäóòèÿ ÿâëÿåòñÿ

èçîìîðôèçìîì âíå öåíòðà ðàçäóòèÿ, òî åñòü ìîðôèçì π : BlZ(X)→ X èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì

BlZ(X)×X (X \ Z) ∼= X \ Z.

Âîò åùå îäèí õàðàêòåðíûé ïðèìåð.

Ïðèìåð 1.3. Ïóñòü I = 0. Òîãäà BlI (X) = ∅. Â ñàìîì äåëå, ïðîåêòèâíûé ñïåêòð àëãåáðû, ñîñðå-

äîòî÷åííîé â ãðàäóèðîâêå 0, ïóñò ïî îïðåäåëåíèþ.

Ðàçäóòèå ðàçíûõ èäåàëîâ ìîæåò äàâàòü îäíî è òî æå ìíîãîîáðàçèå.
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Ëåììà 1.4. Äëÿ âñåõ d ≥ 1 èìååòñÿ êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì BlI d(X) ∼= BlI (X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, èçîôìîðôèçì àëãåáð
⊕∞

k=0(I
d)k ∼=

⊕∞
k=0 I dk ïîêàçûâàåò, ÷òî àë-

ãåáðà, ïðîåêòèâíûì ñïåêòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèå BlI d(X) ÿâëÿåòñÿ d-êðàòíîé ïîäàëãåáðîé

Âåðîíåçå â àëãåáðå, îïðåäåëÿþùåé ðàçäóòèå BlI (X). Ïîñêîëüêó ïðîåêòèâíûé ñïåêòð íå ìåíÿåòñÿ

ïðè ïåðåõîäå ê ïîäàëãåáðå Âåðîíåçå, ïîëó÷àåì òðåáóåìûé èçîìîðôèçì. �

Ñëåäñòâèå 1.5. Ïóñòü I � íèëüïîòåíòíûé èäåàë, òî åñòü I d = 0 äëÿ íåêîòðîãî d ≥ 1. Òîãäà

BlI (X) = ∅.

Óïðàæíåíèå 1. Ïóñòü J � îáðàòèìûé èäåàë. Äîêàæèòå, ÷òî BlI ·J (X) ∼= BlI (X).

Óïðàæíåíèå 2. Ïóñòü X = X1 t X2 � íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ.

×åìó ðàâíî ðàçäóòèå BlX1(X)?

2. Ïðîåêòèâíûå âëîæåíèÿ

Êàê è íà âñÿêîì ïðîåêòèâíîì ñïåêòðå, íà ðàçäóòèè X̃ = BlI (X) åñòü ïó÷îê OX̃/X(1). Áîëåå òîãî,

åñëè π : X̃ → X � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ, òî åñòü òàêæå åñòåñòâåííàÿ ñþðúåêöèÿ π∗I → OX̃/X(1)

(èíäóöèðîâàííàÿ ñþðúåêòèâíûì ìîðôèçìîì ãðàäóèðîâàííûõ ïó÷êîâ ìîäóëåéI⊗(⊕I k)→ ⊕I k+1.

Îíà ïîçâîëÿåò ñòðîèòü (îòíîñèòåëüíûå) ïðîåêòèâíûå âëîæåíèÿ ðàçäóòèÿ.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü E � ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê è äàíà ñþðúåêöèÿ E ∗ → I . Òîãäà ñóùåñòâóåò

âëîæåíèå i : X̃ := BlI (X)→ PX(E ), òàê ÷òî i∗OPX(E )/X(1) ∼= OX̃/X(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ ñþðúåêöèé π∗E ∗ → π∗I → OX̃/X(1) è äâîéñòâåííûé ê

íåé ìîðôèçì OX̃/X(−1) → π∗E . Îí ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ðàññëîåíèé, ïîýòîìó âìåñòå ñ ïðîåêöèåé

π : X̃ → X îí çàäàåò ìîðôèçì i : X̃ → PX(E ) (â ñèëó óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà ïðîåêòèâèçàöèè),

ïðè÷åì òàê, ÷òî i∗OPX(E )/X(−1) ∼= OX̃/X(−1). �

Êîìïîíèðóÿ ïîñòðîåííîå âëîæåíèå BlI (X)→ PX(E ) ñ ïðîåêòèâíûìè âëîæåíèÿìè PX(E ), ìîæíî

ïîëó÷àòü ïðîåêòèâíûå âëîæåíèÿ ðàçäóòèÿ. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ïðîåêòèâèçàöèè, â îáùåì ñëó÷àå

ñëîæíî íàïèñàòü óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå ðàçäóòèå âíóòðè PX(E ). Õîòÿ îïèñàòü �ëèíåéíóþ ÷àñòü�

óðàâíåíèé íå ñëîæíî.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü äàíà òî÷íàÿ ñïðàâà òðîéêà

F ∗
ϕ−−→ E ∗ → I → 0,

ãäå E è F ëîêàëüíî ñâîáîäíû, è i : BlI (X)→ PX(E ) èíäóöèðîâàííîå âëîæåíèå. Òîãäà BlI (X) ⊂ Zs,
ãäå s � ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ p∗F ⊗ OPX(E )/X(1) íà PX(E ), èíäóöèðîâàííîå ìîðôèçìîì ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî

Γ(PX(E ),OPX(E )/X(1)⊗ p∗F ) ∼= Γ(X, p∗(OPX(E )/X(1)⊗ p∗F )) ∼= Γ(X,E ∗ ⊗F ) ∼= Hom(F ∗,E ∗),

òåì ñàìûì ìîðôèçìó ϕ ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñå÷åíèå s. Äëÿ ïðîâåðêè âëîæåíèÿ BlI (X) ⊂ Zs îñòàåòñÿ

ïðîâåðèòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå s íà BlI (X) çàíóëÿåòñÿ. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ñå÷åíèå s ñîîòâåòñòâóåò

êîìïîçèöèè p∗F ∗
p∗ϕ−−−→ p∗E ∗ � OPX(E )/X(1), ïðè÷åì âòîðàÿ ñòðåëêà (òàâòîëîãè÷åñêàÿ ñþðúåêöèÿ)

ïî îïðåäåëåíèþ âëîæåíèÿ i ïðè îãðàíè÷åíèè íà BlI (X) ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

i∗p∗E ∗ = π∗E ∗ → π∗I → OBlI (X)/X(1) = i∗OPX(E )/X(1).

Ââèäó èñõîäíîé òî÷íîé òðîéêè, êîìïîçèöèÿ i∗p∗F ∗
i∗p∗ϕ−−−−→ i∗p∗E ∗ → i∗p∗I = π∗I ðàâíà íóëþ,

çíà÷èò è îãðàíè÷åíèå ñå÷åíèÿ s çàíóëÿåòñÿ. �
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Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, âëîæåíèå BlI (X)→ Zs ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ïðèìåð 2.3. Ïóñòü X = Spec(k[x, y]) ∼= A2, à I = (x, y) � èäåàë òî÷êè P = (0, 0). Èìååì òî÷íóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ k[x, y]
(y,−x)T−−−−−−→ k[x, y]⊕ k[x, y]

(x,y)−−−−→ I → 0.

Òåì ñàìûì, ïîëó÷àåì âëîæåíèå X̃ = BlP (X) ↪→ PX(OX ⊕ OX) = A2 × P1, à åñëè âûáðàòü íà P1

îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû (u : v), òî ñå÷åíèå s èìååò âèä s = uy − vx. Òåì ñàìûì, Zs çàäàåòñÿ

âíóòðè A2 × P1 óðàâíåíèåì uy = vx. Â äàííîì ñëó÷àå ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ÿäðî ñþðúåêòèâíîãî

ãîìîìîðôèçìà ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð k[x, y][u, v] → ⊕Ik (deg u = deg v = 1 è ïåðåìåííûå u è v

ïåðåõîäÿò â x, y ∈ I) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì uy− vx, ïîýòîìó BlP (A2) = Zs = {uy = vx} ⊂ A2×P1.

Òî÷íóþ òðîéêó êàê â ëåììå 2.2 ìîæíî íàïèñàòü äëÿ ëþáîãî èäåàëà I (ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ

êâàçèïðîåêòèâíûõ X), ýòî âñåãî ëèøü íà÷àëî ëîêàëüíî ñâîáîäíîé ðåçîëüâåíòû ïó÷êà I . Îäíàêî,

âëîæåíèå BlI (X) → Zs, ïîñòðîåííîå â ëåììå, äàëåêî íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, ïðè÷åì

�ïðåïÿòñòâèå� ñîâåðøåííî íå çàâèñèò îò âûáîðà ðåçîëüâåíòû.

Ïðèìåð 2.4. Ïóñòü X = Spec(A), ãäå A = k[x, y]/xy (�êîîðäèíàòíûé êðåñò�), à I = (x, y) ⊂ A. Òîãäà
ïðîñòåéøàÿ ðåçîëüâåíòà èäåàëà âûãëÿäèò òàê:

A⊕A

(
y 0
0 x

)
−−−−−→ A⊕A (x,y)−−−−→ I → 0.

Òåì ñàìûì, ïîëó÷àåì âëîæåíèå X̃ = BlI(X) ↪→ PX(OX ⊕ OX) = X × P1, à åñëè âûáðàòü íà P1

îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû (u : v), òî ñå÷åíèå s èìååò âèä s = (uy, vx). Òåì ñàìûì, Zs çàäàåòñÿ âíóò-

ðè A2×P1 óðàâíåíèÿìè xy = uy = vx = 0 è ÿâëÿåòñÿ, òåì ñàìûì, îáúåäèíåíèåì òðåõ ïðÿìûõ � äâóõ

�ãîðèçîíòàëüíûõ� àôôèííûõ ïðÿìûõ x = u = 0 è y = v = 0, è îäíîé �âåðòèêàëüíîé� ïðîåêòèâíîé

ïðÿìîé x = y = 0.

×òîáû ïîíÿòü, êàê ýòî ñâÿçàíî ñ ðàçäóòèåì, ðàññìîòðèì ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ãðàäóè-

ðîâàííûõ àëãåáð k[x, y][u, v] → A[u, v] → ⊕Ik (deg u = deg v = 1 è ïåðåìåííûå u è v ïåðåõîäÿò

â x, y ∈ I). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ÿäðå ýòîãî ãîìîìîðôèçìà, ïîìèìî xy, uy, vx, òàêæå ëåæèò uv. Áî-
ëåå òîãî, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà ïîðîæäàåòñÿ ýòèìè ÷åòûðüìÿ ýëåìåíòàìè.

Ïîýòîìó X̃ ⊂ A2×P1 çàäàåòñÿ ÷åòûðüìÿ óðàâíåíèÿìè xy = uy = vx = uv = 0. Îòñþäà âèäíî, ÷òî X̃

ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì òîëüêî äâóõ �ãîðèçîíòàëüíûõ� ïðÿìûõ èç Zs, à îò �âåðòèêàëüíîé� ïðÿìîé

îñòàþòñÿ ëèøü äâå òî÷êè (åå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ �ãîðèçîíòàëüíûìè� ïðÿìûìè).

Ðàçîáðàííûé íàìè ïðèìåð äîñòàòî÷íî ïîêàçàòåëåí. ×òîáû âëîæåíèå BlI (X) ↪→ Zs áûëî èçî-

ìîðôèçìîì íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå ñëîè ìîðôèçìà ðàçäóòèÿ π : BlI (X) → X áûëè ïðîåêòèâíûìè

ïðîñòðàíñòâàìè (ïðè÷åì òàê, ÷òîáû ïó÷îê OBlI (X)/X(1) îãðàíè÷èâàëñÿ íà íèõ êàê O(1)).

Ïðèìåð 2.5. Ïóñòü X = Spec(k[x, y]) ∼= A2, à I = (x2, xy, y2) � êâàäðàò èäåàëà òî÷êè P = (0, 0).

Èìååì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ k[x, y]⊕ k[x, y]

(
y 0
−x y
0 −x

)
−−−−−−−−→ k[x, y]⊕ k[x, y]⊕ k[x, y]

(x2,xy,y2)−−−−−−−→ I → 0.

Òåì ñàìûì, ïîëó÷àåì âëîæåíèå X̃ = BlI(X) ↪→ PX(OX ⊕OX ⊕OX) = A2×P2, à åñëè âûáðàòü íà P2

îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû (u : v : w), òî ñå÷åíèå s èìååò âèä s = (uy − vx, vy − wx). Òåì ñàìûì, Zs
çàäàåòñÿ âíóòðè A2 × P2 óðàâíåíèÿìè uy − vx = vy − wx = 0. Â ÷àñòíîñòè, ñëîé Zs íàä òî÷êîé P

ðàâåí P2 (ïðè x = y = 0 ñå÷åíèå s òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ). Îäíàêî, â ñèëó Ëåììû 1.4, ìû çíàåì,

÷òî ñëîé äîëæåí áûòü òàêèì æå êàê è â Ïðèìåðå 2.3, òî åñòü èçîìîôåí P1. Ïðîáëåìà, êàê îáû÷íî,

â äîïîëíèòåëüíîì ñîîòíîøåíèè uw = v2 â àëãåáðå A[u, v, w].
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Ïðèìåð 2.6. Ïóñòü X = Spec(A), ãäå A = k[x, y]/(xy, y2), òî åñòü ïðÿìàÿ ñ âëîæåííîé òî÷êîé, à

I = (x, y) � èäåàë ýòîé òî÷êè. Èìååì ðåçîëüâåíòó

A⊕A⊕A

(
y 0 0
0 x y

)
−−−−−−→ A⊕A (x,y)−−−−→ I → 0.

Ïîýòîìó BlI(X) ⊂ Zs = {uy = vx = vy = 0} ⊂ X × P1. Ìíîãîîáðàçèå Zs ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì

�ãîðèçîíòàëüíîé� ïðÿìîé v = y = 0 è �âåðòèêàëüíîé� ïðÿìîé x = y = 0, à â ðàçäóòèè ïîÿâëÿþòñÿ

äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ uv = v2 = 0, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îñòàåòñÿ òîëüêî �ãîðèçîíòàëüíàÿ

ïðÿìàÿ�. Òåì ñàìûì BlI(X) ∼= A1 � ðàçäóòèå âëîæåííîé òî÷êè �óíè÷òîæàåò� åå.

3. Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî

Ïóñòü I ⊂ OX � ïó÷îê èäåàëîâ, à Z ⊂ X � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäñõåìà. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííîå

âëîæåíèå α : I → OX è åãî îáðàòíûé îáðàç íà X̃ = BlI (X) = BlZ(X). Â òåðìèíàõ ãðàäóèðîâàííûõ

ìîäóëåé íàä ïó÷êîì ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð ⊕I k, îí ñîîòâåòñâóåò ìîðôèçìó

⊕(I ⊗I k)
α⊗id−−−−→ ⊕(OX ⊗I k) = ⊕I k.

Ýòîò ìîðôèçì î÷åâèäíî ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

⊕(I ⊗I k) � ⊕I k+1 ↪→ ⊕I k,

ãäå ïåðâàÿ ñòðåëêà èíäóöèðîâàíà óìíîæåíèåì, à âòîðàÿ � åñòåñòâåííîå âëîæåíèå. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî èìååòñÿ êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

π∗I
π∗(α)

//

$$ $$

OX̃

OX̃/X(1)
, �

;;

Â ÷àñòíîñòè, ïó÷îê OX̃/X(1) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ïó÷êîì èäåàëîâ â OX̃ . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó

ïîäñõåìà â X̃ îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííîé ôàêòîðàëãåáðîé ⊕(I k/I k+1) ∼= ⊕(I k ⊗OX
OZ), è ñëå-

äîâàòåëüíî (â ñèëó Ëåììû 1.1) èçîìîðôíà ðàññëîåííîìó ïðîèçâåäåíèþ BlZ(X)×X Z. Ýòà ïîäñõåìà

E := BlZ(X)×X Z = π−1(Z) ⊂ BlZ(X)

(ãäå π−1(Z) � ñõåìíûé ïðîîáðàç Z) íàçûâàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì äèâèçîðîì ðàçäóòèÿ. ×àñòî ðàñ-

ñìàòðèâàþò ñëåäóþùóþ �äèàãðàììó ðàçäóòèÿ�

E
i //

p

��

BlZ(X)

π

��

BlZ(X) \ Eoo

Z
j // X X \ Zoo

Äèàãðàììà êîììóòàòèâíà, ìîðôèçìû i è j � çàìêíóòûå âëîæåíèÿ, à ãîðèçîíòàëüíûå ñòðåëêè â

ïðàâîé ÷àñòè � îòêðûòûå âëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð E ðàçäóòèÿ ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå, à åãî ïó-

÷îê èäåàëîâ èçîìîðôåí ñêðó÷èâàþùåìó ïó÷êó OBlZ(X)(−E) ∼= OBlZ(X)/X(1). Ñàì èñêëþ÷èòåëüíûé

äèâèçîð èçîìîðôåí ïðîåêòèâíîìó ñïåêòðó

E ∼= ProjZ

( ∞⊕
k=0

I k/I k+1

)
,

ïðè÷åì òàê, ÷òî OE(−E) ∼= OE/Z(1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî äèâèçîð Êàðòüå � ïîäìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå â ëþáîé äîñòàòî÷íî

ìàëåíüêîé ëîêàëüíîé êàðòå Spec(A) çàäàåòñÿ îäíèì óðàâíåíèåì ϕ = 0, ïðè÷åì ϕ ∈ A íå ÿâëÿåòñÿ

äåëèòåëåì íóëÿ. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ìîðôèçì A
ϕ−−→ A ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì, à åãî îáðàç

èçîìîðôåí èäåàëó äèâèçîðà. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîäñõåìà ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå, åñëè åå ïó÷îê

èäåàëîâ îáðàòèì. Ðîâíî ýòî âûïîëíåíî äëÿ èñêëþ÷èòåëüíîãî äèâèçîðà E � ïî ïîñòðîåíèþ åãî

èäåàë èçîìîðôåí OBlZ(X)/X(1), è â ÷àñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ïó÷êîì.

Îïèñàíèå ñàìîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî äèâèçîðà áûëî óñòàíîâëåíî âûøå, à ñâÿçü ìåæäó ëèíåéíûìè

ðàññëîåíèÿìè íà íåì î÷åâèäíà. �

Òåì ñàìûì, ïðî ðàçäóòèå ìîæíî äóìàòü êàê ïðî ïðîöåññ ïðåâðàùåíèÿ ïîäñõåìû â äèâèçîð Êàð-

òüå. Òàê, â Ïðèìåðàõ 2.3 è 2.5 òî÷êà íà ïëîñêîñòè ïðåâðàùàåòñÿ â ïðÿìóþ, à â Ïðèìåðàõ 2.4 è 2.6

îñîáàÿ òî÷êà êðèâîé (îíà íå ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå � îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî åå èäåàë ïî-

ðîæäàåòñÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè, à íå îäíèì) ïðåâðàùàåòñÿ â äâå èëè îäíó íåîñîáûå òî÷êè. Ýòî äàåò

ñâîéñòâî, êîòîðîå ÷àñòî íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì ðàçäóòèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü φ : S → X ìîðôèçì, òàêîé ÷òî ñõåìíûé ïðîîáðàç φ−1(Z) ïîäñõåìû

Z ⊂ X ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå. Òîãäà ìîðôèçì φ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïîäíèìàåòñÿ äî

ìîðôèçìà φ̃ : S → BlZ(X), òàêîãî ÷òî π ◦ φ̃ = φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I � èäåàë ïîäñõåìû Z. Ïî óñëîâèþ ìîðôèçì φ∗I
φ∗(α)−−−−−→ φ∗O ðàñêëàäû-

âàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

φ∗(I ) � OS(−D) ↪→ OS = φ∗OX ,

ãäå D = φ−1(Z) ⊂ S � äèâèçîð Êàðòüå. Î÷åâèäíî êîìïîçèöèÿ

φ∗(I )⊗k � OS(−D)⊗k = OX(−kD) ↪→ OS = φ∗OX

ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà, êàê êîìïîçèöèÿ

φ∗(I )⊗k = φ∗(I ⊗k) � φ∗(I k)→ φ∗OX .

ñëåäîâàòåëüíî, ìîðôèçì φ∗(I )⊗k � OX(−kD) ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â êîìïîçèöèþ ñþðúåêöèé

φ∗(I )⊗k � φ∗(I k) � OX(−kD) (ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñòðîåííûå

ïðè ðàçíûõ k ñþðúåêöèè φ∗(I k) → OS(−kD) ñîãëàñîâàíû ñ óìíîæåíèåì, ñëåäîâàòåëüíî çàäàþò

ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð
∞⊕
k=0

φ∗(I k) �
∞⊕
k=0

OS(−kD),

è ñëåäîâàòåëüíî çàìêíóòîå âëîæåíèå ïðîåêòèâíûõ ñïåêòðîâ

S ∼= PS(OS(D)) = ProjS

( ∞⊕
k=0

OS(−kD)

)
↪→ ProjS

( ∞⊕
k=0

φ∗(I k)

)
= S ×X BlZ(X).

Ïðîåêöèÿ èç ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ çàäàåò ìîðôèçì φ̃ : S → BlZ(X), òàêîé ÷òî π ◦ φ̃ = φ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îí åäèíñòâåíåí (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðíóòü òó æå êîíñòðóêöèþ â îáðàòíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). �

Äîêàçàííîå ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ïîëåçíûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîðôèçìîâ â ðàçäóòèå, îäíà-

êî îíî íå ÿâëÿåòñÿ ïî íàñòîÿùåìó óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì, òàê êàê îïèñûâàåò íå âñå ìîðôèçìû

â BlZ(X), à òîëüêî ÷àñòü èç íèõ. Â ñàìîì äåëå, ëþáîé ìîðôèçì S → BlZ(X), îáðàç êîòîðîãî ñîäåð-

æèòñÿ â èñêëþ÷èòåëüíîì äèâèçîðå, íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí òàêèì îáðàçîì, òàê êàê åãî êîìïîçèöèÿ ñ

ïðîåêöèåé π : BlZ(X)→ X ïåðåâîäèò S â Z, à çíà÷èò ïðîîáðàçîì Z ÿâëÿåòñÿ âñå S, ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ

äèâèçîðîì Êàðòüå.
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Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ èñïîëüçîâàíèÿ �óíèâåðñàëüíîãî� ñâîéñòâà ðàçäóòèÿ.

Óïðàæíåíèå 3. Ïóñòü φ : X ′ → X � ìîðôèçì, à Z ⊂ X � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà. Ðàññìîòðèì

ñõåìíûé ïðîîáðàç Z ′ = φ−1(Z) ⊂ X ′. Ïîêàæèòå, ÷òî ìîðôèçì φ îäíîçíà÷íî ïîäíèìàåòñÿ äî

ìîðôèçìà φ̃ : BlZ′(X
′)→ BlZ(X). À ÷òî ïðîèñõîäèò, åñëè X ′ = Z?

Ïðèìåð 3.3. Ïóñòü X = Spec(k[x, y, z]/(xz − y2)) � äâóìåðíûé êâàäðàòè÷íûé êîíóñ, à I � èäåàë

ïðÿìîé Z = {x = y = 0} íà íåì. Òîãäà èìååì ðåçîëüâåíòó

A⊕A

( y z
−x −y

)
−−−−−−−→ A⊕A (x,y)−−−−→ I → 0,

îòêóäà Zs ⊂ X×P1 çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè uy−vx = 0 è uz−vy = 0. Ðàññìîòðèì íóëè ýòèõ óðàâíåíèé

â X × P1. Äëÿ ýòîãî ïîêðîåì X × P1 äâóìÿ êàðòàìè {u = 1} è {v = 1}.
Êàðòà {u = 1} èçîìîðôíà A2 ñ êîîðäèíàòàìè v è x, à îñòàëüíûå ôóíêöèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

íèõ y = vx, z = v2x. Â ÷àñòíîñòè, ïðîîáðàç Z â ýòîé êàðòå çàäàåòñÿ îäíèì óðàâíåíèåì x = 0.

Àíàëîãè÷íî, êàðòà {v = 1} èçîìîðôíà A2 ñ êîîðäèíàòàìè u è z, à y = uz, x = u2z. Â ÷àñòíîñòè,

ïðîîáðàç Z â ýòîé êàðòå çàäàåòñÿ îäíèì óðàâíåíèåì uz = 0. Òåì ñàìûì ïðîîáðàç Z â Zs ÿâëÿåòñÿ

äèâèçîðîì Êàðòüå, ñëåäîâàòåëüíî ïî óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó, ñóùåñòâóåò ìîðôèçì Zs → BlZ(X).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åãî êîìïîçèöèÿ ñ ïîñòðîåííûì âûøå âëîæåíèåì BlZ(X) ↪→ X × P1 ñîâïàäàåò

ñ âëîæåíèåì Zs. Çíà÷èò Zs ⊂ BlZ(X) ⊂ X × P1. Âìåñòå ñ âëîæåíèåì Ëåììû 2.2, ýòî äîêàçûâàåò

èçîìîðôèçì BlZ(X) ∼= Zs.

Óïðàæíåíèå 4. Ïðîâåðüòå, ÷òî ðàçäóòèå èç Ïðèìåðà 3.3 èçîìîðôíî àôôèíèçàöèè AP1(OP1(−2)).

Óïðàæíåíèå 5. Îïèøèòå ðàçäóòèå êîíóñà Spec(k[x, y, z]/(xz − y2)) â âåðøèíå.
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