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Ëîêàëüíî ïîëíûå ïåðåñå÷åíèÿ

1. Ðåãóëÿðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñå÷åíèÿ

Êàê ìû âèäåëè íà ïðîøëîé ëåêöèè, ðàçäóòèå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò âûãëÿäåòü äîâîëüíî ñëîæíî.

Åñòü îäíàêî, äîâîëüíî øèðîêèé êëàññ ïîäñõåì, ðàçäóòèÿ êîòîðûõ óñòðîåíû ïðîñòî.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïîäñõåìà Z ⊂ X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì, åñëè äëÿ ëþáîé

òî÷êè z ∈ Z ñóùåñòâóåò åå îêðåñòíîñòü U ⊂ X è ðåãóëÿðíàÿ â òî÷êå z ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

s1, . . . , sk â Γ(U,OU ), òàêàÿ ÷òî

Z ∩ U = Zs1,...,sk = {s1 = · · · = sk = 0} ⊂ U.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé â z, åñëè äëÿ âñåõ i ôóíêöèÿ si+1 íå ÿâëÿåòñÿ

äåëèòåëåì íóëÿ â êîëüöå OU,z/(s1, . . . , si), è ïðîñòî ðåãóëÿðíîé, åñëè îíà ðåãóëÿðíà âî âñåõ òî÷êàõ

ñõåìû Zs1,...,sk . Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè Zs1,...,si,si+1 ⊂ Zs1,...,si � äèâèçîð Êàðòüå â îêðåñòíîñòè Zs1,...,sk .

Çàìå÷àíèå 1.2. Âàæíîå (õîòÿ è òàâòîëîãè÷åñêîå) çàìå÷àíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè ñõåìà íóëåé

Zs1,...,sk ïóñòà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s1, . . . , sk ïî îïðåäåëåíèþ ðåãóëÿðíà.

Êàê ìû óâèäèì ÷óòü íèæå, äëèíà ðåãóëÿðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäàþùåé íåïóñòóþ ïîäñõåìó

Z ⊂ X, íå çàâèñèò îò åå âûáîðà (òàê êàê îíà ðàâíà ðàíãó íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê ïîäñõåìå Z,

Ïðåäëîæåíèå 3.1), à åñëè ïîäñõåìà Z ñâÿçíà, òî è îò òî÷êè z. Îíà íàçûâàåòñÿ êîðàçìåðíîñòüþ

ëîêàëüíî ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ (è â ñëó÷àå, êîãäà ñõåìû ðàâíîðàçìåðíîñòíûå, ðàâíà êîðàçìåðíîñòè â

îáû÷íîì ñìûñëå ñëîâà).

Ñëåäóþùàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà ïîíÿòèÿ ðåãóëÿðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè î÷åíü óäîáíà. Ïóñòü E

� âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàíãà k, à s ∈ Γ(X,E ∗) � ñå÷åíèå äâîéñòâåííîãî ðàññëîåíèÿ. Â îêðåñòíîñòè

âñÿêîé òî÷êè z ∈ X ðàññëîåíèå ìîæíî òðèâèàëèçîâàòü. Òîãäà ñå÷åíèå áóäåò ëîêàëüíî çàäàâàòüñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôóíêöèé äëèíû k.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ñå÷åíèå s ∈ Γ(X,E ∗) âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ðåãóëÿðíî (â òî÷êå z), åñëè ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ðåãóëÿðíà (â ýòîé òî÷êå).

Çàìåòèì, ÷òî ðàçíûå âûáîðû òðèâèàëèçàöèè ðàññëîåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò åãî ñå÷åíèå â âèäå ðàçíûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíêöèé è àïðèîðè íå ÿñíî, ïî÷åìó ðåãóëðíîñòü îäíîé èç íèõ ðàâíîñèëüíà ðå-

ãóëÿðíîñòè äðóãîé (òî åñòü íåÿñíî, êîððåêòíî ëè äàííîå îïðåäåëåíèå). Ìû ñêîðî, îäíàêî, ïðîâåðèì

(Ñëåäñòâèå 2.3), ÷òî âñå òóò õîðîøî. Ïîêà æå îòìåòèì î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1.4. Ïîäñõåìà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì êîðàçìåðíîñòè k òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ëîêàëüíî îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñõåìà íóëåé ðåãóëÿðíîãî ñå÷åíèÿ âåêòîðíîãî

ðàññëîåíèÿ ðàíãà k.

Âîò î÷åíü ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü (íî áóäåì èì ïîëüçîâàòüñÿ!).

Òåîðåìà 1.5. Ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ E ∗ ðàíãà k íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè X ðåãóëÿðíî, òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà codim(Zs) = k.

Íà ñàìîì äåëå, ãëàäêîñòü çäåñü íå íóæíà, à íóæíî áîëåå ñëàáîå ñâîéñòâî X, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ

Êîýí�Ìàêîëååâîñòü. Ýòî ñâîéñòâî, â ÷àñòíîñòè, íàñëåäóåòñÿ ñõåìîé íóëåé ðåãóëÿðíîãî ñå÷åíèÿ �

åñëè X Êîýí�Ìàêîëååâî, à s � ðåãóëÿðíîå ñå÷åíèå, òî Zs òîæå Êîýí�Ìàêîëååâî (õîòÿ çàïðîñòî

ìîæåò áûòü îñîáûì, äàæå åñëè X ãëàäêî).
1
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2. Êîìïëåêñû Êîøóëÿ

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü {s1, . . . , sk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé íàX. Äëÿ êàæäîãî i ðàññìîò-

ðèì äâó÷ëåííûé êîìïëåêñ K(si) := {OX
si−−→ OX}. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âñåõ òàêèõ êîìïëåêñîâ

K(s1, . . . , sk) :=
k⊗

i=1

K(si)

íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñîì Êîøóëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè s1, . . . , sk.

Êîìïîíåíòà êîìïëåêñà Êîøóëÿ â (êîãîìîëîãè÷åñêîé) ãðàäóèðîâêå −p � ñâîáîäíûé ìîäóëü ðàí-

ãà
(
k
p

)
, à äèôôåðåíöèàë d−p : K(s1, . . . , sk)−p → K(s1, . . . , sk)1−p ìîæåò áûòü çàïèñàí ñëåäóþùèì

îáðàçîì

d−p(a)i1,...,ip−1 =

p−1∑
t=0

(−1)t
∑

it<i<it+1

ai1,...,it−1,i,it+1,...,ip−1si.

Íèæå âûïèñàíû êîìïëåêñû Êîøóëÿ äëÿ k = 2 è k = 3.

K(s1, s2) =

{
OX

(
−s2
s1

)
−−−−−−→ OX ⊕ OX

( s1 s2 )−−−−−−→ OX

}
,

K(s1, s2, s3) =

OX

(
s1
s2
s3

)
−−−−−→ OX ⊕ OX ⊕ OX

(
0 −s3 −s2
s3 0 −s1
s2 s1 0

)
−−−−−−−−−−−→ OX ⊕ OX ⊕ OX

( s1 s2 s3 )−−−−−−−−→ OX

 ,

Óïðàæíåíèå 1. Ïóñòü s ëåæèò â èäåàëå (s1, . . . , sk), ïîðîæäåííîì ôóíêöèÿìè s1, . . . , sk. Ïðî-

âåðüòå, ÷òî ìîðôèçì êîìïëåêñîâ s : K(s1, . . . , sk) → K(s1, . . . , sk), çàäàííûé óìíîæåíèåì íà s,

ãîìîòîïåí íóëþ. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî âñå êîãîìîëîãèè êîìïëåêñà K(s1, . . . , sn) ñîñðåäîòî÷åíû

íà ñõåìå Z(s1, . . . , sk).

Ëåììà 2.2. Êîãîìîëîãèÿ êîìïëåêñà Êîøóëÿ K(s1, . . . , sk) â êðàéíåì ïðàâîì ÷ëåíå ðàâíà

H 0(K(s1, . . . , sk)) ∼= OZ(s1,...,sk) = OX/(s1, . . . , sk).

Áîëåå òîãî, ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

(i) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s1, . . . , sk ðåãóëÿðíà â òî÷êå z ∈ X;

(ii) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z êîìïëåêñ Êîøóëÿ K(s1, . . . , sk) òî÷åí âåçäå, êðîìå ñòåïåíè 0;

(iii) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z êîìïëåêñ Êîøóëÿ K(s1, . . . , sk) òî÷åí â ñòåïåíè −1.

Çàìåòèì, ÷òî âíå Z(s1, . . . , sk) êîìïëåêñ Êîøóëÿ àöèêëè÷åí â ñèëó Óïðàæíåíèÿ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèëíî, òàê êàê Im(d−1) � èäåàë, ïîðîæäåííûé s1, . . . , sk.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî k. Ïðè k = 0 äîêàçûâàòü íå÷åãî. Äîïóñòèì k ≥ 1 è

óòâåðæäåíèå ïðè k − 1 äîêàçàíî.

Äîêàæåì èìïëèêàöèþ (i)⇒ (ii). Ïî îïðåäåëåíèþ K(s1, . . . , sk) = K(s1, . . . , sk−1)⊗K(sk), òî åñòü

K(s1, . . . , sk) ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé áèêîìïëåêñà

. . .
d−3
// K(s1, . . . , sk−1)−2 d−2

// K(s1, . . . , sk−1)−1 d−1
// K(s1, . . . , sk−1)0

. . .
d−3 // K(s1, . . . , sk−1)−2

sk

OO

d−2
// K(s1, . . . , sk−1)−1

sk

OO

d−1
// K(s1, . . . , sk−1)0

sk

OO
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Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s1, . . . , sk ðåãóëÿðíà, òî s1, . . . , sk−1 òîæå ðåãóëÿðíà â z, à çíà÷èò êîãîìîë-

ãèè ãîðèçîíòàëüíûõ äèôôåðåíöèàëîâ ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè åñòü òîëüêî â ïðàâîì ñòîëáöå è

ðàâíû OZs1,...,sk−1
, à âåðòèêàëüíûé äèôôåðåíöèàë çàäàåò îòîáðàæåíèå

OZs1,...,sk−1

sk−−→ OZs1,...,sk−1
.

Íî sk íå ÿâëÿåòñÿ â OZs1,...,sk−1
äåëèòåëåì íóëÿ, çíà÷èò ýòîò ìîðôèçì èíúåêòèâåí. Ñëåäîâàòåëüíî,

ó K(s1, . . . , sk) íåò êîãîìîëîãèé íèãäå, êðîìå êðàéíå ïðàâîãî ÷ëåíà.

Èìïëèêàöèÿ (ii)⇒ (iii) î÷åâèäíà.

Äîêàæåì òåïåðü èìïëèêàöèþ (iii)⇒ (i). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó K(s1, . . . , sk) íåò êîãîìîëîãèé â ñòå-

ïåíè −1. Ðàññìàòðèâàÿ â áèêîìïëåêñå âíà÷àëå ãîðèçîíòàëüíûé äèôôåðåíöèàë, ïîëó÷àåì äëèííóþ

òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

· · · →H −1(K(s1, . . . , sk−1))
sk−−→H −1(K(s1, . . . , sk−1))→H −1(K(s1, . . . , sk))→

→ OZs1,...,sk−1

sk−−→ OZs1,...,sk−1
→ OZs1,...,sk−1,sk

→ 0,

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîðôèçì sk â ïåðâîé ñòðîêå ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì. Íî åñëè óìíîæåíèå íà

ôóíêöèþ ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî ìîäóëÿ, òî íîñèòåëü ìîäóëÿ íå ïåðåñå-

êàåòñÿ ñî ñõåìîé íóëåé ôóíêöèè. Çíà÷èò â îêðåñòíîñòè òî÷êè z êîìïëåêñ K(s1, . . . , sk−1) íå èìååò

êîãîìîëîãèé â ñòåïåíè −1, è ñëåäîâàòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s1, . . . , sk−1 ðåãóëÿðíà â z. Îñòàåòñÿ

çàìåòèòü, ÷òî èç òî÷íîñòè âòîðîé ñòðîêè ñëåäóåò ÷òî sk íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ â OZs1,...,sk−1
, à

çíà÷èò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s1, . . . , sk òîæå ðåãóëÿðíà. �

Äëÿ ãëîáàëüíûõ êîíñòðóêöèé óäîáíî èìåòü ãëîáàëüíóþ âåðñèþ êîìïëåêñà Êîøóëÿ.

Ïóñòü E � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàíãà k, à s ∈ Γ(X,E ∗) � ñå÷åíèå äâîéñòâåííîãî. Ñîîòâåòñâóþ-

ùèé êîìïëåêñ Êîøóëÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

K(s) := {0→
∧

kE
s−−→
∧

k−1E
s−−→ . . .

s−−→
∧

2E
s−−→ E

s−−→ OX},

ãäå îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñâåðòêà ñ s. Èíà÷å ãîâîðÿ, îíè îïðåäåëÿþòñÿ êîììóòàòèâíîé

äèàãðàììîé ∧
pE

��

s //
∧

p−1E

��
E ⊗ E ⊗ · · · ⊗ E

s⊗id⊗···⊗id // E ⊗ · · · ⊗ E

â êîòîðîé âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè åñòåñòâåííûå âëîæåíèÿ (ëåãêî âèäåòü, ÷òî íèæíÿÿ ñòðåëêà ñîõðà-

íÿåò êîñîñèììåòðè÷íîñòü è, ñëåäîâàòåëüíî, èíäóöèðóåò âåðõíþþ ñòðåëêó).

Óïðàæíåíèå 2. Ïóñòü E òðèâèàëüíî, ϕ : E
∼−→ O⊕kX òðèâèàëèçàöèÿ, è ϕ∗(s1, . . . , sk) = s. Ïðîâåðü-

òå, ÷òî èçîìîðôèçìû ∧pϕ :
∧

pE
∼−→ O

⊕(kp)
X çàäàþò èõîìîðôèçì êîìïëåêñîâ K(s) ∼= K(s1, . . . , sk).

Ñëåäñòâèå 2.3. Ñå÷åíèå s ðàññëîåíèÿ E ∗ ðåãóëÿðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâó-

þùèé êîìïëåêñ Êîøóëÿ K(s) àöèêëè÷åí âåçäå, êðîìå ïðàâîãî ÷ëåíà. Â ÷àñòíîñòè, ðåãóëÿðíîñòü

ñå÷åíèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà òðèâèàëèçàöèè ðàññëîåíèÿ.

Ïðèìåð 2.4. Ïóñòü X = P(V ), E ∗ = V ⊗ OP(V )(1) è ñå÷åíèå s ñîîòâåòñòâóåò òîæäåñòâåííîìó

ìîðôèçìó idV . Òîãäà Zs = ∅, çíà÷èò s ðåãóëÿðíî è êîìïëåêñ Êîøóëÿ

0→
∧

nV ∗ ⊗ OP(V )(−n)→ · · · →
∧

2V ∗ ⊗ OP(V )(−2)→ V ∗ ⊗ OP(V )(−1)→ OP(V ) → 0

(ãäå n = dimV ) òî÷åí âî âñåõ ñòåïåíÿõ.
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3. Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå

Íàïîìíèì, ÷òî êîíîðìàëüíûé ïó÷îê ê ïîäñõåìå Z ⊂ X, ñîîòâåòñòâóþùåé ïó÷êó èäåàëîâ I îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê I /I 2 (çàìåòèì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íàä ïó÷êîì êîëåö OX/I ∼= OZ , ïîýòîìó

åãî ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà Z). Â ñâîþ î÷åðåäü íîðìàëüíûé ïó÷îê îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê äâîéñòâåííûé ê êîíîðìàëüíîìó

NZ/X
∼= H omOZ

(I /I 2,OZ).

Âîîáùå ãîâîðÿ, êîíîðìàëüíûé è íîðìàëüíûé ïó÷êè ê ïîäñõåìå ìîãóò áûòü óñòðîåíû äîâîëüíî

ñëîæíî, íî äëÿ ïîäñõåì, ÿâëÿþùèõñÿ ëîêàëüíî ïîëíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè îíè óñòðîåíû ïðîñòî.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Åñëè Z ⊂ X � ëîêàëüíî ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå êîðàçìåðíîñòè k, òî êîíîðìàëü-

íûé I /I 2 è íîðìàëüíûé NZ/X ïó÷êè ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíûìè ïó÷êàìè ðàíãà k. Áîëåå

òîãî, åñëè Z = Zs, ãäå s � ðåãóëÿðíîå ñå÷åíèå âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ E ∗, òî

I /I 2 ∼= E |Z , NZ/X
∼= E ∗|Z .

Îáðàòíî, åñëè êîíîðìàëüíûé ïó÷îê I /I 2 ëîêàëüíî ñâîáîäåí ðàíãà k, òî Z ⊂ X � ëîêàëüíî ïîëíîå

ïåðåñå÷åíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëîêàëüíî, ïîýòîìó (â ñèëó Ñëåäñòâèÿ 1.4) äîñòàòî÷íî äîêà-

çàòü âòîðîå. Áîëåå òîãî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî ïó÷êà, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü íåîáõîäèìûé

èçîìîðôèçì äëÿ êîíîðìàëüíîãî ïó÷êà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïó÷êà I ñ

òî÷íîé òðîéêîé 0→ I → OX → OZ → 0:

I ⊗I → I → I ⊗OX
OZ → 0.

Ïåðâîå îòîáðàæåíèå èíäóöèðîâàíî óìíîæåíèåì ôóíêöèé, ïîýòîìó åãî îáðàç ðàâåí I 2, çíà÷èò

I /I 2 ∼= I ⊗OX
OZ .

Òåïåðü ðàççìîòðèì êîìïëåêñ Êîøóëÿ êàê ðåçîëüâåíòó ïó÷êà I

· · · →
∧

2E
s−−→ E → I → 0.

Òåíçîðíî óìíîæàÿ åå íà OZ , ïîëó÷àåì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü∧
2E |Z

s|Z−−−→ E |Z → I ⊗OX
OZ → 0.

Ïîñêîëüêó Z � ñõåìà íóëåé s, òî s|Z = 0, òî åñòü ïåðâîå îòîáðàæåíèå íóëåâîå, è çíà÷èò âòîðîå

îòîáðàæåíèå � èçîìîðôèçì. Òåì ñàìûì I /I 2 ∼= I ⊗OX
OZ
∼= E |Z , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî I /I 2 � ëîêàëüíî ñâîáîäåí ðàíãà k è äîêàæåì, ÷òî Z � ëîêàëüíî

ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé k = 1. Âûáåðåì òî÷êó z ∈ Z è îáðàçóþùóþ ïó÷-

êà I /I 2 â îêðåñòíîñòè òî÷êè z, ïîäíèìåì åå (ïåðåõîäÿ ê åùå áîëåå ìàëåíüêîé îêðåñòíîñòè) äî

ñå÷åíèÿ ïó÷êà I è ðàññìîòðèì ïîëó÷åííûé ìîðôèçì OX
f−−→ I . Ïî ëåììå Íàêàÿìû ìîðôèçì f

ñþðúåêòèâåí â åùå áîëåå ìàëåíüêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z. Êðîìå òîãî, ïî ïîñòðîåíèþ, ó íàñ åñòü

êîììóòàòèâíûé êâàäðàò

OX
f // //

����

I

����
OZ

∼= // I /I 2,

â êîòîðîì âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè � îãðàíè÷åíèå íà Z. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íîñèòåëü ÿäðà ìîðôèç-

ìà f íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ Z. Çíà÷èò, ïåðåõîäÿ ê åùå áîëåå ìàëåíüêîé îêðåñòíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî f � èçîìîðôèçì. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî I � îáðàòèìûé èäåàë â îêðåñòíîñòè òî÷êè z è òåì ñàìûì

äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ k = 1.
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Âåðíåìñÿ òåïåðü ê îáùåìó ñëó÷àþ. Ïóñòü I /I 2 � ëîêàëüíî ñâîáîäåí ðàíãà k. Â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z ∈ Z ìîæíî âûáðàòü âëîæåíèå ðàññëîåíèé OZ ↪→ I /I 2 (òàê ÷òî ôàêòîð ëîêàëüíî ñâîáîäåí).

Ïîäíèìåì (ëîêàëüíî) ýòî âëîæåíèå äî ñå÷åíèÿ f ïó÷êà èäåàëîâ I è îáîçíà÷èì ÷åðåç I1 ⊂ I

èäåàë, ïîðîæäåííûé f . Ïî ïîñòðîåíèþ ìîðôèçì OX
f−−→ I1 ñþðúåêòèâåí, è òàê æå êàê è â ñëó÷àå

k = 1 ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî f èçîìîðôèçì â îêðåñòíîñòè òî÷êè z. Çíà÷èò ñîîòñâåòñòâóþùàÿ èäåàëó I1

ïîäñõåìà X1 ⊂ X ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå. Ïîêàæåì, ÷òî ïó÷îê èäåàëîâ Ī äëÿ Z ⊂ X1 ëîêàëüíî

ñâîáîäåí ðàíãà k − 1 (ïî èíäóêöèè ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî Z ⊂ X1 ëîêàëüíî ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå, à

çíà÷èò òàêæå è Z ⊂ X). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî Ī îïðåäåëÿåòñÿ èç òî÷íîé òðîéêè

0→ I1 → I → Ī → 0.

Îãðàíè÷èâàÿ åå íà Z ïîëó÷àåì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

I1 ⊗OX
OZ → I /I 2 → Ī /Ī 2 → 0.

Ïîñêîëüêó I1
∼= OX , åå ïåðâûé ÷ëåí èçîìîðôåí OZ , à ïåðâàÿ ñòðåëêà î÷åâèäíî ñîâïàäàåò ñ èçíà-

÷àëüíûì âëîæåíèåì ðàññëîåíèé. Çíà÷èò, ïî åãî ïîñòðîåíèþ Ī /Ī 2 ëîêàëüíî ñâîáîäåí. �

Ïîñêîëüêó êîíîðìàëüíûé ïó÷îê äëÿ ëîêàëüíî ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ëîêàëüíî ñâîáîäåí, òî

I /I 2 ∼= N ∗
Z/X ,

ïîýòîìó ÷àñòî äëÿ êîíîðìàëüíîãî ïó÷êà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå N ∗
Z/X .

Ñëåäñòâèå 3.2. Åñëè Z ⊂ X � ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå äèâèçîðîâ Êàðòüå D1, . . . , Dk, òî

NZ/X
∼= OZ(D1)⊕ · · · ⊕ OZ(Dk), N ∗

Z/X
∼= OZ(−D1)⊕ · · · ⊕ OZ(−Dk).

4. Ðàçäóòèÿ ëîêàëüíî ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèé

Îïèøåì òåïåðü ñòðóêòóðó ðàçäóòèÿ ñ óåíòðîì â ëîêàëüíî ïîëíîì ïåðåñå÷íèè.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïóñòü E � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð â ðàçäóòèè ëîêàëüíî ïîëíîãî ïåðåñå÷å-

íèÿ Z ⊂ X. Òîãäà

E ∼= PZ(NZ/X), ïðè÷åì OE(E) ∼= OPZ(NZ/X)/Z(−1).

Åñëè Z ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé íóëåé ðåãóëÿðíîãî ñå÷åíèÿ s ðàññëîåíèÿ E ∗, òî BlZ(X) ⊂ PX(E ∗), è ÿâëÿ-

åòñÿ òàì ñõåìîé íóëåé åñòåñòâåííîãî ãëîáàëüíîãî ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ
∧

2E ∗ ⊗ OPX(E ∗)/X(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçäóòèÿ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî E ∼= Proj(⊕(I k/I k+1)), ïî-

ýòîìó äëÿ ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî I k/I k+1 ∼= Sk(N ∗
Z/X) (è ïðîâåðèòü

ñîãëàñîâàííîñòü ýòîãî èçîìîðôèçìà ñ óìíîæåíèåì). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî óìíîæåíèå

Sk(N ∗
Z/X) ∼= Sk(I /I 2)→ I k/I k+1

î÷åâèäíî ñþðúåêòèâíî. Òåì ñàìûì, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü åãî èíúåêòèâíîñòü. Ýòî óæå ëîêàëüíîå

óòâåðæäåíèå, ïîýòîìó íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìåñòà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Z ⊂ X � ñõåìà íóëåé ñå÷åíèÿ s

ëîêàëüíî ñâîáîäíîãî ïó÷êà E ∗ ðàíãà k. Â ýòîì ñëó÷àå êîìïëåêñ Êîøóëÿ
∧

2E
s−−→ E → I → 0 äàåò

âëîæåíèå ðàçäóòèÿ BlZ(X) â ñõåìó íóëåé X̃ ⊂ PX(E ∗) ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ
∧

2E ∗ ⊗ OPX(E ∗)/X(1).

Ïîêàæåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì (òåì ñàìûì, áóäåò äîêàçàíà è âòîðàÿ ÷àñòü ïðåäëîæå-

íèÿ). Ïîñêîëüêó ìû óæå çíàåì, ÷òî BlZ(X) ⊂ X̃, îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî X̃ ⊂ BlZ(X). Äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ìîðôèçì X̃ → BlZ(X), êîòîðûé â êîìïîçèöèè ñ âëîæåíèåì BlZ(X) ↪→ PX(E ∗)

ðàâíÿëñÿ áû âëîæåíèþ X̃ ↪→ PX(E ∗). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì ðàçäóòèÿ.

Â ñèëó óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà ðàçäóòèÿ, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ñõåìíûé ïðîîáðàç Z â X̃

ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå. Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî ñõåìíûé ïðîîáðàç Z â PX(E ∗) ðàâåí PZ(E ∗) è
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î÷åâèäíî ñîäåðæèòñÿ â X̃ (òàê êàê îãðàíè÷åíèå s íà Z ðàâíî íóëþ). Ïîýòîìó íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî

PZ(E ∗) ⊂ X̃ ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå.

Ýòî óòâåðæäåíèå ëîêàëüíîå, ïîýòîìó ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññëîåíèå E òðèâèàëüíî, à ñå÷åíèå s

çàäàåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ s1, . . . , sk. Òîãäà X̃ ⊂ X × Pk−1 çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

uisj − ujsi = 0

(ãäå (u1 : · · · : uk) � îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû íà Pk−1). Ðàññìîòðèì êàðòó X × Ak−1 ⊂ X × Pk−1, â

êîòîðîé u1 6= 0 (òåì ñàìûì, ìîæíî ñ÷èòàòü u1 = 1) è X̃1 := X̃ ∩ (X × Ak−1). Òîãäà èç óðàâíåíèé

ñëåäóåò, ÷òî â X̃1 âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

sj = ujs1,

è çíà÷èò

Z×Ak−1 = PZ(E ∗)∩(X×Ak−1) = {s1 = s2 = · · · = sk = 0} = {s1 = u2s1 = · · · = uks1 = 0} = {s1 = 0},

òî åñòü çàäàåòñÿ îäíèì óðàâíåíèåì. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî s1 íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ â OX̃1
.

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî Z×Ak−1 ⊂ X×Ak−1 � ëîêàëüíî ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå êîðàçìåðíîñòè k (îíî

çàäàåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ s1, s2, . . . , sk). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åãî æå ìîæíî çàäàòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (s2−u2s1, . . . , sk−uks1, s1), êîòîðàÿ ñëåäîâàòåëüíî òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé.

Íî ýòî êàê ðàç îçíà÷àåò, ÷òî s1 íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ â ôàêòîðå êîëüöà OX [u2, . . . , uk] ïî

èäåàëó (s2 − u2s1, . . . , sk − uks1), òî åñòü â OX̃1
. �

Ñëåäñòâèå 4.2. Óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ âûïîëíåíî, åñëè X è Z � îáà ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ.

5. Ïðèìåðû

Ïóñòü X = P(V ), P ∈ P(V ) òî÷êà, vP ∈ V � ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð, à V̄ = V/kvP .

Ëåììà 5.1. Ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì BlP (P(V )) ∼= PP(V̄ )(OP(V̄ ) ⊕ OP(V̄ )(−1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñþðúåêöèÿ V → V̄ èíäóöèðóåò âëîæåíèå V̄ ∗ ↪→ V ∗ è çàäàåò ñå÷åíèå

s ∈ H0(P(V ), V̄ ⊗ OP(V )(1)) ∼= V̄ ⊗ V ∗,

ñõåìà íóëåé êîòîðîãî � ýòî â òî÷íîñòè òî÷êà P . Ïîýòîìó,

BlP (V ) ⊂ PP(V )(V̄ ⊗ OP(V )(1)) ∼= P(V )× P(V̄ )

è ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé íóëåé ñå÷åíèÿ s̄ ðàññëîåíèÿ
∧

2(V̄ )⊗ OP(V )×P(V̄ )(1, 1), ñîîòâåòñòâóþùåãî èíäóöè-

ðîâàííîìó âëîæåíèþ
∧

2(V̄ ∗) ↪→ V ∗ ⊗ V̄ ∗. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåçîëüâåíòà

· · · →
∧

2(V̄ ∗)⊗ OP(V̄ )(−1)→ V ∗ ⊗ OP(V̄ ) → OP(V̄ ) ⊕ OP(V̄ )(1)→ 0

(ñóììà ïîäêðó÷åííîãî íà 1 êîìïëåêñà Êîøóëÿ íà P(V̄ ) è èçîìîðôèçìà OP(V̄ ) → OP(V̄ )) çàäàåò

âëîæåíèå ïðîåêòèâèçàöèè PP(V̄ )(OP(V̄ ) ⊕ OP(V̄ )(−1)) â PP(V̄ )(V ⊗ OP(V̄ ))
∼= P(V ) × P(V̄ ) â êà÷åñòâå

ñõåìû íóëåé òîãî æå ñàìîãî ñå÷åíèÿ òîãî æå ñàìîãî ðàññëîåíèÿ. �

Óïðàæíåíèå 3. Ïóñòü h è h̄ � îáðàòíûå îáðàçû íà BlP (P(V )) ∼= PP(V̄ )(OP(V̄ )⊕OP(V̄ )(−1)) êëàññîâ

ãèïåðïëîñêèõ ñå÷åíèé ñ P(V ) è P(V̄ ) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîâåðüòå, ÷òî êëàññ èñêëþ÷èòåëüíîãî

äèâèçîðà ðàçäóòèÿ ðàâåí e = h− h̄.

Óïðàæíåíèå 4. Ïóñòü Q ⊂ P(V ) � êâàäðèêà, òàêàÿ ÷òî P ∈ Q � åå ãëàäêàÿ òî÷êà. Ïðîâåðüòå,

÷òî BlP (Q) ∼= BlQ̄(P(V̄ )), ãäå Q̄ ⊂ P(V̄ ) � ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå êâàäðèêè è ãèïåðïëîñêîñòè.

Óïðàæíåíèå 5. Ïóñòü W ⊂ V ïîäïðîñòðàíñòâî. Îïèøèòå BlP(W )(P(V )) êàê ïðîåêòèâèçàöèþ

ðàññëîåíèÿ íà P(V/W ).
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