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Ïðèìåðû ðàçäóòèé

1. Ïîëíûå è ñîáñòâåííûå ïðîîáðàçû

Ïóñòü π : BlZ(X) → X � ðàçäóòèå ïîäñõåìû Z ⊂ X, à Y ⊂ X � åùå îäíà ïîäñõåìà. Åñòü äâà

ðàçíûõ ñïîñîáà ïîñòðîèòü ïî íåé ïîäñõåìó â ðàçäóòèè.

Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ðàññìîòðåòü ñõåìíûé ïðîîáðàç π−1(Y ) ⊂ BlZ(X), îí íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïðî-

îáðàçîì Y . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà ðàçäóòèÿ ñëåäóåò, ÷òî âëîæåíèå Y ↪→ X

îäíîçíà÷íî ïîäíèìàåòñÿ äî âëîæåíèÿ

BlY ∩Z(Y ) ↪→ BlZ(X).

Åãî îáðàç íàûçâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ïðîîáðàçîì Y â BlZ(X) è îáîçíà÷àåòñÿ π∗(Y ).

Óïðàæíåíèå 1. Ïóñòü Y ∩ Z ⊂ Y � äèâèçîð Êàðòüå (íàïðèìåð, ýòî òàê, åñëè Y ∩ Z = ∅).
Ïîêàæèòå, ÷òî π∗(Y ) ∼= Y .

Óïðàæíåíèå 2. Ïóñòü Y ⊂ Z. Ïðîâåðüòå, ÷òî π∗(Y ) = ∅.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü Y � öåëîñòíàÿ ñõåìà. Òîãäà π∗(Y ) = π−1(Y \ Z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Y ⊂ Z, òî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ïóñòû. Åñëè æå Y 6⊂ Z, òî π−1(Y \ Z)

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì â çàìêíóòîé ïîäñõåìå BlY ∩Z(Y ) ⊂ BlZ(X), ñëåäîâàòåëüíî åå

çàìûêàíèå ñîäåðæèòñÿ â ñîáñòâåííîì ïðîîáðàçå. Êðîìå òîãî, BlY ∩Z(Y ) öåëîñòíàÿ ñõåìà (òàê êàê

ñîîòâåòñâóþùèé ïó÷îê àëãåáð ⊕I k
Y ∩Z,Y ⊂ OY [t] íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ), à π−1(Y \ Z) �

íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â íåé (äîïîëíåíèå äî èñêëþ÷èòåëüíîãî äèâèçîðà), çíà÷èò îíî

ïëîòíî, à BlY ∩Z(Y ) ðàâíî åãî çàìûêàíèþ. �

Ïî îïðåäåëåíèþ, âñåãäà âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå π∗(Y ) ⊂ π−1(Y ) (òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ ñîáñòâåí-

íîãî ïðîîáðàçà π(π∗(Y )) ⊂ Y ). Îáñóäèì, ÷òî ïðîèñõîäèò â ñëó÷àå, êîãäà Y = D � äèâèçîð Êàðòüå,

ñîäåðæàùèé Z, ñàìî Z ÿâëÿåòñÿ öåëîñòíûì ëîêàëüíî ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì, ïðè÷åì
∞⋂
k=0

I k
Z = 0

(ãåîìåòðè÷åñêè, ýòî îçíà÷àåò ÷òî Z íå ñîäåðæèòñÿ â íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòå X). Ïî îïðåäåëåíèþ,

âëîæåíèå Z ⊂ D îçíà÷àåò, ÷òî OX(−D) = ID ⊂ IZ . Ïóñòü m � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî

ID ⊂ Im
Z (îíî íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ D âäîëü Z), îíî ñóùåñòâóåò ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Åñëè m � êðàòíîñòü D âäîëü Z, òî π∗(D) òîæå äèâèçîð Êàðòüå, ïðè÷åì

π−1(D) = π∗(D) +mE.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíåèþ BlZ(X) = ProjX(⊕I k
Z ) è BlZ(D) = ProjD(⊕I k

Z,D). Êðîìå òîãî,

åñòåñòâåííûé ìîðôèçì IZ → IZ,D î÷åâèäíî ñþðúåêòèâåí, à åãî ÿäðî ðàâíî ID. Ñëåäîâàòåëüíî,

åñòåñòâåííûé ìîðôèçì I k
Z → I k

Z,D òîæå ñþðúåêòèâåí, à åãî ÿäðî ðàâíî I k
Z ∩ID. Ïîýòîìó ñîáñòâåí-

íûé ïðîîáðàç D ñîîòâåòñòâóåò ãðàäóèðîâàííîìó ïó÷êó èäåàëîâ ⊕(I k
Z ∩ID). Ïðè k ≤ m î÷åâèäíî

èìååì I k
Z ∩ID = ID. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè k ≥ m âûïîëíåíî

I k
Z ∩ID = ID ·I k−m

Z .

Âîïðîñ ëîêàëüíûé, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èäåàë ID ãëàâíûé è ïîðîæäåí ýëåìåíòîì f . Çíà÷èò,

íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè fg ∈ I k
Z , òî g ∈ I k−m

Z . Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî k. Ïðè k = m äîêàçûâàòü
1
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íå÷åãî. Ïóñòü k > m. Òàê êàê fg ∈ I k
Z ⊂ I k−1

Z , òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè g ∈ I k−m−1
Z .

Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì f ∈ Im
Z , òî êëàññ f · g â I k−1

Z /I k
Z , ðàâíûé íóëþ ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ðàâåí

ïðîèçâåäåíèþ êëàññà f̄ ∈ Im
Z /I

m+1
Z è êëàññà ḡ ∈ I k−m−1

Z /I k−m
Z îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà

(Im
Z /I

m+1
Z )⊗ (I k−m−1

Z /I k−m
Z ) = Sm(N ∗

Z/X)⊗ Sk−m−1(N ∗
Z/X)→ Sk−1(N ∗

Z/X) = I k−1
Z /I k

Z .

Òàê êàê Z öåëîñòíà, à N ∗
Z/X ëîêàëüíî ñâîáîäåí, àëãåáðà ⊕Sk(N ∗

Z/X) íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ,

ïîýòîìó çàíóëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ f̄ · ḡ îçíà÷àåò, ÷òî îäèí èç ìíîæèòåëåé ðàâåí íóëþ. Íî åñëè f̄ = 0,

òî f ∈ Im+1
Z , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ÷èñëà m. Çíà÷èò ḡ = 0, òî åñòü g ∈ I k−m

Z , ÷òî è

òðåáîâàëîñü.

Èç äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà I k
Z∩ID = ID ·I k−m

Z ñ ó÷åòîì îáðàòèìîñòè èäåàëà ID
∼= OX(−D), ñëå-

äóåò ÷òî èäåàë ñîáñòâåííîãî ïðîîáðàçà π∗(D) èçîìîðôåí èäåàëó π∗OX(−D)⊗OBlZ(X)(mE) (âòîðîé

ñîìíîæèòåëü îòâå÷àåò çà ñäâèã ãðàäóèðîâêè íà m). Ýòîò èäåàë îáðàòèì, çíà÷èò π∗(D) � äèâèçîð

Êàðòüå. Íåîáõîäèìîå ðàâåíñòâî òîæå ñëåäóåò. �

Óïðàæíåíèå 3. Ïóñòü X ⊂ P(V ) � öåëîñòíàÿ ñõåìà, à Cone(X) ⊂ A(V ) � êîíóñ íàä íåé ñ

âåðøèíîé â òî÷êå 0 ∈ A(V ). Ïîêàæèòå, ÷òî Bl0(Cone(X)) ∼= AX(OP(V )(−1)|X), à èñêëþ÷èòåëüíûé

äèâèçîð ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ñå÷åíèåì.

Âîò åùå îäíî ïðîñòîå, íî ïîëåçíîå íàáëþäåíèå.

Ëåììà 1.3. Ïóñòü Z ⊂ X � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè. Òîãäà ðàçäóòèå

BlZ(X) òîæå ãëàäêî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê BlZ(X) \ E = X \ Z, òî ðàçäóòèå ãëàäêî âíå E. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè

äèâèçîð Êàðòüå ïðîõîäèò ÷åðåç íåãëàäêóþ òî÷êó ìíîãîîáðàçèÿ, òî îí è ñàì íå ãëàäîê â ýòîé òî÷êå

(ñðàâíèòå ðàçìåðíîñòè êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ â ýòîé òî÷êå). Îäíàêî, òàê êàê Z ⊂ X � ëîêàëüíî

ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå, òî E ∼= PZ(NZ/X) ãëàäêî â ñèëó ãëàäêîñòè Z è ëîêàëüíîé ñâîáîäíîñòèNZ/X . �

2. Ïðîñòûå ïðèìåðû

Ïóñòü X = P(V ), Z = P(W ) è W ⊂ V � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ëåììà 2.1. Ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì BlP(W )(P(V )) ∼= PP(V/W )(W ⊗ OP(V/W ) ⊕ OP(V/W )(−1)).

BlP(W )(P(V ))
ðàçäóòèå

xx

ïðîåêòèâèçàöèÿ

''
P(V ) P(V/W )

Åñëè H è H̄ � êëàññû ãèïåðïëîñêèõ ñå÷åíèé íà P(V ) è P(V/W ), à E � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð

ðàçäóòèÿ, òî â ãðóïïå êëàññîâ äèâèçîðîâ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

E = H − H̄,

à ñàì èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð èçîìîðôåí E ∼= P(W )× P(V/W ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñþðúåêöèÿ V → V/W èíäóöèðóåò âëîæåíèå (V/W )∗ ↪→ V ∗ è çàäàåò ñå÷åíèå

s ∈ H0(P(V ), (V/W )⊗ OP(V )(1)) ∼= (V/W )⊗ V ∗,

ñõåìà íóëåé êîòîðîãî � ýòî â òî÷íîñòè ïîäïðîñòðàíñòâî Z = P(W ). Èíà÷å ãîâîðÿ, P(W ) ⊂ P(V )

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì dimV − dimW ãèïåðïëîñêîñòåé, à êàíîíè÷åñêè ýòî çàïèñûâàåòñÿ

èìåííî êàê ñõåìà íóëåé ñå÷åíèÿ s, êîòîðîå, êñòàòè, òåì ñàìûì ðåãóëÿðíî. Ïîýòîìó, åñòü âëîæåíèå

BlP(W )(P(V )) ↪→ PP(V )((V/W )⊗ OP(V )(1)) ∼= P(V )× P(V/W ),
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à åãî îáðàç ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé íóëåé ñå÷åíèÿ s̄ ðàññëîåíèÿ
∧

2(V/W )⊗OP(V )×P(V/W )(1, 1), ñîîòâåòñòâó-

þùåãî èíäóöèðîâàííîìó âëîæåíèþ
∧

2(V/W )∗ ↪→ V ∗ ⊗ (V/W )∗. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåçîëüâåíòà

· · · →
∧

2(V/W )∗ ⊗ OP(V/W )(−1)→ V ∗ ⊗ OP(V/W ) →W ∗ ⊗ OP(V/W ) ⊕ OP(V/W )(1)→ 0

(ñóììà èçîìîðôèçìà W ∗ ⊗ OP(V/W ) → W ∗ ⊗ OP(V/W ) è ïîäêðó÷åííîãî íà OP(V/W )(1) êîìïëåê-

ñà Êîøóëÿ íà P(V/W )) çàäàåò âëîæåíèå ïðîåêòèâèçàöèè PP(V/W )(W ⊗ OP(V/W ) ⊕ OP(V/W )(−1)) â

PP(V/W )(V ⊗ OP(V/W )) ∼= P(V ) × P(V/W ) â êà÷åñòâå ñõåìû íóëåé òîãî æå ñàìîãî ñå÷åíèÿ òîãî æå

ñàìîãî ðàññëîåíèÿ.

×òîáû îïèñàòü êëàññ èñêëþ÷èòåëüíîãî äèâèçîðà E, çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåííîì âûøå âëîæå-

íèè ðàçäóòèÿ îí îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ êëàññîì ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ OPP(V )((V/W )⊗OP(V )(1))/P(V )(−1), òî

åñòü ñ H−H̄, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Îòîæäåñòâëåíèå ñàìîãî äèâèçîðà ñ ïðîèçâåäåíèåì P(W )×P(V/W )

òîæå î÷åâèäíî. �

Íåñìîòðÿ íà ñâîþ ïðîñòîòó, ýòîò ïðèìåð âåñüìà ïîëåçåí, íàïðèìåð, äëÿ îïèñàíèÿ ëèíåéíûõ ïðî-

åêöèé ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü Pn ∼= P(W ) ⊂ Q ⊂ P(V ) ∼= P2n+1, ãäå Q � ãëàäêàÿ êâàäðèêà ðàçìåðíîñòè 2n,

à P(W ) � ìàêñèìàëüíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íà íåé. Òîãäà

BlP(W )(Q) ∼= PP(V/W )(ΩP(V/W )(1)⊕ OP(V/W )(−1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êâàäðèêà Q ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì òèïà 2H â P(V ). Òàê êàê îíà ïðîõîäèò ÷åðåç

öåíòð ðàçäóòèÿ â äèàãðàììå Ëåììû 2.1, òî â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 1.2 íà ðàçäóòèè åå ñîáñòâåííûé

ïðîîáðàç ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì êëàññà 2H − E = H + H̄. Ðàññìîòðèì åãî ïðîåêöèþ íà P(V/W ). Òàê

êàê H + H̄ îãðàíè÷èâàåòñÿ íà ñëîè ïðîåêòèâèçàöèè êàê ãèïåðïëîñêîñòü, è ê òîìó æå

p∗OPP(V/W )(W⊗OP(V/W )⊕OP(V/W )(−1))(H + H̄) ∼= (W ∗ ⊗ OP(V/W ) ⊕ OP(V/W )(1))⊗ OP(V/W )(1),

òî ýòîò äèâèçîð ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâèçàöèåé ðàññëîåíèÿ F íà P(V/W ) çàäàííîãî òî÷íîé òðîéêîé

0→ F →W ⊗ OP(V/W ) ⊕ OP(V/W )(−1)
Q−−→ OP(V/W )(1)→ 0,

ãäå ãîìîìîðôèçì Q çàäàí óðàâíåíèåì êâàäðèêè ñ ó÷åòîì îòîæäåñòâëåíèÿ

H0(P(V/W ),W ∗ ⊗ OP(V/W )(1)⊕ OP(V/W )(2)) ∼= W ∗ ⊗ (V/W )∗ ⊕ S2(V/W )∗ ∼= Ker(S2V ∗ → S2W ∗).

Äàëåå, òàê êàê Q ãëàäêàÿ, êîìïîíåíòà åå óðàâíåíèÿ â W ∗ ⊗ (V/W )∗ íåâûðîæäåíà è çàäàåò èçîìîð-

ôèçì W ∼= (V/W )∗, òàê ÷òî êîìïîíåíòà W ⊗ OP(V/W ) → OP(V/W )(1) ìîðôèçìà Q îòîæäåñòâëÿåòñÿ

ñ òàâòîëîãè÷åñêèì ìîðôèçìîì (V/W )∗ ⊗ OP(V/W ) → OP(V/W )(1), ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ðàññëîå-

íèå ΩP(V/W )(1). Äèàãðàìíûé ïîèñê äàåò òî÷íóþ òðîéêó

0→ ΩP(V/W )(1)→ F → OP(V/W )(−1)→ 0,

êîòîðàÿ äîëæíà ðàñùåïëÿòüñÿ, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî ðàñøèðåíèé òðèâèàëüíî. �

Óïðàæíåíèå 4. Ïîêàæèòå, ÷òî E ∼= PP(V/W )(ΩP(V/W )(1)) ∼= Fl(1, n;V/W ).

Ìåòîä, èñïîëüçîâàííûé â äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 2.1 (âëîæåíèå ðàçäóòèÿ â ïðîèçâåäåíèå è ðåèí-

òåðïðåòàöèÿ çàäàþùèõ îáðàç óðàâíåíèé) ìîæíî ïðèìåíÿòü è â äðóãèõ ñèòóàöèÿõ. Íàïðèìåð, òàê

ìîæíî îïèñàòü ðàçäóòèå Gr(2, 5) â åãî ïëþêêåðîâñêîì âëîæåíèè.

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, dimV = 5,

Z = Gr(2, V ) ⊂ P(
∧

2V ) = X.

Ëåììà 2.3. Ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì BlGr(2,V )(P(
∧

2V )) ∼= PP(V ∗)(
∧

2(ΩP(V ∗)(1))).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê íàì èçâåñòíî, Gr(2, V ) = D2(ϕ) ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíàíòàëüíûì ëîêóñîì äëÿ

åñòåñòâåííîãî ìîðôçìà

ϕ : V ∗ ⊗ OP(∧2V )(−1)→ V ⊗ OP(∧2V ).

Ðàññìîòðèì òàêæå êîìïîçèöèþ

ψ : V ⊗ OP(∧2V ) ↪→ V ⊗
∧

2V ⊗ OP(∧2V )(1) ↪→ V ⊗
∧

2V ⊗
∧

2V ⊗ OP(∧2V )(2)→ OP(∧2V )(2),

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ψ ◦ ϕ = 0 (äåéñòâèòåëüíî, â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé áèâåêòîðó w ∈
∧

2V , êîìïî-

çèöèÿ èìååò âèä f 7→ (f ∨ w) 7→ (f ∨ w) ∧ w ∧ w, è åñëè, íàïðèìåð, w = e12 + e34, òî e ∧ e = e1234,

ïðè ýòîì f ∨ w � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ e1, e2, e3, e4, ïîýòîìó (f ∨ w) ∧ w ∧ w = 0). Áî-

ëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Kerψ = Imϕ. Íàêîíåö, î÷åâèäíî, ÷òî ψ çàäàåòñÿ ïëþêêåðîâñêèìè

êâàäðèêàìè, êîòîðûå êàê íàì èçâåñòíî ïîðîæäàþò ïó÷îê èäåàëîâ Gr(2, V ), ïîýòîìó èìååì òî÷íóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

V ∗ ⊗ OP(∧2V )(−3)
ϕ−−→ V ⊗ OP(∧2V )(−2)

ψ−−→ IGr(2,V ) → 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

BlZ(X) ⊂ PP(∧2V )(V
∗ ⊗ OP(∧2V )(2)) ∼= P(

∧
2V )× P(V ∗)

è ÿâëÿåòñÿ òàì ñõåìîé íóëåé ñå÷åíèÿ ϕ ∈ Γ(P(
∧

2V )× P(V ∗), V ⊗ OP(∧2V )×P(V ∗)(1, 1)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåçîëüâåíòà

0→ OP(V ∗)(−2)→ V ∗ ⊗ OP(V ∗)(−1)→
∧

2V ∗ ⊗ OP(V ∗) →
∧

2(TP(V ∗)(−1))→ 0

(ïîëó÷àþùàÿñÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ýéëåðà âçÿòèåì âíåøíåãî êâàäðàòà) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîåê-

òèâèçàöèÿ PP(V ∗)(
∧

2(ΩP(V ∗)(1))) âêëàäûâàåòñÿ â PP(V ∗)(
∧

2V ⊗OP(V ∗)) ∼= P(
∧

2V )× P(V ∗) â êà÷åñòâå

ñõåìû íóëåé òîãî æå ñàìîãî ñå÷åíèÿ òîãî æå ñàìîãî ðàññëîåíèÿ. �

Óïðàæíåíèå 5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè H � êëàññ ãèïåðïëîñêîñòè íà Gr(2, V ), à H̄ � êëàññ ãèïåð-

ïëîñêîñòè íà P(V ∗), òî êëàññ èñêëþ÷èòåëüíîãî äèâèçîðà E ðàçäóòèÿ BlGr(2,V )(P(
∧

2V )) ðàâåí

E = 2H − H̄,

è ïðè ýòîì èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð èçîìîðôåí E ∼= Fl(2, 4;V ).

Óïðàæíåíèå 6. Äîêàæèòå, ÷òî N ∗
Gr(2,V )/P(∧2V )

∼= V/U (2).

3. Ïðèìåðû ïîñëîæíåå

Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíÿåòñÿ äðóãîé ïîäõîä. Ïóñòü A è B � âåêòîðíûå

ïðîñòðàíñòâà, dimA = 2, dimB = n, V = A⊗B è

Z = P(A)× P(B) ⊂ P(V ) = X.

Ëåììà 3.1. Ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì BlP(A)×P(B)(P(V )) ∼= PGr(2,B)(A ⊗ U ), ãäå U � òàâòîëîãè-

÷åñêîå ðàññëîåíèå íà Gr(2, B). Åñëè H � êëàññ ãèïåðïëîñêîñòè íà X, à H̄ � ïëþêêåðîâñêèé êëàññ

íà Gr(2, B), òî

E = 2H − H̄.
Ïðè ýòîì èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð èçîìîðôåí E ∼= Fl(1, 2;B)× P(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê íàì èçâåñòíî, P(A) × P(B) = D1(ϕ) ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíàíòàëüíûì ëîêóñîì

äëÿ åñòåñòâåííîãî ìîðôçìà

ϕ : B∗ ⊗ OP(A⊗B) → A⊗ OP(A⊗B)(1).
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Åãî êîÿäðî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì íà P(A)×P(B) (òàê êàê ðàíã íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 1).

Áîëåå òîãî, ïðè îãðàíè÷åíèè íà P(A)× P(B) ìîðôèçì ϕ ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

B∗ ⊗ OP(A)×P(B) → OP(A)×P(B)(0, 1)→ A⊗ OP(A)×P(B)(1, 1),

â êîòîðîé îáà ìîðôèçìà � òàâòîëîãè÷åñêèå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäêðóòêè). Çíà÷èò ëèíåéíîå ðàññëî-

åíèå â êîÿäðå èçîìîðôíî OP(A)×P(B)(2, 1) è ïîëó÷àåì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

B∗ ⊗ OP(A⊗B)
ϕ−−→ A⊗ OP(A⊗B)(1)→ j∗OP(A)×P(B)(2, 1)→ 0,

ãäå j : P(A)× P(B) ↪→ P(A⊗B) � âëîæåíèå Ñåãðå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáðàòíûé îáðàç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ðàçäóòèè:

B∗ ⊗ OBlZ(X)
π∗ϕ−−−→ A⊗ OBlZ(X)(H)→ i∗p

∗OP(A)×P(B)(2, 1)→ 0,

ãäå i : E → BlZ(X) � âëîæåíèå èñêëþ÷èòåëüíîãî äèâèçîðà, à p : E → P(A) × P(B) � åãî ïðîåêöèÿ

íà öåíòð ðàçäóòèÿ. Ïîñëåäíèé ìîðôèçì � ñþðúåêöèÿ íà ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà äèâèçîðå Êàð-

òüå, ïîýòîìó åãî ÿäðî (ðàâíîå Im(π∗ϕ) â ñèëó òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) � ëîêàëüíî ñâîáîäíî

(Ëåììà 3.2). Çíà÷èò π∗ϕ � ñþðúåêöèÿ íà âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàíãà 2, çíà÷èò â ñèëó óíèâåðñàëü-

íîãî ñâîéñòâà ãðàññìàíèàíà ñóùåñòâóåò ìîðôèçì g : BlZ(X) → Gr(2, B), òàêîé ÷òî ìîðôèçì π∗ϕ

ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

B∗ ⊗ OBlZ(X) � g∗U ∗ ϕ′−−→ A⊗ OBlZ(X)(H),

â êîòîðîé ïåðâàÿ ñòðåëêà � îáðàòíûé îáðàç òàâòîëîãè÷åñêîé ñþðúåêöèè. Áîëåå òîãî, ìîðôèçì ϕ′

äàåò îòîáðàæåíèå ðàññëîåíèé

ϕ′′ : OBlZ(X)(−H)→ A⊗ g∗U ,

êîòîðîå íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü (òàê êàê èíà÷å ϕ′, à çíà÷èò è ϕ ãäå-òî îáðàùàþòñÿ â íóëü,

÷òî íåâîçìîæíî). Çíà÷èò ϕ′′ âëîæåíèå ðàññëîåíèé, è ïî óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó ïðîåêòèâèçàöèè

ïîëó÷àåì ìîðôèçì g̃ : BlZ(X)→ PGr(2,B)(A⊗U ), òàêîé ÷òî ϕ′′ � îáðàòíûé îáðàç òàâòîëîãè÷åñêîãî

âëîæåíèÿ.

Ïîñòðîèì òåïåðü ìîðôèçì â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ïóñòü L := OPGr(2,B)(A⊗U )/Gr(2.B)(−1) �

òàâòîëîãè÷åñêîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå è L ↪→ A⊗ p∗U � òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå. Êîìïîçèöèÿ

L ↪→ A⊗ p∗U ↪→ A⊗B ⊗ OPGr(2,B)(A⊗U )

ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ðàññëîåíèé, çíà÷èò ñóùåñòâóåò ìîðôèçì f : PGr(2,B)(A⊗U )→ P(A⊗B) = X,

òàêîé ÷òî L ∼= f∗OP(A⊗B)(−1). ×òîáû ïîäíÿòü åãî äî ìîðôèçìà f̃ : PGr(2,B)(A ⊗ U ) → BlZ(X)

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ñõåìíûé ïðîîáðàç Z ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì,

÷òî ìîðôèçì f∗ϕ ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

B∗ ⊗ OPGr(2,B)(A⊗U ) � p∗U ∗ ψ−−→ A⊗L ∗.

Çäåñü ïåðâàÿ ñòðåëêà ñþðúåêòèâíà, çíà÷èò ñõåìíûé ïðîîáðàç Z (ðàâíûé ïî îïðåäåëåíèþ äåòåðìè-

íàíòàëè D1(f
∗ϕ)) ðàâåí D1(ψ). Íî ψ � ìîðôèçì ðàññëîåíèé ðàíãà 2, çíà÷èò D1(ψ) � ñõåìà íóëåé

ìîðôèçìà

∧2ψ : p∗(
∧

2U ∗)→
∧

2A⊗ (L ∗)2,

òî åñòü ñõåìà íóëåé ñå÷åíèÿ ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ
∧

2A⊗(L ∗)2⊗p∗(
∧

2U ) ∼= OPGr(2,B)(A⊗U )(2H−H̄).

Òàê ýòî ñå÷åíèå íå ðàâíî íóëþ òîæäåñòâåííî, à PGr(2,B)(A⊗U ) ãëàäêî, ýòî äèâèçîð Êàðòüå, çíà÷èò

ñóùåñòâóåò èñêîìîå ïîäíÿòèå f̃ .
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Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñòðîåííûå ìîðôèçìû f̃ è g̃ âçàèìíî îáðàòíû, ÷òî äîâîëüíî î÷åâèäíî.

Êðîìå òîãî, ïðèâåäåííîå ðàññóæäåíèå òàêæå äîêàçûâàåò èñêîìîå âûðàæåíèå äëÿ êëàññà èñêëþ÷è-

òåëüíîãî äèâèçîðà, à ñàì èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ

PGr(2,B)(p
∗U )×Gr(2,B)PGr(2,B)(A⊗L ∗) ∼= Fl(1, 2;B)×Gr(2,B) (Gr(2, B)×P(A)) ∼= Fl(1, 2;B)×P(A). �

Èç ïîñòðîåííîãî âûøå èçîìîðôèçìà ìîæíî âûâåñòè ìíîãî äðóãèõ.

Óïðàæíåíèå 7. Ïóñòü S ⊂ P4 � êóáè÷åñêèé ñêðîëë. Äîêàæèòå, ÷òî BlS(P4) ∼= PP2(F ), ãäå F �

ðàññëîåíèå ðàíãà 3 íà P2, îïðåäåëÿåìîå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ 0→ F → ΩP2(1)⊕2 → OP2 → 0.

Óïðàæíåíèå 8. Ïóñòü C ⊂ P3 � ñêðó÷åííàÿ êóáèêà. Äîêàæèòå, ÷òî BlC(P3) ∼= PP2(F ), ãäå F

� ðàññëîåíèå ðàíãà 2 íà P2, îïðåäåëÿåìîå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ 0→ F → ΩP2(1)⊕2 → O⊕2P2 → 0.

Äîêàæåì ëåììó, êîòîðóþ ìû èñïîëüçîâàëè â äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 3.1.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü ϕ : E � i∗F � ñþðúåêöèÿ, ãäå i : D ↪→ X � âëîæåíèå äèâèçîðà Êàðòüå, E

ëîêàëüíî ñâîáîäåí íà X, à F ëîêàëüíî ñâîáîäåí íà D. Òîãäà ïó÷îê Kerϕ ëîêàëüíî ñâîáîäåí íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîïðîñ ëîêàëüíûé, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X = Spec(R), D = Spec(R/f),

ãäå f íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, à E è F ñâîáîäíûå ìîäóëè íàä R è R/f ñîîòâåòñòâåííî. Èíà÷å

ãîâîðÿ, çàäàí ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì ϕ : R⊕n � (R/f)⊕m. Çàìåòèì, ÷òî åãî ÿäðî è êîÿäðî ñîâïà-

äàþò ñ ÿäðîì è êîÿäðîì ìîðôèçìà (ϕ̃, f · id) : R⊕(n+m) → R⊕m, ãäå ϕ̃ � ïðîèçâîëüíîå ïîäíÿòèå ϕ.

Ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

0 // R⊕m

id
��

(
0
id

)
// R⊕(n+m)

(id,0)
//

(ϕ̃,f ·id)
��

R⊕n //

ϕ

��

0

0 // R⊕m
f ·id // R⊕m // (R/f)⊕m // 0

Â ÷àñòíîñòè, (ϕ̃, f · id) ñþðúåêòèâåí, à çíà÷èò åãî ÿäðî ëîêàëüíî ñâîáîäíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîå

åìó ÿäðî ϕ òàêæå ëîêàëüíî ñâîáîäíî. �

Óïðàæíåíèå 9. Ïóñòü dimA = dimB = 3. Ïîêàæèòå, ÷òî

BlP(A)×P(B)(P(A⊗B)) ∼= BlP(A∗)×P(B∗)(P(A∗ ⊗B∗)),

ïðè÷åì E ∼= PP(A)×P(B)(ΩP(A)(1) � ΩP(B)(1)) è E = 2H − H̄.

Óïðàæíåíèå 10. Ïóñòü dimV = 3. Ïîêàæèòå, ÷òî

BlP(V )(P(S2V )) ∼= BlP(V ∗)(P(S2V ∗)),

ïðè÷åì E ∼= PP(V )(S
2(ΩP(V )(1))) è E = 2H − H̄.

Óïðàæíåíèå 11. Ïóñòü dimV = 6. Ïîêàæèòå, ÷òî

BlGr(2,V )(P(
∧

2V )) ∼= BlGr(2,V ∗)(P(
∧

2V ∗)),

ïðè÷åì E ∼= PGr(2,V )(
∧

2U ⊥) è E = 2H − H̄.
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