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Ñõåìà ×æîó

Â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà, ïàðàìåòðèçóþùèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ èëè îòîáðà-

æåíèÿ ìíîãîîáðàçèé, êàê ïðàâèëî ÿâëÿþòñÿ îãðîìíûìè ôóíêöèîíàëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè, òî åñòü

ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè ñîâñåì äðóãîé êàòåãîðèè. Â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, íàïðîòèâ, ýòè ïðîñòðàí-

ñòâà òàêæå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè (èëè î÷åíü ê íèì áëèçêè).

1. Ïðÿìûå

Ïðÿìîé â Pn íàçûâàåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèå, èçîìîðôíîå îáðàçó îòîáðàæåíèÿ P1 → Pn ñòåïåíè 1.

Ëåììà 1.1. Ìíîæåñòâî ïðÿìûõ â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå P(W ) � ýòî Gr(2,W )(k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : P1 → P(W ) � îòîáðàæåíèå ñòåïåíè 1, à W ∗ ⊗ OP1 → OP1(1) � ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ýïèìîðôèçì. Ïåðåõîäÿ ê ãëîáàëüíûì ñå÷åíèÿì ïîëó÷àåì ìîðôèçì W ∗ → k2, êîòîðûé

äîëæåí áûòü ñþðúåêòèâíûì, òàê êàê èíà÷å èñõîäíûé ìîðôèçì ðàñêëàäûâàëñÿ áû â êîìïîçèöèþ

W ∗ ⊗ OP1 → OP1 → OP1(1) è íå ìîã áû áûòü ñþðúåêòèâåí. Òàêîé ìîðôèçì äàåò k-òî÷êó ãðàñ-

ñìàíèàíà, ïðè÷åì çàìåíà f íà äðóãîé ìîðôèçì ñ òåì æå îáðàçîì ðàâíîñèëüíà äåéñòâèþ ãðóïïû

Aut(OP1(1)) = GL2(k), òî åñòü çàìåíå áàçèñà â k2, òî åñòü íå âëèÿåò íà ïîëó÷åííóþ k-òî÷êó ãðàñ-

ñìàíèàíà.

Îáðàòíî, k-òî÷êà ãðàññìàíèàíà � ýòî ñþðúåêöèÿ W ∗ → k2. Îòîæäåñòâëÿÿ k2 ñ U∗, dimU = 2,

ïîëó÷àåì íà P(U) ìîðôèçì W ∗ ⊗ OP(U) → U∗ ⊗ OP(U) → OP(U)(1), òî åñòü ïðÿìóþ â P(W ). �

Ïóñòü òåïåðü X ⊂ P(W ) � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà. Ïî îïðåäåëåíèþ, ïðÿìàÿ íà X � ýòî ïðÿìàÿ

â P(W ), ëåæàùàÿ â X.

Ëåììà 1.2. Ìíîæåñòâî ïðÿìûõ íà ïîäñõåìå X ⊂ P(W ) � ýòî ìíîæåñòâî F1(X)(k) òî÷åê íåêî-

òîðîé çàìêíóòîé ïîäñõåìû â F1(X) ⊂ Gr(2,W ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè f1, . . . , fm ñòåïåíåé d1, . . . , dm ñîîòâåòñòâåííî, òî

åñòü fi ∈ SdiW ∗. Ñþðúåêöèÿ W ∗ ⊗ OGr(2,W ) → U ∗ äàåò ñþðúåêöèþ SdW ∗ ⊗ OGr(2,W ) → SdU ∗, ÷òî

ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü fi êàê ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ S
diU ∗. Ïóñòü

F1(X) := Zs

ñõåìà íóëåé ñå÷åíèÿ s = (f1, . . . , fm) ðàññëîåíèÿ Sd1U ∗ ⊕ · · · ⊕ SdmU ∗ íà Gr(2,W ). Ïîêàæåì, ÷òî

îíà îáëàäàåò èñêîìûìè ñâîéñòâàìè.

Ïóñòü z � k-òî÷êà ãðàññìàíèàíà Gr(2,W ), òî åñòü ñþðúåêöèÿ W ∗ → U∗, ãäå dimU = 2. Òî÷êà

z ∈ Gr(2,W ) ëåæèò â Zs, åñëè îáðàç êàæäîãî èç fi îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà S
dW ∗ → SdU∗ ðàâåí

íóëþ. Íî ÿñíî, ÷òî ýòîò îáðàç � â òî÷íîñòè îãðàíè÷åíèå fi íà íàøó ïðÿìóþ � P(U) ⊂ P(W ).

Ïîýòîìó îáðàùåíèå â íóëü ýòèõ îáðàçîâ ðàâíîñèëüíî îáðàùåíèþ â íóëü s|P(U), òî åñòü êàê ðàç òîìó,

÷òî P(U) ⊂ X (ïî óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó ñõåìû íóëåé). Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðÿìàÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ

òî÷êå z ëåæèò íà X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà z ∈ F1(X). �

Àíàëîãè÷íî, m-ìåðíîé ïëîñêîñòüþ â Pn íàçûâàåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèå, èçîìîðôíîå îáðàçó îòîá-

ðàæåíèÿ Pm → Pn ñòåïåíè 1.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî m-ìåðíûõ ïëîñêîñòåé íà ïîäñõåìå X ⊂ P(W ) �

ýòî ìíîæåñòâî k-òî÷åê íåêîòîðîé çàìêíóòîé ïîäñõåìû â Gr(m+ 1,W )(k).
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2. Êîíèêè

Êîíèêîé â P2 íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ, çàäàâàåìàÿ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì ñòåïåíè 2.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ k íå ðàâíà 2, à C ⊂ P2 � êîíèêà. Òîãäà

• C � ãëàäêàÿ êðèâàÿ; èëè

• C � îáúåäèíåíèå äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ (âîçìîæíî îïðåäåëåííûõ íàä êâàäðàòè÷íûì

ðàñøèðåíèåì ïîëÿ k), ïåðåñåêàþùèõñÿ â îäíîé òî÷êå; èëè

• C � ïðÿìàÿ ñ íåïðèâåäåííîé ñòðóêòóðîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå C � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîêàæåì, ÷òî

íåâûðîæäåííîñòü ôîðìû ðàâíîñèëüíà ãëàäêîñòè êðèâîé. Â ñàìîì äåëå, ïðîèçâîäíûå óðàâíåíèÿ �

ýòî ëèíåéíûå ôîðìû, ÿâëÿþùèåñÿ ñòðîêàìè ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ïîýòîìó íàëè÷èå ó íèõ

îáùåãî íåòðèâèàëüíîãî íóëÿ ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ÿäðî ìàòðèöû ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé âåêòîð,

òî åñòü âûðîæäåííîñòè ôîðìû.

Ïóñòü òåïåðü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà âûðîæäåíà. Åñëè åå ÿäðî îäíîìåðíî, òî âîçíèêàþùàÿ íà ôàê-

òîðå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó x2 − λy2. Ïåðåõîäÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ê ðàñøè-
ðåíèþ k(

√
λ), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

√
λ ∈ k. Òîãäà ýòîò ìíîãî÷ëåí ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå

ëèíåéíûõ (x−
√
λy)(x+

√
λy), à åãî ñõåìà íóëåé ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ ïðÿìûõ.

Åñëè æå ÿäðî ôîðìû äâóìåðíî, òî ôîðìà èìååò âèä f2, ãäå f � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 1, çíà÷èò

êîíèêà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñ íåïðèâåäåííîé ñòðóêòóðîé. �

Îáîçíà÷èì ëèíåéíîå ðàññëîåíèå OP2(1)|C íà êîíèêå C ÷åðåç LC . Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî òî ñàìîå

ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà C, êîòîðîå çàäàåò âëîæåíèå C â P2.

Óïðàæíåíèå 2. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè C � ãëàäêàÿ êîíèêà è C(k) 6= ∅, òî C ∼= P1, à LC
∼= OP1(2).

Óïðàæíåíèå 3. Êëàññèôèöèðóéòå êâàäðèêè ëþáîé ðàçìåðíîñòè íàä ïîëåì íå÷åòíîé õàðàêòåðè-

ñòèêè.

Ëåììà 2.2. Åñëè C � êîíèêà, òî Γ(C,LC) = k3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè C � ãëàäêàÿ, òî Γ(C,LC) = Γ(P1,OP1(2)) = k3.

Åñëè C = L1 t L2, òî âîçíèêàåò òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 → OL1(−1) → OC → OL2 → 0.

Ïîäêðó÷èâàÿ íà OP2(1)|C , ïîëó÷àåì 0→ OL1 → LC → OL2(1)→ 0, îòêóäà ñëåäóåò dim Γ(C,LC) = 3.

Íàêîíåö, åñëè C � äâîéíàÿ ïðÿìàÿ L, òî åñòü òî÷íàÿ òðîéêà 0 → OL(−1) → OC → OL → 0, è

îñòàåòñÿ ïîâòîðèòü òå æå àðãóìåíòû. �

Çàìå÷àíèå 2.3. Âîîáùå-òî, ðàâåíñòâî Γ(C,LC) = k3 ýëåìåíòàðíî äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäêðó-

÷åííîé ðåçîëüâåíòû Êîøóëÿ

0→ OP2(−1)→ OP2(1)→ LC → 0

èç îáùèõ ñâîéñòâ êîãîìîëîãèé êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ è çàíóëåíèÿ H1(P2,OP2(−2)).

Óïðàæíåíèå 4. Ïðîâåðüòå, ÷òî Γ(C,L d
C) = k2d+1 äëÿ ëþáîãî d > 0.

Êîíèêîé â Pn íàçûâàåòñÿ ïîäñõåìà C, èçîìîðôíàÿ ïëîñêîé êîíèêå, òàê ÷òî OPn(1)|C ∼= LC .

Ñëåäñòâèå 2.4. Åñëè C ⊂ P(W ) � êîíèêà, òî íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ ïëîñêîñòü P2 ⊂ P(W ),

òàêàÿ ÷òî C ⊂ P2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âëîæåíèå C → P(W ) çàäàåòñÿ ìîðôèçìîì W ∗ ⊗ OC → LC . ßñíî, ÷òî âëîæåíèå

â P(W ) ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç âëîæåíèå â ïîäïðîñòðàíñòâî P(U), U ⊂ W , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ìîðôèçì W ∗⊗OC → LC ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç U∗⊗OC . ßñíî, ÷òî dimU íå ìîæåò áûòü ðàâíî 2, òàê
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êàê èíà÷å âëîæåíèå C → P(W ) ïðîïóñêàëîñü áû ÷åðåç âëîæåíèå C → P1, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò

ìîðôèçì W ∗ → Γ(C,LC) = k3 ñþðúåêòèâåí (èíà÷å ìû ìîãëè áû âçÿòü â êà÷åñòâå U∗ îáðàç ýòîãî

ìîðôèçìà), çíà÷èò åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü âûáðàòü U ñ dimU = 3 � ýòî âçÿòü â êà÷åñòâå U∗

îáðàç. �

Ñëåäñòâèå 2.5. Âñÿêàÿ êîíèêà â Pn � ýòî ïåðåñå÷åíèå P2 è êâàäðèêè.

Åñëè ìû õîòèì îïèñàòü ìíîæåñòâî âñåõ êîíèê â P(W ) � ïåðâîå, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü � ýòî ðàññìîò-

ðåòü ìíîæåñòâî âñåõ ïàð ïëîñêîñòü-êâàäðèêà, òî åñòü Gr(3,W )× P(S2W ∗). Îäíàêî, ýòî íå ãîäèòñÿ,

òàê êàê êâàäðèêà îïðåäåëåíà êîíèêîé íåîäíîçíà÷íî, òî åñòü ðàçíûì êâàäðèêàì ìîãóò ñîîòâåòñòâî-

âàòü îäèíàêîâûå êîíèêè. Áîëåå òîãî, åñëè êâàäðèêà ñîäåðæèò ïëîñêîñòü, òî èõ ïåðåñå÷åíèå âîîáùå

íå ÿâëÿåòñÿ êîíèêîé (à ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ).

Óïðàæíåíèå 5. Ìíîæåñòâî êîíèê â P(W ) � ýòî PGr(3,W )(S
2U ∗)(k).

Óïðàæíåíèå 6. Ìíîæåñòâî ãëàäêèõ êîíèê â P(W ) � ýòî ìíîæåñòâî k-òî÷åê íåêîòîðîé îò-

êðûòîé ïîäñõåìû â PGr(3,W )(S
2U ∗) (îïèøèòå äîïîëíåíèå êàê ñõåìó íóëåé ÿâíîãî ñå÷åíèÿ ÿâíîãî

ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ).

Óïðàæíåíèå 7. Ìíîæåñòâî íåïðèâåäåííûõ êîíèê â P(W ) � ýòî ìíîæåñòâî k-òî÷åê íåêîòîðîé

çàìêíóòîé ïîäñõåìû â PGr(3,W )(S
2U ∗), êîòîðàÿ èçîìîðôíà ìíîãîîáðàçèþ ôëàãîâ Fl(2, 3;W ).

Óïðàæíåíèå 8. Ìíîæåñòâî êîíèê â ïîäñõåìå X ⊂ P(W ) � ýòî ìíîæåñòâî k-òî÷åê íåêîòîðîé

çàìêíóòîé ïîäñõåìû â PGr(3,W )(S
2U ∗).

3. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ×æîó

Äîêàæåì ðåçóëüòàò î ïàðàìåòðèçàöèè ïðîèçâîëüíûõ ñåìåéñòâ ïîäìíîãîîáðàçèé â Pn (à çíà÷èò è

â ïðîèçâîëüíûõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ) ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ �êîîðäèíàò ×æîó�.

Íà÷íåì ñ ïîäãîòîâêè. Ïóñòü E � ðàññëîåíèå íà ñõåìå X. Ãîâîðÿò, ÷òî X ïîðîæäàåòñÿ ãëîáàëüíûìè

ñå÷åíèÿìè, åñëè åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå âû÷èñëåíèÿ Γ(X,E)⊗ OX
ev−−→ E ñþðúåêòèâíî.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü X � öåëîñòíàÿ ñõåìà, E � ðàññëîåíèå íà X, ïîðîæäåííîå ãëîáàëüíûìè ñå-

÷åíèÿìè. Òîãäà äëÿ îáùåãî ñå÷åíèÿ s ∈ Γ(X,E) ëèáî Zs = ∅, ëèáî dimZs = dimX − r(E). Èíà÷å

ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U ⊂ P(Γ(X,E)), òàêîå ÷òî ýòî ñâîéñòâî

âûïîëíåíî äëÿ âñÿêîãî s ∈ U . Áîëåå òîãî, åñëè X ãëàäêîå, òî U ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî äëÿ

âñÿêîãî s ∈ U ñõåìà Zs ⊂ X òîæå ãëàäêàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì W := Γ(X,E) è ïóñòü F = Ker(W ⊗ OX → E). Ðàññìîòðèì ïðîèç-

âåäåíèå X × P(W ) è ïðîåêöèè p1 : X × P(W ) → X è p2 : X × P(W ) → P(W ). Ðàññìîòðèì òàêæå

åñòåñòâåííûé ìîðôèçì ïó÷êîâ f : p∗2OP(W )(−1) ↪→W ⊗OX×P(W )
ev−−→ p∗1E � êîìïîçèöèþ òàâòîëîãè-

÷åñêîãî âëîæåíèÿ è ìîðôèçìà âû÷èñëåíèÿ (ýòî �óíèâåðñàëüíîå ñå÷åíèå� ðàññëîåíèÿ E). Ïîêàæåì,

÷òî ñõåìà íóëåé Zf ⊂ X × P(W ) ñîâïàäàåò ñ ïðîåêòèâèçàöèåé PX(F ). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äèà-

ãðàììó

p∗2OP(W )(−1)
� _

��

f

&&xx
0 // p∗1F

// W ⊗ OX×P(W )
ev // p∗1E

// 0

Íà ñõåìå Zf ìîðôèçì f ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïóíêòèðíàÿ ñòðåëêà, çàäàþùàÿ îòîáðàæå-

íèå Zf → PX(F ). Îáðàòíî, íà ñõåìå PX(F ) ⊂ X × P(W ) âëîæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âåðòèêàëüíîé

ñòðåëêå ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå, îáîçíà÷åííîå ïóíêòèðíîé ñòðåëêîé, çíà÷èò

îãðàíè÷åíèå f ðàâíî íóëþ, çíà÷èò PX(F ) ⊂ Zf . Îòñþäà ñëåäóåò èñêîìîå ðàâåíñòâî.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîåêöèþ p2 : Zf → P(W ). Çàìåòèì, ÷òî ñëîé ýòîé ïðîåêöèè íàä òî÷êîé

w ∈ P(W ) � ýòî ñõåìà íóëåé â X ñîîòâåòñòâóþùåãî ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ E, à ñõåìà Zf öåëîñò-

íàÿ (à â ñëó÷àå ãëàäêîãî X � ãëàäêàÿ). Ïîýòîìó îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ó ìîðôèçìà öåëîñòíûõ

ìíîãîîáðàçèé îáùèé ñëîé ëèáî ïóñò, ëèáî èìååò ðàçìåðíîñòü, ðàâíóþ ðàçíîñòè ðàçìåðíîñòåé ýòèõ

ìíîãîîáðàçèé, òî åñòü dimZf − dimP(W ), ïðè÷åì òàê êàê

dimZf = dimX + r(F )− 1 = dimX + dimW − r(E)− 1 = dimX − r(E) + dimP(W ),

îíà ðàâíà â òî÷íîñòè dimX−r(E). Êðîìå òîãî, ó ìîðôèçìà (ñåïàðàáåëüíîãî) ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé

îáùèé ñëîé ãëàäîê. �

Óïðàæíåíèå 9. Ïóñòü X ⊂ Pn çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà, codimX = m. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ îáùåé

ïëîñêîñòè Pm ⊂ Pn ïåðåñå÷åíèå X ∩ Pm � àðòèíîâà ïîäñõåìà, ïðè÷åì dim Γ(X ∩ Pm,OX∩Pm) íå

çàâèñèò îò âûáîðà ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.2. ×èñëî dim Γ(X∩Pm,OX∩Pm) äëÿ îáùåé ïëîñêîñòè Pm ⊂ Pn íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ

ïîäñõåìû X ⊂ Pn.

Òàêæå íàì ïîíàäîáèòñÿ îïèñàíèå ãðóïïû êëàññîâ äèâèçîðîâ íà ãðàññìàíèàíå.

Ëåììà 3.3. Èìååì Pic Gr(m,W ) ∼= Z, ïðè÷åì îáðàçóþùåé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîå ðàññëîåíèå
∧

mU ∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ðàçëîæåíèå W = V0 ⊕ V1, dimV0 = m. Ïîäìíîãîîáðàçèå

D = {U ∈ Gr(m,W ) | U ∩ V0 6= 0} ⊂ Gr(m,W )

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì äèâèçîðîì (ìîðôèçì GrP(V1)(m − 1, (W ⊗ OP(V1))/OP(V1)(−1)) → Gr(m,W ) èìå-

åò D ñâîèì îáðàçîì, çíà÷èò D íåïðèâîäèìî). Ïðè ýòîì, êàê ìû óæå ïðîâåðÿëè, äîïîëíåíèå ê D �

àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî A(Hom(V0, V1)). Èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ZD → Pic Gr(m,V )→ Pic(Gr(m,W ) \D)→ 0

ñëåäóåò, ÷òî D ïîðîæäàåò ãðóïïó Pic(Gr(m,W )). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé íóëåé

ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ
∧

mU ∗, ñîîòâåòñòâóþùåãî âëîæåíèþ
∧

mV ∗0 ⊂
∧

mW ∗ = Γ(Gr(m,W ),
∧

mU ∗),

ñëåäîâàòåëüíî äèâèçîðó D ñîîòâåòñòâóåò ðàññëîåíèå
∧

mU ∗. �

Ëèíåéíîå ðàññëîåíèå
∧

mU ∗ íà Gr(m,W ) îáîçíà÷àåòñÿ OGr(m,W )(1), à åãî d-àÿ òåíçîðíàÿ ñòåïåíü

îáîçíà÷àåòñÿ OGr(m,W )(d).

Óïðàæíåíèå 10. Ïóñòü 0 ⊂ V2 ⊂ V1 ⊂W , dimV2 < m < dimV1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêòîð îáðàò-

íîãî îáðàçà äëÿ âëîæåíèÿ Gr(k, V1/V2) → Gr(m,W ) (ãäå k = m − dimV2) ïåðåâîäèò OGr(m,W )(d) â

OGr(k,V1/V2)(d).

Òåïåðü âñå ãîòîâî äëÿ êîíñòðóêöèè.

Ïóñòü X ⊂ P(W ) � íåïðèâîäèìàÿ ïîäñõåìà êîðàçìåðíîñòè m è ñòåïåíè d. Ïóñòü dimW = n.

Ðàññìîòðèì ãðàññìàíèàí Gr(m,W ) è ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ Fl(1,m;W ) ⊂ P(W )×Gr(m,W ) è ïóñòü

p è q � ïðîåêöèè Fl(1,m;W ) íà P(W ) è Gr(m,W ) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì

ZX = GrX(m− 1, (W ⊗ OX)/OX(−1)) ∼= X ×P(W ) Fl(1,m;W ) = p−1(X) ⊂ X ×Gr(m,W ).

Íàêîíåö, ïóñòü DX = q(ZX) ⊂ Gr(m,W ). ßñíî, ÷òî DX � íåïðèâîäèìîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 3.4. Ïîäñõåìà DX ⊂ Gr(m,W ) � ñõåìà íóëåé ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ OGr(m,W )(d). Åñëè

ïîäñõåìà X ⊂ P(W ) ïðèâåäåíà, òî îíà îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî DX .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî ìîðôèçì p � ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ñî ñëîåì

Gr(m− 1, n− 1). Ïîýòîìó codimFl(1,m;W ) ZX = codimX = m. Çíà÷èò

dimDX ≤ dimZX = dim Gr(m,W ) + (m− 1)−m = dim Gr(m,W )− 1.

Âûáåðåì òåïåðü îáùåå ïîäïðîñòðàíñòâî U1 ⊂W ðàçìåðíîñòè m+1 (òàê ÷òîáû X∩P(U1) áûëî àðòè-

íîâîé ïîäñõåìîé), è îáùåå ïîäïðîñòðàíñòâî U2 ⊂ U1 ðàçìåðíîñòè m− 1 (òàê ÷òîáû X ∩P(U2) = ∅).
Òîãäà ðàññìîòðèì LU1,U2 = {U ∈ Gr(m,W ) | U2 ⊂ U ⊂ U1} ∼= P(U1/U2). ßñíî, ÷òî DX∩LU1,U2 � ïîä-

ñõåìà äëèíû d. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî DX äèâèçîð. Â ñàìîì äåëå, çàìåòèì, ÷òî Gr(m,U1) ⊂ Gr(m,W )

� ñõåìà íóëåé ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ (U ∗)⊕(n−m−1), êîòîðîå ïîðîæäàåòñÿ ãëîáàëüíûìè ñå÷åíèÿìè, à

LU1,U2 ⊂ Gr(m,U1) � ñõåìà íóëåé ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ (U1/U )⊕(m−1), êîòîðîå òîæå ïîðîæäàåòñÿ

ãëîáàëüíûìè ñå÷åíèÿìè, ïîýòîìó codimLU1,U2
(DX ∩ LU1,U2) = codimDX . Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî åñ-

ëè O(k) � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äèâèçîðó DX , òî äèâèçîðó DX ∩ LU1,U2 íà LU1,U2

òàêæå ñîîòâåòñòâóåò ðàññëîåíèå O(k), ïîýòîìó k = d.

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê X âîññòàíîâèòü ïî DX . Çàìåòèì äëÿ ýòîãî, ÷òî åñëè x ∈ P(W ) \ X �

ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, òî äëÿ îáùåãî U ∈ q(p−1(x)) ïåðåñå÷åíèå P(U) ∩X ïóñòî, òî åñòü q(p−1(x)) 6⊂
DX , â òî âðåìÿ êàê äëÿ x ∈ X èìååì q(p−1(x)) ⊂ DX ïî ïîñòðîåíèþ. Çíà÷èò

X = {x ∈ X | q(p−1(x)) ⊂ DX}.

Åñëè X ïðèâåäåíà, òî ñõåìíàÿ ñòðóêòóðà íà X âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî. �

Óïðàæíåíèå 11. Ïîêàæèòå, ÷òî LU1,U2 � ïðÿìàÿ íà ãðàññìàíèàíå Gr(m,W ) è ÷òî âñÿêàÿ ïðÿ-

ìàÿ íà Gr(m,W ) èìååò òàêîé âèä. Èíà÷å ãîâîðÿ, F1(Gr(m,W )) = Fl(m− 1,m+ 1;W ).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ äèâèçîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññëîåíèþ OGr(m,W )(d) �

ýòî ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî P(V ), V = Γ(Gr(m,W ),OGr(m,W )(d)). Ìû ïîêàçàëè, ÷òî âñÿêàÿ ïîäñõå-

ìà X ⊂ P(W ) êîðàçìåðíîñòè m è ñòåïåíè d ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå â íåì. Îòäåëüíî ìîæíî ïðîâåðèòü,

÷òî â P(V ) ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Cn−1,n−1−m,d (êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñõåìà

×æîó) òàêîå ÷òî ïîäñõåìû X ñîîòâåòñòâóþò åãî k-òî÷êàì. Îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû íà P(V ) äàþò

ñèñòåìó êîîðäèíàò íà Cn−1,n−1−m,d, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòû ×æîó.

Óïðàæíåíèå 12. Ïîêàæèòå, ÷òî Cn,n−1,d = P(SdW ∗).

Óïðàæíåíèå 13. Ïîêàæèòå, ÷òî Cn,k,1 = Gr(k + 1, n+ 1).

Ïðèìåð 3.5. Ðàññìîòðèì íóëüìåðíûå ïîäñõåìû ñòåïåíè 2 â Pn. Òîãäà m = n, Gr(m,n + 1) = Pn

(äâîéñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî), à DX � îáúåäèíåíèå äâóõ ãèïåðïëîñêîñòåé (åñëè X �

äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè), ëèáî äâîéíàÿ ïëîñêîñòü (åñëè X � ïîäñõåìà äëèíû 2, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â

îäíîé òî÷êå). Íà ýòîì ïðèìåðå õîðîøî âèäíî, ÷òî ïðèâåäåííîñòü X íåîáõîäèìà äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ

X ïî DX .

Óïðàæíåíèå 14. Ïîêàæèòå, ÷òî Cn,0,2 = D2(ϕ), ãäå ϕ : W ⊗ OP(S2W ∗) → W ∗ ⊗ OP(S2W ∗). Ïðî-

âåðüòå, ÷òî äëÿ n = 2 � ýòî ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 3 â P5.

Óïðàæíåíèå 15. Îïèøèòå ñõåìó ×æîó C3,1,2 êðèâûõ ñòåïåíè 2 â P3.
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