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Ìíîãîîáðàçèÿ ìîäóëåé

1. Ôóíêòîðû òî÷åê

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ

÷àñòî íàõîäÿòñÿ â áèåêöèè ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê íåêîòîðûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Åñòåñòâåí-

íî, õîòåëîñü áû, ÷òîáû ýòè ìíîãîîáðàçèÿ íå ïàäàëè ñ íåáà, à îïðåäåëÿëèñü îäíîçíà÷íî èçó÷àåìûìè

ìíîæåñòâàìè îáúåêòîâ. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî k-òî÷åê ñõåìû X íå ìîæåò îïðåäåëÿòü

ñõåìó îäíîçíà÷íî � ÿñíî, ÷òî íà ïî÷òè âñåõ ñõåìàõ ìíîæåñòâà k-òî÷åê ðàâíîìîùíû. Ïîýòîìó íóæíà

êàêàÿ-òî äîïîëíèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà. Íàèáîëåå óäîáíîé, îêàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà �ôóíêòîðà òî÷åê�.

ÏóñòüX � ïðîèçâîëüíàÿ ñõåìà. Íàïîìíèì, ÷òî k-òî÷êà ñõåìûX � ýòî ìîðôèçì Spec k→ X. Àíà-

ëîãè÷íî, S-òî÷êîé ñõåìû X (ãäå S � ïðîèçâîëüíàÿ ñõåìà), íàçûâàåòñÿ ìîðôèçì S → X. Ìíîæåñòâî

S-òî÷åê ñõåìû X îáîçíà÷àåòñÿ X(S). Òàêèì îáðàçîì, X(S) = Map(S,X).

Çàìåòèì, ÷òî ñîïîñòàâëåíèå S 7→ X(S) ÿâëÿåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì íà êàòåãîðèè

ñõåì � ìîðôèçìó f : S′ → S î÷åâèäíî ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìîðôèçì f∗ : X(S) → X(S′), ïåðåâîäÿùèé

S-òî÷êó S → X â S′-òî÷êó S′
f−−→ S → X. Îáîçíà÷èì ýòîò ôóíêòîð hX . Èòàê,

hX : Schopp → Sets, hX(S) = X(S).

ãäå Sch � êàòåãîðèÿ ñõåì, à Sets � êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ. Îêàçûâàåòñÿ, ïî ôóíêòîðó òî÷åê ñõåìà

âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Åñëè ôóíêòîðû òî÷åê hX è hY èçîìîðôíû, òî è ñõåìû X è Y èçîìîðôíû.

Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî ôóíêòîðà F : Schopp → Sets èìååòñÿ èçîìîðôèçì

Hom(hX , F ) ∼= F (X).

Â ÷àñòíîñòè, Hom(hX , hY ) = hY (X) = Y (X) = Map(X,Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñîâåðøåííî îáùåêàòåãîðíîå óòâåðæäåíèå èçâåñòíîå êàê ëåììà Èîíåäû. Äî-

êàæåì åãî. Ïóñòü α : hX → F � ìîðôèçì ôóíêòîðîâ, òî åñòü íàáîð ìîðôèçìîâ αS : hX(S) → F (S)

äëÿ âñåõ ñõåì S, òàêèõ ÷òî êâàäðàòû

hX(S)

hX(ϕ)
��

αS // F (S)

F (ϕ)
��

hX(S
′)

αS′ // F (S′)

êîììóòàòèâíû äëÿ âñåõ ìîðôèçìîâ ϕ : S′ → S. Â ÷àñòíîñòè îí äàåò ìîðôèçì αX : hX(X)→ F (X).

Íî hX(X) = Map(X,X) ñîäåðæèò âûäåëåííûé ýëåìåíò, idX . Ïîëîæèì

fα := αX(idX) ∈ F (X).

Îáðàòíî, ïóñòü f ∈ F (X). Êàæäîé ñõåìå S è êàæäîìó ìîðôèçìó ϕ : S → X ñîïîñòàâèì ýëåìåíò

F (ϕ)(f) ∈ F (S) � îáðàç f ïîä äåéñòâèåì ìîðôèçìà F (ϕ) : F (X)→ F (S). Òåì ñàìûì ïîëó÷àåì ñîïî-

ñòàâëåíèå ϕ 7→ F (ϕ)(f), òî åñòü îòîáðàæåíèå hX(S) → F (S). Îíî ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì ôóíêòîðîâ

hX → F , òàê êàê êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàììû

hX(S)

hX(g)
��

// F (S)

F (g)
��

hX(S
′) // F (S′)
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äëÿ âñÿêîãî ìîðôèçìà g : S′ → S î÷åâèäíà. Äåéñòâèòåëüíî, â îäíîì ñëó÷àå ϕ : S → X ïåðåõîäèò

ñíà÷àëà â hX(g)(ϕ) = ϕ ◦ g : S′ → X, à çàòåì â F (ϕ ◦ g)(f), à â äðóãîì � ñíà÷àëà â F (ϕ)(f), à çàòåì

â F (g)(F (ϕ)(f)). Íî F (ϕ ◦ g)(f) = F (g)(F (ϕ)(f)) â ñèëó ôóíêòîðèàëüíîñòè F .

Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûé ìîðôèçì ôóíêòîðîâ ÷åðåç αf : hX → F . Òîãäà ÿñíî, ÷òî

αfα(ϕ) = F (ϕ)(fα) = F (ϕ)(αX(idX)) = αS(hX(ϕ)(idX)) = αS(idX ◦ϕ) = αS(ϕ),

òàê ÷òî αfα = α. Îáðàòíî,

fαf = αf (idX) = F (idX)(f) = idF (X)(f) = f.

Òàêèì îáðàçîì, ìû óáåäèëèñü, ÷òî Hom(hX , F ) = F (X). Ðàâåíñòâî Hom(hX , hY ) = Map(X,Y )

ñðàçó îòñþäà ñëåäóåò. Íàêîíåö, åñëè hX ∼= hY , òî âçàèìíî îáðàòíûå ìîðôèçìû hX → hY è hY → hX
îáÿçàíû ïðîèñõîäèòü èç ìîðôèçìîâ X → Y è Y → X, êîòîðûå â ñèëó äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà

îáÿçàíû áûòü âçàèìíî îáðàòíûìè. �

Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå íà ñàìîì äåëå äîâîëüíî óäèâèòåëüíî. Îíî ãîâîðèò î òîì, ÷òî õîòÿ çíàíèÿ

ìíîæåñòâà k-òî÷åê ñõåìû ñîâåðøåííî íåäîñòàòî÷íî, äëÿ òîãî ÷òîáû ýòó ñõåìó îïèñàòü, íî çíàíèÿ

âñåõ S-òî÷åê äëÿ âñåõ S (êàê ôóíêòîðà èç êàòåãîðèè ñõåì) óæå âïîëíå äîñòàòî÷íî. Èíà÷å ãîâîðÿ,

òîïîëîãèÿ è êîëüöî ôóíêöèé çàêîäèðîâàíû â ôóíêòîðèàëüíîñòè ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ.

2. Ïðåäñòàâèìûå ôóíêòîðû è óíèâåðñàëüíûå ñåìåéñòâà

Ïóñòü òåïåðü çàäàí ïðîèçâîëüíûé ôóíêòîð F : Schopp → Sets.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ôóíêòîð F íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ñõåìà M è èçîìîðôèçì

ôóíêòîðîâ hM ∼= F . Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òîM � òîíêîå ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé, ñîîòâåòñòâóþùåå

ôóíêòîðó F .

Ïðèìåð 2.2. Ïóñòü W � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì òàêîé ôóíêòîð F : Schopp → Sets.

Êàæäîé ñõåìå S ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ïîäðàññëîåíèé ε : L ⊂ W ⊗ OS , ñ òî÷íîñòüþ äî

ýêâèâàëåíòíîñòè (L , ε) ∼ (L ′, ε′), åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ϕ : L ′ → L , òàêîé ÷òî ε′ = ε ◦ ϕ.
Òîãäà ôóíêòîð F ïðåäñòàâèì, à ñîîòâåòñòâóþùåå òîíêîå ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé � P(W ).

Ïðèìåð 2.3. Ïóñòü W � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì òàêîé ôóíêòîð F : Schopp → Sets.

Êàæäîé ñõåìå S ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâî ïîäðàññëîåíèé ε : E ⊂ W ⊗ OS ðàíãà r, ñ òî÷íîñòüþ äî

ýêâèâàëåíòíîñòè (E , ε) ∼ (E ′, ε′), åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ϕ : E ′ → E , òàêîé ÷òî ε′ = ε◦ϕ. Òîãäà
ôóíêòîð F ïðåäñòàâèì, à ñîîòâåòñòâóþùåå òîíêîå ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé � Gr(r,W ).

Óïðàæíåíèå 1. Íàïèøèòå ôóíêòîð, ÷üå òîíêîå ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé � ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ.

Ïðèìåð 2.4. Ïóñòü E � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà ñõåìå X. Ðàññìîòðèì ôóíêòîð F : Schopp → Sets,

ñîïîñòàâëÿþùèé ñõåìå S ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ f : S → X è ëèíåéíûõ ïîäðàññëîåíèé ε : L ⊂ f∗E,
ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè (f,L , ε) ∼ (f ′,L ′, ε′), åñëè f ′ = f è ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ðàñ-

ñëîåíèé ϕ : L ′ → L , òàêîé ÷òî ε′ = ε ◦ ϕ. Òîãäà ôóíêòîð F ïðåäñòàâèì, à ñîîòâåòñòâóþùåå òîíêîå

ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé � PX(E).

Óïðàæíåíèå 2. Íàïèøèòå ôóíêòîð, òîíêîå ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé êîòîðîãî � ýòî GrX(r, E).

Ïóñòü ôóíêòîð F ïðåäñòàâèì, à ñîîòâåòñòâóþùåå òîíêîå ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé � M . Òîãäà â

ìíîæåñòâå F (M) åñòü âûäåëåííûé ýëåìåíò � ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé òîæäåñòâåííîìó ìîðôèçìó

idM ∈ Map(M,M) = hM (M) ïðè èçîìîðôèçìå F ∼= hM . Ýòîò ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì

ñåìåéñòâîì íà M .
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Ïðèìåð 2.5. Â ïðèìåðå 2.2 óíèâåðñàëüíîå ñåìåéñòâî � ýòî òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå

OP(W )(−1) ↪→W ⊗ OP(W ).

Ïðèìåð 2.6. Â ïðèìåðå 2.3 óíèâåðñàëüíîå ñåìåéñòâî � ýòî òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå

U ↪→W ⊗ OGr(r,W ).

Ïðèìåð 2.7. Â ïðèìåðå 2.4 óíèâåðñàëüíîå ñåìåéñòâî � ýòî ïðîåêöèÿ p : PX(E ) → X è òàâòîëîãè-

÷åñêîå âëîæåíèå OPX(E)(−1) ↪→ p∗E.

Ïîëåçíî ïîíèìàòü, ÷òî íà ÿçûêå ìíîãîîáðàçèé ìîäóëåé è óíèâåðñàëüíûõ ñåìåéñòâ ëåììà Èîíåäû

èìååò ñëåäóþùóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó.

Ïðåäëîæåíèå 2.8. Ïóñòü F : Schopp → Sets � ôóíêòîð, îáëàäàþùèé òîíêèì ìíîãîîáðàçèåì

ìîäóëåé M , à u ∈ F (M) � ñîîòâåòñòâóþùåå óíèâåðñàëüíîå ñåìåéñòâî. Òîãäà ìîðôèçìû S → M

íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà F (S), ïðè÷åì åñëè

ϕ : S →M ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòó f ∈ F (S), òî f = F (ϕ)(u).

3. Ôóíêòîð ïîäñõåì, ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà è ïëîñêèå ïó÷êè

Âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î ïàðàìåòðèçàöèè ñåìåéñòâ çàìêíóòûõ ïîäñõåì â ôèêñèðîâàííîì ìíîãî-

îáðàçèè X. Ïîïðîáóåì îïðåäåëèòü ïîäõîäÿùèé ôóíêòîð F : Schopp → Sets. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî

ñóùåñòâóåò àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèåHX , ïàðàìåòðèçóþùåå âñå çàìêíóòûå ïîäñõåìû âX. ßñíî,

÷òî ñîîòâåòñòâóþùèì óíèâåðñàëüíûì ñåìåéñòîì äîëæíà áûòü çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà ZX ⊂ X × HX

� äåéñòâèòåëüíî, åñëè òàêàÿ ïîäñõåìà çàäàíà, òî òî÷êàì èç HX ìîæíî ñîïîñòàâëÿòü ñëîè ZX ,

êîòîðûå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ïîäñõåìàìè â X. Àíàëîãè÷íî, äëÿ êàæäîé

S-òî÷êè ñõåìû HX , òî åñòü ìîðôèçìà S → HX , ìîæíî áóäåò ðàññìîòðåòü ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå

ZX ×HX S � ýòî áóäåò ïîäñõåìà â (X×HX)×HX S = X×S. Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü

F (S) êàê ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ ïîäñõåì â Z ⊂ X × S, âîçìîæíî ñ êàêèìè-òî îãðàíè÷åíèÿìè.
Åñòåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå � ñëîè ìîðôèçìà Z → S äîëæíû áûòü �ïîõîæèìè�. Íàïðèìåð, åñëè

îáùèé ñëîé � òî÷êà, òî ñïåöèàëüíûé ñëîé òîæå äîëæåí áûòü òî÷êîé, à íå äâóìÿ òî÷êàìè. Èëè,

íàïðèìåð, åñëè îáùèé ñëîé � êîíèêà, òî è ñïåöèàëüíûé ñëîé äîëæåí áûòü êîíèêîé. Âîïðîñ � êàê

òàêîãî ðîäà îãðàíè÷åíèÿ ñôîðìóëèðîâàòü ìàòåìàòè÷åñêè.

Ìîæíî, íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ïîäñõåìû Z ⊂ X×S, ÷òî ìîðôèçì Z → S ÿâëÿåòñÿ

ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì. Ýòî áûëî áû âïîëíå ðàçóìíûì óñëîâèåì â äèôôåðåíöèàëüíîé

ãåîìåòðèè, íî â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè � ýòî ñëèøêîì ñèëüíîå óñëîâèå. Êîíå÷íî, îíî çàïðåùàåò

ïîÿâëåíèå ëèøíèõ òî÷åê â ñëîÿõ, íî òàêæå îíî çàïðåùàåò è âûðîæäåíèÿ êîíèê. Ïîýòîìó óñëîâèå

ëîêàëüíîé òðèâèàëüíîñòè íå ãîäèòñÿ.

Äîñòàòî÷íî ðàçóìíûì ñî âñåõ òî÷åê çðåíèÿ óñëîâèåì îêàçûâàåòñÿ óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ âñåõ ÷èñ-

ëåííûõ èíâàðèàíòîâ ñëîåâ, â êîíöå êîíöîâ ïðèâîäÿùèå ê ïîíÿòèþ ïëîñêîñòè.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü F � êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå Pn. Ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííûé ìíîãî÷ëåí PF (t) ∈ Q[t] ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôèöèåíòûìè ñòåïåíè íå âûøå n, òàê ÷òî

PF (t) = dim(H0(Pn,F (t))) äëÿ âñåõ öåëûõ t� 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

PF (t) := χ(Pn,F (t)) =

n∑
i=0

(−1)i dim(H i(Pn,F (t))).
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ßñíî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà îïðåäåëåíà ïðè âñåõ t ∈ Z, ïðè÷åì ïðè t� 0 ñòàðøèå êîãîìîëîãèè

çàíóëÿþòñÿ, ïîýòîìó îíà ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ H0. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

ýòî âûðàæåíèå ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò t. Áóäåì äîêàçûâàòü ýòî èíäóêöèåé ïî n.

Áàçà èíäóêöèè � n = 0 � î÷åâèäíà, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå F ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì,

ïîäêðóòêà íèêàê åãî íå ìåíÿåò, è çíà÷èò PF (t) � êîíñòàíòà, ðàâíàÿ ðàçìåðíîñòè F .

Ïóñòü òåïåðü n > 0. Ðàññìîòðìè ëèíåéíóþ ôóíêöèþ f íà Pn, êîòîðàÿ íå àííóëèðóåò íèêàêîå

ëîêàëüíîå ñå÷åíèå F (èíà÷å ãîâîðÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü Pn−1 ⊂ Pn íå ñîäåðæèò íî-

ñèòåëü íèêàêîé àññîöèèðîâàííîé òî÷êè ïó÷êà F ). Ïîëó÷èì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ OPn(−1)
f−−→ OPn → OPn−1 → 0.

Äîìíîæèì åå íà F (t), ïîëó÷èì òî÷íóþ òðîéêó

0→ F (t− 1)
f−−→ F (t)→ F |Pn−1(t)→ 0.

Ðàññìàòðèâàÿ äëèííóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîãîìîëîãèé è àëüòåðíèðîâàííóþ ñóììó èõ ðàç-

ìåðíîñòåé, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

PF |Pn−1
(t) = PF (t)− PF (t− 1).

Ëåâàÿ ÷àñòü, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò t (ñòåïåíè íå âûøå n − 1).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí îò t (íà åäèíèöó áîëüøåé ñòåïåíè),

ðàâíûé â öåëûõ òî÷êàõ PF (t). �

Ìíîãî÷ëåí PF (t), îïèñàííûé â ïðåäûäóùåé ëåììå íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà ïó÷êà F .

Òåîðåìà Ðèìàíà�Ðîõà ïîçâîëÿåò åãî ÿâíî âû÷èñëèòü â òåðìèíàõ õàðàêòåðà ×åðíà ch(F ) ïó÷êà F :

PF (t) = deg((exp(tH) ch(F ) Td(Pn))

= deg

((
1 + tH + · · ·+ tn

n!
Hn

)
(r(F ) + ch1(F ) + · · ·+ chn(F ))(1 + Td1+ · · ·+Tdn)

)
,

ãäå H � êëàññ ãèïåðïëîñêîñòè, Tdi � êîýôôèöèåíòû êëàññà Òîääà ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Pn,
à deg � ôóíêöèÿ ñòåïåíè íà ñòàðøèõ êîãîìîëîãèÿõ.

Ïóñòü òåïåðü X � ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, à L � î÷åíü îáèëüíûé ïó÷îê íà X. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò åñòåñòâåííîå âëîæåíèå i : X ↪→ Pn, òàêîå ÷òî L ∼= i∗OPn(1). Ïî ôîðìóëå ïðîåêöèè

Hp(X,F ⊗L t) ∼= Hp(Pn, i∗(F ⊗ i∗OPn(t))) ∼= Hp(Pn, i∗F (t)),

ïîýòîìó ïðè âñåõ t� 0

dimH0(X,F ⊗L t) = Pi∗F (t)

ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà ïó÷êà F îòíîñèòåëüíî ëèíåé-

íîãî ðàññëîåíèÿ L . Îí ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âûáîðà ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü f : X → S ïðîåêòèâíûé ìîðôèçì íà ñâÿçíóþ ïðèâåäåííóþ ñõåìó S, L �

îòíîñèòåëüíî î÷åíü îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà X, à F � êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà X. Êàæäîé

òî÷êå s ∈ S ñîïîñòàâèì ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà

pF ,s(t) := PF |Xs (t),

ãäå Xs = f−1(s) � ñëîé ñõåìû X íàä òî÷êîé s. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) ìíîãî÷ëåí pF ,s(t) ∈ Q[t] íå çàâèñèò îò òî÷êè s;

(2) äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ X âûïîëíåíî Tor
OS,s
>0 (FX,x,−) = 0, ãäå s = f(x).

Äîêàçûâàòü ýòó òåîðåìó ìû íå áóäåì (åå äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî íàéòè â ëþáîì ó÷åáíèêå). Äëÿ íàñ

îíà, ñêîðåå, ÿâëÿåòñÿ ìîòèâàöèåé äëÿ ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü X � ñõåìà íàä S, à F � êâàçèêîãåðåíòíûé ïó÷îê íà X. Ïó÷îê F �

ïëîñêèé íàä S, åñëè äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ X âûïîëíåíî óñëîâèå Tor
OS,s
>0 (FX,x,−) = 0, ãäå s = f(x).

Àíàëîãè÷íî, ñõåìà X � ïëîñêàÿ íàä S, åñëè åå ñòðóêòóðíûé ïó÷îê OX � ïëîñêèé íàä S.

Â îáùåì ñëó÷àå, ïëîñêîñòü ïó÷êà è ïîñòîÿííîñòü ìíîãî÷ëåíà Ãèëüáåðòà íå ýêâèâàëåíòíû.

Ïðèìåð 3.4. Ïóñòü X = (P1 × S) \ {x}, ãäå x � çàìêíóòàÿ òî÷êà, à F = OX . Òîãäà F ïëîñêèé

íàä S, õîòÿ pF ,s(t) = 1 + t ïðè s 6= f(x), íî pF ,s(t) = t ïðè s = f(x).

Ïðèìåð 3.5. Ïóñòü X = S = S1 t S2 � íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ êîìïîíåíò, F = OS1 ⊕ O⊕2S2
.

Òîãäà F ïëîñêèé íàä S, õîòÿ pF ,s(t) = i ïðè s ∈ Si.

Åñëè F íå êîãåðåíòåí, òî åãî ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà íå âïîëíå îïðåäåëåí, ïîýòîìó è ãîâîðèòü î

ðàâíîñèëüíîñòè íå ïðèõîäèòñÿ. Íàêîíåö, åñëè S íå ïðèâåäåíà, òî ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà ïó÷êà íå

ñîäåðæèò íèêàêîé èíôîðìàöèè î äåéñòâèè íèëüïîòåíòîâ è íå ìîæåò êîíòðîëèðîâàòü ïëîñêîñòü.

Ïðèìåð 3.6. Ïóñòü X = S = Spec(k[u]/u2), F = k[u]/u2 è G = k. Òîãäà äëÿ åäèíñòâåííîé òî÷êè

s ∈ S èìååì Fs
∼= Gs ∼= k, ïîýòîìó pF ,s = pG ,s = 1, íî ïðè ýòîì ïó÷îê F ïëîñêèé, à ïó÷îê G � íåò.

Óïðàæíåíèå 3. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè X = S è F � êîãåðåíòåí, òî F ïëîñêèé íàä S òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà F ëîêàëüíî ñâîáîäåí.

Óïðàæíåíèå 4. Ïóñòü f : X → S � ïðîåêòèâíûé ìîðôèçì, à F � êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà X,

ïëîñêèé íàä S. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîêðûòèå S íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îòêðûòûìè ïîäñõåìàìè

S =
⊔

p∈Q[t]

Sp,

òàê ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè s ∈ Sp âûïîëíåíî pF ,s = p.

4. Ôóíêòîð Hilb è ôóíêòîð Quot

Ïóñòü X � ñõåìà. Îïðåäåëèì ôóíêòîð Hilb ôîðìóëîé

HilbX(S) = {Z ⊂ X × S | Z � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà, ïëîñêàÿ íàä S},

ïðè÷åì, åñëè f : S′ → S � ìîðôèçì, è Z ∈ HilbX(S), ïîëîæèì HilbX(f)(Z) := Z ×S S′. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ñõåìà Z×SS′ ïëîñêàÿ íàä S′, ïîýòîìó îïðåäåëåíèå êîððåêòíî è çàäàåò êîíòðàâàðèàíòíûé
ôóíêòîð èõ êàòåãîðèè ñõåì â êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ.

Åñëè ñõåìà X ïðîåêòèâíà (è íà íåé ôèêñèðîâàíî î÷åíü îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå, çàäàþùåå

åå âëîæåíèå â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî), òî òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêòîð

HilbpX(S) = {Z ⊂ X×S | Z � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà, ïëîñêàÿ íàä S, ïðè÷åì pOZ ,s = p äëÿ âñåõ s ∈ S},

ãäå p� ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðèíèìàþùèé öåëûå çíà÷åíèÿ

â öåëûõ òî÷êàõ.

Ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ òåîðåìà, äîêàçàííàÿ Ãðîòåíäèêîì, ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äîêçàòåëüñòâà ïðåäñòà-

âèìîñòè ðàçíûõ àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêòîðîâ.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü X � ïðîåêòèâíàÿ ñõåìà, è p � ìíîãî÷ëåí ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè,

ïðèíèìàþùèé öåëûå çíà÷åíèÿ â öåëûõ òî÷êàõ. Òîãäà ôóíêòîð HilbpX ïðåäñòàâèì ïðîåêòèâíîé

ñõåìîé HilbpX .

Ñëåäñòâèå 4.2. Åñëè X � ïðîåêòèâíàÿ ñõåìà, òî ôóíêòîð HilbX ïðåäñòàâèì ñõåìîé

HilbX :=
⊔

p∈Q[t]

HilbpX ,

ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì öåëîçíà÷íûì ìíîãî÷ëåíàì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S � ñõåìà è Z ∈ HilbX(S), òî åñòü Z ⊂ X×S � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà ïëîñ-

êàÿ íàä S. Â ñèëó Óïðàæíåíèÿ 4 ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå S =
⊔
Sp, òàêîå ÷òî ìíîã÷ëåí Ãèëüáåðòà

ïîäñõåìû Z ×S Sp ⊂ X × Sp ðàâåí p, òî åñòü Z ×S Sp ∈ HilbpX(Sp). Ïî òåîðåìå Ãðîòåíäèêà ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå fp : Sp → HilbpX , òàêîå ÷òî Z ×S Sp èíäóöèðîâàíî óíèâåðñàëüíîé
ïîäñõåìîé. Ïîëîæèì

fZ = tpfp : S =
⊔
p

Sp →
⊔
p

HilbpX .

Ñîïîñòàâëåíèå Z 7→ fZ çàäàåò ìîôðèçì ôóíêòîðîâ HilbX → htp HilbpX
. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòîò

ìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. �

Íà ñàìîì äåëå, ìû òîëüêî ÷òî ïðîâåðèëè, ÷òî ôóíêòîð HilbX ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíå-

íèåì ôóíêòîðîâ HilbpX ïî âñåì öåëîçíà÷íûì ìíîãî÷ëåíàì p(t) â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Íåñâÿçíûì

îáúåäèíåíèåì ôóíêòîðîâ Fi : Schopp → Sets, i ∈ I íàçûâàåòñÿ ôóíêòîð(⊔
i∈I

Fi

)
(S) =

⊔
ϕ : S→I

(∏
i∈I

Fi(ϕ
−1(i))

)
,

ãäå ϕ ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé S → I (I ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ äèñêðåòíîé

òîïîëîãèåé), à ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî òåì i, äëÿ êîòîðûõ ϕ−1(i) íåïóñòî.

Óïðàæíåíèå 5. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêòîð
⊔
Fi ïðåäñòàâèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé

èç ôóíêòîðîâ Fi ïðåäñòàâèì, ïðè÷åì ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé ôóíêòîðà
⊔
Fi � íåñâÿçíîå îáúåäèíå-

íèþ ìíîãîîáðàçèé ìîäóëåé ôóíêòîðîâ Fi.

Ñëåäóþùåå âàæíîå îáîáùåíèå ôóíêòîðà Hilb òîæå äîâîëüíî ïîëåçíî. Ïóñòü X � ñõåìà, à E �

êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà X. Îáðåäåëèì ôóíêòîð Quot ôîðìóëîé

QuotE
X(S) = {(F , ϕ) | F ∈ coh(X × S), F � ïëîñêèé íàä S, à ϕ : E � OS � F � ýïèìîðôèçì}.

Ëåììà 4.3. Èìååòñÿ èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ HilbX ∼= QuotOX
X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíà Z ∈ HilbX(S) � ïëîñêàÿ íàä S çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà â X ×S. Ñîïîñòà-
âèì åé ïó÷îê OZ ∈ coh(X ×S) âìåñòå ñ åñòåñòâåííîé ñþðúåêöèåé ϕZ : OX �OS = OX×S � OZ . Î÷å-

âèäíî, (OZ , ϕZ) ∈ QuotOX
X (S). Àíàëîãè÷íî, åñëè (F , ϕ) ∈ QuotOX

X (S), òî ñþðúåêöèÿ ϕ : OX×S � F

îïðåäåëÿåò ïîäñõåìó Z ⊂ X × S, òàêóþ ÷òî OZ = F . ßñíî, ÷òî Z ∈ HilbX(S). Áîëåå òîãî, ïîñòðî-

åííûå ñîîòâåòñòâèÿ î÷åâèäíî áèåêòèâíû è ôóíêòîðèàëüíû. �

Óïðàæíåíèå 6. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêòîð QuotE
X ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì

⊔
QuotE ,p

X .

Óïðàæíåíèå 7. Ïîêàæèòå, ÷òî HilbpX = QuotOX ,p
X .

Òåîðåìà î ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêòîðà Hilb ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåé òåîðåìû î

ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêòîðà Quot, òàêæå äîêàçàííîé Ãðîòåíäèêîì.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü X � ïðîåêòèâíàÿ ñõåìà, E � êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà X, à p � ìíîãî÷ëåí ñ

ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðèíèìàþùèé öåëûå çíà÷åíèÿ â öåëûõ òî÷êàõ. Òîãäà ôóíêòîð

QuotE ,p
X ïðåäñòàâèì ïðîåêòèâíîé ñõåìîé QuotE ,pX .

Óïðàæíåíèå 8. Ïîêàæèòå, ÷òî

(à) ôóíêòîð Hilb1
X ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñõåìîé X;

(á) ôóíêòîð Hilb1+m
Pn ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñõåìîé Gr(2, n+ 1);

(â) ôóíêòîð QuotW,rSpec k ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñõåìîé Gr(r,W ∗).

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ îïèøèòå óíèâåðñàëüíûå ñåìåéñòâà.
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