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ëÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÆÕÎËÔÏÒÙ
òÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ (ËÏ)ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÏ×ÓÅÍÅÓÔÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ,

(1) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × ÐÕÞËÅ) | × ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ;
(2) ÇÒÕÐÐÁ âÒÁÕÜÒÁ H2(Gal(k); k∗) | × ÔÅÏÒÉÉ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ;
(3) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÐÒÏËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ | × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ;
(4) ÇÒÕÐÐÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ Ext1(M;N) | × ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ;
(5) ÔÅÏÒÉÑ ÄÅÆÆÏÒÍÁÃÉÊ É ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÊ | × ÌÀÂÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ×ÁÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× É ÉÍÅÔØ ÕÄÏÂÎÙÅ ÓÒÅÄÓÔ×Á ÄÌÑ
ÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÒÅÄÏÊ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. éÓ-
ÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÌÀÂÙÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË-
ÔÏÒÁÍÉ, ÄÁÅÔ ÕÄÏÂÎÙÅ ÓÒÅÄÓÔ×Á ÄÌÑ ÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÄÒÕÇÕÀ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÜÔÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÊ ÑÚÙË ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ×ÏÐÒÏÓÏ×.

þÁÓÔØ 1. ëÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÆÕÎËÔÏÒÙ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C | ÜÔÏ

• ËÌÁÓÓ Ob C, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÂßÅËÔÁÍÉ C;
• ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ X;Y ∈ Ob C ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï HomC(X;Y ), ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ

× C É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ � : X → Y ;
• ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ X;Y; Z ∈ Ob C ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ HomC(X;Y ) × HomC(Y; Z) → HomC(X;Z), ËÏÔÏÒÏÅ

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �;  7→  � =  ◦ �;

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ Ä×ÕÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ

C1: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ Ob C ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ idX ∈ HomC(X;X), ÄÌÑ ËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ idX ◦� = � É  ◦ idX =  ÄÌÑ ×ÓÅÈ Y ∈ Ob C É � ∈ HomC(Y;X),  ∈ HomC(X;Y );

C2: ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ | � ◦ ( ◦ �) = (� ◦  ) ◦ � ÄÌÑ ×ÓÅÈ X;Y; Z;W ∈ Ob C É
� ∈ HomC(X;Y ),  ∈ HomC(Y; Z), � ∈ HomC(Z;W ).

éÎÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ X ∈ C ×ÍÅÓÔÏ X ∈ Ob C É � ∈ Hom(X;Y ) ×ÍÅÓÔÏ � ∈ HomC(X;Y )
(ÅÓÌÉ ÑÓÎÏ Ï ËÁËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ).
ìÀÂÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ × ÁÌÇÅÂÒÅ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂßÅËÔÁÍÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.
ðÒÉÍÅÒÙ 1.1. (1) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× Sets;

(2) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Top;
(3) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÄ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ Var=k;
(4) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÇÒÕÐÐ Gr;
(5) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ Ab;
(6) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÌÅÃ Rings;
(7) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅÃ Comm;
(8) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÌÅ×ÙÈ É ÐÒÁ×ÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R−mod É mod−R;
(9) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å VB(X);

(10) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÐÕÞËÏ× ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ Sh(X);
(11) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ× ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Qcoh(X);

(12) ÐÕÓÔØ I | ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï; ÐÏÌÏÖÉÍ Ob I = I, HomI(i; j) =
{
{ ∗ }; ÅÓÌÉ i 6 j
∅; ÉÎÁÞÅ .

(13) ÐÕÓÔØ Q | ËÏÌÞÁÎ (ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ); ÐÏÌÏÖÉÍ ObQ = { ×ÅÒÛÉÎÙ Q }, HomQ = {ÐÕÔÉ × Q }.
(14) ÐÕÓÔØ M | ÍÏÎÏÉÄ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ; ÐÏÌÏÖÉÍ Ob ∗M = { ∗ }, Hom∗M (∗; ∗) = M .
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úÄÅÓØ { ∗ } ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.
ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÏÓÕÝÅÓ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ. ëÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C
× ËÁÔÅÇÏÒÉÀ D | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ob C → ObD, X 7→ F (X) É HomC(X;Y ) → HomD(F (X); F (Y )), � 7→ F (�)
ÄÌÑ ×ÓÅÈ X;Y ∈ Ob C, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ

F (� ◦  ) = F (�) ◦ F ( ); ÄÌÑ ×ÓÅÈ X;Y; Z ∈ Ob C É  ∈ HomC(X;Y ), � ∈ HomC(Y;Z);
F (idX) = idF (X); ÄÌÑ ×ÓÅÈ X ∈ Ob C.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.2. (1) ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ idC : C → C;
(2) ÆÕÎËÔÏÒÙ ×ÌÏÖÅÎÉÑ i : Ab → Gr, Comm → Rings;
(3) ÆÕËÎÔÏÒÙ ÚÁÂ×ÅÎÉÑ fg : Var=k → Top → Sets, R−mod → Ab, Gr → Sets, Qcoh(X) → Sh(X);
(4) ÆÕÎËÔÏÒÙ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× fr : Sets → Ab;Gr;Rings;Comm;
(5) ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÕ cm : Gr → Ab;
(6) ÆÕÎËÔÏÒ ÓÅÞÅÎÉÊ � : VB(X) → Sh(X);
(7) ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ 1.1(12) × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C | ÜÔÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂßÅËÔÏ× × C;
(8) ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ 1.1(13) × C | ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÌÞÁÎÁ Q × C;
(9) ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ 1.1(14) × C | ÜÔÏ ÏÂßÅËÔ × C Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ M (ÉÌÉ M -ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÏÂßÅËÔ).

ôÁËÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ, ÍÅÎÑÀÝÉÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×. úÄÅÓØ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÏÎÑ-
ÔÉÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. åÓÌÉ C | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C◦ ÔÁË:

Ob C◦ = Ob C; HomC◦(X;Y ) = HomC(Y;X):
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C◦ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ.

ëÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ C × D | ÜÔÏ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ C◦ × D.
ðÒÉÍÅÒÙ 1.4. (1) ËÏÌØÃÏ ÆÕÎËÃÉÊ Top◦; (Var=k)◦ → Comm;

(2) ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ (Fields=k)◦ → Gr.

æÕÎËÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ËÏÍÐÏÎÉÒÏ×ÁÔØ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Ä×ÕÈ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÉÌÉ Ä×ÕÈ ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×
ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ, Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ É ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ,
ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ.

æÕÎËÔÏÒ F : C → D ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

• ÓÔÒÏÇÉÍ, ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ F : HomC(X;Y ) → HomD(F (X); F (Y )) | ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ X;Y ∈ C;
• ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ F : HomC(X;Y ) → HomD(F (X); F (Y )) | ÓÀÒßÅËÃÉÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ X;Y ∈ C;
• ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÍ ÉÌÉ ×ÐÏÌÎÅ ÓÔÒÏÇÉÍ, ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ F : HomC(X;Y ) → HomD(F (X); F (Y )) | ÉÚÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ X;Y ∈ C.
ðÒÉÍÅÒÙ 1.6. (1) ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÏ× 1.2(1) É (2) ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÅ;

(2) ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÏ× 1.2(3) É (4) ÓÔÒÏÇÉÅ, ÎÏ ÎÅ ÐÏÌÎÙÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÅËÁÒÔÏ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ C É D. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
Ob(C × D) = Ob C ×ObD; HomC×D((X1; Y1); (X2; Y2)) = HomC(X1; X2)×HomD(Y1; Y2):

æÕÎËÔÏÒ F : C1 × C2 → D ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÏÍ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ HomC : C◦ × C → Sets | ÂÉÆÕÎËÔÏÒ.

þÁÓÔØ 2. íÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ×

ðÕÓÔØ F;G : C → D | ÆÕÎËÔÏÒÙ. íÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× (ÉÌÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ) � : F → G | ÜÔÏ
ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× �X ∈ HomD(F (X); G(X)) ÄÌÑ ×ÓÅÈ X ∈ C, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

F (�) ◦ �X = �Y ◦G(�) ÄÌÑ ×ÓÅÈ X;Y ∈ C É � ∈ HomC(X;Y ).

íÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÍÏÖÎÏ ËÏÍÐÏÎÉÒÏ×ÁÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É Ó ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ.



3

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. (a) ðÕÓÔØ F;G;H : C → D, Á � : F → G É � : G→ H | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ðÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ � ◦� : F → H | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. (b) ðÕÓÔØ F : C1 → C2, G;G′ : C2 → C3 É H : C3 → C4 | ÆÕÎËÔÏÒÙ,
Á � : G → G′ | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H ◦ � : H ◦ G → H ◦ G′ É � ◦ F : G ◦ F → G′ ◦ F |
ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ×.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ× (a) idSets → fg ◦ fr; (b) fr ◦ fg → id; (c) idGr → i ◦ cm; (d)
cm ◦ i → idAb.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C | ÍÁÌÁÑ (ÔÏ ÅÓÔØ Ob C | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D ×ÓÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚ C × D ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Fun(C;D).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Fun(C;D)◦ ∼= Fun(C◦;D◦).

íÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× � : F → G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× � : G→ F ,
ÔÁËÏÊ ÞÔÏ � ◦ � = idF , � ◦ � = idG.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.5. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ÍÁÌÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ó ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁ-
ÔÅÇÏÒÉÀ Cats. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÅÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË 2-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ | ÐÏÍÉÍÏ ÏÂßÅËÔÏ× É ÍÏÒ-
ÆÉÚÍÏ× × ÎÅÊ ÅÓÔØ 2-ÍÏÒÆÉÚÍÙ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÍÅÖÄÕ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ | × ÎÁÛÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ×). ðÒÉ ÜÔÏÍ Cats Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏÊ 2-ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ (ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ 1-ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÁÓ-
ÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ), ÈÏÔÑ ×ÏÏÂÝÅ × 2-ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ 1-ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÔÏÌØËÏ Ó
ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 2-ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

æÕÎËÔÏÒ F : C → D ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ G : D → C, ÔÁË ÞÔÏ F ◦G ∼= idD
É G ◦ F ∼= idC . æÕÎËÔÏÒ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë F .
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.6. âÏÌÅÅ ÐÒÉ×ÙÞÎÏ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ, × ÏÔÌÉÞÉÉ ÏÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ,
ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÝÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á F ◦ G = idD É G ◦ F = idC . ïÄÎÁËÏ, ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ËÁÔÅÇÏÒÉÊ
ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ ×ÅÓØÍÁ ÍÎÏÇÏ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.7. ðÕÓÔØ Cov(X) | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X, Á G-Sets |
ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G = �1(X;x0), ÇÄÅ x0 ∈ X | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ (p : Y → X) 7→ p−1(x0) | ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ (ÎÏ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ!) ÜÔÉÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Fun(C1 × C2;D) ∼= Fun(C1;Fun(C2;D)).

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ É ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
ÍÎÏÖÅÓÔ× ËÌÁÓÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÂßÅËÔÏ×. ÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ.
ìÅÍÍÁ 2.9. æÕÎËÔÏÒ F : C → D Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ ⇐⇒ F ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ É ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÀÒß-
ÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ ∀Y ∈ D ∃X ∈ C ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (X) ∼= Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ.

þÁÓÔØ 3. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

ðÕÓÔØ C | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ÷ÓÑËÏÍÕ ÏÂßÅËÔÕ X ∈ C ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ
hX : C◦ → Sets; Y 7→ Hom(Y;X); hX : C → Sets; Y 7→ Hom(X;Y ):

æÕÎËÔÏÒ F : C◦ → Sets ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÕÎËÔÏÒÕ hX ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ X ∈ C.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÆÕÎËÔÏÒ F : C → Sets ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÕÎËÔÏÒÕ hX ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-
ÌÉÂÏ X ∈ C. ïÂßÅËÔ X × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÍ (ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÍ) ÆÕÎËÔÏÒ F .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÆÕÎËÔÏÒÙ ÚÁÂ×ÅÎÉÑ fg : Top;Gr;Ab;Rings;Comm → Sets ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ;
(b) ÆÕÎËÔÏÒ Top◦ //Comm fg // Sets ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ.

ïÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÅÍÍÁ éÏÎÅÄÙ.
ìÅÍÍÁ 3.2. (a) äÌÑ ×ÓÅÈ X ∈ C, F ∈ Fun(C; Sets) ÉÍÅÅÍ Hom(hX ; F ) ∼= F (X).
(b) äÌÑ ×ÓÅÈ X ∈ C, F ∈ Fun(C◦;Sets) ÉÍÅÅÍ Hom(hX ; F ) ∼= F (X).
(c) Hom(hX ; hY ) ∼= Hom(Y;X), Hom(hX ; hY ) ∼= Hom(X;Y ).
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÐÕÎËÔ (b) (ÐÕÎËÔ (a) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Á (c) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (a)
É (b)). ðÕÓÔØ s ∈ F (X), Y ∈ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ sY : hX(Y ) = Hom(Y;X) → F (Y ), � 7→ F (�)(s)
(ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ F (�) ∈ Hom(F (X); F (Y )) ÔÁË ËÁË F ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ sY
ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× hX → F . ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ � : hX → F | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ôÏÇÄÁ
�X : hX(X) → F (X) | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ hX(X) = Hom(X;X) 3 idX . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
s = �X(idX) ∈ F (X).
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ Hom(hX ; F ) É F (X). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ
×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, sX(idX) = F (idX)(s) = idF (X)(s) = s. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �Y = sY ÄÌÑ
×ÓÅÈ Y . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � ∈ Hom(Y;X) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

hX(X) �X //

hX(�)
²²

F (X)

F (�)
²²

hX(Y ) �Y // F (Y )
ñÓÎÏ, ÞÔÏ idX ∈ Hom(X;X) = hX(X) ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × s, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÁ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ ÐÅÒÅ×Ï-
ÄÉÔÓÑ × F (�)(s). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÅ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ idX ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × � ∈ Hom(Y;X) = hX(Y ), ËÏÔÏÒÙÊ
ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × �Y (�). úÎÁÞÉÔ �Y (�) = F (�)(s) = sY (�). ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.3. åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ F : C◦ → Sets ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ, ÔÏ ÏÂßÅËÔ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÅÇÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ôÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÁÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ hX ∼= F ∼= hY . ôÏÇÄÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ hX ∼= hY ÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ X ∼= Y . ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ C | ÍÁÌÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ h∗ : C → Fun(C◦; Sets), X 7→ hX
É h∗ : C◦ → Fun(C; Sets), X 7→ hX | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ.

ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÌÑ ËÁÔÅÇÏÒÎÏÊ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕË-
ÃÉÊ. ðÕÓÔØ X1; X2 ∈ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ hX1×hX2 : C◦ → Sets, X 7→ Hom(X;X1)×Hom(X;X2). ïÂßÅËÔ,
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÔÏÒ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÏÂßÅËÔÏ× X1 É X2. áÎÁÌÏ-
ÇÉÞÎÏ, ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÏÂßÅËÔÏ× X1 É X2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂßÅËÔ, ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ hX1 × hX2 (ÅÓÌÉ
ÏÎ ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂßÅËÔÏ×.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. (a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ Sets, Gr, Ab, Rings, Comm, R−mod, Qcoh(X) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂßÅËÔÏ×. (b) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
Comp ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÉÈÏÎÏ×ÓËÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ.

äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÎÁÞÁÌØÎÙÊ É ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÂßÅËÔÙ. îÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ | ÜÔÏ ÏÂßÅËÔ 0C , ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ
ÆÕÎËÔÏÒ I(X) = { ∗ } ÄÌÑ ×ÓÅÈ X ∈ C, Á ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÂßÅËÔ | ÜÔÏ ÏÂßÅËÔ 1C , ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ
T (X) = { ∗ } ÄÌÑ ×ÓÅÈ X ∈ C.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Hom(1C ; 0C) 6= ∅, ÔÏ 0C ∼= 1C . îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ É ËÏÎÅÞÎÙÊ
ÏÂßÅËÔÙ × ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ Sets É ÄÒÕÇÉÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ.

þÁÓÔØ 4. óÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

ðÕÓÔØ F : C → D É G : D → C | ÆÕÎËÔÏÒÙ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ F | ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á Ë G, Á G | ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÐÒÁ×Á Ë F ,
ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ X ∈ C, Y ∈ D ÚÁÄÁÎÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �X;Y : Hom(F (X); Y ) ∼= Hom(X;G(Y )) ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ
ÐÏ ÏÂÏÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ (ÔÏ ÅÓÔØ, ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ X ÍÏÒÆÉÚÍÙ �X;− : Hom(F (X);−) → Hom(X;G(−))
ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙ, É ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ Y ÍÏÒÆÉÚÍÙ �−;Y : Hom(F (−); Y ) → Hom(−; G(Y )) ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙ).
ðÒÉÍÅÒÙ 4.1. (1) ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÁÍ ÓÅÂÅ;

(2) ÆÕÎËÔÏÒ cm : Gr → Ab ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1.2(5) ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ ×ÌÏÖÅÎÉÑ i : Ab → Gr;
(3) ÆÕÎËÔÏÒÙ fr ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1.2(4) ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÓÌÅ×Á Ë ÆÕÎËÔÏÒÁÍ fg ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1.2(3).
(4) ÅÓÌÉ F : C → D | ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, Á G : D → C | Ë×ÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏ G ÓÏÐÒÑÖÅÎ Ë F É

ÓÐÒÁ×Á É ÓÌÅ×Á.
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ìÅÍÍÁ 4.2. ðÕÓÔØ (F;G) | ÐÁÒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ×
� : idC → G ◦ F É � : F ◦G→ idD, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ �X;Y (�) = G(�) ◦ �X , Á �−1

X;Y ( ) = �Y ◦ F ( ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hom(X;G(F (X))) ∼= Hom(F (X); F (X)) ÐÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÈ
�X ∈ Hom(X;G(F (X))) ÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍÕ idF (X) ∈ Hom(F (X); F (X)). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �Y
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ idG(Y ) ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ Hom(F (G(Y )); Y ) ∼= Hom(G(Y ); G(Y )). ÷ ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ � ÉÍÅÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

Hom(F (X); F (X))
�X;F (X) //

�
²²

Hom(X;G(F (X)))

G(�)
²²

Hom(F (X); Y ) �X;Y // Hom(X;G(Y ))
íÏÒÆÉÚÍ idX ÏÄÎÏÊ ÐÁÒÏÊ ÓÔÒÅÌÏË ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × �X;Y (�), Á ÄÒÕÇÏÊ | × G(�) ◦ �X . ÷ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ¤
ìÅÍÍÁ 4.3. æÕÎËÔÏÒÙ F É G ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ⇐⇒ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ× � : idC → G ◦F É
� : F ◦G→ idD, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ F F� //F ◦G ◦ F �F //F É G �G //G ◦ F ◦G G� //G ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ F ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á Ë G. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ � É � ËÁË × ÌÅÍÍÅ 4.2. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
ÍÏÒÆÉÚÍÁ � ∈ Hom(F (X); Y ) ÉÍÅÅÍ � = �−1

X;Y (�X;Y (�)) = �Y ◦F (G(�)◦�X) = �Y ◦F (G(�))◦F (�X). ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ
Y = F (X), � = idF (X). ðÏÌÕÞÉÍ idF (X) = �F (X)◦F (G(idX))◦F (�X) = �F (X)◦F (�X), ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ
ÐÅÒ×ÏÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ. ôÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F É G ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ, Á � É � ÚÁÄÁÎÙ. úÁÄÁÄÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ �X;Y : Hom(F (X); Y ) → Hom(X;G(Y ))
É �′X;Y : Hom(X;G(Y )) → Hom(F (X); Y ) ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ �X;Y (�) = G(�) ◦ �X É �′X;Y ( ) = �Y ◦F ( ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

F (X) F (�X) //

idF (X) &&MMMMMMMMMM
F (G(F (X)))F (G(�))//

�F (X)

²²

F (G(Y ))
�Y

²²
F (X) � // Y

÷ ÎÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÅÎ × ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ �, Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË | ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
� = � ◦ idF (X) = �Y ◦ F (G(�)) ◦ F (�X) = �Y ◦ F (G(�) ◦ �X) = �′X;Y (�X;Y (�)). òÁ×ÅÎÓÔ×Ï �X;Y (�′X;Y ( )) =  
ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ¤
ìÅÍÍÁ 4.4. æÕÎËÔÏÒ F ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ⇐⇒ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(F (−); Y ) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ
Y ∈ D. æÕÎËÔÏÒ G ÉÍÅÅÔ ÌÅ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ⇐⇒ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(X;G(−)) ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ X ∈ C.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Hom(F (−); Y ) ∼= hY ′ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Y ∈ D É ÐÏÌÏÖÉÍ G(Y ) = Y ′.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ � : Y1 → Y2. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ hG(Y1) ∼= Hom(F (−); Y1) � // Hom(F (−); Y2) ∼= hG(Y2) ÉÎ-
ÄÕÃÉÒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ G(Y1) → G(Y2), ÞÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÄÅÊÔÓ×ÉÅ G ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ. æÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ
ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ¤

÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 2.9. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ F ÓÔÒÏÇÏ
ÐÏÌÏÎ É ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ Y ∈ D ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ X ∈ C, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (X) ∼= Y , ÚÎÁÞÉÔ
Hom(F (−); Y ) ∼= Hom(F (−); F (X)) ∼= Hom(−; X) = hX | ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÐÒÁ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë F ÆÕÎËÔÏÒ G. ðÕÓÔØ � : idC → G ◦ F É � : F ◦ G → idD | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÏÒ-
ÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÍÏÒÆÉÚÍ �X : X → G(F (X)).
ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(X ′;−) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Hom(X ′; X) → Hom(X ′; G(F (X)), Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ËÏÍÐÏÚÉ-
ÃÉÅÊ ÍÏÒÆÉÚÍÁ F : Hom(X ′; X) → Hom(F (X ′); F (X)) É �X′;F (X) : Hom(F (X ′); F (X)) → Hom(X ′; G(F (X)), É
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. úÎÁÞÉÔ �X ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× hX ∼= hG(F (X)),
Á ÚÎÁÞÉÔ É ÓÁÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÒÆÉÚÍ �Y : F (G(Y )) → Y . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎË-
ÔÏÒ Hom(F (X);−) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Hom(F (X); F (G(Y ))) → Hom(F (X); Y ). åÇÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ
F : Hom(X;G(Y )) → Hom(F (X); F (G(Y ))) ÒÁ×ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÕ �−1

X;Y : Hom(X;G(Y )) → Hom(F (X); Y ), ÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. îÏ ×ÓÑËÉÊ ÏÂßÅËÔ Y ′ ∈ D ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÏÂßÅËÔÕ F (X) ÄÌÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ
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X, ÚÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Hom(Y ′; F (G(Y ))) → Hom(Y ′; Y ) ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �Y
ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× hF (G(Y )) ∼= hY , Á ÚÎÁÞÉÔ É ÓÁÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.
÷ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ, ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÆÕÎËÔÏÒÏ×, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÞÅÒÅÚ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ I | ÍÁÌÁÑ
ËÁÔÅÇÏÒÉÑ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ËÁË ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÉÎÄÅËÓÏ×). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ÐÒÏÅËÃÉÉ C × I → C. ÷ ÓÉÌÕ
õÐÒ. 2.8 ÏÎ ÄÁÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ C → Fun(I; C), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ
�. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ F ∈ Fun(I; C) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ C → Sets

Y 7→ Hom(�(Y ); F ) É Y 7→ Hom(F;�(Y )) :
(ÐÅÒ×ÙÊ ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ, ×ÔÏÒÏÊ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ). åÓÌÉ ÜÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ (ËÏ)ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ, ÔÏ (ËÏ)ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀ-
ÝÉÊ ÏÂßÅËÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÅÄÅÌÏÍ) ÆÕÎËÔÏÒÁ F ÐÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ I É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
lim
←−I

F (i) × ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, É ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ (ÉÌÉ ËÏÐÒÅÄÅÌÏÍ) ÆÕÎËÔÏÒÁ F ÐÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ I É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
lim
−→I

F (i) ×Ï ×ÔÏÒÏÍ. ÷ ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ F , ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ lim

←−I
: Fun(I; C) → C É lim

−→I
: Fun(I; C) → C ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. (a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ I ÄÉÓËÒÅÔÎÁ (ÔÏ ÅÓÔØ HomI(i; j) = ∅ ÄÌÑ i 6= j), ÔÏ
lim
←−I

∼= ∏
I É lim

−→I
∼= ∐

I . (b) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Idiscr ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Ó Ob Idiscr = Ob I. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ
ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ× lim

←−I
→ ∏

Idiscr
É ∐

Idiscr
→ lim

−→I
.


