çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 1 18.09.2008

òÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ (ËÏ)ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÏŒÓÅÍÅÓÔÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ,

(1) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÕÞËÅ) | Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ; (2) ÇÒÕÐÐÁ âÒÁÕÜÒÁ H^2(Gal(k); k^∗ ) | Œ ÔÅÏÒÉÉ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ; (3) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÐÒÏËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ | Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ; (4) ÇÒÕÐÐÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ Ext^1(M; N) | Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ; (5) ÔÅÏÒÉÑ ÄÅÆÆÏÒÍÁÃÉÊ É ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÊ | Œ ÌÀÂÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏŒÏÌØÎÏ ŒÁÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ É ÉÍÅÔØ ÕÄÏÂÎÙÅ ÓÒÅÄÓÔŒÁ ÄÌÑ ÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÒÅÄÏÊ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. éÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÌÀÂÙÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË- ÔÏÒÁÍÉ, ÄÁÅÔ ÕÄÏÂÎÙÅ ÓÒÅÄÓÔŒÁ ÄÌÑ ÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ Œ ÄÒÕÇÕÀ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÜÔÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÊ ÑÚÙË ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ŒÏÐÒÏÓÏŒ.

þÁÓÔØ 1. ëÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÆÕÎËÔÏÒÙ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C | ÜÔÏ

• ËÌÁÓÓ Ob C, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ C;

• ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ X; Y ∈ Ob C ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Hom_C (X; Y ), ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ Œ C É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ Œ : X → Y ;

• ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ X; Y; Z ∈ Ob C ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Hom_C (X; Y ) × Hom_C (Y; Z) → Hom_C (X; Z), ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Œ; → Œ = ∘ Œ;

ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÄŒÕÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ

C1: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ X ∈ Ob C ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ id_X ∈ Hom_C (X; X), ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ id_X ∘Œ = Œ É ∘ id_X = ÄÌÑ ŒÓÅÈ Y ∈ Ob C É Œ ∈ Hom_C (Y; X), ∈ Hom_C (X; Y );

C2: ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ | Ø ∘ ( ∘ Œ) = (Ø ∘ ) ∘ Œ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X; Y; Z; W ∈ Ob C É Ø ∈ Hom_C (X; Y ), ∈ Hom_C (Y; Z), Œ ∈ Hom_C (Z; W ).

éÎÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ X ∈ C ŒÍÅÓÔÏ X ∈ Ob C É Œ ∈ Hom(X; Y ) ŒÍÅÓÔÏ Œ ∈ Hom_C (X; Y ) (ÅÓÌÉ ÑÓÎÏ Ï ËÁËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ).

ìÀÂÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.1. (1) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Sets;

(2) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Top;

(3) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÄ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ Var=k; (4) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÇÒÕÐÐ Gr;

(5) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ Ab; (6) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÌÅÃ Rings;

(7) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ Comm;

(8) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÌÅŒÙÈ É ÐÒÁŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R−mod É mod−R; (9) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ VB(X); (10) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÐÕÞËÏŒ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ Sh(X);

(11) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Qcoh(X);

(12) ÐÕÓÔØ I | ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ; ÐÏÌÏÖÉÍ Ob I = I, Hom_I (i; j) = { { ∗ }; ÅÓÌÉ i � j ∅; ÉÎÁÞÅ . (13) ÐÕÓÔØ Q | ËÏÌÞÁÎ (ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ); ÐÏÌÏÖÉÍ Ob Q = { ŒÅÒÛÉÎÙ Q }, Hom_Q = { ÐÕÔÉ Œ Q }. (14) ÐÕÓÔØ M | ÍÏÎÏÉÄ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ; ÐÏÌÏÖÉÍ Ob ∗_M = { ∗ }, Hom_{∗ M} (∗; ∗) = M. 1

úÄÅÓØ { ∗ } ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

óŒÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÏÓÕÝÅÓŒÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ. ëÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ D | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ob C → Ob D, X → F (X) É Hom_C (X; Y ) → Hom_D(F (X); F (Y )), Œ → F (Œ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ X; Y ∈ Ob C, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ

F (Œ ∘ ) = F (Œ) ∘ F (); ÄÌÑ ŒÓÅÈ X; Y; Z ∈ Ob C É ∈ Hom_C (X; Y ), Œ ∈ Hom_C (Y; Z); F (id_X ) = id_{F (X)}; ÄÌÑ ŒÓÅÈ X ∈ Ob C.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.2. (1) ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ id_C : C → C;

(2) ÆÕÎËÔÏÒÙ ŒÌÏÖÅÎÉÑ i : Ab → Gr, Comm → Rings;

(3) ÆÕËÎÔÏÒÙ ÚÁÂŒÅÎÉÑ fg : Var=k → Top → Sets, R−mod → Ab, Gr → Sets, Qcoh(X) → Sh(X); (4) ÆÕÎËÔÏÒÙ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ fr : Sets → Ab; Gr; Rings; Comm; (5) ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÕ cm : Gr → Ab; (6) ÆÕÎËÔÏÒ ÓÅÞÅÎÉÊ ` : VB(X) → Sh(X);

(7) ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ 1.1(12) Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C | ÜÔÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂSSÅËÔÏŒ Œ C; (8) ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ 1.1(13) Œ C | ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÌÞÁÎÁ Q Œ C;

(9) ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ 1.1(14) Œ C | ÜÔÏ ÏÂSSÅËÔ Œ C Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ M (ÉÌÉ M-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ).

ôÁËÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ, ÍÅÎÑÀÝÉÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. úÄÅÓØ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÏÎÑ- ÔÉÅ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. åÓÌÉ C | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C^∘ ÔÁË: Ob C^∘ = Ob C; Hom_C∘ (X; Y ) = Hom_C (Y; X):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C^∘ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ.

ëÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ C Œ D | ÜÔÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ C^∘ Œ D. ðÒÉÍÅÒÙ 1.4. (1) ËÏÌØÃÏ ÆÕÎËÃÉÊ Top^∘ ; (Var=k)^∘ → Comm;

(2) ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ (Fields=k)^∘ → Gr.

æÕÎËÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ËÏÍÐÏÎÉÒÏŒÁÔØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÄŒÕÈ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÉÌÉ ÄŒÕÈ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÁ, Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ É ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÁ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ.

æÕÎËÔÏÒ F : C → D ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

• ÓÔÒÏÇÉÍ, ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ F : Hom_C (X; Y ) → Hom_D(F (X); F (Y )) | ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X; Y ∈ C; • ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ F : Hom_C (X; Y ) → Hom_D(F (X); F (Y )) | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X; Y ∈ C; • ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÍ ÉÌÉ ŒÐÏÌÎÅ ÓÔÒÏÇÉÍ, ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ F : Hom_C (X; Y ) → Hom_D(F (X); F (Y )) | ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X; Y ∈ C.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.6. (1) ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÏŒ 1.2(1) É (2) ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÅ;

(2) ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÏŒ 1.2(3) É (4) ÓÔÒÏÇÉÅ, ÎÏ ÎÅ ÐÏÌÎÙÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÅËÁÒÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ C É D. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

Ob(C × D) = Ob C × Ob D; Hom_{C×D} ((X_1; Y_1); (X_2; Y_2)) = Hom_C (X_1; X_2) × Hom_D(Y_1; Y_2): æÕÎËÔÏÒ F : C_1 × C_2 → D ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÏÍ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Hom_C : C^∘ × C → Sets | ÂÉÆÕÎËÔÏÒ.

þÁÓÔØ 2. íÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ

ðÕÓÔØ F; G : C → D | ÆÕÎËÔÏÒÙ. íÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ (ÉÌÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ) ff : F → G | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ff_X ∈ Hom_D(F (X); G(X)) ÄÌÑ ŒÓÅÈ X ∈ C, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (Œ) ∘ ff_X = ff_Y ∘ G(Œ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ X; Y ∈ C É Œ ∈ Hom_C (X; Y ).

íÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÍÏÖÎÏ ËÏÍÐÏÎÉÒÏŒÁÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É Ó ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. (a) ðÕÓÔØ F; G; H : C → D, Á ff : F → G É fi : G → H | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ fi ∘ ff : F → H | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. (b) ðÕÓÔØ F : C_1 → C_2, G; G^′ : C_2 → C_3 É H : C_3 → C_4 | ÆÕÎËÔÏÒÙ, Á ff : G → G^′ | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H ∘ ff : H ∘ G → H ∘ G^′ É ff ∘ F : G ∘ F → G^′ ∘ F | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ (a) id_{Sets} → fg ∘ fr; (b) fr ∘ fg → id; (c) id_{Gr} → i ∘ cm; (d) cm ∘ i → id_{Ab}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C | ÍÁÌÁÑ (ÔÏ ÅÓÔØ Ob C | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D ŒÓÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚ C Œ D ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Fun(C; D).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Fun(C; D)^∘ ∼= Fun(C^∘ ; D^∘ ).

íÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ff : F → G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ fi : G → F , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ fi ∘ ff = id_F , ff ∘ fi = id_G.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.5. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅ ÍÁÌÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ó ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁ- ÔÅÇÏÒÉÀ Cats. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÅÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË 2-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ | ÐÏÍÉÍÏ ÏÂSSÅËÔÏŒ É ÍÏÒ- ÆÉÚÍÏŒ Œ ÎÅÊ ÅÓÔØ 2-ÍÏÒÆÉÚÍÙ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÍÅÖÄÕ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ | Œ ÎÁÛÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ). ðÒÉ ÜÔÏÍ Cats ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏÊ 2-ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ (ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ 1-ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÁÓ- ÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ), ÈÏÔÑ ŒÏÏÂÝÅ Œ 2-ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ 1-ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÔÏÌØËÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 2-ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

æÕÎËÔÏÒ F : C → D ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ G : D → C, ÔÁË ÞÔÏ F ∘ G ∼= id_D É G ∘ F ∼= id_C . æÕÎËÔÏÒ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë F .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.6. âÏÌÅÅ ÐÒÉŒÙÞÎÏ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ, Œ ÏÔÌÉÞÉÉ ÏÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÝÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ F ∘ G = id_D É G ∘ F = id_C . ïÄÎÁËÏ, ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ ŒÅÓØÍÁ ÍÎÏÇÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.7. ðÕÓÔØ Cov(X) | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X, Á G-Sets | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G = ß_1(X; x_0), ÇÄÅ x_0 ∈ X | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ (p : Y → X) → p^{−1} (x_0) | ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ (ÎÏ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ!) ÜÔÉÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Fun(C_1 × C_2; D) ∼= Fun(C_1; Fun(C_2; D)).

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ É ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÂSSÅËÔÏŒ. œÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ.

ìÅÍÍÁ 2.9. æÕÎËÔÏÒ F : C → D ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ ⇐⇒ F ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ É ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÀÒSS- ÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ ∀Y ∈ D ∃X ∈ C ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (X) ∼= Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ.

þÁÓÔØ 3. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

ðÕÓÔØ C | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. œÓÑËÏÍÕ ÏÂSSÅËÔÕ X ∈ C ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ h_X : C^∘ → Sets; Y → Hom(Y; X); h^X : C → Sets; Y → Hom(X; Y ):

æÕÎËÔÏÒ F : C^∘ → Sets ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÕÎËÔÏÒÕ h_X ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ X ∈ C. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÆÕÎËÔÏÒ F : C → Sets ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÕÎËÔÏÒÕ h^X ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ- ÌÉÂÏ X ∈ C. ïÂSSÅËÔ X Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÍ (ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÍ) ÆÕÎËÔÏÒ F .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÆÕÎËÔÏÒÙ ÚÁÂŒÅÎÉÑ fg : Top; Gr; Ab; Rings; Comm → Sets ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙ;

(b) ÆÕÎËÔÏÒ Top^∘ �Comm^{fg} � Sets ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ.

ïÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅÍÍÁ éÏÎÅÄÙ.

ìÅÍÍÁ 3.2. (a) äÌÑ ŒÓÅÈ X ∈ C, F ∈ Fun(C; Sets) ÉÍÅÅÍ Hom(h^X ; F ) ∼= F (X). (b) äÌÑ ŒÓÅÈ X ∈ C, F ∈ Fun(C^∘ ; Sets) ÉÍÅÅÍ Hom(h_X ; F ) ∼= F (X). (c) Hom(h^X ; h^Y ) ∼= Hom(Y; X), Hom(h_X ; h_Y ) ∼= Hom(X; Y ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÐÕÎËÔ (b) (ÐÕÎËÔ (a) ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Á (c) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (a) É (b)). ðÕÓÔØ s ∈ F (X), Y ∈ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ s_Y : h_X (Y ) = Hom(Y; X) → F (Y ), Œ → F (Œ)(s) (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ F (Œ) ∈ Hom(F (X); F (Y )) ÔÁË ËÁË F ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÅÎ). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ s_Y ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ h_X → F . ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ff : h_X → F | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ôÏÇÄÁ ff_X : h_X (X) → F (X) | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ h_X (X) = Hom(X; X) ∋ id_X . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ s = ff_X (id_X ) ∈ F (X).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Hom(h_X ; F ) É F (X). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, s_X (id_X ) = F (id_X )(s) = id_{F (X)}(s) = s. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ff_Y = s_Y ÄÌÑ ŒÓÅÈ Y . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Œ ∈ Hom(Y; X) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

h_X (X)^{ffX} �

h_X (Œ) � F (X)

F (Œ) � h_X (Y )^{ffY} � F (Y )

ñÓÎÏ, ÞÔÏ id_X ∈ Hom(X; X) = h_X (X) ŒÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ Œ s, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÁŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ ÐÅÒÅŒÏ- ÄÉÔÓÑ Œ F (Œ)(s). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÅŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ id_X ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ Œ Œ ∈ Hom(Y; X) = h_X (Y ), ËÏÔÏÒÙÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ Œ ff_Y (Œ). úÎÁÞÉÔ ff_Y (Œ) = F (Œ)(s) = s_Y (Œ). □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.3. åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ F : C^∘ → Sets ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ, ÔÏ ÏÂSSÅËÔ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÅÇÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ôÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÁÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ h_X ∼= F ∼= h_Y . ôÏÇÄÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ h_X ∼= h_Y ÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ X ∼= Y . □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ C | ÍÁÌÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ h_∗ : C → Fun(C^∘ ; Sets), X → h_X É h^∗ : C^∘ → Fun(C; Sets), X → h^X | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ.

ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÌÑ ËÁÔÅÇÏÒÎÏÊ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕË- ÃÉÊ. ðÕÓÔØ X_1; X_2 ∈ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ h_{X1} ×h_{X2} : C^∘ → Sets, X → Hom(X; X_1)×Hom(X; X_2). ïÂSSÅËÔ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÔÏÒ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÏÂSSÅËÔÏŒ X_1 É X_2. áÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÏ, ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÏÂSSÅËÔÏŒ X_1 É X_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂSSÅËÔ, ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ h^{X1} × h^{X2} (ÅÓÌÉ ÏÎ ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ É ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÂSSÅËÔÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. (a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ Sets, Gr, Ab, Rings, Comm, R−mod, Qcoh(X) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ É ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÂSSÅËÔÏŒ. (b) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Comp ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ.

äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÎÁÞÁÌØÎÙÊ É ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÂSSÅËÔÙ. îÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ | ÜÔÏ ÏÂSSÅËÔ 0_C, ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ I(X) = { ∗ } ÄÌÑ ŒÓÅÈ X ∈ C, Á ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ | ÜÔÏ ÏÂSSÅËÔ 1_C, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ T (X) = { ∗ } ÄÌÑ ŒÓÅÈ X ∈ C.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Hom(1_C; 0_C) ≠ ∅, ÔÏ 0_C ∼= 1_C. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ É ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÂSSÅËÔÙ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ Sets É ÄÒÕÇÉÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ.

þÁÓÔØ 4. óÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

ðÕÓÔØ F : C → D É G : D → C | ÆÕÎËÔÏÒÙ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ F | ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅŒÁ Ë G, Á G | ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÐÒÁŒÁ Ë F , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X ∈ C, Y ∈ D ÚÁÄÁÎÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ¸_{X;Y} : Hom(F (X); Y ) ∼= Hom(X; G(Y )) ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ ÐÏ ÏÂÏÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ (ÔÏ ÅÓÔØ, ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ X ÍÏÒÆÉÚÍÙ ¸_{X;−} : Hom(F (X); −) → Hom(X; G(−)) ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙ, É ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ Y ÍÏÒÆÉÚÍÙ ¸_{−;Y} : Hom(F (−); Y ) → Hom(−; G(Y )) ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙ).

ðÒÉÍÅÒÙ 4.1. (1) ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÁÍ ÓÅÂÅ;

(2) ÆÕÎËÔÏÒ cm : Gr → Ab ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1.2(5) ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅŒÁ Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ ŒÌÏÖÅÎÉÑ i : Ab → Gr; (3) ÆÕÎËÔÏÒÙ fr ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1.2(4) ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÓÌÅŒÁ Ë ÆÕÎËÔÏÒÁÍ fg ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1.2(3). (4) ÅÓÌÉ F : C → D | ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, Á G : D → C | ËŒÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏ G ÓÏÐÒÑÖÅÎ Ë F É ÓÐÒÁŒÁ É ÓÌÅŒÁ.

ìÅÍÍÁ 4.2. ðÕÓÔØ (F; G) | ÐÁÒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ffl : id_C → G ∘ F É ȷ : F ∘ G → id_D, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ¸_{X;Y} (Œ) = G(Œ) ∘ ffl_X , Á ¸^{−1}_{X;Y} () = ȷ_Y ∘ F ().

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hom(X; G(F (X))) ∼= Hom(F (X); F (X)) ÐÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÈ ffl_X ∈ Hom(X; G(F (X))) ÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍÕ id_{F (X)} ∈ Hom(F (X); F (X)). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ȷ_Y ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ id_{G(Y )} ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ Hom(F (G(Y )); Y ) ∼= Hom(G(Y ); G(Y )). œ ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ¸ ÉÍÅÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

Hom(F (X); F (X))^{¸X;F (X)} � Œ � Hom(X; G(F (X)))

G(Œ) � Hom(F (X); Y )^{¸X;Y} � Hom(X; G(Y ))

íÏÒÆÉÚÍ id_X ÏÄÎÏÊ ÐÁÒÏÊ ÓÔÒÅÌÏË ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ Œ ¸_{X;Y} (Œ), Á ÄÒÕÇÏÊ | Œ G(Œ) ∘ ffl_X . œÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. □

ìÅÍÍÁ 4.3. æÕÎËÔÏÒÙ F É G ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ⇐⇒ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ffl : id_C → G ∘ F É

ȷ : F ∘G → id_D, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ F^{F ffl} �F ∘ G ∘ F^{ȷF} �F É G^{fflG} �G ∘ F ∘ G^{Gȷ} �G ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ŒÎÁÞÁÌÅ F ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅŒÁ Ë G. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ffl É ȷ ËÁË Œ ÌÅÍÍÅ 4.2. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ ∈ Hom(F (X); Y ) ÉÍÅÅÍ Œ = ¸^{−1}_{X;Y} (¸_{X;Y} (Œ)) = ȷ_Y ∘F (G(Œ)∘ffl_X ) = ȷ_Y ∘F (G(Œ))∘F (ffl_X ). ðÏÄÓÔÁŒÉÍ Y = F (X), Œ = id_{F (X)}. ðÏÌÕÞÉÍ id_{F (X)} = ȷ_{F (X)} ∘F (G(id_X ))∘F (ffl_X ) = ȷ_{F (X)} ∘F (ffl_X ), ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ. ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F É G ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ, Á ffl É ȷ ÚÁÄÁÎÙ. úÁÄÁÄÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ¸_{X;Y} : Hom(F (X); Y ) → Hom(X; G(Y )) É ¸^′_{X;Y} : Hom(X; G(Y )) → Hom(F (X); Y ) ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ¸_{X;Y} (Œ) = G(Œ) ∘ ffl_X É ¸^′_{X;Y} () = ȷ_Y ∘ F (). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

F (X)^{F (fflX )} �

id_{F (X)} � � � F (G(F (X)))^{F (G(Œ))}�

ȷ_{F (X)} � F (G(Y ))

ȷ_Y � F (X)^Œ � Y œ ÎÅÊ ËŒÁÄÒÁÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÅÎ Œ ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ȷ, Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË | ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ = Œ ∘ id_{F (X)} = ȷ_Y ∘ F (G(Œ)) ∘ F (ffl_X ) = ȷ_Y ∘ F (G(Œ) ∘ ffl_X ) = ¸^′_{X;Y} (¸_{X;Y} (Œ)). òÁŒÅÎÓÔŒÏ ¸_{X;Y} (¸^′_{X;Y} ()) = ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. □

ìÅÍÍÁ 4.4. æÕÎËÔÏÒ F ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ⇐⇒ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(F (−); Y ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ Y ∈ D. æÕÎËÔÏÒ G ÉÍÅÅÔ ÌÅŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ⇐⇒ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(X; G(−)) ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X ∈ C.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Hom(F (−); Y ) ∼= h_Y ′ ÄÌÑ ŒÓÅÈ Y ∈ D É ÐÏÌÏÖÉÍ G(Y ) = Y^′.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ : Y_1 → Y_2. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ h_{G(Y1)} ∼= Hom(F (−); Y 1)^Œ � Hom(F (−); Y 2) ∼= h_{G(Y2)} ÉÎ- ÄÕÃÉÒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ G(Y_1) → G(Y_2), ÞÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÄÅÊÔÓŒÉÅ G ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ. æÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. □

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ 2.9. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ F ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ É ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ Y ∈ D ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ X ∈ C, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (X) ∼= Y , ÚÎÁÞÉÔ Hom(F (−); Y ) ∼= Hom(F (−); F (X)) ∼= Hom(−; X) = h_X | ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÁŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë F ÆÕÎËÔÏÒ G. ðÕÓÔØ ffl : id_C → G ∘ F É ȷ : F ∘ G → id_D | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÏÒ- ÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÍÏÒÆÉÚÍ ffl_X : X → G(F (X)). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(X^′; −) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Hom(X^′; X) → Hom(X^′; G(F (X)), ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ËÏÍÐÏÚÉ- ÃÉÅÊ ÍÏÒÆÉÚÍÁ F : Hom(X^′; X) → Hom(F (X^′); F (X)) É ¸_X′_{;F (X)} : Hom(F (X^′); F (X)) → Hom(X^′; G(F (X)), É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. úÎÁÞÉÔ ffl_X ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ h_X ∼= h_{G(F (X))}, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÓÁÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÒÆÉÚÍ ȷ_Y : F (G(Y )) → Y . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎË- ÔÏÒ Hom(F (X); −) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Hom(F (X); F (G(Y ))) → Hom(F (X); Y ). åÇÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ F : Hom(X; G(Y )) → Hom(F (X); F (G(Y ))) ÒÁŒÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÕ ¸^{−1}_{X;Y} : Hom(X; G(Y )) → Hom(F (X); Y ), ÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. îÏ ŒÓÑËÉÊ ÏÂSSÅËÔ Y^′ ∈ D ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÏÂSSÅËÔÕ F (X) ÄÌÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ

X, ÚÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Hom(Y^′; F (G(Y ))) → Hom(Y^′; Y ) ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ȷ_Y ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ h_{F (G(Y ))} ∼= h_Y , Á ÚÎÁÞÉÔ É ÓÁÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

œ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÅ, ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÞÅÒÅÚ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ I | ÍÁÌÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ËÁË ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÉÎÄÅËÓÏŒ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ÐÒÏÅËÃÉÉ C × I → C. œ ÓÉÌÕ õÐÒ. 2.8 ÏÎ ÄÁÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ C → Fun(I; C), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ´. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ F ∈ Fun(I; C) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ C → Sets Y → Hom(´(Y ); F ) É Y → Hom(F; ´(Y )) :

(ÐÅÒŒÙÊ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÅÎ, ŒÔÏÒÏÊ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÅÎ). åÓÌÉ ÜÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ (ËÏ)ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙ, ÔÏ (ËÏ)ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀ- ÝÉÊ ÏÂSSÅËÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÅÄÅÌÏÍ) ÆÕÎËÔÏÒÁ F ÐÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ I É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ lim_{←− I} F (i) Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, É ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ (ÉÌÉ ËÏÐÒÅÄÅÌÏÍ) ÆÕÎËÔÏÒÁ F ÐÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ I É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ lim_{−→ I} F (i) ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ. œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ F , ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ lim_{←− I} : Fun(I; C) → C É lim_{−→ I} : Fun(I; C) → C ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. (a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ I ÄÉÓËÒÅÔÎÁ (ÔÏ ÅÓÔØ Hom_I (i; j) = ∅ ÄÌÑ i ≠ j), ÔÏ lim_{←− I} ∼= ∏ I É lim_{−→ I} ∼= ∐ I . (b) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I_{discr} ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Ó Ob I_{discr} = Ob I. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ lim_{←− I} → ∏ I_{discr} É ∐ I_{discr} → lim−→ I .