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ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ | Ó×ÏÊÓÔ×Á É ÐÒÉÍÅÒÙ
þÁÓÔØ 1.

÷ ÌÅËÃÉÉ ÐÒÏ ÔÏÞÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ, Ñ ÚÁÂÙÌ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ
ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ T → T ′ | ÜÔÏ ÐÁÒÁ (F; �F ), ÇÄÅ �F : F ◦ [1]T → [1]T ′ ◦ F | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×.
íÏÒÆÉÚÍ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× � : (F; �F ) → (G; �G) | ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× F → G, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ
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[1]T ′ ◦ F

[1]T ′◦� // [1]T ′ ◦G
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× | ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏ-
ÒÏ×.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F : T → T ′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, Á G : T ′ → T | ÅÇÏ ÐÒÁ×ÙÊ
ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ (ÏÎ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÅÎ), ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ idT → G◦F É F ◦G→ idT ′ | ÍÏÒÆÉÚÍÙ
ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F : T → T ′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ, Á N ⊂ T |
ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ É ÌÅ×ÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ RF;LF ÉÚ T =N ×
ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ′, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

Hom(Y;RF (X)) = lim
−→(s:X→Z)∈S(N )

Hom(Y; F (Z)); Hom(LF (X); Y ) = lim
−→(s:Z→X)∈S(N )

Hom(F (Z); Y ):

÷ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T =N ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ (ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ), ÎÁ ËÏÔÏ-
ÒÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × T ′. üÔÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ
ÆÕÎËÔÏÒÁ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÎÁ ÜÔÕ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ. åÓÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ,
ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÀÝÉÅ ÔÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ (ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÓÔØ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ N × T , ÉÌÉ
ÎÁÌÉÞÉÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ T0 ⊂ T ).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÍÏÒÆÉÚÍÙ �F : F → RF ◦Q É �F : LF ◦Q→ F | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÔÏÞÎÙÈ
ÆÕÎËÔÏÒÏ×. (b) ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ � : F → G ◦ Q | ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ �′ : RF → G |
ÔÏÖÅ ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÌÅ×ÏÊ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ).

÷ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ T = Hot∗(A), T ′ = D∗(B), N = Acycl∗(A), Á ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÍ
ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ A × B, ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ.
ðÕÓÔØ F;G : T → T ′ | ÔÏÞÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ, Á � : F → G | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×.
ìÅÍÍÁ 1.4. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× R� : RF → RG, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍÁ

F
� //
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²²

G
�G

²²
RF ◦Q R� // RG ◦Q

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ. ïÎ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ R�(X) = lim
−→(s:X→Z)∈S(N )

�(Z). ðÒÉ ÜÔÏÍ R� ◦R = R(� ◦  ).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÌÅ×ÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× �G ◦ � : F → RG ◦ Q. ðÏ ÕÎÉ×ÒÓÁÌØÎÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎË-
ÔÏÒÏ× R� Ó ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï R� ◦ R = R(� ◦  ) ÔÏÖÅ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ
ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á.
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ×ÓÅ É ÉÚ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ É Ó×ÏÊÓÔ× ÐÒÅÄÅÌÏ×. ¤

ðÕÓÔØ F : S → T | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, Á G : T → S | ÅÇÏ ÌÅ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ (ÔÏÖÅ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÙÊ).
ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ M ⊂ S É N ⊂ T | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ RF : S=M → T =N
ÐÒÁ×ÕÀ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÀ ÆÕÎËÔÏÒÁ QT ◦ F , Á ÞÅÒÅÚ LG : T =N → S=M ÌÅ×ÕÀ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÀ ÆÕÎËÔÏÒÁ QS ◦G.
ìÅÍÍÁ 1.5. åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ RF ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ × X, Á G ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ × Y , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

HomS=M(LGY;X) ∼= HomT =N (Y;RFX)
ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÊ ÐÏ X É Y . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ RF É LG ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ Ñ×ÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. ÷ ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÀ ÓÔÏÑÔ

lim
−→(W→Y )∈S(N )

HomS(G(W ); X) É lim
−→(X→Z)∈S(M)

HomT (Y; F (Z))

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ
lim
−→(W→Y )∈S(N ); (X→Z)∈S(M)

HomS(G(W ); Z);

ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ S(M)X × S(N )Y . ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÐÒÏÅËÃÉÉ S(M)X × S(N )Y →
S(M)X ; S(N )Y ËÏÆÉÎÁÌØÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ Ä×ÕÈ ÉÓÈÏÄÎÙÈ
(ÔÁËÖÅ ÎÁÄÏ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ HomS(G(W ); X) ∼= HomT (Y; F (Z)) ××ÉÄÕ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÏ× F É G). ¤

þÁÓÔØ 2. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×

ðÕÓÔØ T1
F→ T2

G→ T ′ | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×, Á N1 ⊂ T1 É N2 ⊂ T2 | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÅ ÔÒÉÁÎ-
ÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÁ×ÙÅ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ RF : T1=N1 → T2=N2, RG : T2=N2 → T ′ É
R(G ◦ F ) : T1=N1 → T ′ (ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ). åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ | ×ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ R(G ◦ F ) ∼= RG ◦ RF .
ìÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË.
ðÒÉÍÅÒ 2.1. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÄÌÑ ÌÅ×ÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ
k[x] → k, f(x) 7→ f(0). ðÕÓÔØ F : k−mod → k[x]−mod | ÆÕÎËÔÏÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ, Á G : k[x]−mod → k−mod,
M 7→ k⊗k[x] M | ÆÕÎËÔÏÒ ÉÎÄÕËÃÉÉ (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ k[x]−mod = Coh(A1), k−mod = Coh(pt), F = i∗, G = i∗,
ÇÄÅ i : pt → A1 | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ LF = F , ÔÁË ËÁË F ÔÏÞÅÎ, Á LG(M) = k

L⊗k[x] M .
ðÏÌØÚÕÑÓØ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ

0 → k[x] x→ k[x] → k → 0;
ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ LG(LF (V )) ∼= V ⊕ V [1]. ðÒÉ ÜÔÏÍ G(F (V )) = V , ÔÁË ÞÔÏ L(G ◦ F ) = L id = id.

÷×ÉÄÕ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÉÍÅÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÇÁÒÁÎÔÒÉÕÀÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ËÏÍÐÏ-
ÚÉÃÉÉ É ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÄÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ.
ðÕÓÔØ F : T → T ′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, Á Q : T → T =N | ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ. ïÂßÅËÔ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÍ ÄÌÑ F , ÅÓÌÉ RF ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ X É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ �F (X) : F (X) → RF (Q(X)) |
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÂßÅËÔÙ, ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ F ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÕÀ ÔÒÉÁÎ-
ÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ × T .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ F : A → B | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÁÂÅÌÅ×ÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ, Á E ⊂ A
| ËÌÁÓÓ ÏÂßÅËÔÏ×, ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ É ËÏÑÄÅÒ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ
ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ 0 → A1 → A2 → A3 → 0, ÅÓÌÉ A1 ∈ E, ÔÏ ÔÒÏÊËÁ 0 → F (A1) → F (A2) → F (A3) → 0
ÔÏÞÎÁ. åÓÌÉ × A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÏ× ÉÚ E, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ ËÏÍÐÌÅËÓ Ó ÞÌÅÎÁÍÉ × E
ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎ ÄÌÑ F × Hot+(A), Á ÆÕÎËÔÏÒ RF ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ D+(A).
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çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ F ÏÂßÅËÔÏ×, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ X ∈ T
ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÊ ÄÌÑ F ÏÂßÅËÔ X0 ∈ T É ÍÏÒÆÉÚÍ s : X → X0, ÌÅÖÁÝÉÊ × S(N ) (× ÓÌÕÞÁÅ ÌÅ×ÏÊ
ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÍÚ X0 → X).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. ðÕÓÔØ T (F ) ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ×ÓÅÈ
ÏÂßÅËÔÏ×, ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ F . ôÏÇÄÁ F (T (F ) ∩ N ) = 0. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÍÎÏÇÏ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ F ÏÂßÅËÔÏ×, ÔÏ RF ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ É RF (X) ∼= F (X0), ÇÄÅ X0 ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÊ
ÄÌÑ F ÏÂßÅËÔ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ s : X → X0 × S(N ).

ìÅÍÍÁ 2.5. ðÕÓÔØ T1
F→ T2

G→ T ′ | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×, Á N1 ⊂ T1 É N2 ⊂ T2 | ÓÔÒÏÇÏ
ÐÏÌÎÙÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ðÕÓÔØ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ
F ÏÂßÅËÔÏ× X, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÏÂßÅËÔ F (X) × T2 ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎ ÄÌÑ G. ôÏÇÄÁ ×ÓÅ ÜÔÉ ÏÂßÅËÔÙ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÙ
ÄÌÑ G ◦ F , ÆÕÎËÔÏÒ RF ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ×ÓÀÄÕ, ÆÕÎËÔÏÒ RG ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ImRF É R(G ◦ F ) ∼= RG ◦RF .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÁË ËÁË × T1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ F ÏÂßÅËÔÏ×, ÔÏ RF ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ×ÓÀÄÕ.
ôÁË ËÁË ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ X × T1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ s : X → X1, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ s ∈ S(N1), X1 ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎ ÄÌÑ F , Á
F (X1) ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎ ÄÌÑ G, ÔÏ RF (X) ∼= RF (X1) ∼= F (X1), Á RG ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ RF (X1) ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ. úÎÁÞÉÔ
RG ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ImRF .
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ T0 ⊂ T1 | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ F ÏÂßÅËÔÏ×
X0, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ F (X0) ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎ ÄÌÑ G. üÔÁ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ (ÔÁË ËÁË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅ-
ÎÉÅÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ). ÷ ÓÉÌÕ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ
F (T0 ∩ N1) = 0, ÚÎÁÞÉÔ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ G(F (T0 ∩ N1)) = 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ T1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒ-
ÆÉÚÍ s : X → X0 × S(N1), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ X0 ∈ T0. úÎÁÞÉÔ R(G ◦ F ) ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ É R(G ◦ F )(X) = G(F (X0)).
÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X ∈ T0 ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ X0 = X, ÔÁË ÞÔÏ R(G ◦ F )(X) = G(F (X)). ¤

þÁÓÔØ 3. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÙ

ðÕÓÔØ X•;• | ÂÉËÏÍÐÌÅËÓ ÎÁÄ A, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂßÅËÔ ÎÁÄ A Ó Ä×ÕÍÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ dI :
Xm;n → Xm+1;n É dII : Xm;n → Xm;n+1, ÔÁËÉÍÉ ÞÔÏ

d2
I = 0; d2

II = 0; É dI ◦ dII = dII ◦ dI :
ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅ×Õ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Com2(A).
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ Ó×ÅÒÔËÉ tot⊕; tot� : Com2(A) → Com(A) ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

tot⊕(X•;•; dI ; dII) = (⊕m+n=kXm;n; dk|Xm;n = dm;nI + (−1)mdm;nII );
tot�(X•;•; dI ; dII) = (∏m+n=kXm;n; dkm;n = dm−1;n

I + (−1)mdm;n−1
II ):

þÔÏÂÙ ÐÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÂÙÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÏÌÖÎÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ,
Á ÞÔÏÂÙ ×ÔÏÒÏÊ ÂÙÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÜÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ ×ÓÅÇÄÁ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÞÌÅÎÏ× (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÉÈ ÐÒÏÓÔÏ tot).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ f : X• → Y • | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. ðÏÌÏÖÉÍ Z−1;n = Xn, Z0;n = Y n, Zm;n = 0
ÐÒÉ m 6= −1; 0, d−1;n

II = dnX , d0;n
I = dnY , Á d−1;n

II = fn. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ tot(Z•;•) = C(f).

îÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓÏ× ÅÓÔØ Ä×Á ÆÕÎËÔÏÒÁ ÓÄ×ÉÇÁ | ÐÏ ÐÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ É ÐÏ ×ÔÏÒÏÊ (ÍÅÎÑÀÝÉÅ ÚÎÁË
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ [1]I É [1]II ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ
[1]I ◦ [1]II = [1]II ◦ [1]I .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ× �I : tot∗ ◦ [1]I → [1] ◦ tot∗ É �I :
tot∗ ◦ [1]I → [1] ◦ tot∗, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

tot∗ ◦ [1]I ◦ [1]II
�I //

�II
²²

[1] ◦ tot∗ ◦ [1]II
�II

²²
[1] ◦ tot∗ ◦ [1]I

�I // [2] ◦ tot∗
ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ (∗ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ⊕ ÌÉÂÏ �).



4

âÉÆÕÎËÔÏÒ F : T1 × T2 → T ÍÅÖÄÕ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ

• ÚÁÄÁÎÙ ÉÚÏÍÏÒÆÚÍÙ �1 : F ◦ [1]T1 → [1]T ◦ F É �2 : F ◦ [1]T2 → [1]T ◦ F , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

F ◦ [1]T1 ◦ [1]T2
�1 //

�2
²²

[1] ◦ F ◦ [1]T2

�2
²²

[1] ◦ F ◦ [1]T1
�1 // [2] ◦ F

ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ;
• ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X1 → X2 → X3 → X1[1]T1 × T1 É ÌÀÂÏÇÏ Y ∈ T2 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË
F (X1; Y ) → F (X2; Y ) → F (X3; Y ) → F (X1; Y )[1]T ×ÙÄÅÌÅÎ × T ;

• ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Y1 → Y2 → Y3 → Y1[1]T2 × T2 É ÌÀÂÏÇÏ X ∈ T1 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË
F (X;Y1) → F (X;Y2) → F (X;Y3) → F (X;Y1)[1]T ×ÙÄÅÌÅÎ × T .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÁ F : A1 × A2 → A ÂÉÆÕÎËÔÏÒ
F∗ : Hot∗(A1)×Hot∗(A2) → Hot∗(A), ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(X•; Y •) 7→ tot∗(F (X•; Y •))
ÔÏÞÅÎ.

ðÕÓÔØ F : T1 × T2 → T | ÂÉÆÕÎËÔÏÒ, Á N1 ⊂ T1, N2 ⊂ T2 | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ. âÉÆÕÎËÔÏÒ
RF : (T1=N1)×(T2=N2) → T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÏÊ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÁ F , ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍ ÂÉÆÕÎËÔÏ-
ÒÏ× � : F → RF ◦Q, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÁ G : (T1=N1)× (T2=N2) → T É ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÏ×
� : F → G ◦Q ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÏ× �′ : RF → G, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ �′ ◦ � = �.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.4. ðÒÅÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ T1 = (I1;N1), Á ÆÕÎËÔÏÒ
F ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ I1 × N2 × ÎÏÌØ. ôÏÇÄÁ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ RF É RF (X;Y ) = F (XI ; Y ), ÇÄÅ XI |
ÐÒÏÅËÃÉÑ X ÎÁ I.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. ðÒÅÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ T01 ⊂ T1 É T02 ⊂ T2
ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÅÓÌÉ N0i = T0i ∩Ni, ÔÏ F (N01×T02) = 0 É F (T01×N02) = 0, É ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ× X ∈ T1, Y ∈ T2
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ s : X → X0, t : Y → Y0, ÌÅÖÁÝÉÅ × S(N1) É S(N2) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ RF , ÐÒÉÞÅÍ RF (X;Y ) = F (X0; Y0).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.6. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÍ ÆÕÎËÔÏÒÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÏ×.

þÁÓÔØ 4. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ

ðÕÓÔØ X | ÓÈÅÍÁ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÌÉ U ⊂ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, j : U → X | ×ÌÏÖÅÎÉÅ, Á F
| Ë×ÁÚÉËÏÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ U , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ, ÔÏ j∗F | ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÏÂßÅËÔ
× QCoh(X); (b) ÅÓÌÉ X Ë×ÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÁ (ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ),
ÔÏ × QCoh(X) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÙÊ ÓÐÒÁ×Á ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ QCoh(X)
ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÎÁ D+(QCoh(X)).

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X Ë×ÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÁ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ � ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎË-
ÔÏÒ R� ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D+(QCoh(X)), áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ Ë×ÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÓÈÅÍÙ X,
ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ Rf∗ : D+(QCoh(X)) → D+(QCoh(Y )).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ Ë×ÁÚÉÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÓÈÅÍÁ Ë×ÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÁ.

ó ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ QCoh(X) ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÁÑ | ÉÈ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ ÎÅÔ ×ÏÏÂÝÅ
(ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅ | ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ). ïÄÎÁËÏ, ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÌÅ×ÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÇÏ
ÆÕÎËÔÏÒÁ ÏÔ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ É ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏ×.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÌÁÓÓ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏ× ÎÁ X ÞÅÒÅÚ LF(X).
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õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ LF(Y ) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ
ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 2.3 ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ f∗ : QCoh(Y ) → QCoh(X). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÎÁ Y ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ
Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏ×, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÅ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ Lf∗ : D−(QCoh(Y )) → D−(QCoh(X))).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÊ Ë×ÁÚÉÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÓÈÅÍÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ
ÐÕÞËÏ×.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. ðÕÓÔØ T1 = T2 = Hot−(QCoh(X)), N1 = N2 = Acycl−(QCoh(X)), T = D−(QCoh(X)),
Á F (F•;G•) = Q(tot⊕(F• ⊗ G•)). ðÕÓÔØ ÎÁ X ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏ×. ðÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÅÓÌÉ T01 = Hot−(LF(X)), T02 = T2, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 3.5 (ÄÌÑ ÌÅ×ÙÈ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÊ) ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ. ÷
ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÅ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ

L⊗ : D−(QCoh(X))×D−(QCoh(X)) → D−(QCoh(X)).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.6. ðÕÓÔØ T1 = Hot−(QCoh(X)), T2 = Hot+(QCoh(X)), N1;2 = Acycl∓(QCoh(X)), T =
D+(QCoh(X)), Á F (F•;G•) = Q(tot�(Hom(F•;G•))).
(a) ðÕÓÔØ ÎÁ X ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏ×. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ T01 = Hot−(LF(X)),
T02 = T2, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 3.5 ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ
RHom : D−(QCoh(X))◦ ×D+(QCoh(X)) → D+(QCoh(X)).
(b) ðÕÓÔØ X Ë×ÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ T01 = T1, T02 = Hot+(Inj(QCoh(X))), ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÕÐÒÁÖÎÅ-
ÎÉÑ 3.5 ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ É ÆÕÎËÔÏÒ RHom : D−(QCoh(X))◦ ×D+(QCoh(X)) → D+(QCoh(X)) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.7. ðÕÓÔØ T1 = Hot−(QCoh(X)), T2 = Hot+(QCoh(X)), N1;2 = Acycl∓(QCoh(X)), T = D+(Ab),
Á F (F•;G•) = Q(tot�(Hom(F•;G•))). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÈÅÍÁ X Ë×ÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÁ, Á T01 = T1, T02 =
Hot+(Inj(QCoh(X))), ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 3.5 ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ
ÆÕÎËÔÏÒ RHom : D−(QCoh(X))◦ ×D+(QCoh(X)) → D+(Ab).

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÔ ×ÓÅÈ ×ÙÛÅÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÎÁ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÄÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÔÉÐÁ ÔÅÏÒÅÍÙ óÐÁÌØÔÅÎÛÔÅÊÎÁ.
íÅÖÄÕ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÏÐÒÑ-
ÖÅÎÎÏÓÔÉ.
ìÅÍÍÁ 4.8. æÕÎËÔÏÒ Lf∗ ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ Rf∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÏ× f∗ É f∗. ¤

ìÅÍÍÁ 4.9. æÕÎËÔÏÒ − L⊗F ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ RHom(F ;−).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÏ× −⊗F É Hom(F ;−). ¤

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.10. ðÕÓÔØ f : X → Y É g : Y → Z | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÈÅÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) L(g◦f)∗ ∼= Lf∗◦Lg∗;
(b) R(g ◦ f)∗ ∼= Rg∗ ◦Rf∗; (c) R�(X;−) ∼= R�(Y;−) ◦Rf∗.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.11. ðÕÓÔØ X | ÓÈÅÍÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) R�(X;RHom(F ;G)) ∼= RHom(F ;G);
(b) (F L⊗ G)

L⊗H ∼= F L⊗ (G L⊗H); (c) F L⊗ G ∼= G L⊗F .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.12. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Lf∗(F L⊗ G) ∼= (Lf∗F)
L⊗ (Lf∗G).

ìÅÍÍÁ 4.13. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ. ôÏÇÄÁ (a) Rf∗RHom(Lf∗F ;G) ∼= RHom(F ; Rf∗G);
(b) (ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÒÏÅËÃÉÉ) Rf∗(Lf∗F

L⊗ G) ∼= F L⊗Rf∗G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ×ÎÁÞÁÌÅ (a). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

Hom(H; Rf∗RHom(Lf∗F ;G)) ∼= Hom(Lf∗H; RHom(Lf∗F ;G)) ∼= Hom(Lf∗H L⊗ Lf∗F ;G) ∼=
∼= Hom(Lf∗(H L⊗F);G) ∼= Hom(H L⊗F ; Rf∗G) ∼= Hom(H; RHom(F ; Rf∗G)):

úÎÁÞÉÔ ÎÁÛÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.
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ôÅÐÅÒØ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ (b). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

Hom(F L⊗Rf∗G; Rf∗(Lf∗F
L⊗ G)) ∼= Hom(Lf∗(F L⊗Rf∗G); Lf∗F L⊗ G) ∼= Hom(Lf∗F L⊗ Lf∗Rf∗G; Lf∗F

L⊗ G):

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ Lf∗Rf∗G → G ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ F L⊗Rf∗G → Rf∗(Lf∗F
L⊗G). ìÅÇËÏ ×É-

ÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ F | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ó×ÅÒÈÕ ËÏÍÐÌÅËÓ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏ×, Á
G | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ ËÏÍÐÌÅËÓ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ×. üÔÏ ÄÁÅÔ ÉÓËÏÍÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
ÎÁ D−(QCoh(Y )) × D+(QCoh(X)) × ÓÉÌÕ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÏÅËÃÉÉ | f∗(f∗F ⊗ G) ∼= F ⊗ f∗G, ÄÌÑ ÌÏ-
ËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ F . íÏÖÎÏ ÄÁÌÅÅ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁ ×ÓÅÊ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ RHom(G;H L⊗ F) ∼= RHom(G;H)
L⊗ F ∼= RHom(G L⊗ F∨;H), ÄÌÑ ×ÓÅÈ

F ∈ Dperf(X), ÇÄÅ F∨ = RHom(F ;OX).


