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ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÌØÒÁÃÉÑ É t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ
þÁÓÔØ 1. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ

äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÏÂßÅËÔÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÒÅÄËÏ
ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ Ñ×ÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÉÌÉ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ. ëÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ
ÎÅËÏÔÏÒÁÑ \ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ" ÜÔÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÎÁ \ÆÁËÔÏÒÁÈ" ÜÔÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ.
ðÒÁ×ÄÁ ÏÂÙÞÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ × ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ ××ÉÄÕ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á.
ìÅÍÍÁ 1.1. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ × ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T . åÓÌÉ f | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ,
ÔÏ f | ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ, Á ÅÓÌÉ f | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ f | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÎÑÔÉÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ, ÔÁË ËÁË ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁÔÅ-
ÇÏÒÉÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ. ðÕÓÔØ f | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ. úÎÁÞÉÔ ÆÕÎËÔÏÒ Z 7→ Ker(Hom(Z;X) → Hom(Z; Y )) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ
É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅËÔÏÍ 0. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Z ÍÏÒÆÉÚÍ Hom(Z;X) → Hom(Z; Y ) | ×ÌÏÖÅÎÉÅ.
äÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Z → X → Y → Z[1]. ôÁË ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Z → X → Y
ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Z → X ÔÏÖÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. úÎÁÞÉÔ f | ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ. óÌÕÞÁÊ
ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ¤

æÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ ÎÁ ÏÂßÅËÔÅ X ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ
: : : // F p+1X //

²²

F pX //

²²

F p−1X //

²²

: : :

: : : X X X : : :
æÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ pÀ 0 ÍÏÒÆÉÚÍ F pX → X | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, Á ÐÒÉ p¿ 0 F pX = 0.
ëÏÎÕÓÙ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× F p+1X → F pX ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÁÍÉ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ:

grpF X = C(F p+1X → F pX):
ïÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ (ÎÅËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.
åÓÔØ Ä×Á ×ÁÖÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ X• × ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Hot(A).
çÌÕÐÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ ÎÁ X• ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ F pX = �>pX, ÇÄÅ

(�>pX)k =
{
Xk; ÅÓÌÉ k > p
0; ÅÓÌÉ k < p

ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ ÎÁ X• ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ F pX = �6−pX, ÇÄÅ

(�6−pX)k =





Xk; ÅÓÌÉ k < −p
Ker dpX ; ÅÓÌÉ k = p
0; ÅÓÌÉ k < p

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ grp�X ∼= Xp, grp� X ∼= Hp(X).

ïÂÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙ × ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ | ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → Y
ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ �>pf : �>pX → �>pY É �6−pf : �6−pX → �6−pY , ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÍÏÒÆÉÚ-
ÍÁÍÉ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ. ïÄÎÁËÏ, ÐÒÉ ÐÏÐÙÔËÅ ÏÐÕÓÔÉÔØ ÜÔÉ ÆÉÌÔÒÁÃÉÉ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ
ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÌÕÐÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ
ÎÅ ÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ÔÁË ËÁË Õ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ
ÒÁÚÎÙÅ ÞÌÅÎÙ.
ìÅÍÍÁ 1.3. åÓÌÉ s : X → Y Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ �6−ps : �6−pX → �6−pY | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ

�6−pX
�6−ps //

²²

�6−pY

²²
X s // Y

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ

Hk(�6−pX)
Hk(�6−ps) //

²²

Hk(�6−pY )

²²
Hk(X)

Hk(s) // Hk(Y )
åÓÌÉ k 6 −p, ÔÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. îÉÖÎÑÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. úÎÁÞÉÔ É
×ÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉ k > −p ÉÍÅÅÍ Hk(�6−pX) = Hk(�6−pY ) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ
×ÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. úÎÁÞÉÔ �6−ps | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ¤

óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÆÕÎËÔÏÒÙ �>−p ÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ.
úÎÁÞÉÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X × D(A) ÉÍÅÅÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÀ �>−pX, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ grp� X ∼= Hp(X),
ÐÒÉÞÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÕÀ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÖÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ �>q : D(A) → D(A) É ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ×
�6q → id → �>g+1 → [1] ◦ �6q, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ X ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �6qX → X → �>q+1X → (�6qX)[1]
×ÙÄÅÌÅÎ.

þÁÓÔØ 2. óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ

ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÏÂÒÅÚÁÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÀÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅÍ t-
ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T | ÜÔÏ ÐÁÒÁ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÈ
(ÎÏ ÎÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ!) ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÊ (T 60; T >0), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

T 6t := T 60[−t]; T >t := T >0[−t]:
ôÏÇÄÁ

(1) T 6−1 ⊂ T 60, T >1 ⊂ T >0;
(2) Hom(T 60; T >1) = 0;
(3) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ T ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË X60 → X → X>1 → X60[1], ÔÁËÏÊ

ÞÔÏ X60 ∈ T 60, Á X>1 ∈ T >1.

t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ (T 60; T >0) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ⋂∞
t=−∞ T 6t = ⋂∞

t=−∞ T >t = 0.
åÓÌÉ T = D(A) | ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÎÁ ÎÅÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ.
ìÅÍÍÁ 2.1. ðÏÌÏÖÉÍ

D60(A) := {X ∈ D(A) | Hp(X) = 0∀p > 0 }; D>0(A) := {X ∈ D(A) | Hp(X) = 0∀p < 0 }:
ôÏÇÄÁ (D60(A);D>0(A)) | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ó×ÏÊÓÔ×Ï (1) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Á Ó×ÏÊÓÔ×Ï (3) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Ï (2). ðÕÓÔØ X ∈ D60(A), Y ∈ D>1(A). íÅÎÑÑ X ÎÁ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ÅÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓ �60X ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,
ÞÔÏ ÞÌÅÎÙ ËÏÍÐÌÅËÓÁ X ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Hom(X;Y ) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÌÅ×ÙÈ ÄÒÏÂÅÊ X f→ Z s← Y , ÇÄÅ s | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÁË ËÁË Y ∈ D>1(A),
ÔÏ É Z ∈ D>1(A), ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍ Z → �>1Z | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÓÑËÁÑ ÔÁËÁÑ ÄÒÏÂØ ÜË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÁ ÄÒÏÂÉ X → �>1Z ← Y . îÏ Õ ËÏÍÐÌÅËÓÁ �>1Z ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ × ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, Á
Õ ËÏÍÐÌÅËÓÁ X | ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ × ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
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Hom(X; �>1Z) = 0. úÎÁÞÉÔ ×ÓÑËÁÑ ÄÒÏÂØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÎÕÌÀ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÅÒÅÄ ÎÁÍÉ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. åÅ ÎÅ-
×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ | ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, Á ÏÎÉ × ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ¤
ìÅÍÍÁ 2.2. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× X;Y ∈ A ÉÍÅÅÍ

HomD(A)(X;Y [t]) ∼=
{

0; ÅÓÌÉ t < 0
ExttI(X;Y ); ÅÓÌÉ t > 0

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ A → D(A) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÊ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-
ÎÏÓÔØ A É ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ D0(A) := D60(A) ∩ D>0(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ t < 0, ÔÏ ÚÁÎÕÌÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ. ðÕÓÔØ t > 0. úÁÍÅÎÑÑ
× ÌÅ×ÏÊ ÄÒÏÂÉ X f→ Z s← Y [t], ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X → Y [t] ÏÂßÅËÔ Z ÎÁ �>−tZ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,
ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ Z ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ × ÓÔÅÐÅÎÑÈ > −t. ëÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ s | ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ 0 → Y → Z−t →
Z1−t → : : : . ôÁË ËÁË s | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÎ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÒÆÉÚÍ Y → Z−t | ×ÌÏÖÅÎÉÅ,
Á ËÏÍÐÌÅËÓ 0 → Y → Z−t → · · · → Z−1 → Ker d0

Z → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÚÁÄÁÀÝÁÑ ËÌÁÓÓ
�s ∈ ExttI(Ker d0

Z ; Y ). íÏÒÆÉÚÍ f : X → Z ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ X → Ker d0
Z , ËÏÍÐÏÎÉÒÕÑ ËÏÔÏÒÙÊ Ó �s

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÌÁÓÓ �s ◦ f ∈ ExttI(X;Y ).
ïÂÒÁÔÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ 0 → Y → Z−t → · · · → Z−1 → X → 0. ðÏÌÏÖÉÍ Z0 = X, ÔÏÇÄÁ Z• |
ËÏÍÐÌÅËÓ, ×ÌÏÖÅÎÉÅ Y → Z−t ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ s : Y [t] → Z, Á ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ X → Z0 | ÍÏÒÆÉÚÍ
X → Z. ÷ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÌÅ×ÕÀ ÄÒÏÂØ X f→ Z s← Y [t].
ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ HomD(A)(X;Y [t]) É ExttI(X;Y ).
÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÎÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ t : Z → V | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ-
ÎÙÈ × ÓÔÅÐÅÎÑÈ > −t. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ
ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÄÁÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÌÅ×ÙÈ ÄÒÏÂÅÊ.
ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÕÀ ÏÂÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ôÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÍÐÏÚÉ-
ÃÉÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ | ÅÓÌÉ ÍÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏ ÎÅÍÕ ÌÅ×ÕÀ ÄÒÏÂØ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÏ ÎÅÊ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ
| ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏ ÖÅ, Ó ÞÅÇÏ É ÎÁÞÁÌÉ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÌÅ×ÏÊ ÄÒÏÂÉ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏ ÎÅÊ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, Á
ÚÁÔÅÍ ÌÅ×ÕÀ ÄÒÏÂØ, ÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÏÍÐÌÅËÓ Z ÚÁÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÒÆÎÙÊ ÅÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓ Z ′, ÐÒÉÞÅÍ ÍÏÒ-
ÆÉÚÍÙ s : Y [t] → Z É f : X → Z ÐÒÏÐÕÓÔÑÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Z ′. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÌÅ×ÁÑ ÄÒÏÂØ ÂÕÄÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ
ÉÓÈÏÄÎÏÊ.

ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅÃ, t = 0. ÷ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X → Y ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÌÅ×ÏÊ ÄÒÏÂÉ X f→ Z s← Y , ÇÄÅ
ËÏÍÐÌÅËÓ Z ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ × ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ. ëÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ s | ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ 0 → Y → Z0 →
Z1 → : : : . ôÁË ËÁË s | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÎ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Hom(X;Y ) →
Hom(X;Z0) → Hom(X;Z1) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅ×Á. îÏ ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ X × C(s) É
× C(s)[−1] ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÎÕÌÀ! éÚ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ × Hot(A) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ C(s)[−1] → Y → Z → C(s) ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hom(X;Y ) ∼= Hom(X;Z). üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÔÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ A → D(A) ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ.
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ D0(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,
ÏÂÒÁÚ A ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÌÅÖÉÔ × D0(A). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ X ∈ D0(A), ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ X → �>0X É �60�>0X
| Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, Á �60�>0X | ËÏÍÐÌÅËÓ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ × ÓÔÅÐÅÎÉ 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÅÖÁÝÉÊ × ÏÂÒÁÚÅ
ÆÕÎËÔÏÒÁ. úÎÁÞÉÔ ×ÓÑËÉÊ ÏÂßÅËÔ × D0(A) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÏÂßÅËÔÕ × A. ¤
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ X;Y ∈ A. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ Ei(X;Y ) = HomD(A)(X;Y [i]) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-
ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÏ ÏÂÏÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ × A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÔÏ ÏÎ
ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, Á ÅÓÌÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ, ÔÏ ÐÏ ×ÔÏÒÏÍÕ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ É ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÁÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ÷ÓÅ ÏÎÉ ÔÏÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ.
ðÕÓÔØ (T 60; T >0) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ T [a;b] := T >a ∩ T 6b. t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ,
ÅÓÌÉ T = ⋃

a6b T [a;b].
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ D∗(A) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ⇐⇒ ∗ = b.
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þÁÓÔØ 3. ó×ÏÊÓÔ×Á t-ÓÔÒÕËÔÕÒ

ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÐÏÎÑÔÉÅ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÅ ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.
ïÔÌÉÞÉÅ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ ÓÄ×ÉÇÏ×, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ.
ìÅÍÍÁ 3.1. åÓÌÉ (T 60; T >0) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÆÕÎË-
ÔÏÒÙ �6t : T → T 6t, �>t : T → T >t, É ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ× �6t → id → �>t+1 → [1] ◦ �6t, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ X ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �6tX → X → �>t+1X → (�6tX)[1] ×ÙÄÅÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÌÕÞÁÊ t = 0. äÌÑ ×ÓÑËÉÈ X;Y ∈ T ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ (3) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ X60 → X → X>1 → X60[1] É Y60 → Y → Y>1 → Y60[1]
× ËÏÔÏÒÙÈ X60; Y60 ∈ T 60, Á X>1; Y>1 ∈ T >1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hom(X60; Y>1) = 0 ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ (2), ÐÏÜÔÏÍÕ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : X → Y ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f60 : X60 → Y60 É f>1 : X>1 → Y>1, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ
ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, Hom(X60; Y>1[−1]) = 0 ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ (2), ÔÁË ËÁË Y>1[1] ∈ T >2 ⊂ T >1 ÐÏ
Ó×ÏÊÓÔ×Õ (1), Á X60 ∈ T 60. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ
X 7→ X60, f 7→ f60 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ T → T 60 (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ �60), Á ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ X 7→ X>1, f 7→ f61
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ T → T >0 (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ �>0). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ ÚÁÄÁÀÔ ÉÓËÏÍÙÅ
ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÏÖÉ× �6t := [−t] ◦ �60 ◦ [t], �>t+1 := [−t] ◦ �>1 ◦ [t], ÐÏÌÕÞÉÍ
ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2. ðÕÓÔØ (T 60; T >0) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) T 60[1] ⊂ T 60, Á T >0[−1] ⊂ T >0;
(b) T 60 É T >0 ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ (ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ C ⊂ T ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅ-
ÎÉÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → Z → X[1] Ó X;Z ∈ C ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ Y ∈ C);
(c) ÆÕÎËÔÏÒ �60 ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÐÒÁ×Á Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ ×ÌÏÖÅÎÉÑ T 60 → T , Á ÆÕÎËÔÏÒ �>0 ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ
×ÌÏÖÅÎÉÑ T >0 → T .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.3. ðÕÓÔØ (T 60; T >0) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
(a) �6p ◦ [q] ∼= [q] ◦ �6p+q, �>p ◦ [q] ∼= [q] ◦ �>p+q;
(b) ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× �6p → id ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ T 6p ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

÷ÓÑËÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÊ T 60 ÉÌÉ T >0.
ìÅÍÍÁ 3.4. ðÕÓÔØ T 60 ⊂ T | ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ

• T 60[1] ⊂ T 60;
• T 60 ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ;
• ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ T 60 → T ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ.

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ (T 60; T >0) ÎÁ T Ó T >1 = (T 60)⊥.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ T >0 ËÁË (T 60)⊥[1]. ôÏÇÄÁ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (1) ÄÌÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T 60 ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ
ÅÇÏ ÄÌÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T >0. ðÕÓÔØ Y ∈ T >1. îÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Y ∈ T >0, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ Y [−1] ∈ T >1, ÔÏ ÅÓÔØ
ÞÔÏ Hom(X;Y [−1]) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ X ∈ T 60. îÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Hom(X;Y [−1]) = Hom(X[1]; Y ) = 0, ÔÁË ËÁË
X[1] ∈ T 60[1] = T 6−1 ⊂ T 60, Á Y ∈ T >1. äÁÌÅÅ, Ó×ÏÊÓÔ×Ï (2) ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T >1.
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ (3). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ T 60 → T ÞÅÒÅÚ i, Á ÅÇÏ ÐÒÁ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÞÅÒÅÚ
i!. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ X ÉÍÅÅÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ii!X → X. úÁÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Y ∈ T 60, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Y → X ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ
Y → ii!X.
äÏÐÏÌÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÒÆÉÚÍ ii!X → X ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ii!X → X → X ′ → ii!X[1]. ðÏËÁÖÅÍ,
ÞÔÏ X ′ ∈ T >1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ Y ∈ T 60 É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f : Y → X ′. äÏÐÏÌÎÉÍ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ Y → X ′ → ii!X[1] ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×

ii!X // ~Y //

~f
²²

f̂

~~}
}

}
}

Y //

f
²²

ii!X[1]

ii!X // X // X ′ // ii!X[1]



5

ôÁË ËÁË T 60 ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ, ~Y ∈ T 60. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÒÆÉÚÍ ~f : ~Y → X ÐÏÄÎÉÍÁ-
ÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f̂ : ~Y → ii!X. á ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÄÎÑÔÉÑ, ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÌÅ×ÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ. éÚ ÎÅÅ ÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ii!X → ~Y | ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ,
Á ÚÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Y → ii!X ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. îÏ ÜÔÏ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒ-
ÆÉÚÍÁ Y → X, ËÏÔÏÒÙÊ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Y → ii!X. úÎÁÞÉÔ f ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ii!X → X → X ′, Á ÚÎÁÞÉÔ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. ¤

úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ
ôÅÏÒÅÍÁ 3.5. ðÕÓÔØ (T 60; T >0) | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T . ôÏ-
ÇÄÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T 0 = T 60 ∩ T >0 | ÁÂÅÌÅ×Á.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÏÂßÅËÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ, Á ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T 60 É T >0 ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. úÎÁÞÉÔ T 0 ÔÏÖÅ ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ, É × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, T 0 | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × T .
ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÑÄÅÒ É ËÏÑÄÅÒ × T 0. ðÕÓÔØ X;Y ∈ T 0, Á f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ. äÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÄÏ
×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

U u //X f //Y v //U [1]:
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ U ∈ T [0;1]. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, X;Y [−1] ∈ T [0;1], Á T [0;1] = T >0 ∩ T 61 ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ K = �60U , C = �>0(U [1]) = (�>1U)[1] É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ K → U → X É
Y → U [1] → C. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÑÄÒÏÍ É ËÏÑÄÒÏÍ f ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ Z ∈ T 0

É g : Z → X | ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÞÔÏ f ◦ g = 0:
Z
g

²²

g′

ÄÄÄ
Ä

Ä
Ä

U u // X
f // Y v // U [1]

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ g′ : Z → U , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ u ◦ g′ = g. ðÒÉ ÜÔÏÍ Hom(Z; Y [−1]) = 0, ÔÁË ËÁË Z ∈ T 0 ⊂ T 60,
Á Y [−1] ∈ T 0[−1] ⊂ T >0[−1] = T >1. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ g′ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ. îÁËÏÎÅÃ, ÔÁË ËÁË Z ∈ T 0

ÍÏÒÆÉÚÍ g′ : Z → U ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ g′′ : Z → �60U = K. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÑÄÒÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ. ôÁË ÖÅ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÏÑÄÒÁ.
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÑÄÒÏ ÑÄÒÁ ÒÁ×ÎÏ ÑÄÒÕ ËÏÑÄÒÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ

K // U //

²²

C[−1] //

²²

K[1]

K // X //

²²

V //

²²

K[1]

²²
Y

²²

Y //

²²

U [1]

U [1] // C
ôÁË ËÁË X ∈ T 0, Á K[1] ∈ T −1, ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ V ∈ T [−1;0]. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, C[−1] ∈ T 1,
Y ∈ T 0 ÚÎÁÞÉÔ V ∈ T [0; 1]. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ V ∈ T [−1;0] ∩ T [0;1] ⊂ T 60 ∩ T >0 = T 0. ïÓÔÁÅÔÓÑ
ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÑÄÒÏ ÑÄÒÁ | ÜÔÏ �>0V ∼= V , Á ÑÄÒÏ ËÏÑÄÒÁ | �60V ∼= V , ÔÁË ÞÔÏ É ËÏÑÄÒÏ ÑÄÒÁ É ÑÄÒÏ
ËÏÑÄÒÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó V . ¤

áÂÅÌÅ×Á ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅÒÄÃÅ×ÉÎÏÊ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (T 60; T >0). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÅÒÄÃÅ×ÉÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ
t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ D(A) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó A.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ A ⊂ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÒÄÃÅ×ÉÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ
t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ T ⇐⇒ Hom(A;A[−t]) = 0 ÄÌÑ t > 0, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ T ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ
ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ F •X, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ grpF (X) ∈ A[p] ÄÌÑ ×ÓÅÈ p.



6

åÓÌÉ T = D(A), ÔÏ ÐÏÍÉÍÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÒÕÇÉÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ t-ÓÔÒÕËÔÕÒ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ Á×ÔÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.7. ïÐÉÛÉÔÅ ×ÓÅ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ × Db(k−mod).

âÙ×ÁÀÔ É ÂÏÌÅÅ ÜËÚÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.8. ðÕÓÔØ T = D(Z−mod) | ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ.
ðÕÓÔØ

T 60 = {X ∈ D(Z−mod) | Ht(X) = 0 ÐÒÉ t > 0, Á H0(X) | ÇÒÕÐÐÁ ËÒÕÞÅÎÉÑ }
T >1 = {X ∈ D(Z−mod) | Ht(X) = 0 ÐÒÉ t < 0, Á H0(X) | ÇÒÕÐÐÁ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ }

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (T 60; T >0) | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ.

ìÅÍÍÁ 3.9. ðÕÓÔØ (T 60; T >0) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. åÓÌÉ X;Y ∈ T 0, ÔÏ Hom(X;Y [1]) ∼= Ext1
I(X;Y ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f : X → Y [1] | ÍÏÒÆÉÚÍ. äÏÓÔÒÏÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Y → Z →
X → Y [1]. ôÏÇÄÁ Z ∈ T 0, Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Y → Z → X → 0 × T 0 ÔÏÞÎÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ËÌÁÓÓ × Ext1

I(X;Y ).

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ 0 → Y → Z → X → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ × T 0. äÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Y → Z × T ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Y → Z → X ′ → Y [1]. ôÁË ËÁË Y → Z | ×ÌÏÖÅÎÉÅ × T 0, ÔÏ X ′ ÅÓÔØ ËÏÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÔÏ
ÅÓÔØ X ′ ∼= X. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ X ∼= X ′ → Y [1]. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ
ÏÂÒÁÔÎÙ. ¤

ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Exti(X;Y ) := Hom(X;Y [i]). ÷ ÏÔÌÉÞÉÉ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ i = 1, ÄÌÑ
i > 1 ÏÎ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ | ÎÁÓËÏÌØËÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÏÔ ÓÅÒÄÃÅ×ÉÎÙ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÏÔ ÉÓÈÏÄ-
ÎÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ ÚÄÅÓØ | ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÁ D(T 0) → T ,
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ T 0. ÷ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ (××ÉÄÕ ÎÅ-
ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ). þÔÏÂÙ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÎÕÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T .
úÄÅÓØ ÅÓÔØ ÒÁÚÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÊ | ÓÔÒÕËÔÕÒÁ f -ËÁÔÅÇÏÒÉÉ (ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÁÃÉÑ ÆÉÌØ-
ÔÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ). ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ | ÎÁÄÏ
ÞÔÏÂÙ ÍÏÒÆÉÚÍ ExtiI(X;Y ) → HomT (X;Y [i]), ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÜÔÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ, ÂÙÌ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. üÔÏ
ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÁËÏÍÕ: ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X → Y [i] × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T , ÇÄÅ X;Y ∈ T 0 ÒÁÓ-
ËÌÁÄÙ×ÁÌÓÑ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ X → X1[1] → X2[2] → · · · → Xi−1[i − 1] → Y [i], ÇÄÅ X1; X2; : : : ; Xi−1 ∈ T 0 (ÉÎÁÞÅ
ÇÏ×ÏÒÑ Ext• × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ Ext1).

þÁÓÔØ 4. ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ

ìÅÍÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ (T 60; T >0) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ a 6 b ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ× �6a�6b ∼= �6b�6a ∼= �6a É �>a�>b ∼= �>b�>a ∼= �>b.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ T 6a → T ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ T 6a → T 6b → T . ðÏÜÔÏÍÕ
ÅÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ �6a ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ �6a�6b. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ
�6b ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÅÎ ÎÁ T 6b, Á ÏÂÒÁÚ �6a ÌÅÖÉÔ × T 6a ⊂ T 6b, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ¤

ìÅÍÍÁ 4.2. ðÕÓÔØ (T 60; T >0) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ a 6 b ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
ÆÕÎËÔÏÒÏ× �6b�>a ∼= �>a�6b.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �6a−1�6b ∼= �6a−1 ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ

�6a−1X // �6bX //

²²

�>a�6bX //

²²

�6a−1X[1]

�6a−1X // X //

²²

�>aX //

²²

�6a−1X[1]

�>b+1X

²²

�>b+1X

²²
�6bX[1] // �>a�6bX[1]

éÚ ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �>a�6bX ⊂ T >b. ðÒÉ ÜÔÏÍ �>b+1X ∈ T >b+1. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÔÉÊ ÓÔÏÌÂÅÃ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÏÂßÅËÔÁ �>aX ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÁÒÙ (T 6b; T >b+1). ôÁË ËÁË ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ,
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �>a�6bX ∼= �6b�>a, ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ. ¤

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ a = b É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
Ha(X) = (�6a�>aX)[a]:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÆÕÎËÔÏÒÙ Ha Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÆÕÎË-
ÔÏÒÁÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X ∈ T 6p, Y ∈ T >p, ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X → Y ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ

X = �6pX → �>p�6pX = Hp(X)[−p] → Hp(Y )[−p] = �6p�>pY → �>pY = Y:
÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ Hom(X;Y ) = Hom(Hp(X);Hp(Y )).
ìÅÍÍÁ 4.5. ðÕÓÔØ (T 60; T >0) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ôÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hp+q(X) ∼= Hp(X[q]). ëÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ X → Y → Z → X[1] | ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÔÏ

· · · → Hp(X) → Hp(Y ) → Hp(Z) → Hp+1(X) → : : :
| ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 3.3:
Hp(X[q]) = (�6p�>p(X[q]))[p] ∼= (�6p+q�>p+qX)[p+ q] = Hp+q(X):

õÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. ðÒÏËÒÕÞÉ×ÁÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÍÏÖÎÏ ×ÓÅ Ó×ÅÓÔÉ
Ë ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ H0(X) → H0(Y ) → H0(Z) × ÓÒÅÄÎÅÍ ÞÌÅÎÅ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ
ÆÁËÔ | ÅÓÌÉ X ∈ T 60, ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �60X → �60Y → �60Z → (�60X)[1] ×ÙÄÅÌÅÎ, Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
H0(X) → H0(Y ) → H0(Z) → 0 ÔÏÞÎÁ ÓÐÒÁ×Á. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ

�60X // �60Y //

²²

U //

²²

(�60X)[1]

X // Y //

²²

Z //

²²

X[1]

�>1Y
²²

�>1Y
²²

(�60Y )[1] // U [1]

éÚ ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ U ∈ T 60. ðÒÉ ÜÔÏÍ �>1Y ∈ T >1. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
�>1Y ∼= �>1Z, U ∼= �60Z. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. ÷ÏÚØÍÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÙÊ V ∈ T 0 É ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(−; V ). ðÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

Hom((�60X)[1]; V ) → Hom(�60Z; V ) → Hom(�60Y; V ) → Hom(�60X;V ):
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úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ Hom((�60X)[1]; V ) = 0, ÔÁË ËÁË (�60X)[1] ∈ T 6−1, Á V ∈ T >0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÕÐÒÁÖ-
ÎÅÎÉÑ 4.4 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Hom(�60X;V ) = Hom(H0(�60X);H0(V )) = Hom(H0(X); V ) É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ X
ÎÁ Y É Z. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → Hom(H0(Z); V ) → Hom(H0(Y ); V ) → Hom(H0(X); V ):
ôÁË ËÁË V ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÓÐÒÁ×Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ H0(X) → H0(Y ) → H0(Z) → 0.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Z ∈ T >0, ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �>0X → �>0Y → �>0Z → (�>0X)[1] ×ÙÄÅÌÅÎ, Á
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → H0(X) → H0(Y ) → H0(Z) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅ×Á.
ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÁËÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ

�60X // X //

²²

�>1X //

²²

(�60X)[1]

�60X // Y //

²²

W //

²²

(�60X)[1]

Z
²²

Z
²²

X[1] // (�>1X)[1]

ôÁË ËÁË �60X ∈ T 60 É H0(�60X) = H0(X) ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
H0(X) → H0(Y ) → H0(W ) → 0. ôÁË ËÁË (�>1X)[1] ∈ T >0 É H0((�>1X)[1]) = H1(X) ÉÚ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → H0(W ) → H0(Z) → H1(X). óËÌÅÉ×ÁÑ ÉÈ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ H0(X) → H0(Y ) → H0(Z) → H1(X). ¤
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.6. ðÕÓÔØ (T 60; T >0) | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
(a) X = 0 ⇐⇒ ∀p Hp(X) = 0; (b) ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → Y | ÉÚÏÆÍÏÒÆÉÚÍ ⇐⇒ ∀p Hp(f) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

æÕÎËÔÏÒ H : T → A ÉÚ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ × ÁÂÅÌÅ×Õ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ
×ÓÑËÏÇÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → Z → X[1] ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ · · · → Hp(X) → Hp(Y ) →
Hp(Z) → Hp+1(X) → : : : ÔÏÞÎÁ. ðÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÌÅÍÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ
ÆÕÎËÔÏÒ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ | ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ. äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ
ÆÕÎËÔÏÒÁ | ÆÕÎËÔÏÒ Hom(U;−).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ É ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ | ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ
ÆÕÎËÔÏÒ.

ðÕÓÔØ (T 60; T >0) | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, Á Hi | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. åÓÔÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ | ÎÁÓËÏÌØËÏ ÏÂßÅËÔ X ∈ T ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ Hi(X). åÓÌÉ X ÉÍÅÅÔ
ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÕÀ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÀ Hi(X), ÔÏ ÏÎ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Hi(X)[−i].
ìÅÍÍÁ 4.8. åÓÌÉ X ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Hi(X) É Hj(X) × ÓÔÅÐÅÎÑÈ i < j, ÔÏ X
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Hj(X) → Hi(X)[j − i+ 1].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �6iX → X → �>i+1X → �6iX[1]. ôÁË ËÁË �6iX É �>i+1X ÉÍÅÀÔ
ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÀ, ÔÏ �6iX ∼= Hi(X)[−i], �>i+1X ∼= Hj(X)[−j]. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
Hi(X) → X → Hj(X)[−j] → Hi(X)[1− i]. ôÁË ËÁË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ)
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Hj(X)[−j] → Hi(X)[1− i], ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Hj(X) → Hi(X)[j + 1− i]. ¤

íÏÒÆÉÚÍ Hj(X) → Hi(X)[j − i+ 1] ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÓËÌÅÊËÉ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.9. ïÐÉÛÉÔÅ, ËÁËÉÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅËÔ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ
ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.10. ðÕÓÔØ A | ÁÂÅÌÅ×Á ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 (ÔÏ ÅÓÔØ ExtiI(X;Y ) = 0
ÄÌÑ i > 2 É ×ÓÅÈ X;Y ∈ A). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÏÂßÅËÔ X ∈ D(A) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ⊕iHi(X)[−i].


