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DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
þÁÓÔØ 1. DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ É DG-ÆÕÎËÔÏÒÙ

÷ÁÖÎÙÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ | ÜÔÏ Z-
ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A, ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ËÏÔÏÒÏÊ ××ÅÄÅÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× (ÔÏ ÅÓÔØ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁ É
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÓÔÅÐÅÎÉ 1), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÏÊ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ
ÐÒÁ×ÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ X;Y ∈ A ÚÁÄÁÎ ËÏÍÐÌÅËÓ (Hom•(X;Y ); d•X;Y ), ÔÁË ÞÔÏ

• ÅÓÌÉ f ∈ Homk(X;Y ), g ∈ Homl(Y; Z), ÔÏ g ◦ f ∈ Homk+l(X;Z);
• ÅÓÌÉ f ∈ Homk(X;Y ), g ∈ Homl(Y; Z), ÔÏ dX;Z(g ◦ f) = (dY;Zg) ◦ f + (−1)lg ◦ (dX;Y f).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÏÂÑÚÁÎ ÉÍÅÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÏÌØ É ÂÙÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ
idX = ∑ ei, ei ∈ Homi(X;X). ôÏÇÄÁ ei = idX ◦ei = ∑ ej ◦ ei, ÏÔËÕÄÁ e0 ◦ ei = ei. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉ
e0 = e0 ◦ idX = ∑ e0 ◦ ei = ∑ ei, ÏÔËÕÄÁ ei = 0 ÐÒÉ i 6= 0. îÁËÏÎÅÃ, ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ìÅÊÂÎÉÃÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
d(idX) = d(idX ◦ idX) = d(idX) ◦ idX + idX ◦d(idX) = 2d(idX), ÏÔËÕÄÁ d(idX) = 0.
DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÂßÅËÔÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ DG-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.
÷ÓÑËÕÀ Z-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ××ÏÄÑ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÕÀ ÇÒÁÄÕÉ-
ÒÏ×ËÕ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ. äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. ðÕÓÔØ B | ÁÂÅÌÅ×Á ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. òÁÓÓÍÏ-
ÔÒÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Cdg(B), ÏÂßÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ËÏÍÐÌÅËÓÙ ÎÁÄ B, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÆÏÒÍÕÌÏÊ

Homk(X•; Y •) =
∏

i∈Z
HomB(Xi; Y i+k); dX;Y (f) = (dY ◦ f − (−1)kf ◦ dX); ÅÓÌÉ f ∈ Homk(X•; Y •):

ïÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ, ÔÁË ËÁË

(dY;Zg)f + (−1)lg(dX;Y f) = (dZg − (−1)lgdY )f + (−1)lg(dY f − (−1)kfdX) =
= dZgf − (−1)lgdY f + (−1)lgdY f − (−1)k+lgfdX) = dZgf − (−1)k+lgfdX) = dX;Z(gf):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ A | DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A◦ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× f ∈ Homk É g ∈ Homl ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ (−1)kl, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. ðÕÓÔØ A É A′ | DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A ⊗ A′ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ÏÂßÅËÔÏ×
A×A′ É ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ Hom•((X;X ′); (Y; Y ′)) = Hom•

A(X;Y )⊗Hom•
A′(X ′; Y ′) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ.

÷ÓÑËÏÊ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ Ä×Å Z-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Z0(A) É H0(A) Ó ÔÅÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÂßÅËÔÏ×
É ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ

HomZ0(A)(X;Y ) = Ker d0
X;Y ⊂ Hom0(X;Y ); HomH0(A)(X;Y ) = H0(Hom•(X;Y ); dX;Y ):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z0(Cdg(B)) = Com(B), H0(Cdg(B)) = Hot(B).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) H0(A◦) = H0(A)◦; (b) H0(A1 ×A2) = H0(A1)×H0(A2).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H0(A) ÄÌÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.
åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ | × ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H0(A) ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ. ïÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ÎÅÇÏ ÐÏÍÏÇÁÀÔ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ.

þÁÓÔØ 2. DG-ÆÕÎËÔÏÒÙ É DG-ÍÏÄÕÌÉ

æÕÎËÔÏÒ F : A → A′ ÍÅÖÄÕ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ X;Y ∈ A ÏÔÏÂÒÁÖÅ-
ÎÉÅ F : Hom•

A(X;Y ) → Hom•
A′(F (X); F (Y )) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÕ

É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ).
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ðÕÓÔØ F;G : A → A′ | DG-ÆÕÎËÔÏÒÙ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Homn(F;G) ËÁË ×ÓÅ ÎÁÂÏÒÙ �X ∈ Homn
A′(F (X); G(X)),

ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ∈ Hom•
A(X;Y ) ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

F (X) F (f) //

�X
²²

F (Y )

�Y
²²

G(X) G(f) // G(Y )
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ × Hom•

A′(F (X); G(X)) ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÎÁ Hom•(F;G) = ⊕n Homn(F;G) ÓÔÒÕË-
ÔÕÒÕ ËÏÍÐÌÅËÓÁ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
(a) ×ÓÑËÉÊ DG-ÆÕÎËÔÏÒ F : A → A′ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ H0(F ) : H0(A) → H0(A′);
(b) ÅÓÌÉ F;G|DG-ÆÕÎËÔÏÒÙ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅH0(Hom•(F;G)) ⊂ Hom(H0(F );H0(G)).

ðÕÓÔØ A | DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ìÅ×ÙÍ DG-ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒ A → Cdg(k) ÉÚ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A × DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. ðÒÁ×ÙÍ DG-ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒ A◦ → Cdg(k).
ðÒÉÍÅÒ 2.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ A ËÁË DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÂßÅËÔÏÍ, ÉÍÅÀÝÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚ-
ÍÏ× A. ôÏÇÄÁ DG-ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A | ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ X• É ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× f : A → Hom•(X;X), ÓÏÇÌÁ-
ÓÏ×ÁÎÎÙÊ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. ôÁË ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ A ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ × ÓÔÅÐÅÎÉ 0, ÍÏÒÆÉÚÍ f ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ
A→ Hom0(X;X) = ∏

i Hom(Xi; Xi). åÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ fi : A→ Hom(Xi; Xi) ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ××ÅÓÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ A ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ Xi, ÐÒÉÞÅÍ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ËÏÍÐÌÅËÓÁ X ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎ Ó ÜÔÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ X ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÁ A-ÍÏÄÕÌÅÊ.

ðÕÓÔØ A | ÍÁÌÁÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ÷ÓÅ DG-ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ A ÏÂÒÁÚÕÀÔ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, × ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ Hom•

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓ ÄÌÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒÏ×. üÔÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A−DGMod.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A | ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ A−DGMod ∼= Cdg(A−Mod).

÷ÓÑËÏÍÕ ÏÂßÅËÔÕ X ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÌÅ×ÙÊ É ÐÒÁ×ÙÊ DG-ÍÏÄÕÌÉ
hX = Hom•(X;−); hX = Hom•(−; X):

üÔÉ DG-ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ (ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ DG-ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ A |
ÜÔÏ A, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ × ÓÔÅÐÅÎÉ 0). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ h• : X 7→ hX É
h• : X 7→ hX | DG-ÆÕÎËÔÏÒÙ A◦ → A−DGMod É A → DGMod−A ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ h• É h• ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙ.
ìÅÍÍÁ 2.5. åÓÌÉ A | ÍÁÌÁÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H(A) := H0(A−DGMod) | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ M | DG-ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ M [1](X) = M(X)[1]. ñÓÎÏ, ÞÔÏ [1] | Á×ÔÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A−DGMod. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÕÓÔØ f : M → N | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ A-DG-ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 0,
ÔÏ ÅÓÔØ f ∈ HomZ0(A−DGMod)(M;N). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÏÎ ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×
f(A) : M(A) → N(A). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ DG-ÍÏÄÕÌØ C(f) ÆÏÒÍÕÌÏÊ

C(f)(A) = C(f(A)):
÷ ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, C(f) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A × Cdg(k), ÔÏ ÅÓÔØ DG-ÍÏÄÕÌÅÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË

M → N → C(f) →M [1]:
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ É ËÌÁÓÓ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ,
ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ H(A) = H0(A−DGMod) ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÐÒÏÈÏÄÉÔ É × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ | ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ
ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØÀ (ÐÏ A) ×ÓÅÈ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×. ¤
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þÁÓÔØ 3. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

íÏÒÆÉÚÍ A-DG-ÍÏÄÕÌÅÊ f : M → N (ÚÁÍËÎÕÔÙÊ, ÓÔÅÐÅÎÉ 0) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ
×ÓÅÈ X ∈ A ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× fX : M(X) → N(X) | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ
ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ A | ÍÁÌÁÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
H(A) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ É ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ.

ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ H(A) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ËÁÔÅÇÏ-
ÒÉÉ A-DG-ÍÏÄÕÌÅÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ D(A). ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÏÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ, Á ÆÕÎËÔÏÒ
ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ H(A) → D(A) | ÔÏÞÅÎ.
DG-ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÄ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ X ∈ A ËÏÍÐÌÅËÓ M(X) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
ÞÅÒÅÚ Acycl(A) ⊂ H(A) ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ DG-ÍÏÄÕÌÅÊ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ D(A) = H(A)=Acycl(A).
ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÏÔ ÍÁÌÙÈ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÊ | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ËÌÁÓÓ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏ-
ÒÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X | ÓÈÅÍÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ (Ë×ÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÁÑ É Ë×ÁÚÉÏÔÄÅÌÉ-
ÍÁÑ), ÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ D(QCoh(X)) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D(A) ÄÌÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÂßÅËÔÏÍ! ÷×ÉÄÕ
×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.
ôÅÏÒÅÍÁ 3.2 (Keller). ðÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Acycl(A) ⊂ H(A) ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÑËÉÊ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ
F : H(A) → T ÉÍÅÅÔ ÌÅ×ÙÊ É ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ RF;LF : D(A) → T .

ðÒÁ×ÙÊ É ÌÅ×ÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÙ Ë Acycl(A) × H(A) (ÔÏ ÅÓÔØ h-ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ É h-ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ) ÏÐÉÓÁÔØ
ÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ. èÏÔÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ h-ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, Á ×ÓÑËÉÊ ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×É-
ÍÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ h-ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ.

þÁÓÔØ 4. ðÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H0(A) ÓÁÍÁ ÂÙ×ÁÅÔ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ.
ìÅÍÍÁ 4.1. ÷ÌÏÖÅÎÉÅ h• : A → DGMod−A ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ H0(A) → H0(DGMod−A) = H(A),
Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ DG-ÌÅÍÍÅ éÏÎÅÄÁ (ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4) ÆÕÎËÔÏÒ h• ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍ-
ÐÌÅËÓÏ× Hom•(X;Y ) → Hom•(hX ; hY ), ÚÎÁÞÉÔ H0(h•) ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÈ ÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. ¤

æÕÎËÔÏÒ H0(A) → H(A) ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ A = A | ËÁÔÅ-
ÇÏÒÉÑ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÂßÅËÔÏÍ, ÔÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ | ÓÁÍ ËÏÍÐÌÅËÓ A. úÁÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÅÇÏ ÌÅÇËÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ËÒÉÔÅÒÉÊ
ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ H0(A). âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ DG-ÍÏÄÕÌØ M ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ,
ÅÓÌÉ M ∼= hX × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ H(A) ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ X ∈ A.
ìÅÍÍÁ 4.2. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ H0(A) ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ, ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ:

• ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ X ∈ A, t ∈ Z ÐÒÁ×ÙÊ DG-ÍÏÄÕÌØ hX [t] ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ;
• ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ HomZ0(A)(X;Y ) ÐÒÁ×ÙÊ DG-ÍÏÄÕÌØ C(hf : hX → hY ) ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õËÁÚÁÎÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ H0(A) × H(A) ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÏ× É ËÏÎÕÓÏ× ÍÏÒÆÉÚÍÏ×, Á ÚÎÁÞÉÔ ÅÇÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ. îÏ ÔÁË ËÁË ×ËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÊ
ÆÕÎËÔÏÒ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H0(A) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ Ó×ÏÅÍÕ ÏÂÒÁÚÕ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÓÁÍÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ. ¤

DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÅÍÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A;A′ ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, Á F : A → A′ | DG-
ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ H0(F ) : H0(A) → H0(A′) ÔÏÞÅÎ.
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äÌÑ ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H0(A) ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ
ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ × H(A) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ H0(A). ïÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Atr.
óËÒÕÞÅÎÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ÎÁÄ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (⊕ni=1Xi[ri]; q), ÇÄÅ

• X1; : : : ; Xn ∈ A;
• r1; : : : ; rn ∈ Z; É
• q = (qij), qij ∈ Homri−rj+1(Xj ; Xi),

ÔÁËÉÈ ÞÔÏ dq + q2 = 0 (ÔÏ ÅÓÔØ dqij + ∑n
k=1 qikqkj = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j). óËÒÕÞÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍ, ÅÓÌÉ qij = 0 ÄÌÑ i > j (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ q ÓÔÒÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ). ÷ÓÑËÉÊ ÏÂßÅËÔ X
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÐÏÌÁÇÁÑ n = 1, X1 = X, r1 = 0,
q11 = 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÑËÉÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → Y × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË
ÓËÒÕÞÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÐÏÌÁÇÁÑ n = 2, X1 = Y , X2 = X, r1 = r2 = 0, q12 = f .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.4. ÷×ÅÄÉÔÅ ÎÁ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÁÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ
É ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ × ÎÅÊ DG-ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ.

ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× ÎÁÄ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Tw(A), Á ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÈ
ËÏÍÐÌÅËÓÏ× | Tw+(A).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÊ DG-ÆÕÎËÔÏÒ tot : Tw(A) → DGMod−A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ tot|A = h•.
ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ H0(tot) : H0(Tw(A)) → H(A) ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ, É ÞÔÏ H0(Tw+(A)) = Atr. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Tw+(A) ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.6. ðÕÓÔØ A | ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ A → Tw+(A)
ÉÍÅÅÔ Ë×ÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙÊ DG-ÆÕÎËÔÏÒ tot+ : Tw+(A) → A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ tot ∼= h• ◦ tot+. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÅ f ∈ HomZ0(A)(X;Y ) 7→ C(f) := tot+(X ⊕ Y; f) ∈ A (\ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ") DG-ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.

þÁÓÔØ 5. ïÓÎÁÝÅÎÉÑ

ïÓÎÁÝÅÎÉÅÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A É ÔÏÞÎÁÑ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ � : H0(A) → T . ïÓÎÁÝÅÎÉÅÍ ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ F : T → T ′ ÍÅÖÄÕ ÏÓÎÁÝÅÎÎÙÍÉ ÔÒÉÁÎÇÕ-
ÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒ ~F : A → A′ ÍÅÖÄÕ ÏÓÎÁÝÅÎÉÑÍÉ É ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×
�F : F ◦ �→ �′ ◦H0( ~F ), ÄÅÌÁÀÝÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

H0(A) H0( ~F ) //

�
²²

H0(A′)
�′

²²
T F // T ′

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ. ïÓÎÁÝÅÎÉÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ � : F → G ÏÓÎÁÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ
DG-ÆÕÎËÔÏÒÏ× ~� : ~F → ~G, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

F ◦ � �F //

�
²²

�′ ◦ ~F
H0(~�)

²²
G ◦ � �G // �′ ◦ ~G

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.
îÁÌÉÞÉÅ ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ ÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÏÅ.
ìÅÍÍÁ 5.1. ðÕÓÔØ T | ÏÓÎÁÝÅÎÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÙÊ ÂÉÆÕÎË-
ÔÏÒ RHom : T ◦ × T → Db(k), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Hi(RHom(X;Y )) = Hom(X;Y [i]).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ (A; �) | ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ ÄÌÑ T . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÉÍÅÅÍ ÂÉÆÕÎËÔÏÒ
Hom• : A◦ × A → Cdg(k). ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë H0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÙÊ ÂÉÆÕÎËÔÏÒ H0(A◦) × H0(A) → H0(Cdg(k)).
îÏ H0(Cdg(k)) = Hot(k) = D(k), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÂÉÆÕÎËÔÏÒ. ¤
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áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁÌÉÞÉÅ ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÅ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏ.
ìÅÍÍÁ 5.2. ðÕÓÔØ � : F → G | ÍÏÒÆÉÍÚÍ ÏÓÎÁÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× T → T ′, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ.
ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ H : T → T ′ É ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ×  : G → H, � : H → F [1], ÔÁËÉÅ
ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ X × T ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË F (X) → G(X) → H(X) → F (X)[1] ÔÏÞÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ~F; ~G | ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× F;G, Á ~� : ~F → ~G | ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÁ �. ðÏÌÏ-
ÖÉÍ ~H(X) = C(~�X : ~F (X) → ~G(X)) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ~ X , ~�X ÍÏÒÆÉÚÍÙ × ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ

~F (X)
~�X // ~G(X)

~ X // ~H(X)
~�X // ~F (X)[1]

÷×ÉÄÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ, ~H | DG-ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ A × A′, Á ~ É ~� | ÍÏÒÆÉÚÍÙ DG-ÆÕÎËÔÏÒÏ×.
ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë H0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ. ¤


