çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 12 10.12.2008

DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

þÁÓÔØ 1. DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ É DG-ÆÕÎËÔÏÒÙ

œÁÖÎÙÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ | ÜÔÏ Z- ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A, ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÏÔÏÒÏÊ ŒŒÅÄÅÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ (ÔÏ ÅÓÔØ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÓÔÅÐÅÎÉ 1), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÏÊ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ X; Y ∈ A ÚÁÄÁÎ ËÏÍÐÌÅËÓ (Hom^•(X; Y ); d^•_{X;Y} ), ÔÁË ÞÔÏ

• ÅÓÌÉ f ∈ Hom^k(X; Y ), g ∈ Hom^l(Y; Z), ÔÏ g ∘ f ∈ Hom^{k+l}(X; Z);

• ÅÓÌÉ f ∈ Hom^k(X; Y ), g ∈ Hom^l(Y; Z), ÔÏ d_{X;Z} (g ∘ f) = (d_{Y;Z} g) ∘ f + (−1)^lg ∘ (d_{X;Y} f).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÏÂÑÚÁÎ ÉÍÅÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÏÌØ É ÂÙÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ id_X = ∑ e_i, e_i ∈ Hom^i(X; X). ôÏÇÄÁ e_i = id_X ∘e_i = ∑ e_j ∘ e_i, ÏÔËÕÄÁ e_0 ∘ e_i = e_i. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉ e_0 = e_0 ∘ id_X = ∑ e_0 ∘ e_i = ∑ e_i, ÏÔËÕÄÁ e_i = 0 ÐÒÉ i ≠ 0. îÁËÏÎÅÃ, ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ d(id_X ) = d(id_X ∘ id_X ) = d(id_X ) ∘ id_X + id_X ∘d(id_X ) = 2d(id_X ), ÏÔËÕÄÁ d(id_X ) = 0.

DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ DG-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

œÓÑËÕÀ Z-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ŒŒÏÄÑ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÕÀ ÇÒÁÄÕÉ- ÒÏŒËÕ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ. äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. ðÕÓÔØ B | ÁÂÅÌÅŒÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C_{dg}(B), ÏÂSSÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ËÏÍÐÌÅËÓÙ ÎÁÄ B, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÆÏÒÍÕÌÏÊ

Hom^k(X^•; Y^•) = ∏ i∈Z Hom_B(X^i; Y^{i+k}); d_{X;Y} (f) = (d_Y ∘ f − (−1)^kf ∘ d_X ); ÅÓÌÉ f ∈ Hom^k(X^•; Y^•):

ïÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ, ÔÁË ËÁË

(d_{Y;Z} g)f + (−1)^lg(d_{X;Y} f) = (d_Z g − (−1)^lgd_Y )f + (−1)^lg(d_Y f − (−1)^kfd_X ) =

= d_Z gf − (−1)^lgd_Y f + (−1)^lgd_Y f − (−1)^{k+l}gfd_X ) = d_Z gf − (−1)^{k+l}gfd_X ) = d_{X;Z} (gf):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ A | DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A^∘ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f ∈ Hom^k É g ∈ Hom^l ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ (−1)^{kl}, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. ðÕÓÔØ A É A^′ | DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A ⊗ A^′ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ÏÂSSÅËÔÏŒ A × A^′ É ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ Hom^•((X; X^′); (Y; Y^′)) = Hom^•_A(X; Y ) ⊗ Hom^•_A′ (X^′; Y^′) ÑŒÌÑÅÔÓÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ.

œÓÑËÏÊ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÄŒÅ Z-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Z^0(A) É H^0(A) Ó ÔÅÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÂSSÅËÔÏŒ É ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ

Hom_Z0_{(A)}(X; Y ) = Ker d^0_{X;Y} ⊂ Hom^0(X; Y ); Hom_H0_{(A)}(X; Y ) = H^0(Hom^•(X; Y ); d_{X;Y} ):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z^0(C_{dg}(B)) = Com(B), H^0(C_{dg}(B)) = Hot(B).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) H^0(A^∘) = H^0(A)^∘; (b) H^0(A_1 × A_2) = H^0(A_1) × H^0(A_2).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H^0(A) ÄÌÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ | Œ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H^0(A) ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ. ïÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ÎÅÇÏ ÐÏÍÏÇÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ.

þÁÓÔØ 2. DG-ÆÕÎËÔÏÒÙ É DG-ÍÏÄÕÌÉ

æÕÎËÔÏÒ F : A → A^′ ÍÅÖÄÕ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X; Y ∈ A ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ F : Hom^•_A(X; Y ) → Hom^•_A′ (F (X); F (Y )) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ). 1

ðÕÓÔØ F; G : A → A^′ | DG-ÆÕÎËÔÏÒÙ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Hom^n(F; G) ËÁË ŒÓÅ ÎÁÂÏÒÙ Œ_X ∈ Hom^n_A′ (F (X); G(X)), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ Hom^•_A(X; Y ) ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

F (X)^{F (f )} �

Œ_X � F (Y )

Œ_Y � G(X)^{G(f )} � G(Y )

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ Œ Hom^•_A′ (F (X); G(X)) ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÎÁ Hom^•(F; G) = ⊕_n Hom^n(F; G) ÓÔÒÕË- ÔÕÒÕ ËÏÍÐÌÅËÓÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ŒÓÑËÉÊ DG-ÆÕÎËÔÏÒ F : A → A^′ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ H^0(F ) : H^0(A) → H^0(A^′); (b) ÅÓÌÉ F; G | DG-ÆÕÎËÔÏÒÙ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ H^0(Hom^•(F; G)) ⊂ Hom(H^0(F ); H^0(G)).

ðÕÓÔØ A | DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ìÅŒÙÍ DG-ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒ A → C_{dg}(k) ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A Œ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. ðÒÁŒÙÍ DG-ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒ A^∘ → C_{dg}(k).

ðÒÉÍÅÒ 2.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ A ËÁË DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ, ÉÍÅÀÝÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏŒ A. ôÏÇÄÁ DG-ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A | ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ X^• É ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f : A → Hom^•(X; X), ÓÏÇÌÁ- ÓÏŒÁÎÎÙÊ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. ôÁË ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ A ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ Œ ÓÔÅÐÅÎÉ 0, ÍÏÒÆÉÚÍ f ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ A → Hom^0(X; X) = ∏ i Hom(X_i; X_i). åÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ f_i : A → Hom(X_i; X_i) ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ŒŒÅÓÔÉ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ A ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ X_i, ÐÒÉÞÅÍ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ËÏÍÐÌÅËÓÁ X ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎ Ó ÜÔÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ X ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÁ A-ÍÏÄÕÌÅÊ.

ðÕÓÔØ A | ÍÁÌÁÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. œÓÅ DG-ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ A ÏÂÒÁÚÕÀÔ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ Hom^• ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓ ÄÌÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. üÔÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A−DGMod.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A | ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ A−DGMod ∼= C_{dg}(A−Mod).

œÓÑËÏÍÕ ÏÂSSÅËÔÕ X ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÌÅŒÙÊ É ÐÒÁŒÙÊ DG-ÍÏÄÕÌÉ

h^X = Hom^•(X; −); h_X = Hom^•(−; X):

üÔÉ DG-ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ (ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ DG-ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ A | ÜÔÏ A, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ Œ ÓÔÅÐÅÎÉ 0). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ h^• : X → h^X É h_• : X → h_X | DG-ÆÕÎËÔÏÒÙ A^∘ → A−DGMod É A → DGMod−A ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ h^• É h_• ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙ.

ìÅÍÍÁ 2.5. åÓÌÉ A | ÍÁÌÁÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H(A) := H^0(A−DGMod) | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ M | DG-ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ M[1](X) = M(X)[1]. ñÓÎÏ, ÞÔÏ [1] | ÁŒÔÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A−DGMod. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÕÓÔØ f : M → N | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ A-DG-ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 0, ÔÏ ÅÓÔØ f ∈ Hom_Z0_{(A−DGMod)}(M; N). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ X ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÏÎ ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f(A) : M(A) → N(A). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ DG-ÍÏÄÕÌØ C(f) ÆÏÒÍÕÌÏÊ C(f)(A) = C(f(A)):

œ ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, C(f) ÑŒÌÑÅÔÓÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A Œ C_{dg}(k), ÔÏ ÅÓÔØ DG-ÍÏÄÕÌÅÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË M → N → C(f) → M[1]:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ É ËÌÁÓÓ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ, ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ H(A) = H^0(A−DGMod) ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÐÒÏÈÏÄÉÔ É Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ | ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØÀ (ÐÏ A) ŒÓÅÈ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. □ þÁÓÔØ 3. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

íÏÒÆÉÚÍ A-DG-ÍÏÄÕÌÅÊ f : M → N (ÚÁÍËÎÕÔÙÊ, ÓÔÅÐÅÎÉ 0) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X ∈ A ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f_X : M(X) → N(X) | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏŒÔÏÒÑÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ A | ÍÁÌÁÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ H(A) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ É ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ.

ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ H(A) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ËÁÔÅÇÏ- ÒÉÉ A-DG-ÍÏÄÕÌÅÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ D(A). œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÏÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ, Á ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ H(A) → D(A) | ÔÏÞÅÎ.

DG-ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÄ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X ∈ A ËÏÍÐÌÅËÓ M(X) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Acycl(A) ⊂ H(A) ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ DG-ÍÏÄÕÌÅÊ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ D(A) = H(A)= Acycl(A).

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÏÔ ÍÁÌÙÈ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÊ | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ËÌÁÓÓ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏ- ÒÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X | ÓÈÅÍÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂÝÅÇÏ ŒÉÄÁ (ËŒÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÁÑ É ËŒÁÚÉÏÔÄÅÌÉ- ÍÁÑ), ÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ D(QCoh(X)) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D(A) ÄÌÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ! œŒÉÄÕ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.2 (Keller). ðÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Acycl(A) ⊂ H(A) ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÑËÉÊ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : H(A) → T ÉÍÅÅÔ ÌÅŒÙÊ É ÐÒÁŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ RF; LF : D(A) → T .

ðÒÁŒÙÊ É ÌÅŒÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÙ Ë Acycl(A) Œ H(A) (ÔÏ ÅÓÔØ h-ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ É h-ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ) ÏÐÉÓÁÔØ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ. èÏÔÑ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ h-ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ, Á ŒÓÑËÉÊ ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÉ- ÍÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ h-ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ.

þÁÓÔØ 4. ðÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H^0(A) ÓÁÍÁ ÂÙŒÁÅÔ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ.

ìÅÍÍÁ 4.1. œÌÏÖÅÎÉÅ h_• : A → DGMod − A ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ H^0(A) → H^0(DGMod − A) = H(A), ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ DG-ÌÅÍÍÅ éÏÎÅÄÁ (ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4) ÆÕÎËÔÏÒ h_• ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÏŒ Hom^•(X; Y ) → Hom^•(h_X ; h_Y ), ÚÎÁÞÉÔ H^0(h_•) ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÈ ÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. □

æÕÎËÔÏÒ H^0(A) → H(A) ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ A = A | ËÁÔÅ- ÇÏÒÉÑ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ, ÔÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ | ÓÁÍ ËÏÍÐÌÅËÓ A. úÁÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÅÇÏ ÌÅÇËÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ H^0(A). âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ DG-ÍÏÄÕÌØ M ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ, ÅÓÌÉ M ∼= h_X Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ H(A) ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ X ∈ A.

ìÅÍÍÁ 4.2. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ H^0(A) ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÄŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ:

• ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ X ∈ A, t ∈ Z ÐÒÁŒÙÊ DG-ÍÏÄÕÌØ h_X [t] ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ; • ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ Hom_Z0_{(A)}(X; Y ) ÐÒÁŒÙÊ DG-ÍÏÄÕÌØ C(h_f : h_X → h_Y ) ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õËÁÚÁÎÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ H^0(A) Œ H(A) ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ É ËÏÎÕÓÏŒ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÅÇÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔØ. îÏ ÔÁË ËÁË ŒËÌÁÄÙŒÁÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H^0(A) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÓŒÏÅÍÕ ÏÂÒÁÚÕ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÓÁÍÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ. □

DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ ÌÅÍÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A; A^′ ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, Á F : A → A^′ | DG- ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ H^0(F ) : H^0(A) → H^0(A^′) ÔÏÞÅÎ.

äÌÑ ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H^0(A) ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ Œ H(A) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ H^0(A). ïÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A^{tr}.

óËÒÕÞÅÎÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ÎÁÄ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (⊕^n_{i=1}X_i[r_i]; q), ÇÄÅ

• X_1; : : : ; X_n ∈ A; • r_1; : : : ; r_n ∈ Z; É • q = (q_{ij} ), q_{ij} ∈ Hom^{ri−rj +1}(X_j ; X_i),

ÔÁËÉÈ ÞÔÏ dq + q^2 = 0 (ÔÏ ÅÓÔØ dq_{ij} +

∑_n

k=1 q_{ik}q_{kj} = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i; j). óËÒÕÞÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍ, ÅÓÌÉ q_{ij} = 0 ÄÌÑ i � j (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ q ÓÔÒÏÇÏ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ). œÓÑËÉÊ ÏÂSSÅËÔ X ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÐÏÌÁÇÁÑ n = 1, X_1 = X, r_1 = 0, q_{11} = 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ŒÓÑËÉÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → Y Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÓËÒÕÞÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÐÏÌÁÇÁÑ n = 2, X_1 = Y , X_2 = X, r_1 = r_2 = 0, q_{12} = f.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.4. œŒÅÄÉÔÅ ÎÁ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÁÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ É ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ Œ ÎÅÊ DG-ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ.

ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÎÁÄ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Tw(A), Á ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ | Tw^+(A).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÊ DG-ÆÕÎËÔÏÒ tot : Tw(A) → DGMod−A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ tot_{|A} = h_•. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ H^0(tot) : H^0(Tw(A)) → H(A) ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ, É ÞÔÏ H^0(Tw^+(A)) = A^{tr}. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Tw^+(A) ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.6. ðÕÓÔØ A | ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ A → Tw^+(A) ÉÍÅÅÔ ËŒÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙÊ DG-ÆÕÎËÔÏÒ tot^+ : Tw^+(A) → A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ tot ∼= h_• ∘ tot^+. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÅ f ∈ Hom_Z0_{(A)}(X; Y ) → C(f) := tot^+(X ⊕ Y; f) ∈ A (\ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ") DG-ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.

þÁÓÔØ 5. ïÓÎÁÝÅÎÉÑ

ïÓÎÁÝÅÎÉÅÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A É ÔÏÞÎÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ff : H^0(A) → T . ïÓÎÁÝÅÎÉÅÍ ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ F : T → T^′ ÍÅÖÄÕ ÏÓÎÁÝÅÎÎÙÍÉ ÔÒÉÁÎÇÕ- ÌÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒ ~F : A → A^′ ÍÅÖÄÕ ÏÓÎÁÝÅÎÉÑÍÉ É ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ffl_F : F ∘ ff → ff^′ ∘ H^0( ~F ), ÄÅÌÁÀÝÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

H^0(A)^H

0 (F̃ ) �

ff � H^0(A^′)

ff^′ � T^F � T^′ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ. ïÓÎÁÝÅÎÉÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ : F → G ÏÓÎÁÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ DG-ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ~Œ : ~F → ~G, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

F ∘ ff^{fflF} � Œ � ff^′ ∘ ~F

H^0 (Œ̃) � G ∘ ff^{fflG} � ff^′ ∘ ~G ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

îÁÌÉÞÉÅ ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ ÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÏÅ.

ìÅÍÍÁ 5.1. ðÕÓÔØ T | ÏÓÎÁÝÅÎÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÙÊ ÂÉÆÕÎË- ÔÏÒ R Hom : T^∘ × T → D^b(k), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ H^i(R Hom(X; Y )) = Hom(X; Y [i]).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ (A; ff) | ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ ÄÌÑ T . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÉÍÅÅÍ ÂÉÆÕÎËÔÏÒ Hom^• : A^∘ × A → C_{dg}(k). ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë H^0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÙÊ ÂÉÆÕÎËÔÏÒ H^0(A^∘) × H^0(A) → H^0(C_{dg}(k)). îÏ H^0(C_{dg}(k)) = Hot(k) = D(k), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÂÉÆÕÎËÔÏÒ. □ áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁÌÉÞÉÅ ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÅ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏ.

ìÅÍÍÁ 5.2. ðÕÓÔØ Œ : F → G | ÍÏÒÆÉÍÚÍ ÏÓÎÁÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ T → T^′, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ H : T → T^′ É ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ : G → H, Ø : H → F [1], ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X Œ T ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË F (X) → G(X) → H(X) → F (X)[1] ÔÏÞÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ~F ; ~G | ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ F; G, Á ~Œ : ~F → ~G | ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ. ðÏÌÏ- ÖÉÍ ~H(X) = C( ~Œ_X : ~F (X) → ~G(X)) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ~_X , ~Ø_X ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ~F (X)^{Œ̃X} � ~G(X)^{~X} � ~H(X)^{Ø̃X} � ~F (X)[1] œŒÉÄÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ, ~H | DG-ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ A Œ A^′, Á ~ É ~Ø | ÍÏÒÆÉÚÍÙ DG-ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë H^0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÕÒÏŒÎÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ. □