
çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 1
18.09.2008

áÂÅÌÅ×Ù ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
þÁÓÔØ 1. áÄÄÉÔÉ×ÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

ëÁÔÅÇÏÒÉÑ C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Z-ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ, ÅÓÌÉ

AB1: ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ HomC(X;Y ) ÚÁÄÁÎÙ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ
HomC(X;Y )×HomC(Y; Z) → HomC(X;Z) ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ.

áÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ | ÜÔÏ Z-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A, × ËÏÔÏÒÏÊ

AB2: ÎÁÞÁÌØÎÙÊ 0A É ËÏÎÅÞÎÙÊ 1A ÏÂßÅËÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÒÁ×ÎÙ, Ô.Å. HomA(0A; X) = HomA(X; 0A) = 0;
AB3: ÓÕÝÅÓÔÕÀÔ ÐÏÐÁÒÎÙÅ (Á ÚÎÁÞÉÔ É ËÏÎÅÞÎÙÅ) ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. ëÁÔÅÇÏÒÉÉ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ Ab, ÌÅ×ÙÈ É ÐÒÁ×ÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R−mod É mod−R, ×ÅË-
ÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å VB(X), ÐÕÞËÏ× ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ Sh(X) É Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔ-
ÎÙÈ ÐÕÞËÏ× ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Qcoh(X) ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙ. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ∗M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Z-ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ
⇐⇒ M | ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. åÓÌÉ A | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Fun(C;A) ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÌÏÊ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C.
ìÅÍÍÁ 1.3. ÷ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ: X t Y ∼= X × Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Hom(Z;X × Y ) = Hom(Z;X) × Hom(Z; Y ). íÏÒÆÉÚÍ idX×Y ÄÁÅÔ ÐÁÒÕ
ÍÏÒÆÉÚÍÏ× pX : X×Y → X É pY : X×Y → Y , ÐÒÉÞÅÍ ×ÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ � ∈ Hom(Z;X×
Y ) × (pX ◦�; pY ◦�) (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ éÏÎÅÄÙ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hom(Z;U) = hU (Z) ∼= F (Z)
ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ F (�) : F (U) → F (Z) Ë ÏÂÒÁÚÕ idU ∈ hU (U) × F (U)). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ
iX : X → X × Y ÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÁÒÅ (idX ; 0) ∈ Hom(X;X) × Hom(X;Y ), Á ÞÅÒÅÚ iY : Y →
X × Y ÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÁÒÅ (0; idY ) ∈ Hom(Y;X)×Hom(Y; Y ). ôÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ×ÙÛÅÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ
ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÉÍÅÅÍ
(1) pX ◦ iX = idX ; pY ◦ iX = 0; pX ◦ iY = 0; pY ◦ iY = idY :
úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
(2) iX ◦ pX + iY ◦ pY = idX×Y :
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, pX ◦ (iX ◦ pX + iY ◦ pY ) = (pX ◦ iX) ◦ pX + (pX ◦ iY ) ◦ pY = idX ◦pX + 0 ◦ pY = pX É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
pY ◦ (iX ◦ pX + iY ◦ pY ) = pY . ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÍÅÖÄÕ Hom(X;Z) × Hom(Y;Z) É Hom(X × Y; Z)
ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

(�;  ) 7→ � ◦ pX +  ◦ pY ; � 7→ (� ◦ iX ; � ◦ iY ):
ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �◦iX◦pX+�◦iY ◦pY = �◦(iX◦pX+iY ◦pY ) = �, (�◦pX+ ◦pY )◦iX = �◦pX◦iX+ ◦pY ◦iX = �
É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (� ◦ pX +  ◦ pY ) ◦ iY =  . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ hX×Y ∼= hX × hY , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÌÀÂÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É
ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÏÔÌÉ-
ÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ.

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ (ËÏ)ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ
ÚÎÁËÏÍ ⊕.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5. ðÕÓÔØ Z | ÏÂßÅËÔ × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A É ÄÁÎÙ ÍÏÒÆÉÚÍÙ i′X : X → Z, i′Y : Y → Z,
p′X : Z → X, p′Y : Z → Y , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1) É (2). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ � : Z → X × Y , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ pX ◦ � = p′X , pY ◦ � = p′Y , � ◦ i′X = iX , � ◦ i′Y = iY .
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äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× X;Y × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÍÏÒÆÉÚÍÙ �X = idX × idX : X → X ×X
É ∇Y = idY t idY : Y t Y → Y . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f ∈ Hom(X1; Y1), g ∈ Hom(X1; Y2) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ
ÍÏÒÆÉÚÍ f × g : Hom(X1 × X2; Y1 × Y2) (ÏÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍ f ◦ pX1 : X1 × X2 → X1 → Y1 É
g ◦ pX2 : X1 ×X2 → X2 → Y2).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6. ðÕÓÔØ A | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ, f; g ∈ Hom(X;Y ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f + g = ∇Y ◦ (f × g) ◦�X .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.7. ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ | ÜÔÏ ÎÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, Á
ÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï. ëÁÔÅÇÒÉÑ C ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ ⇐⇒ × C ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ,
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÅ Ó ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ, É ÏÐÅÒÁÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÚÁÄÁÅÔ
ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÌÉ A ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ, ÔÏ A◦ ÔÏÖÅ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ; (b) ÅÓÌÉ A É B ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙ,
ÔÏ A× B ÔÏÖÅ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ.

þÁÓÔØ 2. áÄÄÉÔÉ×ÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

æÕÎËÔÏÒ F : A → B ÍÅÖÄÕ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÁÄÄÉÔÉ×ÅÎ, ÅÓÌÉ F : Hom(X;Y ) → Hom(F (X); F (Y ))
| ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ ÄÌÑ ×ÓÅÈ X;Y ∈ A.

ðÒÉÍÅÒÙ 2.1. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙ:

(1) ÆÕÎËÔÏÒ ÚÁÂ×ÅÎÉÑ fg : R−mod → Ab;
(2) ÆÕÎËÔÏÒ ÓÅÞÅÎÉÊ � : VB(X) → Sh(X);
(3) ÆÕÎËÔÏÒ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ⊕ : A×A → A;
(4) ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ R-ÍÏÄÕÌØ R−mod → Ab (ÅÓÌÉ R ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ, ÔÏ R−mod → R−mod);
(5) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÓËÁÌÑÒÏ× B−mod → A−mod, ÅÓÌÉ B | A-ÁÌÇÅÂÒÁ;
(6) ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÓËÁÌÑÒÏ× A−mod → B−mod, ÅÓÌÉ B | A-ÁÌÇÅÂÒÁ;
(7) ÆÕÎËÔÏÒÙ ÐÒÑÍÏÇÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ f∗ : Sh(X) → Sh(Y ), f∗ : VB(Y ) → VB(X), ÅÓÌÉ f : X → Y

ÍÏÒÆÉÚÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ ×ÁÖÎÏÇÏ ÎÅÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ | ÆÕÎËÔÏÒ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ M 7→M⊗M , R−mod → R−mod,
ÇÄÅ R | ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ.

ìÅÍÍÁ 2.2. åÓÌÉ F : A → B | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ F (X ⊕ Y ) ∼= F (X)⊕ F (Y ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë (1) É (2) ÆÕÎËÔÏÒ F É ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 1.5. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Funadd(A;B) ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÏÊ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ × Fun(A;B).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Fun(A×B; C) ∼= Fun(A;Fun(B; C)) ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÐÏÄËÁ-
ÔÅÇÏÒÉÉ Funadd(A× B; C) É Funadd(A;Funadd(B; C)).

åÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ, ÔÏ hX(Y ) = Hom(Y;X) | ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕÐÐÁ. úÎÁÞÉÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ hX
ÍÙ ÍÏÖÅÍ (É ÂÕÄÅÍ!) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ A◦ → Ab (Á ÆÕÎËÔÏÒ hX × ÓÔÁÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÅÇÏ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ Ó fg : Ab → Sets). ôÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÁÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (ËÏ)ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ
h∗ : A → Funadd(A◦;Ab) É h∗ : A◦ → Funadd(A;Ab) ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙ.

ìÅÍÍÁ 2.6. ðÕÓÔØ F : A → B | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ. åÓÌÉ F ÏÂÌÁ-
ÄÁÅÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ G, ÔÏ G ÔÁËÖÅ ÁÄÄÉÔÉ×ÅÎ, Á ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎ ÓÏ ÓÔÒÕË-
ÔÕÒÁÍÉ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÚÂÅÒÅÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ G | ÐÒÁ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë F . ôÏÇÄÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ
Hom(X;G(Y )) → Hom(F (X); Y ) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ  7→ �Y ◦ F ( ), ÇÄÅ � : F ◦ G → idB | ËÏÅÄÉÎÉÃÁ
ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  7→ F ( ) ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏ, ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ F ÁÄÄÉÔÉ×ÅÎ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � 7→ �Y ◦ �
ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏ, ÔÁË ËÁË ËÁÔÅÇÏÒÉÑ B ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ. îÁËÏÎÅÃ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÁ G ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÐÒ. 2.4 |
ÆÕÎËÔÏÒ Hom(−; G(−)) ∼= Hom(F (−);−) : A◦ × B → Ab ÁÄÄÉÔÉ×ÅÎ × ÓÉÌÕ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ F , ÚÎÁÞÉÔ G ÔÏÖÅ
ÁÄÄÉÔÉ×ÅÎ. ¤

þÁÓÔØ 3. áÂÅÌÅ×Ù ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

ðÕÓÔØA É B | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, Á � : F → G | ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÉÚ A × B. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ
ÆÕÎËÔÏÒ Ker� ÆÏÒÍÕÌÏÊ

Ker�(X) := Ker(F (X) �X //G(X)):
ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ � : X → Y ÉÍÅÅÍ
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 // Ker�(X) //

²²Â
Â
Â

F (X) �X //

F (�)
²²

G(X)

G(�)
²²

0 // Ker�(Y ) // F (Y ) �Y // G(Y )
ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÕÎËÔÉÒÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÑÄÒÁ, Á
ÔÁËÖÅ ÅÇÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ ÞÔÏ ÉÚ ÆÕÎËÔÏÒÁ Ker� ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ × ÆÕÎËÔÏÒ F ,
Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A. ñÄÒÏÍ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂßÅËÔ Ker f ,
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ Kerhf : hX → hY (ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ), Á ËÏÑÄÒÏÍ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂßÅËÔ Coker f ,
ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ Kerhf : hY → hX (ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ×
Kerhf → hX É Kerhf → hY ÐÏ ÌÅÍÍÅ éÏÎÅÄÙ ÄÁÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ � : Ker f → X É 
 : Y → Coker f .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ Ab, R−mod, mod−R ËÁÔÅÇÏÒÎÙÅ ÑÄÒÁ É ËÏÑÄÒÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ
Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÑÄÒÁÍÉ É ËÏÑÄÒÁÍÉ.

ó ËÏÑÄÒÁÍÉ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÕÞËÏ× ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÓÌÏÖÎÅÅ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÉ×ÎÏÅ ËÏÑÄÒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÕÞËÏ×
ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ (ÏÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÅÄÐÕÞÏË). ïÄÎÁËÏ, ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ Sh(X) → PreSh(X) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
ÐÕÞËÏ× × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÐÒÅÄÐÕÞËÏ× ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÅ×ÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ a : PreSh(X) → Sh(X) (ÆÕÎËÔÏÒÏÍ
ÐÕÞËÏ×ÉÚÁÃÉÉ) É ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÕÞËÏ×ÉÚÁÃÉÑ ÎÁÉ×ÎÏÇÏ ËÏÑÄÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÑÄÒÏÍ × ËÁÔÅÇÏÒÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2. ðÕÓÔØ A ⊂ B | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, É
ÐÕÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ i : A → B (ÏÎ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÁÄÄÉÔÉ×ÅÎ) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÅ×ÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ
a : B → A. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ i(f) : i(X) → i(Y ) ÉÍÅÅÔ ËÏÑÄÒÏ × B, ÔÏ a(Ker i(f)) | ËÏÑÄÒÏ
ÍÏÒÆÉÚÍÁ f × A.
ìÅÍÍÁ 3.3. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ.
(a) åÓÌÉ ∃Ker f É g : X ′ → X, ÔÏ f ◦ g = 0 ⇐⇒ g = � ◦ g′ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ g′ : X ′ → Ker f .
(b) åÓÌÉ ∃Coker f É h : Y → Y ′, ÔÏ h◦f = 0 ⇐⇒ h = h′ ◦
 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ h′ : Coker f → Y ′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ (a). ñÓÎÏ, ÞÔÏ f ◦ g = 0 ⇐⇒ g ∈ hX(X ′) ÌÅÖÉÔ × ÑÄÒÅ hf : hX(X ′) → hY (X ′), ÔÏ
ÅÓÔØ × (Kerhf )(X ′), ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ g = � ◦ g′ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g′ : X ′ → Ker f . ôÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ g′
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÅÎ, ÔÁË ËÁË (Kerhf )(X ′) ⊂ hX(X ′). ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.4. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÑÄÒÁ Õ ×ÓÅÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×. ðÏ-
ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (f : X → Y ) 7→ (� : Ker f → X) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ
ËÏÌÞÁÎÁ • → • × A (ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÔÒÅÌÏË × A) × ÓÅÂÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ËÏÑÄÅÒ.

ëÏÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : X → Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÑÄÒÏ ÑÄÒÁ f (ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Ker f → X), Á
ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f | ÑÄÒÏ ËÏÑÄÒÁ f (ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Y → Coker f):

Coim f = Coker(Ker f → X); Im f = Ker(Y → Coker f):
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ìÅÍÍÁ 3.5. åÓÌÉ Õ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : X → Y ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÂÒÁÚ É ËÏÏÂÒÁÚ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ
ÍÏÒÆÉÚÍ �f : Coim f → Im f , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

Ker f � // X
f //


′
²²

Y

 // Coker f

Coim f
�f // Im f

�′
OO

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.3(a) ÉÍÅÅÍ f◦� = 0. úÎÁÞÉÔ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3.3(b) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ
f ′ : Coim f → Y , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f = f ′ ◦ 
′. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ 
 ◦ f ′ = 0. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, 
 ◦ f ′ ◦ 
′ = 
 ◦ f = 0 ÐÏ
ÌÅÍÍÅ 3.3(b), ÎÏ × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ 
 ◦ 0 = 0. úÎÁÞÉÔ × ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ × ÌÅÍÍÅ 3.3(b) ÉÍÅÅÍ 
 ◦ f ′ = 0.
ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÐÅÒØ ÌÅÍÍÕ 3.3(a), ÎÁÈÏÄÉÍ �f . ¤

áÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ, ÅÓÌÉ

AB4: Õ ×ÓÅÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× × A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÑÄÒÁ É ËÏÑÄÒÁ, Á ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÏÂÒÁÚÁ × ÏÂÒÁÚ
ÍÏÒÆÉÚÍÁ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ab, R−mod, Rmod−, Sh(X), Qcoh(X) ÁÂÅÌÅ×Ù, Á VB(X) | ÎÅ
ÁÂÅÌÅ×Á.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÁÂÁÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÏ
É ËÏÑÄÒÏ, ÎÏ ËÏÏÂÒÁÚ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÒÁ×ÅÎ ÏÂÒÁÚÕ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A É B ÁÂÅÌÅ×Ù, ÔÏ (a) A◦ ÁÂÅÌÅ×Á; (b) A× B ÁÂÅÌÅ×Á; (c)
Fun(C;A) ÁÂÅÌÅ×Á ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÌÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C.

íÏÒÆÉÚÍ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÑÄÒÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÉÌÉ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÉÎßÅËÃÉÅÊ), Á ÍÏÒÆÉÚÍ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ
ËÏÑÄÒÏÍ | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÉÌÉ ÓÀÒßÅËÃÉÅÊ). ïÂßÅËÔ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÎ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ X → Y , ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÏÂßÅËÔÏÍ × Y (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ X ⊂ Y ), Á ÏÂßÅËÔ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÎ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ Y → X,
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÂßÅËÔÏÍ ÏÂßÅËÔÁ Y (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Y ³ X). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÏÄÏÂßÅËÔÏ×
É ÆÁËÔÏÒÏÂßÅËÔÏ× ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ É ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ-
ÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.9. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Ker f → X
ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, Á Y → Coker f | ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ; (b) f | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ⇐⇒ f ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ É ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.10. ðÕÓÔØ f : X → Y É g : Y → Z | ÍÏÒÆÉÚÍÙ × ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
(a) Ker f ⊂ Ker(g ◦ f), Á ÅÓÌÉ Ker g = 0, ÔÏ Ker f = Ker(g ◦ f);
(b) Coker(g ◦ f) ³ Coker g, Á ÅÓÌÉ Coker f = 0, ÔÏ Coker(g ◦ f) = Coker g;
(c) ÅÓÌÉ f ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ g = 0 ⇐⇒ g ◦ f = 0; (d) ÅÓÌÉ g ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ f = 0 ⇐⇒ g ◦ f = 0.
ìÅÍÍÁ 3.11. ÷ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → Y × ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ×ÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÓÀÒßÅËÃÉÉ f ′ : X → I É ÉÎßÅËÃÉÉ f ′′ : I → Y . ðÒÉ ÜÔÏÍ I ∼= Coim f ∼= Im f ,
Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ f ′ É f ′′ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó 
′ É �′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 
′ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ, Á �′ ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ × ÓÉÌÕ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

Ker f � // X
f //


′

²²

f ′
""FFFFFFFFF Y


 // Coker f

I
f ′′

==|||||||||

i′′

!!
Coim f

�f
∼=

//

i′
<<

Im f

�′

OO
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ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ 
 ◦ f ′′ = 0. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, 
 ◦ f ′′ ◦ f ′ = 
 ◦ f = 0, ÎÏ f ′ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ 
 ◦ f ′′ = 0.
úÎÁÞÉÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ i′′ : I → Im f , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f ′′ = �′ ◦ i′′, ÐÒÉÞÅÍ ÉÚ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ
f ′′ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ i′′. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ i′ : Coim f → I. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ �′ ◦ i′′ ◦ i′ ◦ 
′ = f ′′ ◦ f ′ = f , ÐÏÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ �f ÐÏÌÕÞÁÅÍ i′′ ◦ i′ = �f . ôÁË ËÁË
�f ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ i′ É ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ i′′. úÎÁÞÉÔ ÏÂÁ ÏÎÉ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.
éÔÁË, f ′ = i′ ◦ 
′, f ′′ = �′ ◦ i′′ = �′ ◦ �f ◦ (i′)−1. ¤

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× : : : //Xi−1 fi−1
//Xi fi //Xi+1 // : : : ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ

×ÓÅÈ i ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ f i ◦ f i−1 = 0.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× | ËÏÍÐÌÅËÓ ⇐⇒ Im f i−1 ⊂ Ker f i.

ëÏÍÐÌÅËÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ × ÞÌÅÎÅ Xi, ÅÓÌÉ Im f i−1 = Ker f i. ëÏÍÐÌÅËÓ ×ÉÄÁ 0 → X → Y → Z → 0
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

• ÔÏÞÎÙÍ ÓÌÅ×Á, ÅÓÌÉ ÏÎ ÔÏÞÅÎ × X É Y ;
• ÔÏÞÎÙÍ ÓÐÒÁ×Á, ÅÓÌÉ ÏÎ ÔÏÞÅÎ × Y É Z;
• ÔÏÞÎÙÍ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÔÏÞÅÎ × Y ;
• ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÔÏÞÅÎ × X, Y É Z.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÙÅ ÓÌÅ×Á ÔÒÏÊËÉ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ 0 → Ker f → X f→ Y , Á ÔÏÞÎÙÅ ÓÐÒÁ×Á ÔÒÏÊËÉ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ
X f→ Y → Coker f → 0.
ìÅÍÍÁ 3.13. ôÒÏÊËÁ 0 → X → Y → Z ÔÏÞÎÁ ÓÌÅ×Á ⇐⇒ 0 → Hom(A;X) → Hom(A; Y ) → Hom(A;Z) ÔÏÞÎÁ
ÓÌÅ×Á ÐÒÉ ×ÓÅÈ A. ôÒÏÊËÁ X → Y → Z → 0 ÔÏÞÎÁ ÓÐÒÁ×Á ⇐⇒ 0 → Hom(Z;A) → Hom(Y;A) → Hom(X;A)
ÔÏÞÎÁ ÓÌÅ×Á ÐÒÉ ×ÓÅÈ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÏÞÎÏÓÔØ ÓÌÅ×Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → Hom(Z;A) → Hom(Y;A) → Hom(X;A) ÐÒÉ ×ÓÅÈ
A ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ hZ = Kerhf , ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Z = Coker f , ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÐÒÁ×Á ÔÒÏÊËÉ
0 → X → Y → Z → 0. ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ¤

þÁÓÔØ 4. ôÏÞÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

æÕÎËÔÏÒ F : A → B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

• ÔÏÞÎÙÍ ÓÌÅ×Á, ÅÓÌÉ ÏÎ ×ÓÑËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÎÕÀ ÓÌÅ×Á;
• ÔÏÞÎÙÍ ÓÐÒÁ×Á, ÅÓÌÉ ÏÎ ×ÓÑËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÎÕÀ ÓÐÒÁ×Á;
• ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ×ÓÑËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ.

ðÒÉÍÅÒÙ 4.1. (1) ÆÕÎËÔÏÒÙ fg, ⊕ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÏ× ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 2.1 ÔÏÞÎÙ;
(2) ÆÕÎËÔÏÒÙ � É f∗ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 2.1 ÔÏÞÎÙ ÓÌÅ×Á;
(3) ÆÕÎËÔÏÒÙ ⊗, f∗ É ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÏ× ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 2.1 ÔÏÞÎÙ ÓÐÒÁ×Á.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á (ÓÐÒÁ×Á) ⇐⇒ ÏÎ ×ÓÑËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÓÌÅ×Á
(ÓÐÒÁ×Á) ÔÒÏÊËÕ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÔÒÏÊËÕ ÔÏÞÎÕÀ ÓÌÅ×Á (ÓÐÒÁ×Á).
ìÅÍÍÁ 4.3. æÕÎËÔÏÒÙ hA = Hom(−; A) : A◦ → Ab É hA = Hom(A;−) : A → Ab ÔÏÞÎÙ ÓÌÅ×Á.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3.13. ¤
ìÅÍÍÁ 4.4. ðÕÓÔØ (F;G) | ÐÁÒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ôÏÇÄÁ F ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á, Á G ÓÌÅ×Á.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ X → Y → Z → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÓÐÒÁ×Á ÔÒÏÊËÁ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÏÊËÕ
F (X) → F (Y ) → F (Z) → 0. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 3.13 ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ A ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Hom(F (Z); A) → Hom(F (Y ); A) → Hom(F (X); A) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅ×Á. îÏ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØÀ
ÆÕÎËÔÏÒÏ×, ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ 0 → Hom(Z;G(A)) → Hom(Y;G(A)) → Hom(X;G(A)), É ÅÅ ÔÏÞÎÏÓÔØ
ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÌÅÍÍÙ. ¤


