çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 1 18.09.2008

þÁÓÔØ 1. áÄÄÉÔÉŒÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

ëÁÔÅÇÏÒÉÑ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Z-ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ, ÅÓÌÉ

AB1: ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ Hom_C (X; Y ) ÚÁÄÁÎÙ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Hom_C (X; Y ) × Hom_C (Y; Z) → Hom_C (X; Z) ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ.

áÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ | ÜÔÏ Z-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A, Œ ËÏÔÏÒÏÊ

AB2: ÎÁÞÁÌØÎÙÊ 0_A É ËÏÎÅÞÎÙÊ 1_A ÏÂSSÅËÔ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÒÁŒÎÙ, Ô.Å. Hom_A(0_A; X) = Hom_A(X; 0_A) = 0; AB3: ÓÕÝÅÓÔÕÀÔ ÐÏÐÁÒÎÙÅ (Á ÚÎÁÞÉÔ É ËÏÎÅÞÎÙÅ) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. ëÁÔÅÇÏÒÉÉ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ Ab, ÌÅŒÙÈ É ÐÒÁŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R−mod É mod−R, ŒÅË- ÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ VB(X), ÐÕÞËÏŒ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ Sh(X) É ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔ- ÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Qcoh(X) ÁÄÄÉÔÉŒÎÙ. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ∗_M ÑŒÌÑÅÔÓÑ Z-ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ⇐⇒ M | ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. åÓÌÉ A | ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Fun(C; A) ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÌÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C.

ìÅÍÍÁ 1.3. œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ: X ⊔ Y ∼= X × Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Hom(Z; X × Y ) = Hom(Z; X) × Hom(Z; Y ). íÏÒÆÉÚÍ id_{X×Y} ÄÁÅÔ ÐÁÒÕ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ p_X : X×Y → X É p_Y : X×Y → Y , ÐÒÉÞÅÍ ŒÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ∈ Hom(Z; X× Y ) Œ (p_X ∘Œ; p_Y ∘Œ) (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ éÏÎÅÄÙ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hom(Z; U) = h_U (Z) ∼= F (Z) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ F (Œ) : F (U) → F (Z) Ë ÏÂÒÁÚÕ id_U ∈ h_U (U) Œ F (U)). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ i_X : X → X × Y ÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÁÒÅ (id_X ; 0) ∈ Hom(X; X) × Hom(X; Y ), Á ÞÅÒÅÚ i_Y : Y → X × Y ÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÁÒÅ (0; id_Y ) ∈ Hom(Y; X) × Hom(Y; Y ). ôÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ŒÙÛÅÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÉÍÅÅÍ

(1) p_X ∘ i_X = id_X ; p_Y ∘ i_X = 0; p_X ∘ i_Y = 0; p_Y ∘ i_Y = id_Y :

úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

(2) i_X ∘ p_X + i_Y ∘ p_Y = id_{X×Y} :

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, p_X ∘ (i_X ∘ p_X + i_Y ∘ p_Y ) = (p_X ∘ i_X ) ∘ p_X + (p_X ∘ i_Y ) ∘ p_Y = id_X ∘p_X + 0 ∘ p_Y = p_X É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ p_Y ∘ (i_X ∘ p_X + i_Y ∘ p_Y ) = p_Y . ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÍÅÖÄÕ Hom(X; Z) × Hom(Y; Z) É Hom(X × Y; Z) ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (Œ; ) → Œ ∘ p_X + ∘ p_Y ; Ø → (Ø ∘ i_X ; Ø ∘ i_Y ):

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ø∘i_X ∘p_X +Ø∘i_Y ∘p_Y = Ø∘(i_X ∘p_X +i_Y ∘p_Y ) = Ø, (Œ∘p_X +∘p_Y )∘i_X = Œ∘p_X ∘i_X +∘p_Y ∘i_X = Œ É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (Œ ∘ p_X + ∘ p_Y ) ∘ i_Y = . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ h^{X×Y} ∼= h^X × h^Y , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÌÀÂÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ ÏÔÌÉ- ÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ (ËÏ)ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ Œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÚÎÁËÏÍ ⊕.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5. ðÕÓÔØ Z | ÏÂSSÅËÔ Œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A É ÄÁÎÙ ÍÏÒÆÉÚÍÙ i^′_X : X → Z, i^′_Y : Y → Z, p^′_X : Z → X, p^′_Y : Z → Y , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (1) É (2). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ : Z → X × Y , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ p_X ∘ Œ = p^′_X , p_Y ∘ Œ = p^′_Y , Œ ∘ i^′_X = i_X , Œ ∘ i^′_Y = i_Y . 1

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ X; Y Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ´_X = id_X × id_X : X → X × X É ∇_Y = id_Y ⊔ id_Y : Y ⊔ Y → Y . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f ∈ Hom(X_1; Y_1), g ∈ Hom(X_1; Y_2) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÍÏÒÆÉÚÍ f × g : Hom(X_1 × X_2; Y_1 × Y_2) (ÏÎ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍ f ∘ p_{X1} : X_1 × X_2 → X_1 → Y_1 É g ∘ p_{X2} : X_1 × X_2 → X_2 → Y_2).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6. ðÕÓÔØ A | ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ, f; g ∈ Hom(X; Y ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f + g = ∇_Y ∘ (f × g) ∘ ´_X .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.7. ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ | ÜÔÏ ÎÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, Á ÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ. ëÁÔÅÇÒÉÑ C ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ ⇐⇒ Œ C ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ Ó ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ, É ÏÐÅÒÁÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÌÉ A ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ, ÔÏ A^∘ ÔÏÖÅ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ; (b) ÅÓÌÉ A É B ÁÄÄÉÔÉŒÎÙ, ÔÏ A × B ÔÏÖÅ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ.

þÁÓÔØ 2. áÄÄÉÔÉŒÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

æÕÎËÔÏÒ F : A → B ÍÅÖÄÕ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ, ÅÓÌÉ F : Hom(X; Y ) → Hom(F (X); F (Y )) | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X; Y ∈ A.

ðÒÉÍÅÒÙ 2.1. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙ:

(1) ÆÕÎËÔÏÒ ÚÁÂŒÅÎÉÑ fg : R−mod → Ab; (2) ÆÕÎËÔÏÒ ÓÅÞÅÎÉÊ ` : VB(X) → Sh(X); (3) ÆÕÎËÔÏÒ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ⊕ : A × A → A;

(4) ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ R-ÍÏÄÕÌØ R−mod → Ab (ÅÓÌÉ R ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ, ÔÏ R−mod → R−mod); (5) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÓËÁÌÑÒÏŒ B−mod → A−mod, ÅÓÌÉ B | A-ÁÌÇÅÂÒÁ; (6) ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÓËÁÌÑÒÏŒ A−mod → B−mod, ÅÓÌÉ B | A-ÁÌÇÅÂÒÁ;

(7) ÆÕÎËÔÏÒÙ ÐÒÑÍÏÇÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ f_∗ : Sh(X) → Sh(Y ), f^∗ : VB(Y ) → VB(X), ÅÓÌÉ f : X → Y ÍÏÒÆÉÚÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ ŒÁÖÎÏÇÏ ÎÅÁÄÄÉÔÉŒÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ | ÆÕÎËÔÏÒ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ M → M ⊗M, R−mod → R−mod, ÇÄÅ R | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ.

ìÅÍÍÁ 2.2. åÓÌÉ F : A → B | ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ F (X ⊕ Y ) ∼= F (X) ⊕ F (Y ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë (1) É (2) ÆÕÎËÔÏÒ F É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 1.5. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Fun_{add}(A; B) ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÏÊ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ Œ Fun(A; B).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Fun(A × B; C) ∼= Fun(A; Fun(B; C)) ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ ÐÏÄËÁ- ÔÅÇÏÒÉÉ Fun_{add}(A × B; C) É Fun_{add}(A; Fun_{add}(B; C)).

åÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ, ÔÏ h_X (Y ) = Hom(Y; X) | ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ. úÎÁÞÉÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ h_X ÍÙ ÍÏÖÅÍ (É ÂÕÄÅÍ!) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ A^∘ → Ab (Á ÆÕÎËÔÏÒ h_X Œ ÓÔÁÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ Ó fg : Ab → Sets). ôÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÁÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (ËÏ)ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ h_∗ : A → Fun_{add}(A^∘ ; Ab) É h^∗ : A^∘ → Fun_{add}(A; Ab) ÁÄÄÉÔÉŒÎÙ.

ìÅÍÍÁ 2.6. ðÕÓÔØ F : A → B | ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ. åÓÌÉ F ÏÂÌÁ- ÄÁÅÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ G, ÔÏ G ÔÁËÖÅ ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ, Á ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎ ÓÏ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÁÍÉ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÚÂÅÒÅÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ G | ÐÒÁŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë F . ôÏÇÄÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ Hom(X; G(Y )) → Hom(F (X); Y ) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ → ȷ_Y ∘ F (), ÇÄÅ ȷ : F ∘ G → id_B | ËÏÅÄÉÎÉÃÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ → F () ÁÄÄÉÔÉŒÎÏ, ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ F ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ → ȷ_Y ∘ Œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏ, ÔÁË ËÁË ËÁÔÅÇÏÒÉÑ B ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ. îÁËÏÎÅÃ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÁ G ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÐÒ. 2.4 | ÆÕÎËÔÏÒ Hom(−; G(−)) ∼= Hom(F (−); −) : A^∘ × B → Ab ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ Œ ÓÉÌÕ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ F , ÚÎÁÞÉÔ G ÔÏÖÅ ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ. □

þÁÓÔØ 3. áÂÅÌÅŒÙ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

ðÕÓÔØ A É B | ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, Á ff : F → G | ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÉÚ A Œ B. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ Ker ff ÆÏÒÍÕÌÏÊ Ker ff(X) := Ker(F (X)^{ffX} �G(X)):

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ : X → Y ÉÍÅÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 � Ker ff(X) � � � � F (X)

ff_X �

F (Œ) � G(X)

G(Œ) � 0 � Ker ff(Y ) � F (Y )^{ffY} � G(Y ) ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÕÎËÔÉÒÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÑÄÒÁ, Á ÔÁËÖÅ ÅÇÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ ÞÔÏ ÉÚ ÆÕÎËÔÏÒÁ Ker ff ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÆÕÎËÔÏÒ F , ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A. ñÄÒÏÍ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂSSÅËÔ Ker f, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ Ker h_f : h_X → h_Y (ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ), Á ËÏÑÄÒÏÍ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂSSÅËÔ Coker f, ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ Ker h^f : h^Y → h^X (ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Ker h_f → h_X É Ker h^f → h^Y ÐÏ ÌÅÍÍÅ éÏÎÅÄÙ ÄÁÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ˇ : Ker f → X É fl : Y → Coker f.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ Ab, R−mod, mod−R ËÁÔÅÇÏÒÎÙÅ ÑÄÒÁ É ËÏÑÄÒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÑÄÒÁÍÉ É ËÏÑÄÒÁÍÉ.

ó ËÏÑÄÒÁÍÉ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÕÞËÏŒ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÓÌÏÖÎÅÅ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÉŒÎÏÅ ËÏÑÄÒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÕÞËÏŒ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ (ÏÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÅÄÐÕÞÏË). ïÄÎÁËÏ, ÆÕÎËÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Sh(X) → PreSh(X) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÕÞËÏŒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÐÒÅÄÐÕÞËÏŒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÅŒÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ a : PreSh(X) → Sh(X) (ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÕÞËÏŒÉÚÁÃÉÉ) É ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÕÞËÏŒÉÚÁÃÉÑ ÎÁÉŒÎÏÇÏ ËÏÑÄÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÑÄÒÏÍ Œ ËÁÔÅÇÏÒÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2. ðÕÓÔØ A ⊂ B | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, É ÐÕÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ i : A → B (ÏÎ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÅŒÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ a : B → A. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ i(f) : i(X) → i(Y ) ÉÍÅÅÔ ËÏÑÄÒÏ Œ B, ÔÏ a(Ker i(f)) | ËÏÑÄÒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f Œ A.

ìÅÍÍÁ 3.3. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ.

(a) åÓÌÉ ∃ Ker f É g : X^′ → X, ÔÏ f ∘ g = 0 ⇐⇒ g = ˇ ∘ g^′ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ g^′ : X^′ → Ker f. (b) åÓÌÉ ∃ Coker f É h : Y → Y^′, ÔÏ h ∘ f = 0 ⇐⇒ h = h^′ ∘ fl ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ h^′ : Coker f → Y^′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ (a). ñÓÎÏ, ÞÔÏ f ∘ g = 0 ⇐⇒ g ∈ h_X (X^′) ÌÅÖÉÔ Œ ÑÄÒÅ h_f : h_X (X^′) → h_Y (X^′), ÔÏ ÅÓÔØ Œ (Ker h_f )(X^′), ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ g = ˇ ∘ g^′ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g^′ : X^′ → Ker f. ôÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ g^′ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÅÎ, ÔÁË ËÁË (Ker h_f )(X^′) ⊂ h_X (X^′). □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.4. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÑÄÒÁ Õ ŒÓÅÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. ðÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (f : X → Y ) → (ˇ : Ker f → X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÌÞÁÎÁ • → • Œ A (ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÔÒÅÌÏË Œ A) Œ ÓÅÂÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ËÏÑÄÅÒ.

ëÏÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÑÄÒÏ ÑÄÒÁ f (ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Ker f → X), Á ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f | ÑÄÒÏ ËÏÑÄÒÁ f (ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Y → Coker f):

Coim f = Coker(Ker f → X); Im f = Ker(Y → Coker f):

ìÅÍÍÁ 3.5. åÓÌÉ Õ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : X → Y ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÂÒÁÚ É ËÏÏÂÒÁÚ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ —f : Coim f → Im f, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

Ker f^ˇ � X^f �

fl^′ � Y^fl � Coker f

Coim f^{f̄} � Im f

ˇ^′ �

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.3(a) ÉÍÅÅÍ f∘ˇ = 0. úÎÁÞÉÔ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3.3(b) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f^′ : Coim f → Y , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f = f^′ ∘ fl^′. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ fl ∘ f^′ = 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, fl ∘ f^′ ∘ fl^′ = fl ∘ f = 0 ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3.3(b), ÎÏ Œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ fl ∘ 0 = 0. úÎÁÞÉÔ Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ Œ ÌÅÍÍÅ 3.3(b) ÉÍÅÅÍ fl ∘ f^′ = 0. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÐÅÒØ ÌÅÍÍÕ 3.3(a), ÎÁÈÏÄÉÍ —f. □

áÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ, ÅÓÌÉ

AB4: Õ ŒÓÅÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÑÄÒÁ É ËÏÑÄÒÁ, Á ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÏÂÒÁÚÁ Œ ÏÂÒÁÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ab, R−mod, Rmod−, Sh(X), Qcoh(X) ÁÂÅÌÅŒÙ, Á VB(X) | ÎÅ ÁÂÅÌÅŒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÆÉÌØÔÒÏŒÁÎÎÙÈ ÁÂÁÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÏ É ËÏÑÄÒÏ, ÎÏ ËÏÏÂÒÁÚ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÒÁŒÅÎ ÏÂÒÁÚÕ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A É B ÁÂÅÌÅŒÙ, ÔÏ (a) A^∘ ÁÂÅÌÅŒÁ; (b) A × B ÁÂÅÌÅŒÁ; (c) Fun(C; A) ÁÂÅÌÅŒÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÌÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C.

íÏÒÆÉÚÍ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÑÄÒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÉÌÉ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÉÎSSÅËÃÉÅÊ), Á ÍÏÒÆÉÚÍ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ËÏÑÄÒÏÍ | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÉÌÉ ÓÀÒSSÅËÃÉÅÊ). ïÂSSÅËÔ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÎ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ X → Y , ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÏÂSSÅËÔÏÍ Œ Y (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ X ⊂ Y ), Á ÏÂSSÅËÔ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÎ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ Y → X, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÂSSÅËÔÏÍ ÏÂSSÅËÔÁ Y (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Y ↠ X). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÏÄÏÂSSÅËÔÏŒ É ÆÁËÔÏÒÏÂSSÅËÔÏŒ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ É ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ- ÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.9. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Ker f → X ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, Á Y → Coker f | ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ; (b) f | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ⇐⇒ f ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ É ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.10. ðÕÓÔØ f : X → Y É g : Y → Z | ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) Ker f ⊂ Ker(g ∘ f), Á ÅÓÌÉ Ker g = 0, ÔÏ Ker f = Ker(g ∘ f); (b) Coker(g ∘ f) ↠ Coker g, Á ÅÓÌÉ Coker f = 0, ÔÏ Coker(g ∘ f) = Coker g;

(c) ÅÓÌÉ f ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ g = 0 ⇐⇒ g ∘ f = 0; (d) ÅÓÌÉ g ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ f = 0 ⇐⇒ g ∘ f = 0.

ìÅÍÍÁ 3.11. œÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → Y Œ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÓÀÒSSÅËÃÉÉ f^′ : X → I É ÉÎSSÅËÃÉÉ f^{′′} : I → Y . ðÒÉ ÜÔÏÍ I ∼= Coim f ∼= Im f, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ f^′ É f^{′′} ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó fl^′ É ˇ^′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ fl^′ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, Á ˇ^′ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ Œ ÓÉÌÕ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

Ker f^ˇ � X^f �

fl^′ �

f^′ � � � � Y fl � Coker f

I f^{′′} � � � � i^{′′} � Coim f^{f̄}_{∼=} �

i^′ �

Im f

ˇ^′

� ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ fl ∘ f^{′′} = 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, fl ∘ f^{′′} ∘ f^′ = fl ∘ f = 0, ÎÏ f^′ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ fl ∘ f^{′′} = 0. úÎÁÞÉÔ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ i^{′′} : I → Im f, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f^{′′} = ˇ^′ ∘ i^{′′}, ÐÒÉÞÅÍ ÉÚ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ f^{′′} ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ i^{′′}. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ i^′ : Coim f → I. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ˇ^′ ∘ i^{′′} ∘ i^′ ∘ fl^′ = f^{′′} ∘ f^′ = f, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ —f ÐÏÌÕÞÁÅÍ i^{′′} ∘ i^′ = —f. ôÁË ËÁË —f ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ i′ É ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ i′′. úÎÁÞÉÔ ÏÂÁ ÏÎÉ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. éÔÁË, f^′ = i^′ ∘ fl^′, f^{′′} = ˇ^′ ∘ i^{′′} = ˇ^′ ∘ —f ∘ (i^′)^{−1} . □

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ : : : �X^{i−1 f i−1} �X^{i f i} �X^{i+1} � : : : ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ f^i ∘ f^{i−1} = 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ | ËÏÍÐÌÅËÓ ⇐⇒ Im f^{i−1} ⊂ Ker f^i.

ëÏÍÐÌÅËÓ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ Œ ÞÌÅÎÅ X^i, ÅÓÌÉ Im f^{i−1} = Ker f^i. ëÏÍÐÌÅËÓ ŒÉÄÁ 0 → X → Y → Z → 0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

• ÔÏÞÎÙÍ ÓÌÅŒÁ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÔÏÞÅÎ Œ X É Y ; • ÔÏÞÎÙÍ ÓÐÒÁŒÁ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÔÏÞÅÎ Œ Y É Z; • ÔÏÞÎÙÍ Œ ÓÅÒÅÄÉÎÅ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÔÏÞÅÎ Œ Y ; • ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÔÏÞÅÎ Œ X, Y É Z.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÙÅ ÓÌÅŒÁ ÔÒÏÊËÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ 0 → Ker f → X^f→ Y , Á ÔÏÞÎÙÅ ÓÐÒÁŒÁ ÔÒÏÊËÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ X^f→ Y → Coker f → 0.

ìÅÍÍÁ 3.13. ôÒÏÊËÁ 0 → X → Y → Z ÔÏÞÎÁ ÓÌÅŒÁ ⇐⇒ 0 → Hom(A; X) → Hom(A; Y ) → Hom(A; Z) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅŒÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ A. ôÒÏÊËÁ X → Y → Z → 0 ÔÏÞÎÁ ÓÐÒÁŒÁ ⇐⇒ 0 → Hom(Z; A) → Hom(Y; A) → Hom(X; A) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅŒÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÏÞÎÏÓÔØ ÓÌÅŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → Hom(Z; A) → Hom(Y; A) → Hom(X; A) ÐÒÉ ŒÓÅÈ A ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ h^Z = Ker h^f , ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Z = Coker f, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÐÒÁŒÁ ÔÒÏÊËÉ 0 → X → Y → Z → 0. ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. □

þÁÓÔØ 4. ôÏÞÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

æÕÎËÔÏÒ F : A → B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

• ÔÏÞÎÙÍ ÓÌÅŒÁ, ÅÓÌÉ ÏÎ ŒÓÑËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÎÕÀ ÓÌÅŒÁ; • ÔÏÞÎÙÍ ÓÐÒÁŒÁ, ÅÓÌÉ ÏÎ ŒÓÑËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÎÕÀ ÓÐÒÁŒÁ; • ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ŒÓÑËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ.

ðÒÉÍÅÒÙ 4.1. (1) ÆÕÎËÔÏÒÙ fg, ⊕ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÏŒ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 2.1 ÔÏÞÎÙ;

(2) ÆÕÎËÔÏÒÙ ` É f_∗ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 2.1 ÔÏÞÎÙ ÓÌÅŒÁ;

(3) ÆÕÎËÔÏÒÙ ⊗, f^∗ É ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÏŒ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 2.1 ÔÏÞÎÙ ÓÐÒÁŒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ (ÓÐÒÁŒÁ) ⇐⇒ ÏÎ ŒÓÑËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÓÌÅŒÁ (ÓÐÒÁŒÁ) ÔÒÏÊËÕ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÔÒÏÊËÕ ÔÏÞÎÕÀ ÓÌÅŒÁ (ÓÐÒÁŒÁ).

ìÅÍÍÁ 4.3. æÕÎËÔÏÒÙ h_A = Hom(−; A) : A^∘ → Ab É h^A = Hom(A; −) : A → Ab ÔÏÞÎÙ ÓÌÅŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3.13. □

ìÅÍÍÁ 4.4. ðÕÓÔØ (F; G) | ÐÁÒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ôÏÇÄÁ F ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ, Á G ÓÌÅŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X → Y → Z → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÓÐÒÁŒÁ ÔÒÏÊËÁ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÏÊËÕ F (X) → F (Y ) → F (Z) → 0. œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 3.13 ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ A ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Hom(F (Z); A) → Hom(F (Y ); A) → Hom(F (X); A) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅŒÁ. îÏ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØÀ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ 0 → Hom(Z; G(A)) → Hom(Y; G(A)) → Hom(X; G(A)), É ÅÅ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÌÅÍÍÙ. □