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ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ
þÁÓÔØ 1. ôÅÏÒÅÍÁ ×ÌÏÖÅÎÉÑ É ÄÉÁÇÒÁÍÎÙÊ ÐÏÉÓË

÷ ÐÒÉ×ÙÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ, ÔÁËÉÈ ËÁË Ab É R−mod ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ÒÁÌÉÞÎÙÅ ÓÏ-
ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÂßÅËÔÁÍÉ É ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÄÉÁÇÒÁÍÎÙÊ ÐÏÉÓË (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ
\ÜÌÅÍÅÎÔÙ" ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ÉÌÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á).
÷ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÏÂßÅËÔÙ ÕÖÅ ÎÅ ÉÍÅÀÔ \ÜÌÅÍÅÎÔÏ×" × ÎÁÉ×ÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ-
ÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉÂÏ ÂÏËÁÚÙ×ÁÔØ ×ÓÅ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ, ÌÉÂÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ (ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÈ) ÔÒÀËÏ×.
ðÅÒ×ÙÊ | ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ A ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ Y -ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÇÄÅ Y | ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ
ÏÂßÅËÔ) ËÁË Hom(Y;X) É ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ×ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ Y -ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÙÍÉ Y . ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ A Ó ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ
ÆÕÎËÔÏÒÏ× × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Fun(A◦;Ab), Á ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÐÏ-
ÔÏÞÅÞÎÏ.
äÒÕÇÏÊ ÐÏÄÈÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ íÉÔÞÅÌÁ.
ôÅÏÒÅÍÁ 1.1. ðÕÓÔØ A0 | ÍÁÌÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÌØÃÏ R É ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÊ
ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : A0 → R−Mod.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ íÉÔÞÅÌÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÏÒÆÉÚÍÏ×, É Ô.Ä., ×ËÌÀÞÁÀÝÅÅ × ÓÅÂÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂßÅËÔÏ× É
ÍÏÒÆÉÚÍÏ× É ×ÅÒÎÏÅ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ, ×ÅÒÎÏ É × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A. ÷
ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÌÎÕÀ ÁÂÅÌÅ×Õ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ A0 × A, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÏÂßÅËÔÁÍÉ, ÆÉÇÕÒÉ-
ÒÕÀÝÉÍÉ × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒ F : A0 → R−Mod, É ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÅÇÏ ÓÔÒÏÇÏÊ ÐÏÌÎÏÔÏÊ É
ÔÏÞÎÏÓÔØÀ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ
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Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏÞËÁÍÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÏÅË). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Ker f1 → Ker g1 → Kerh1 → Coker f1 → Coker g1 → Cokerh1 → 0.

ë×ÁÄÒÁÔ
X

f //

g
²²

Y
p

²²
Z

q // W
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ Hom(−; X) = { (�;  ) ∈ Hom(−; Y )×Hom(−; Z) | p� = q }) (X ÅÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Y É Z ÎÁÄ W ); É ËÏÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ Hom(W;−) = { (�;  ) ∈ Hom(Y;−)×Hom(Z;−) | �f =  g })
(W Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÎÙÍ ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Y É Z ÐÏÄ X).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

(∗) 0 //X
(fg) //Y ⊕ Z (p;−q) //W //0

(a) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ⇐⇒ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÅÎ; (b) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅ×Á ⇐⇒ Ë×ÁÄÒÁÔ ÄÅËÁÒ-
ÔÏ×; (c) ÔÏÞÎÁ ÓÐÒÁ×Á ⇐⇒ Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÄÅËÁÒÔÏ×.
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õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ðÕÓÔØ H0, H1 É H2 | ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (∗). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
(a) H0 = Ker(g : Ker f → Ker q); (b) H2 = Coker(p : Coker f → Coker q);
(c) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ 0 → Coker(g : Ker f → Ker q) → H1 → Ker(p : Coker f → Coker q) → 0.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) Ë×ÁÄÒÁÔ ÄÅËÁÒÔÏ× ⇐⇒ g ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ker f ∼= Ker q, Á
p ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ Coker f ,→ Coker q; (b) Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÄÅËÁÒÔÏ× ⇐⇒ p ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
Coker f ∼= Coker q, Á g ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ Ker f ³ Ker q.

ïÄÎÁËÏ, ÐÒÉ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ íÉÔÞÅÌÁ ÎÁÄÏ ÓÏÂÌÀÄÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔØ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ R−Mod ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÏÅË ÔÏÞÎÏ, Á ×
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Sh(X) ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÎÅÔ.

þÁÓÔØ 2. éÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ É ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ

ïÂßÅËÔ P × ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(P;−) ÔÏÞÅÎ. ïÂßÅËÔ I × ÁÂÅ-
ÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(−; I) ÔÏÞÅÎ. ôÁË ËÁË ÆÕÎËÔÏÒÙ Hom(X;−)
É Hom(−; X) ×ÓÅÇÄÁ ÔÏÞÎÙ ÓÌÅ×Á, ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ P ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÀÒßÅËÃÉÉ Y ³ Z É
ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ � : P → Z ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ ~� : P → Y , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ
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ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ I ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÎßÅËÃÉÉ X ,→ Y É ÌÀÂÏÇÏ
ÍÏÒÆÉÚÍÁ � : X → I ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ ~� : Y → I, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

0 // X

� ÃÃ@
@@

@@
@@

@
// Y

~�
²²
I

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ × A ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ × A◦.
ìÅÍÍÁ 2.2. (a) P ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ ⇐⇒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÀÒØÅËÃÉÉ p : X ³ P ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ X ∼= X ′ ⊕ P ,
ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ p = pP ; (b) I ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ ⇐⇒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÎØÅËÃÉÉ i : I ,→ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
X ∼= X ′ ⊕ I, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ i = iP .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÐÅÒ×ÏÅ. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ =⇒ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. åÓÌÉ p : X ³ P | ÓÀÒßÅËÃÉÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
i : P → X, ÔÁË ÞÔÏ p ◦ i = idP . ðÏÌÏÖÉÍ X ′ = Ker p É ÐÕÓÔØ i′ : X ′ → X | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ (ÔÏÇÄÁ
p ◦ i′ = 0). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ p ◦ (idX −i ◦ p) = p− p ◦ i ◦ p = p− p = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ p′ : X → X ′, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ
idX −i◦p = i′◦p′. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ p′◦i′ = idX′ , p′◦i = 0. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (idX −i◦p)◦i′ = i′−i◦p◦i′ = i′
É (idX −i◦p)◦ i = i− i◦p◦ i = i− i = 0. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ (⇐=). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ � : Y ³ Z | ÓÀÒßÅËÃÉÑ,
Á � : P → Z | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÌÏÖÉÍ X = Ker((−�; �) : Y ⊕ P → Z) É ÐÕÓÔØ p : X → P É
q : X → Y | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ X → Y ⊕P → P É X → Y ⊕P → Y . éÚ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ � ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ
p (×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÎÙÍ ÐÏÉÓËÏÍ | ÐÕÓÔØ x ∈ P , ÎÁÊÄÅÍ y ∈ Y , ÔÁË ÞÔÏ �(y) = �(x); ÔÏÇÄÁ (y; x) ∈ X É
p(y; x) = x). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, X ∼= X ′⊕P . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ s : P → X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ p◦s = idP .
ðÕÓÔØ ~� = q ◦ s. ôÏÇÄÁ � ◦ ~� = � ◦ q ◦ s = � ◦ p ◦ s = �, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ¤

ïÂßÅËÔ Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÏÂßÅËÔÁ Z Ó ÐÏÍÏÝØÀ X, ÅÓÌÉ ÄÁÎÁ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ 0 → X → Y → Z → 0.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ËÌÁÓÓÙ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ É ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ É ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ; (b) ËÌÁÓÓÙ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ É ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÚÑ-
ÔÉÑ ÐÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ; (c) ËÌÁÓÓ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÑÄÅÒ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏ×; (d) ËÌÁÓÓ
ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÑÄÅÒ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×.

÷ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ R−Mod ×ÓÅÇÄÁ ÍÎÏÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ É ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×.
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ìÅÍÍÁ 2.4. ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ Ó ÌÀÂÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ R〈S〉 | Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ S. ôÏÇÄÁ Hom(R〈S〉;M) =
Hom(S; fg(M)) = ∏

s∈SM | ÔÏÞÅÎ. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.5. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ R-ÍÏÄÕÌÉ | ÜÔÏ ÐÒÑÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ R-ÍÏÄÕÌÑÈ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.6. ÷ÓÑËÉÊ R-ÍÏÄÕÌØ ÎÁËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ M | R-ÍÏÄÕÌØ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÄÌÑ M (ÎÁÐÒÉ-
ÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ S = M) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ R〈S〉 → M , ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ S → M . ïÎ
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ. ¤

ïÐÉÓÁÔØ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÓÌÏÖÎÅÅ. îÏ ÄÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ-
×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ.
ìÅÍÍÁ 2.7. ìÅ×ÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ I ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ ⇐⇒ ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ � : a → I ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÌÅ×ÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ a ⊂ R
ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÚ ~� : R→ I.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. =⇒ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. äÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ. ðÕÓÔØ X ⊂ Y É � : X → I. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ
ÐÁÒ (X ′; �′), ÇÄÅ X ⊂ X ′ ⊂ Y É �′ : X ′ → I, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ � = �′|X . ðÏ ÌÅÍÍÅ ãÏÒÎÁ × ÎÅÍ ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ (X0; �0). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏX0 = Y . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÎÁÞÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ y ∈ Y \X0. ðÕÓÔØX1 = X0+Ry ⊂ Y .
ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → a → X0 ⊕ R → X1 → 0. éÚ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ X0 → X1

ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÁ a → R, ÚÎÁÞÉÔ a | ÉÄÅÁÌ × R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ  : a → X0
�0→ I

É ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÅÅ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ~ : R → I. ôÁË ËÁË X1 | ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ X0 É R ÐÏÄ a,
ÍÏÒÆÉÚÍÙ �0 É ~ ÄÁÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍ �1 : X1 → I, ÐÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ X0 ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó �0. ðÏÌÕÞÁÅÍ
ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔØÀ ÐÁÒÙ (X0; �0). úÎÁÞÉÔ X0 = Y , × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍ � ÐÒÏÄÏÌÖÉÌÓÑ ÄÏ
ÍÏÒÆÉÚÍÁ Y → I. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.8. áÂÅÌÅ×Á ÇÒÕÐÐÁ Q=Z ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. áÂÅÌÅ×Ù ÇÒÕÐÐÙ | ÜÔÏ Z-ÍÏÄÕÌÉ, Á ×ÓÅ ÉÄÅÁÌÙ × Z ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ nZ. íÏÒÆÉÚÍ nZ → Q=Z
ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ t ∈ Q=Z (ÏÂÒÁÚÏÍ n), Á ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÅÇÏ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Z → Q=Z, ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ
t′ ∈ Q=Z, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ nt′ = t, ÞÔÏ × ÇÒÕÐÐÅ Q=Z ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ¤

ìÅÍÍÁ 2.9. ðÕÓÔØ F : A → B É G : B → A | ÐÁÒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. åÓÌÉ F ÔÏÞÅÎ, ÔÏ G
ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ G ÔÏÞÅÎ, ÔÏ F ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÐÅÒ×ÏÅ. ðÕÓÔØ I ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ × B. ôÏÇÄÁ Hom(−; G(I)) ∼= Hom(F (−); I) | ÔÏÞÎÙÊ
ÆÕÎËÔÏÒ, ÚÎÁÞÉÔ G(I) ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ. ¤

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅÐÅÒØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÔÏÞÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÍÅÖÄÕ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ R−Mod É (Mod−R)◦. ôÏÇÄÁ
ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ × (Mod−R)◦ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÁ×ÙÅR-ÍÏÄÕÌÉ) ÐÅÒÅÊÄÕÔ × ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ
× R−Mod. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ

D : R−Mod → (Mod−R)◦ É D′ : (Mod−R)◦ → R−Mod; M 7→ HomZ(M;Q=Z):
ìÅÍÍÁ 2.10. æÕÎËÔÏÒÙ D É D′ ÔÏÞÎÙ É ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÏÞÎÏÓÔØ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ Q=Z. äÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÚÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÌÅ×ÏÇÏ M ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ cM : M → D′(D(M)) (ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ m ∈M × ÍÏÒÆÉÚÍ DM →
Q=Z, f ∈ HomZ(M;Q=Z) 7→ f(m)), Á ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÐÒÁ×ÏÇÏ R-ÍÏÄÕÌÑ ÍÏÒÆÉÚÍ c′M : M → D(D′(M)), ËÏÔÏÒÙÅ
ËÁË ÎÅ ÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÚÁÄÁÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ c′M ∈ Hom(Mod−R)◦(D(D′(M));M).
ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ c É c′ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÏ× D É D′. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉ-
ÃÉÉ DM c′DM→ DD′DM DcM→ DM É D′M cD′M→ D′DD′M D′c′M→ D′M ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ D É D′ ÚÁÄÁÀÔÓÑ
ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÐÅÒ×ÏÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ c′DM ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ f ∈ DM × ÍÏÒÆÉÚÍ
D′DM → Q=Z, x ∈ Hom(D′M;Q=Z) 7→ x(f). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, DcM ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ � ∈ DD′DM ×
ÍÏÒÆÉÚÍ m 7→ �(cM (m)). úÎÁÞÉÔ DcM ◦ c′DM ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ f × m 7→ f(cM (m)) = f(m), ÔÏ ÅÓÔØ × f . ¤
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.11. ÷ÓÑËÉÊ R-ÍÏÄÕÌØ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ M | ÌÅ×ÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ DM | ÐÒÁ×ÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÓÀÒßÅËÃÉÀ
P → DM ÉÚ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÒÁ×ÏÇÏ R-ÍÏÄÕÌÑ P É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ M → D′DM → D′P . ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ,
ËÁË ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ×ÙÛÅ, P | ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÏÂßÅËÔ × (Mod−R)◦, ÚÎÁÞÉÔ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍ 2.9 É 2.10 ÏÂßÅËÔ
DD′P ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ × R−Mod. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ M → D′P ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ. äÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ
ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ cM : M → D′DM ÎÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ∈M ÎÁÊÄÅÔÓÑ f : M → Q=Z,
ÔÁË ÞÔÏ f(m) 6= 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ 〈m〉 × M , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ m. åÓÌÉ 〈m〉 ∼= Z, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ
f : 〈m〉 → Q=Z, ÐÏÌÏÖÉ× f(m) = 1=2, Á ÅÓÌÉ 〈m〉 ∼= Z=nZ | ÐÏÌÏÖÉ× f(m) = 1=n, Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÎÁ ×ÓÅ
M , ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØÀ Q=Z. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ cM ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ D′
ÔÏÞÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÓÀÒßÅËÃÉÀ P → DM × ÉÎßÅËÃÉÀ D′DM → D′P . ¤

þÁÓÔØ 3. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

ïÓÎÏ×ÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ × ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ó
ÉÈ ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÅ. ïÓÎÏ×ÎÕÀ ÖÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÉ ×Ù-
ÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏ× | ÅÓÌÉ ÎÁÄÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒ F Ë ÏÂßÅËÔÕ X, ×ÙÒÁ-
ÖÅÎÎÏÍÕ, ÓËÁÖÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → X → X1 → X2 → 0, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
0 → F (X) → F (X1) → F (X2) → 0 ÕÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ F (X) ÎÅ ÂÕÄÅÔ ×ÙÒÁÖÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ F (X1)
É F (X2). þÔÏÂÙ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÉÔÕÁÃÉÀ ××ÏÄÑÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ. ó ÏÄÎÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÎÉ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ, ÓÁÍÉ ÄÁÀÔ ×ÁÖÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ×.
éÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÔÏÒ F : A → B ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á. ôÏÇÄÁ ÌÅ×ÙÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÔ F | ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏ× LiF : A → B, L0F ∼= F É ÍÏÒÆÉÚÍÏ×
ÆÕÎËÔÏÒÏ× �i : Li+1F (X ′′) → LiF (X ′) ÍÅÖÄÕ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ

(0 → X ′ → X → X ′′ → 0) 7→ Li+1F (X ′′) É (0 → X ′ → X → X ′′ → 0) 7→ LiF (X ′);
ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÏÅË × A × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ B, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ 0 → X ′ → X → X ′′ → 0
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

· · · → L2F (X ′′) �1→ L1F (X ′) → L1F (X) → L1F (X ′′) �0→ L0F (X ′) → L0F (X) → L0F (X ′′) → 0
ÔÏÞÎÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.1. ôÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Ti (ÂÅÚ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ T0 ∼= F ) É ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÆÕÎËÔÏÒÏ×
�i : Ti+1(X ′′) → Ti(X ′) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ �-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ.

ó×ÏÊÓÔ×Ï ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁË: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÅ×ÏÇÏ �-ÆÕÎËÔÏÒÁ (T•; �•) É ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ
ÆÕÎËÔÏÒÏ× f0 : L0F → T0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÆÕÎËÔÏÒÏ× fi : LiF → Ti,
ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÁÑ Ó �.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÒÁ×ÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÔ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÌÅ×Á ÆÕÎËÔÏÒÁ. ðÒÁ×ÙÊ �-ÆÕÎËÔÏÒ
| ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏ× T i : A → B É ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÆÕÎËÔÏÒÏ× �i : T i(X ′′) → T i+1(X ′) ÍÅÖÄÕ
ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ

(0 → X ′ → X → X ′′ → 0) 7→ T i(X ′′) É (0 → X ′ → X → X ′′ → 0) 7→ T i+1(X ′);
ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÏÅË × A × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ B, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ 0 → X ′ → X → X ′′ → 0
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → T 0(X ′) → T 0(X) → T 0(X ′′) �0
→ T 1(X ′) → T 1(X) → T 1(X ′′) �1

→ T 2(X ′) → : : :
ÔÏÞÎÁ.
ðÒÁ×ÙÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ F | ÜÔÏ ÐÒÁ×ÙÊ �-ÆÕÎËÔÏÒ (RiF; �i) Ó R0F ∼= F , ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-
ÒÑÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÁ×ÏÇÏ �-ÆÕÎËÔÏÒÁ (T •; �•) É ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒ-
ÆÉÚÍÁ ÆÕÎËÔÏÒÏ× f0 : T 0 → R0F ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÆÕÎËÔÏÒÏ×
f i : T i → RiF , ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÁÑ f0 É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÁÑ Ó �.
÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. åÓÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏ-
ÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ. óÁÍÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ É ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÔÁËÏ×Á. ðÕÓÔØ,
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ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÔÏÒ F ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á É ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅË-
ÔÏ× (ÔÏ ÅÓÔØ ×ÓÑËÉÊ ÏÂßÅËÔ ÎÁËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ). ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ X ∈ A É ÐÏÓÔÒÏÉÍ
ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ · · · → P−3 d−3

→ P−2 d−2
→ P−1 d−1

→ P 0 → X → 0, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÏÂßÅËÔÙ P i ÐÒÏÅË-
ÔÉ×ÎÙ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ · · · → F (P−3) F (d−3)→ F (P−2) F (d−2)→ F (P−1) F (d−1)→ F (P 0) → 0.
ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÆÏÒÍÕÌÁ LiF = KerF (d−i)= ImF (d−i−1) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ. îÏ ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ
ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÙ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ F : A → B ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á, Á × ËÁÔÅÇÏÒÉÉA ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×,
ÚÁÍÅÎÑÑ ÌÅ×ÕÀ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ÎÁ ÐÒÁ×ÕÀ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÕÀ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ
ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ F .


