çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 3 01.10.2008

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

þÁÓÔØ 1. ôÅÏÒÅÍÁ ŒÌÏÖÅÎÉÑ É ÄÉÁÇÒÁÍÎÙÊ ÐÏÉÓË

œ ÐÒÉŒÙÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ, ÔÁËÉÈ ËÁË Ab É R−mod ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÒÁÌÉÞÎÙÅ ÓÏ- ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ É ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÄÉÁÇÒÁÍÎÙÊ ÐÏÉÓË (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ \ÜÌÅÍÅÎÔÙ" ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ ÉÌÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ). œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÏÂSSÅËÔÙ ÕÖÅ ÎÅ ÉÍÅÀÔ \ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ" Œ ÎÁÉŒÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ- ÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉÂÏ ÂÏËÁÚÙŒÁÔØ ŒÓÅ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ, ÌÉÂÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄŒÕÈ (ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙÈ) ÔÒÀËÏŒ.

ðÅÒŒÙÊ | ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ X ∈ A ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÇÏ Y -ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÇÄÅ Y | ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂSSÅËÔ) ËÁË Hom(Y; X) É ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ŒÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ Y -ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÍÉ Y . ðÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ A Ó ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Fun(A^∘; Ab), Á ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÐÒÏŒÅÒÑÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÏ- ÔÏÞÅÞÎÏ.

äÒÕÇÏÊ ÐÏÄÈÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ íÉÔÞÅÌÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1. ðÕÓÔØ A_0 | ÍÁÌÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÌØÃÏ R É ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÊ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : A_0 → R−Mod.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ íÉÔÞÅÌÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÅ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, É Ô.Ä., ŒËÌÀÞÁÀÝÅÅ Œ ÓÅÂÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂSSÅËÔÏŒ É ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ É ŒÅÒÎÏÅ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ, ŒÅÒÎÏ É Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÌÎÕÀ ÁÂÅÌÅŒÕ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ A_0 Œ A, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ, ÆÉÇÕÒÉ- ÒÕÀÝÉÍÉ Œ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒ F : A_0 → R−Mod, É ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÅÇÏ ÓÔÒÏÇÏÊ ÐÏÌÎÏÔÏÊ É ÔÏÞÎÏÓÔØÀ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 � X1 �

f_1 � Y_1 �

g_1 � Z_1 �

h_1 � 0

0 � X2 � Y2 � Z2 � 0

Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏÞËÁÍÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÏÅË). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Ker f_1 → Ker g_1 → Ker h_1 → Coker f_1 → Coker g_1 → Coker h_1 → 0.

ëŒÁÄÒÁÔ

X^f � g � Y p � Z^q � W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ Hom(−; X) = { (Œ; ) ∈ Hom(−; Y )×Hom(−; Z) | pŒ = q }) (X ÅÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Y É Z ÎÁÄ W ); É ËÏÄÅËÁÒÔÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ Hom(W; −) = { (Œ; ) ∈ Hom(Y; −)×Hom(Z; −) | Œf = g }) (W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÎÙÍ ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ Y É Z ÐÏÄ X).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

(∗) 0 �X

(^f_g) � Y ⊕ Z^{(p;−q)}�W �0

(a) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ⇐⇒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËŒÁÄÒÁÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÅÎ; (b) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅŒÁ ⇐⇒ ËŒÁÄÒÁÔ ÄÅËÁÒ- ÔÏŒ; (c) ÔÏÞÎÁ ÓÐÒÁŒÁ ⇐⇒ ËŒÁÄÒÁÔ ËÏÄÅËÁÒÔÏŒ. 1

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ðÕÓÔØ H^0, H^1 É H^2 | ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (∗). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) H^0 = Ker(g : Ker f → Ker q); (b) H^2 = Coker(p : Coker f → Coker q);

(c) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ 0 → Coker(g : Ker f → Ker q) → H^1 → Ker(p : Coker f → Coker q) → 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ËŒÁÄÒÁÔ ÄÅËÁÒÔÏŒ ⇐⇒ g ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ker f ∼= Ker q, Á p ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ Coker f ,→ Coker q; (b) ËŒÁÄÒÁÔ ËÏÄÅËÁÒÔÏŒ ⇐⇒ p ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Coker f ∼= Coker q, Á g ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ Ker f ↠ Ker q.

ïÄÎÁËÏ, ÐÒÉ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ íÉÔÞÅÌÁ ÎÁÄÏ ÓÏÂÌÀÄÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ R−Mod ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÏÅË ÔÏÞÎÏ, Á Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Sh(X) ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ ÎÅÔ.

þÁÓÔØ 2. éÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ

ïÂSSÅËÔ P Œ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(P; −) ÔÏÞÅÎ. ïÂSSÅËÔ I Œ ÁÂÅ- ÌÅŒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(−; I) ÔÏÞÅÎ. ôÁË ËÁË ÆÕÎËÔÏÒÙ Hom(X; −) É Hom(−; X) ŒÓÅÇÄÁ ÔÏÞÎÙ ÓÌÅŒÁ, ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÓÔØ P ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÀÒSSÅËÃÉÉ Y ↠ Z É ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ : P → Z ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ ~Œ : P → Y , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ P Œ � � � � Œ̃ � Y � Z � 0 ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ I ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÎSSÅËÃÉÉ X ,→ Y É ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ : X → I ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ ~Œ : Y → I, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

0 � X Œ � � � � � � Y Œ̃ � I ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ Œ A ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ Œ A^∘.

ìÅÍÍÁ 2.2. (a) P ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÀÒØÅËÃÉÉ p : X ↠ P ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ X ∼= X^′ ⊕ P , ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ p = p_P ; (b) I ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÎØÅËÃÉÉ i : I ,→ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ X ∼= X^′ ⊕ I, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ i = i_P .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÐÅÒŒÏÅ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ =⇒ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. åÓÌÉ p : X ↠ P | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ i : P → X, ÔÁË ÞÔÏ p ∘ i = id_P . ðÏÌÏÖÉÍ X^′ = Ker p É ÐÕÓÔØ i^′ : X^′ → X | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ (ÔÏÇÄÁ p ∘ i^′ = 0). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ p ∘ (id_X −i ∘ p) = p − p ∘ i ∘ p = p − p = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ p^′ : X → X^′, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ id_X −i∘p = i^′ ∘p^′. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ p^′ ∘i^′ = id_X ′ , p^′ ∘i = 0. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ (id_X −i∘p)∘i^′ = i^′ −i∘p∘i^′ = i^′ É (id_X −i ∘ p) ∘ i = i − i ∘ p ∘ i = i − i = 0. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ (⇐=). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ß : Y ↠ Z | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ, Á Œ : P → Z | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÌÏÖÉÍ X = Ker((−ß; Œ) : Y ⊕ P → Z) É ÐÕÓÔØ p : X → P É q : X → Y | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ X → Y ⊕P → P É X → Y ⊕P → Y . éÚ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ß ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ p (ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÎÙÍ ÐÏÉÓËÏÍ | ÐÕÓÔØ x ∈ P , ÎÁÊÄÅÍ y ∈ Y , ÔÁË ÞÔÏ ß(y) = Œ(x); ÔÏÇÄÁ (y; x) ∈ X É p(y; x) = x). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, X ∼= X^′ ⊕P . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ s : P → X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ p∘s = id_P . ðÕÓÔØ ~Œ = q ∘ s. ôÏÇÄÁ ß ∘ ~Œ = ß ∘ q ∘ s = Œ ∘ p ∘ s = Œ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. □

ïÂSSÅËÔ Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÏÂSSÅËÔÁ Z Ó ÐÏÍÏÝØÀ X, ÅÓÌÉ ÄÁÎÁ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ 0 → X → Y → Z → 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ËÌÁÓÓÙ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ É ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ É ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ; (b) ËÌÁÓÓÙ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ É ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÚÑ- ÔÉÑ ÐÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ; (c) ËÌÁÓÓ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÑÄÅÒ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏŒ; (d) ËÌÁÓÓ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÑÄÅÒ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ R−Mod ŒÓÅÇÄÁ ÍÎÏÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ.

ìÅÍÍÁ 2.4. óŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ Ó ÌÀÂÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ R⟨S⟩ | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ S. ôÏÇÄÁ Hom(R⟨S⟩; M) = Hom(S; fg(M)) = ∏ s∈S M | ÔÏÞÅÎ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.5. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ R-ÍÏÄÕÌÉ | ÜÔÏ ÐÒÑÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ R-ÍÏÄÕÌÑÈ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.6. œÓÑËÉÊ R-ÍÏÄÕÌØ ÎÁËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ M | R-ÍÏÄÕÌØ. œÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÄÌÑ M (ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ S = M) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ R⟨S⟩ → M, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ S → M. ïÎ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. □

ïÐÉÓÁÔØ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÓÌÏÖÎÅÅ. îÏ ÄÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ.

ìÅÍÍÁ 2.7. ìÅŒÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ I ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ : a → I ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÌÅŒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ a ⊂ R ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÚ ~Œ : R → I.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. =⇒ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. äÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ. ðÕÓÔØ X ⊂ Y É Œ : X → I. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÁÒ (X^′; Œ^′), ÇÄÅ X ⊂ X^′ ⊂ Y É Œ^′ : X^′ → I, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Œ = Œ^′_{|X} . ðÏ ÌÅÍÍÅ ãÏÒÎÁ Œ ÎÅÍ ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (X_0; Œ_0). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ X_0 = Y . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÎÁÞÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ y ∈ Y \X_0. ðÕÓÔØ X_1 = X_0+Ry ⊂ Y . ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → a → X_0 ⊕ R → X_1 → 0. éÚ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ X_0 → X_1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÁ a → R, ÚÎÁÞÉÔ a | ÉÄÅÁÌ Œ R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ : a → X_0^{Œ0}→ I É ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÅÅ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ~ : R → I. ôÁË ËÁË X_1 | ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ X_0 É R ÐÏÄ a, ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ_0 É ~ ÄÁÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ_1 : X_1 → I, ÐÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ X_0 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó Œ_0. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔØÀ ÐÁÒÙ (X_0; Œ_0). úÎÁÞÉÔ X_0 = Y , Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÐÒÏÄÏÌÖÉÌÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Y → I. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.8. áÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ Q=Z ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. áÂÅÌÅŒÙ ÇÒÕÐÐÙ | ÜÔÏ Z-ÍÏÄÕÌÉ, Á ŒÓÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ Z ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ nZ. íÏÒÆÉÚÍ nZ → Q=Z ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ t ∈ Q=Z (ÏÂÒÁÚÏÍ n), Á ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÅÇÏ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Z → Q=Z, ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ t^′ ∈ Q=Z, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ nt^′ = t, ÞÔÏ Œ ÇÒÕÐÐÅ Q=Z ÚÁŒÅÄÏÍÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ. □

ìÅÍÍÁ 2.9. ðÕÓÔØ F : A → B É G : B → A | ÐÁÒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. åÓÌÉ F ÔÏÞÅÎ, ÔÏ G ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ G ÔÏÞÅÎ, ÔÏ F ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÓÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÐÅÒŒÏÅ. ðÕÓÔØ I ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ Œ B. ôÏÇÄÁ Hom(−; G(I)) ∼= Hom(F (−); I) | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÚÎÁÞÉÔ G(I) ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ. □

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÔÏÞÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÍÅÖÄÕ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ R−Mod É (Mod−R)^∘. ôÏÇÄÁ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ Œ (Mod−R)^∘ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÁŒÙÅ R-ÍÏÄÕÌÉ) ÐÅÒÅÊÄÕÔ Œ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ Œ R−Mod. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ

D : R−Mod → (Mod−R)^∘ É D^′ : (Mod−R)^∘ → R−Mod; M → Hom_Z(M; Q=Z):

ìÅÍÍÁ 2.10. æÕÎËÔÏÒÙ D É D^′ ÔÏÞÎÙ É ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÏÞÎÏÓÔØ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ Q=Z. äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÌÅŒÏÇÏ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ c_M : M → D^′(D(M)) (ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ m ∈ M Œ ÍÏÒÆÉÚÍ DM → Q=Z, f ∈ Hom_Z(M; Q=Z) → f(m)), Á ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÒÁŒÏÇÏ R-ÍÏÄÕÌÑ ÍÏÒÆÉÚÍ c^′_M : M → D(D^′(M)), ËÏÔÏÒÙÅ ËÁË ÎÅ ÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÚÁÄÁÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ c^′_M ∈ Hom_{(Mod−R)}∘ (D(D^′(M)); M). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ c É c^′ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ D É D^′. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉ-

ÃÉÉ DM^{c′DM}→ DD^′DM^{DcM}→ DM É D^′M^{cD′ M}→ D^′DD^′M^{D′ c′M}→ D^′M ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ D É D^′ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÐÅÒŒÏÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ c^′_{DM} ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ f ∈ DM Œ ÍÏÒÆÉÚÍ D^′DM → Q=Z, x ∈ Hom(D^′M; Q=Z) → x(f). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Dc_M ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ¸ ∈ DD^′DM Œ ÍÏÒÆÉÚÍ m → ¸(c_M (m)). úÎÁÞÉÔ Dc_M ∘ c^′_{DM} ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ f Œ m → f(c_M (m)) = f(m), ÔÏ ÅÓÔØ Œ f. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.11. œÓÑËÉÊ R-ÍÏÄÕÌØ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ M | ÌÅŒÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ DM | ÐÒÁŒÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ. œÙÂÅÒÅÍ ÓÀÒSSÅËÃÉÀ P → DM ÉÚ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÁŒÏÇÏ R-ÍÏÄÕÌÑ P É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ M → D^′DM → D^′P . œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ËÁË ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ŒÙÛÅ, P | ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ Œ (Mod − R)^∘, ÚÎÁÞÉÔ Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍ 2.9 É 2.10 ÏÂSSÅËÔ DD^′P ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ Œ R − Mod. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ M → D^′P ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ. äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ c_M : M → D^′DM ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ∈ M ÎÁÊÄÅÔÓÑ f : M → Q=Z, ÔÁË ÞÔÏ f(m) ≠ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ⟨m⟩ Œ M, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ m. åÓÌÉ ⟨m⟩ ∼= Z, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ f : ⟨m⟩ → Q=Z, ÐÏÌÏÖÉŒ f(m) = 1=2, Á ÅÓÌÉ ⟨m⟩ ∼= Z=nZ | ÐÏÌÏÖÉŒ f(m) = 1=n, Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÎÁ ŒÓÅ M, ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØÀ Q=Z. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ c_M ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ D^′ ÔÏÞÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÓÀÒSSÅËÃÉÀ P → DM Œ ÉÎSSÅËÃÉÀ D^′DM → D^′P . □

þÁÓÔØ 3. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

ïÓÎÏŒÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÒÅÄÓÔŒÏÍ Œ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ó ÉÈ ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÅ. ïÓÎÏŒÎÕÀ ÖÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÉ ŒÙ- ÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÅ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ | ÅÓÌÉ ÎÁÄÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒ F Ë ÏÂSSÅËÔÕ X, ŒÙÒÁ- ÖÅÎÎÏÍÕ, ÓËÁÖÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → X → X_1 → X_2 → 0, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → F (X) → F (X_1) → F (X_2) → 0 ÕÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ F (X) ÎÅ ÂÕÄÅÔ ŒÙÒÁÖÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ F (X_1) É F (X_2). þÔÏÂÙ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÉÔÕÁÃÉÀ ŒŒÏÄÑÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÎÉ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ, ÓÁÍÉ ÄÁÀÔ ŒÁÖÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ.

éÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÔÏÒ F : A → B ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ. ôÏÇÄÁ ÌÅŒÙÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÔ F | ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ L_iF : A → B, L_0F ∼= F É ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ffi_i : L_{i+1}F (X^{′′}) → L_iF (X^′) ÍÅÖÄÕ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ (0 → X^′ → X → X^{′′} → 0) → L_{i+1}F (X^{′′}) É (0 → X^′ → X → X^{′′} → 0) → L_iF (X^′);

ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÏÅË Œ A Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ B, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ 0 → X^′ → X → X^{′′} → 0 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

· · · → L_2F (X^{′′})^{ffi1}→ L_1F (X^′) → L_1F (X) → L_1F (X^{′′})^{ffi0}→ L_0F (X^′) → L_0F (X) → L_0F (X^{′′}) → 0 ÔÏÞÎÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.1. ôÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ T_i (ÂÅÚ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ T_0 ∼= F ) É ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ffi_i : T_{i+1}(X^{′′}) → T_i(X^′) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ffi-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ.

óŒÏÊÓÔŒÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁË: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÅŒÏÇÏ ffi-ÆÕÎËÔÏÒÁ (T_•; ffi_•) É ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ f_0 : L_0F → T_0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ f_i : L_iF → T_i, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÁÑ Ó ffi.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÒÁŒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÔ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÌÅŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ. ðÒÁŒÙÊ ffi-ÆÕÎËÔÏÒ | ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ T^i : A → B É ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ffi^i : T^i(X^{′′}) → T^{i+1}(X^′) ÍÅÖÄÕ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ (0 → X^′ → X → X^{′′} → 0) → T^i(X^{′′}) É (0 → X^′ → X → X^{′′} → 0) → T^{i+1}(X^′);

ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÏÅË Œ A Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ B, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ 0 → X^′ → X → X^{′′} → 0 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → T^0(X^′) → T^0(X) → T^0(X^{′′})^{ffi0}→ T^1(X^′) → T^1(X) → T^1(X^{′′})^{ffi1}→ T^2(X^′) → : : : ÔÏÞÎÁ.

ðÒÁŒÙÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ F | ÜÔÏ ÐÒÁŒÙÊ ffi-ÆÕÎËÔÏÒ (R^iF; ffi^i) Ó R^0F ∼= F , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÁŒÏÇÏ ffi-ÆÕÎËÔÏÒÁ (T^•; ffi^•) É ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ f^0 : T^0 → R^0F ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ f^i : T^i → R^iF , ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÁÑ f^0 É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÁÑ Ó ffi.

œÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. åÓÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ. óÁÍÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ É ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÔÁËÏŒÁ. ðÕÓÔØ,

ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÔÏÒ F ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ É ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅË- ÔÏŒ (ÔÏ ÅÓÔØ ŒÓÑËÉÊ ÏÂSSÅËÔ ÎÁËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ). œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ X ∈ A É ÐÏÓÔÒÏÉÍ

ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ · · · → P^{−3 d−3}→ P^{−2 d−2}→ P^{−1 d−1}→ P^0 → X → 0, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÏÂSSÅËÔÙ P^i ÐÒÏÅË-

ÔÉŒÎÙ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ · · · → F (P^{−3})^{F (d−3)}→ F (P^{−2})^{F (d−2)}→ F (P^{−1})^{F (d−1)}→ F (P^0) → 0. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÆÏÒÍÕÌÁ L_iF = Ker F (d^{−i})= Im F (d^{−i−1}) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ. îÏ ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÙ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ F : A → B ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ, Á Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÚÁÍÅÎÑÑ ÌÅŒÕÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÎÁ ÐÒÁŒÕÀ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÕÀ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÁŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ F .