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ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ | ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ
þÁÓÔØ 1. ëÏÍÐÌÅËÓÙ

ðÕÓÔØ (X•; d•) | ËÏÍÐÌÅËÓ × ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ
Hi(X•) := Ker di= Im di−1 = Coker(Im di−1 → Ker di) ∼= Ker(Coker di−1 → Coim di)

ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÁ × ÞÌÅÎÅ Xi. ôÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ËÏÇÏÍÏÌÏ-
ÇÉÉ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ôÁËÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍÉ.
íÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× f• : X• → Y • | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f i : Xi → Y i, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ

diY ◦ f i = f i+1 ◦ diX :
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÆÒÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Hi(f•) : Hi(X•) → Hi(Y •).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A ÁÂÅÌÅ×Á, ÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× Com(A) ÔÏÖÅ
ÁÂÅÌÅ×Á; (b) Hi : Com(A) → A | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏÞÎÙÊ ÐÏÓÅÒÅÄÉÎÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2 (ìÅÍÍÁ Ï ÚÍÅÅ). ðÕÓÔØ 0 → X• f•→ Y • g•→ Z• → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ
×ÓÑËÏÇÏ i ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Xi → Y i → Zi → 0 ÔÏÞÎÁ). (a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÄÌÉÎÎÁÑ
ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

· · · → Hi−1(Z•) �
i−1
→ Hi(X•) → Hi(Y •) → Hi(Z•) �i→ Hi+1(X•) → : : :

(b) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÒÏÊËÁ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÍÁ (ÔÏ ÅÓÔØ Y k ∼= Xk ⊕Zk ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k, ÔÁË ÞÔÏ fk É gk
| ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ É ÐÒÏÅËÃÉÑ), ÔÏ �k ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× pXk+1 ◦ dkY ◦ iZk .

îÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ t, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
ËÁË [t], X• 7→ X•[t]. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

(X•[t])k = Xk+t; dkX•[t] = (−1)tdk+t
X :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) [t] | Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, ÐÒÉÞÅÍ [t] ◦ [s] = [t+ s] ÄÌÑ
×ÓÅÈ t; s ∈ Z; (b) Hi(X[t]) ∼= Hi+t(X).

íÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× f• : X• → Y • ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ Hi(f•) : Hi(X•) → Hi(Y •) |
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÉ ×ÓÅÈ i.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X• ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ⇐⇒ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X• → X• | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

íÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× f•; g• : X• → Y • ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ (ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ f ∼ g), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× hi : Xi → Y i+1, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

f i − gi = di−1
Y ◦ hi + hi+1 ◦ diX :

ëÏÍÐÌÅËÓÙ X• É Y • ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× f• : X• → Y • É
g• : Y • → X•, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ g• ◦ f• ∼ idX , f• ◦ g• ∼ idY .
ìÅÍÍÁ 1.5. çÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÊ ÎÕÌÀ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. ðÕÓÔØ f i = di−1

Y ◦ hi + hi+1 ◦ diX . ôÏÇÄÁ f i|Ker diX
= di−1

Y ◦ hi | ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Im di−1
Y ,

ÔÏ ÅÓÔØ Hi(f•) = 0. ¤
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÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ, ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÌÀÂÙÈ ÁÄÄÉ-
ÔÉ×ÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. åÓÌÉ Ä×Á ÍÏÒÆÉÚÍÁ (ËÏÍÐÌÅËÓÁ) ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, ÏÎÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÍÅ-
ÎÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ,

þÁÓÔØ 2. ëÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ

ïÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ | ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. ðÕÓÔØ f• : X• → Y • | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×.
ðÏÌÏÖÉÍ

C(f)k = Y k ⊕Xk+1; dkC(f) =
(
dkY fk+1

0 −dk+1
X

)
:

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁËÖÅ
ik =

(
idY k

0

)
: Y k → C(f)k; pk = (0; idk+1

X ) : C(f)k → Xk+1:

ìÅÍÍÁ 2.1. (C(f)•; d•C(f)) | ËÏÍÐÌÅËÓ, Á i• : Y • → C(f)• É p• : C(f)• → X•[1] | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×.
âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

(†) : : : //Hi−1(C(f)•)
Hi−1(p•) //Hi(X•)

Hi(f•)//Hi(Y •)
Hi(i•) //Hi(C(f)•)

Hi(p•) //Hi(X•) // : : :
ÔÏÞÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁ×ÅÎÓÔ×Á dk+1
C(f) ◦ dkC(f) = 0, dkC(f) ◦ ik = ik+1 ◦ dkY É pk+1 ◦ dkC(f) = dkX[1] ◦ pk ÐÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ

ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ p• ◦ i• = 0, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ i• ◦ f• É f•[1] ◦ p• ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ
ÎÕÌÀ (ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ

(
0

idXk

)
: Xk → C(f)k−1 É ( idY k 0 ) : C(f)k → (Y •[1])k−1 ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (†) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
ÍÏÒÆÉÚÍÙ i• : Y • → C(f)• É p• : C(f)• → X•[1] ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×

0 → Y • → C(f)• → X•[1] → 0:
ðÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍÍÏÊ Ï ÚÍÅÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÏÇÌÁÓÎÏ
×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÅÍÍÙ Ï ÚÍÅÅ Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ × ÎÅÊ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ f . ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.2. íÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× f• : X• → Y • | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ⇐⇒ ÅÇÏ ËÏÎÕÓ C(f) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ.

÷ÓÑËÉÊ ÏÂßÅËÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ × ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÅ ÎÕÌØ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉ-
ÑÍÉ ×ÚÑÔÉÑÍÉ ËÏÎÕÓÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÓÄ×ÉÇÁ ÉÚ ÏÂßÅËÔÏ× ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÃÉÌÉÎÄÒ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f ÆÏÒÍÕÌÏÊ Cyl(f) = C(i[−1] : C(f)[−1] → X•), ÉÌÉ Ñ×ÎÏ

Cyl(f)k = Y k ⊕Xk ⊕Xk+1; dkCyl(f) =
(
dkY 0 fk+1

0 dkX − idXk+1

0 0 −dk+1
X

)
:

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ X• �f→ Cyl(f) �→ C(f) É ÍÏÒÆÉÚÍÙ Y • �→ Cyl(f) �→ Y •,
ÔÁËÉÅ ÞÔÏ � ◦ � = idY • , � ◦ � ∼ idCyl(f), � ◦ �f = f , � ◦ � = i.

þÁÓÔØ 3. òÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ

òÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ X.
åÓÌÉ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉA ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÏÂßÅËÔX ∈ A ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ
ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ × ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ:

· · · → P−3 → P−2 → P−1 → P 0 → 0:
íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.
ìÅÍÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ X• | ËÏÍÐÌÅËÓ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ó×ÅÒÈÕ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓ P •, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ
ÉÚ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× É Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ f• : P • → X•.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ P i É f i ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ. äÌÑ ÔÁËÉÈ k, ÞÔÏ Xi = 0 ÐÒÉ i > k, ÐÏÌÏÖÉÍ
P k = 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ P i É ÍÏÒÆÉÚÍÙ f i Ó i > k ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÁË ËÏÎÕÓ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ
ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ × ÓÔÅÐÅÎÑÈ > k + 1.

P k
dkP //

fk
²²

P k+1
dk+1
P //

fk+1

²²

P k+2 //

fk+2

²²

: : :

: : : // Xk−1
dk−1
X // Xk

dkX // Xk+1
dk+1
X // Xk+2 // : : :

ðÕÓÔØ Y = Ker
((

dkX fk+1

0 −dk+1
P

)
: Xk ⊕ P k+1 → Xk+1 ⊕ P k+2

)
. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÕÀ P k → Y

É ÐÕÓÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ P k → Y → Xk ⊕ P k+1 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ fk : P k → Xk É −dkP : P k → P k+1.
ôÏÇÄÁ

(
dkX fk+1

0 −dk+1
P

)(
fk
−dkP

)
=

(
dkXfk−fk+1dkP

dk+1
P dkP

)
, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á dkXfk = fk+1dkP É dk+1

P dkP = 0. úÎÁÞÉÔ
ÍÏÒÆÉÚÍÙ fk É dkP ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, ÐÒÉÞÅÍ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÅÇÏ ËÏÎÕÓ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ÔÁËÖÅ É ×
ÓÔÅÐÅÎÉ k. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P • | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÏÂßÅËÔÁ X, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ
� : P0 → X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ · · · → P−3 → P−2 → P−1 → P 0 �→ X → 0 ÁÃÉËÌÉÞÅÎ.
ìÅÍÍÁ 3.3. ðÕÓÔØ P • | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÄÌÑ X, Á Q• | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÄÌÑ Y .
ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : X → Y ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍ
ËÏÍÐÌÅËÓÏ× f• : P • → Q•, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ H0(f•) = f .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f i : P i → Qi, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó f0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ P 1 = X,
d0
P = �X , Q1 = Y , d0

Q = �Y , f1 = f É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f i Ó i > k ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ.

: : : // P k−1
dk−1
P // P k

dkP //

fk
²²

�k

""EE
EE

EE
EE

P k+1
dk+1
P //

fk+1

²²

P k+2 //

fk+2

²²

: : :

: : : // Qk−1
dk−1
Q // Qk

dkQ // Qk+1
dk+1
Q // Qk+2 // : : :

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ �k = fk+1 ◦ dkP . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ dk+1
Q ◦ �k = dk+1

Q ◦ fk+1 ◦ dkP = fk+2 ◦ dk+1
P ◦ dkP = 0.

îÏ ÔÁË ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓ Q• ÔÏÞÅÎ, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ÞÔÏ Im�k ⊂ Ker dk+1
Q = Im dkQ. ôÁË ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍ Qk → Im dkQ

ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ, Á P k ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ fk : P k → Qk, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ �k = dkQ ◦ fk. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÜÔÕ
ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÓÔÒÏÉÍ f•.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f• É g• | Ä×Á ÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ H0(f•) = H0(g•). âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ hi ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÎÁÞÉÎÁÑ Ó h0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Q1 = Y , d0

Q = �Y É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ hi Ó i > k ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ.

: : : // P k−1
dk−1
P // P k

dkP //

hk

ww
gk

²²
fk

²²

P k+1
dk+1
P //

hk+1

wwooooooooooooo
gk+1

²²
fk+1

²²

P k+2 //

hk+2

wwnnnnnnnnnnnn

gk+2

²²
fk+2

²²

: : :

: : : // Qk−1
dk−1
Q

// Qk
dkQ

// Qk+1
dk+1
Q

// Qk+2 // : : :

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ dkQ ◦ (fk − gk − hk+1 ◦ dkP ) = (fk+1 − gk+1 − dkQ ◦ hk+1) ◦ dkP = hk+2 ◦ dk+1
P ◦ dkP = 0. îÏ ÔÁË ËÁË

ËÏÍÐÌÅËÓ Q• ÔÏÞÅÎ, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ÞÔÏ Im(fk−gk−hk+1 ◦dkP ) ⊂ Ker dkQ = Im dk−1
Q . ôÁË ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍ Qk → Im dkQ

ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ, Á P k ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ hk : P k → Qk, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ fk − gk − hk+1 ◦ dkP = dk−1
Q ◦ hk.

ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÓÔÒÏÉÍ h•. ¤

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ Qi É ÔÏÞÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÁ P •. ðÏ-
ÜÔÏÍÕ ÒÏ×ÎÏ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.4. ÷ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ Ó×ÅÒÈÕ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅË-
ÔÏ× × ÁÃÉËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÎÕÌÀ.
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áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ×ÅÒÎÙ ÄÌÑ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ, ÅÓÌÉ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎßÅË-
ÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×.

ìÅÍÍÁ 3.5. ðÕÓÔØ X• | ËÏÍÐÌÅËÓ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓ I•, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ
ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× É Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ f• : X• → I•. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÑËÉÊ ÏÂßÅËÔ X ∈ A ÏÂÌÁÄÁÅÔ
ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ × ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ:

0 → I0 → I1 → I2 → I3 → : : :

åÓÌÉ I• | ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÄÌÑ ÏÂßÅËÔÁ X, Á J• | ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÄÌÑ Y , ÔÏ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : X → Y ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×
f• : I• → J•, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ H0(f•) = f . ÷ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÁÃÉËÌÉÞÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ
ËÏÍÐÌÅËÓ ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÎÕÌÀ.

þÁÓÔØ 4. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×

ôÅÏÒÅÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒ F : A → B ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á, Á × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉ×-
ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ A ×ÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ P • ∼= X É
ÐÏÌÏÖÉÍ LiF (X) = H−i(F (P •)). ôÏÇÄÁ LiF | ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÆÕÎËÔÏÒÁ F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÄÏËÁÖÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ P • ∼= X É Q• ∼= Y | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÒÅÚÏÌØ-
×ÅÎÔÙ, Á f : X → Y | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÕÓÔØ f• : P • → Q• | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ,
ÔÁËÏÊ ÞÔÏ H0(f•) = f . ðÏÌÏÖÉÍ LiF (f) = H−i(F (f•)). îÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ
ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ f•. îÏ ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÒÁÚÎÙÅ f• ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÎÙÅ F (f•) ÔÏÖÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ LiF (X) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ
Q• → X | ÄÒÕÇÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ idX : X → X ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f• : P • → Q• É g• : Q• → P •,
ÐÒÉÞÅÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ g• ◦ f• : P • → P • É f• ◦ g• : Q• → Q• ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ F
ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÙ F (P •) É F (Q•) ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �. ðÕÓÔØ 0 → X f→ Y g→ Z → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ × A.
÷ÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ P • ∼= X É Q• ∼= Y É ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ f ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ f• : P • → Q•.
ðÕÓÔØ R• = C(f). éÚ ÌÅÍÍÙ 2.1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ P • ∼= Z. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ Rk = Qk ⊕ P k+1 ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ
R• | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÄÌÑ ÏÂßÅËÔÁ Z. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÔÒÕÇÏÌØÎÉËÕ P • → Q• → R• → P •[1] ÆÕÎËÔÏÒ
F ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÏÊËÕ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× F (P •) → F (Q•) → F (R•) → F (P •[1]). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ F
ÉÍÅÅÍ

F (R•) = F (C(f)) ∼= C(F (f)); F (P •[1]) = F (P •)[1]:
ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ÌÅÍÍÕ 2.1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

· · · → L2F (Z) �1→ L1F (X) → L1F (Y ) → L1F (Z) �0→ L0F (X) → L0F (Y ) → L0F (Z) → 0

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ

0 // X
f //

�
²²

Y
g //

�
²²

Z //

�
²²

0

0 // X1
f1 // Y1

g1 // Z1 // 0

ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÏÅË. ðÕÓÔØ P • ∼= X, Q• ∼= Y , P •1 ∼= X1, Q•1 ∼= Y1 | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ, Á f• : P • → Q• É
f•1 : P •1 → Q•1 | ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ f É f1. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ �• : P • → P •1 É �• : Q• → Q•1 | ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ � É �. ôÏÇÄÁ
f•1 ◦ �• ∼ �• ◦ f•. ðÕÓÔØ hk : P k → Qk−1

1 | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ

�k ◦ fk − fk1 ◦ �k = dk−1
Q1

◦ hk + hk+1 ◦ dkP :
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ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 
k : Rk = Qk⊕P k+1 → Rk1 = Qk1 ⊕P k+1
1 ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(
�k hk+1

0 �k
)

. ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

k | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ

P •
f• //

�•
²²

Q• i //

�•
²²

R•
p //


•
²²

P •[1]

�•[1]
²²

P •1
f•1 // Q•1

i1 // R•1
p1 // P •1

ÐÅÒ×ÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÅÎ, Á Ä×Á ÄÒÕÇÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÉÎÄÕ-
ÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ, É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ �• É �• ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ � : X → X1 É
� : Y → Y1, ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ 
• ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ � : Z → Z1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, H−i(F (�•)) = LiF (�),
H−i(F (�•)) = LiF (�), É H−i(F (
•)) = LiF (�). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ �k ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÙ ÍÏÒÆÉÚ-
ÍÁÍÉ p É p1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÐÒÁ×ÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÈ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ LiF ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÅÇÏ
ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.

ìÅÍÍÁ 4.2. åÓÌÉ ÏÂßÅËÔ P ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ L0F (P ) ∼= P , LiF (P ) = 0 ÐÒÉ i > 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ P ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÚÑÔØ ËÏÍÐÌÅËÓ
P • Ó P 0 = P , P i = 0 ÐÒÉ i 6= 0. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ F (P ) ×
ÓÔÅÐÅÎÉ 0, Á ÅÇÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÉÍÅÀÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ×ÉÄ. ¤

ìÅÍÍÁ 4.3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ X ÉÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× L0F (X) ∼= F (X).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ X ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ P • ∼= X. ïÎÁ ÄÁÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ÓÐÒÁ×Á ÔÒÏÊËÕ
P−1 → P 0 → X → 0. ðÒÉÍÅÎÑÑ F ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ F (P−1) → F (P 0) → F (X) → 0, ËÏÔÏÒÁÑ
ÔÁËÖÅ ÔÏÞÎÁ ÓÐÒÁ×Á (ÔÁË ËÁË F ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á). ïÔÓÀÄÁ H0(F (P •)) = Coker(F (P−1) → F (P 0)) ∼= F (X).
æÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ. ¤

ìÅ×ÙÊ (ÐÒÁ×ÙÊ) �-ÆÕÎËÔÏÒ (E•; �•) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÉÒÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i > 0 É ×ÓÑËÏÇÏ X ÎÁÊÄÅÔÓÑ
ÓÀÒßÅËÃÉÑ Y → X (ÉÎßÅËÃÉÑ X → Y ), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Ei(Y ) = 0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ L•F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÉÒÁÀÝÉÍ × ÓÉÌÕ
ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ (× ËÁÞÅÓÔ×Å Y ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÕÀ), ÐÒÉÞÅÍ L0F ∼= F . ðÏÜÔÏÍÕ
ÏÓÔÁÅÔÓÑ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ. ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 4.4. ðÕÓÔØ (Ei; �i) | ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ �-ÆÕÎËÔÏÒ Ó E0 ∼= F . ôÏÇÄÁ ÏÎ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ (Ti; �i) | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �-ÆÕÎËÔÏÒ, Á f0 : T0 → E0 | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ðÒÅÄ-
ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ fi : Ti → Ei ÐÒÉ i < k ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ. ðÏÓÔÒÏÉÍ fk : Tk → Ek. ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ
ÏÂßÅËÔ, Á Y → X | ÓÀÒßÅËÃÉÑ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Ek(Y ) = 0. ðÏÌÏÖÉÍ X ′ = Ker(Y → X) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞÎÕÀ
ÔÒÏÊËÕ

0 → X ′ → Y → X → 0:
ðÏÌÕÞÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ

(‡)
: : : // Tk(Y ) // Tk(X) �k−1 //

²²Â
Â
Â

Tk−1(X ′) //

fk−1;X′

²²

Tk−1(Y )
fk−1;Y

²²
: : : // Ek(Y ) // Ek(X) �k−1 // Ek−1(X ′) // Ek−1(Y )

îÏ Ek(Y ) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ Ek(X) = Ker(Ek−1(X ′) → Ek−1(Y )), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Tk(X) → Tk−1(X ′) →
Ek−1(X ′) ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Ek(X), ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÕÎËÔÉÒÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ, ÄÅÌÁÀÝÁÑ ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ fkX .
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ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ Y É ÞÔÏ fk É fk−1
ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó �k−1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ
(?) 0 // X ′

1 //

�′
²²

Y1 //

²²

X1 //

�
²²

0

0 // X ′
2 // Y2 // X2 // 0

× ËÏÔÏÒÏÊ Ek(Y1) = 0. ïÎÁ ÄÁÅÔ ËÕÂÉÞÅÓËÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

Tk(X1) � //

fkX1

²²

Tk(�)

ÂÂ?
??

??
??

??
Tk−1(X ′

1)

fk−1;X′1
²²

Tk−1(�′)

ÂÂ?
??

??
??

??

Tk(X2) � //

fkX2

²²

Tk−1(X ′
2)

fk−1;X′2

²²

Ek(X1) �
//

Ek(�)
ÂÂ?

??
??

??
??

Ek−1(X ′
1)

Ek−1(�′)
ÂÂ?

??
??

??
??

Ek(X2) �
// Ek−1(X ′

2)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ËÒÏÍÅ ÌÅ×ÏÊ É ÐÅÒÅÄÎÅÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ (×ÅÒÈÎÑÑ É ÎÉÖÎÑÑ | ÔÁË ËÁË T• É E• |
�-ÆÕÎËÔÏÒÙ, ÐÒÁ×ÁÑ | × ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ fk−1, Á ÚÁÄÎÑÑ | ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ fk).
åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ Ek(Y2) = 0, ÔÏ ÐÅÒÅÄÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÔÏÖÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

� ◦ fkX2 ◦ Tk(�) = fk−1;X′2 ◦ � ◦ Tk(�) = fk−1;X′2 ◦ Tk−1(�′) ◦ � =
= Ek−1(�′) ◦ fk−1;X′1 ◦ � = Ek−1(�′) ◦ � ◦ fkX1 = � ◦ Ek(�) ◦ fkX1 :

îÏ ÔÁË ËÁË Ek(Y2) = 0 ÍÏÒÆÉÚÍ � : Ek(X2) → Ek−1(X ′
2) ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, ÚÎÁÞÉÔ fkX2 ◦ Tk(�) = Ek(�) ◦ fkX1 ,

ÔÏ ÅÓÔØ ÌÅ×ÁÑ ÇÒÁÎØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ. úÎÁÞÉÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍ fk : Tk → Ek Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×.
þÔÏÂÙ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ fkX ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ Ó X1 = X2 = X É
� = idX É Ek(Y1) = Ek(Y2) = 0. ôÁË ËÁË Tk(�) = idTk(X), Ek(�) = idEk(X), ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÌÅ×ÏÊ ÇÒÁÎÉ
ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× fkX : Tk(X) → Ek(X), ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÐÏ Y1 É Y2. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ
ÌÀÂÙÈ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÉÈ Y1 → X É Y2 → X, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ Ek(Y1) = Ek(Y2) = 0, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÁÑ Y → X,
ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Ek(Y ) = 0 É ÍÏÒÆÉÚÍÙ Y1; Y2 → X ÐÒÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Y (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ Y = Y1 ⊕ Y2). éÚ
ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ Tk(X) → Ek(X), ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÐÏ Y1 É Y2, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó
ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÐÏ Y , Á ÚÎÁÞÉÔ É ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÌÅ×ÁÑ ÇÒÁÎØ
×ÓÅÇÄÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ (?) ÄÌÑ X1 = X2 = X, � = idX É Ek(Y1) = 0, É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÕÀ ÅÊ ËÕÂÉÞÅÓËÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ. ëÁË ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ × ÎÅÊ ×ÅÒÈÎÑÑ, ÎÉÖÎÑÑ, ÐÒÁ×ÁÑ É ÚÁÄÎÑÑ ÇÒÁÎÉ
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ, Á ÌÅ×ÁÑ ÇÒÁÎØ ÔÏÖÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ × ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ fk. îÏ ÔÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ
ÐÅÒÅÄÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÔÏÖÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ, ÞÔÏ É ÄÁÅÔ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔØ f• É �•. ¤

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ôÅÏÒÅÍÁ 4.5. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒ F : A → B ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á, Á × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ
ÏÂßÅËÔÏ×. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ A ×ÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ I• ∼= X É ÐÏÌÏ-
ÖÉÍ RiF (X) = Hi(F (I•)). ôÏÇÄÁ R•F | ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ �-ÆÕÎËÔÏÒ Ó R0F ∼= F . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ R•F | ÐÒÁ×ÙÊ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÆÕÎËÔÏÒÁ F . åÓÌÉ X ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ RiF (X) = 0 ÐÒÉ i > 0.


