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ðÒÉÍÅÒÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×
þÁÓÔØ 1. æÕÎËÔÏÒÙ Ext

÷ÁÖÎÅÊÛÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÔ ÆÕÎËÔÏÒÁ Hom. ðÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, ÅÓÔØ ×ÙÂÏÒ | ÐÏ ËÁËÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ
ÆÕÎËÔÏÒ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÎÏ ÔÁË ËÁË ÁÐÒÉÏÒÉ ÜÔÏ ÎÅ
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ

Exti1(X;Y ) = (Ri Hom(−; Y ))(X); Exti2(X;Y ) = (Ri Hom(X;−))(Y ):
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hom(X;−) : A → Ab | ÔÏÞÎÙÊ ÓÌÅ×Á ÆÕÎËÔÏÒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÄÏ ÏÂßÅËÔ Y
ÚÁÍÅÎÑÔØ ÎÁ ÅÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ × A. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Hom(−; Y ) : A◦ → Ab | ÔÏÞÎÙÊ ÓÌÅ×Á
ÆÕÎËÔÏÒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÄÏ ÏÂßÅËÔ X ÚÁÍÅÎÑÔØ ÎÁ ÅÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ × A◦, ÔÏ
ÅÓÔØ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ × A.
äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Extk1(X;Y ) ∼= Extk2(X;Y ) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÔØÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ
éÏÎÅÄÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ek(X;Y ) ×ÓÅÈ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ×ÉÄÁ

0 → Y → Zk → Zk−1 → · · · → Z2 → Z1 → X → 0:
ä×Å ÔÁËÉÈ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Z• É Z ′• ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

0 // Y // Zk //

²²

Zk−1 //

²²

: : : // Z2 //

²²

Z1 //

²²

X // 0

0 // Y // Z ′k // Z ′k−1 // : : : // Z ′2 // Z ′1 // X // 0
äÁÌÅÅ, Ä×Å ÔÁËÉÈ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Z• É W• ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ Z• ∼ Z ′• ∼ · · · ∼ Z(n)

• ∼ W• (× ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ
ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ!). ðÒÉ k > 1 ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ExtkI (X;Y ) ËÁË ÆÁËÔÏÒ Ek(X;Y ) ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Á ÐÒÉ k = 0 ÐÏÌÏÖÉÍ Ext0

I(X;Y ) = Hom(X;Y ).
ìÅÍÍÁ 1.1. ExtkI (X;Y ) | ÂÉÆÕÎËÔÏÒ, ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÐÏ Y É ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÐÏ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓÓ × ExtkI (X;Y ), ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ Z• É ÐÕÓÔØ X ′ → X
| ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÕÓÔØ Z ′1 = Ker(Z1 ⊕ X ′ → X) | ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Z1 É X ′ ÎÁÄ X, É Z ′i = Zi ÐÒÉ
2 6 i 6 k. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Z ′• ÚÁÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ × Ek(X ′; Y ), ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ Z• ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Z ′• ÔÏÖÅ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f∗ : ExtkI (X;Y ) → ExtkI (X ′; Y ), ÐÒÉÞÅÍ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ g : X ′′ → X ′ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗, ÔÁË ÞÔÏ ExtkI (X;Y ) ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌÅÎ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ
ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. æÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÐÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ¤
ôÅÏÒÅÍÁ 1.2. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Extk1(X;Y ) ∼= ExtkI (X;Y ) ∼= Extk2(X;Y ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÔÒÏÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒ×ÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ Ext•I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÉ-
ÒÁÀÝÉÍ �-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ ExtiI(P; Y ) = 0
ÄÌÑ ×ÓÅÈ Y É i > 1. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÁË ËÁË ×ÓÑËÁÑ ÓÀÒßÅËÃÉÑ Z1 → P ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÏÅËÃÉÉ Z1 = Z ′1⊕P → P ,
×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ Ei(P; Y ) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÕ, ÉÍÅÀÝÅÍÕ ×ÉÄ 0 → Y → Y ⊕ P → P → 0, ÅÓÌÉ i = 1 É
0 → Y → Y → 0 → · · · → 0 → P → P → 0, ÅÓÌÉ i > 2, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÕÌÅÍ.

ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ �. ðÕÓÔØ 0 → X ′ f→ X g→ X ′′ → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ, Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Z ′•
ÚÁÄÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ Ek−1(X ′; Y ). ðÏÌÏÖÉÍ Z ′′1 = X, Á Z ′′i+1 = Z ′i ÐÒÉ 1 6 i 6 k − 1. ôÏÇÄÁ Z ′′• ∈ Ek(X ′′; Y ).
ðÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ek−1(X ′; Y ) → Ek(X ′′; Y ). ïÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó ÎÁÛÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �k−1 : Extk−1

I (X ′; Y ) → ExtkI (X ′′; Y ).
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õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×
ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

· · · → Extk−1
I (X;Y ) f

∗
→ Extk−1

I (X ′; Y ) �
k−1
→ ExtkI (X ′′; Y ) g∗→ ExtkI (X;Y ) → : : :

ÔÏÞÎÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ext•I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÉÒÁÀÝÉÍ �-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ ÉÚ ÐÒÅ-
ÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Extk1(X;Y ) ∼= ExtkI (X;Y ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ×ÔÏÒÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.5. æÕÎËÔÏÒÙ ExtkI ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6. ïÐÉÛÉÔÅ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ExtkI (X;Y ) × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. ðÕÓÔØ P • ∼= X | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ É f : P k → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ
ËÌÁÓÓ × Extk1(X;Y ). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏ ÎÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔ × Ek(X;Y ), ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ × ExtkI (X;Y ).

ôÁË ËÁË Extk1 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Ext2
k, ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÈ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ, É ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ Extk.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ab ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ Exti(X;Y ) = 0 ÐÒÉ i > 2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ
Exti(X;Y ) ÄÌÑ X;Y = Z, Z=nZ, Q, Q=Z.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.9. ðÕÓÔØ 0 → X ′ → X → X ′′ → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
(a) ÍÏÒÆÉÚÍ X ′ → Y ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ X → Y ⇐⇒ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ × Ext1(X ′′; Y ) ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ;
(b) ÍÏÒÆÉÚÍ Y → X ′′ ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Y → X ⇐⇒ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ × Ext1(Y;X ′) ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÏÂßÅËÔ P ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ ⇐⇒ Ext1(P; Y ) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ Y ; (b) ÏÂßÅËÔ I
ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ ⇐⇒ Ext1(X; I) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ X.

þÁÓÔØ 2. æÕÎËÔÏÒÙ Tor

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ R−mod É mod−R ÌÅ×ÙÈ É ÐÒÁ×ÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R É ÆÕÎËÔÏÒ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁÄ R: ⊗R : (mod−R)× (R−mod) → Ab, (M;N) 7→M ⊗R N .
ìÅÍÍÁ 2.1. æÕÎËÔÏÒ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÉÍÅÅÍ Hom(M⊗RN;L) ∼= HomR(N;Hom(M;L)),
ÚÎÁÞÉÔ ÆÕÎËÔÏÒ M ⊗R − : R−mod → Ab ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ Hom(M;−) : Ab → R−mod. îÏ ÌÅ×ÙÊ
ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ×ÓÅÇÄÁ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á. úÎÁÞÉÔ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÏÞÎÏ ÐÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ.
ôÏÞÎÏÓÔØ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÎÏ. ¤

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ Ó ÆÕÎËÔÏÒÏÍ Hom ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÌÅ×ÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ É
ÐÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. ïÐÑÔØ ÖÅ, ÁÐÒÉÏÒÉ ÉÈ Ó×ÑÚØ ÎÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏËÁ

Tor1
i (X;Y ) = Ri(−⊗R Y )(X); Tor2

i (X;Y ) = Ri(X ⊗R −)(Y ):
ôÁË ËÁË ⊗R | ÔÏÞÎÙÊ ÓÐÒÁ×Á ÆÕÎËÔÏÒ, ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Tor ÎÁÄÏ ÏÂßÅËÔÙ X É Y ÚÁÍÅÎÑÔØ ÎÁ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ Tor1

i (X;Y ) ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ Y .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÌÉ P ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ Tor1

i (X;P ) = 0, Á ÆÕÎËÔÏÒ −⊗R P | ÔÏÞÅÎ;
(b) ÅÓÌÉ P • | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÄÌÑ X, Á 0 → Y1 → Y2 → Y3 → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ
0 → P • ⊗ Y1 → P • ⊗ Y2 → P • ⊗ Y3 → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×;
(c) Tor1

•(X;−) | ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ �-ÆÕÎËÔÏÒ ÐÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ.

éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Tor1
i (X;Y ) ∼= Tor2

i (X;Y ), ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÈ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ, Á ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ
ÐÒÏÓÔÏ Tori(X;Y ).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ab ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ Tori(X;Y ) = 0 ÐÒÉ i > 2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ Tori(X;Y )
ÄÌÑ X;Y = Z, Z=nZ, Q, Q=Z.
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þÁÓÔØ 3. ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÇÒÕÐÐ

ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, Á G−mod | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÇÒÕÐÐÏ×ÙÍ ËÏÌØÃÏÍ Z[G] (= ËÁÔÅÇÏÒÉÑ
ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G = ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÉÚ ∗G × Ab). ñÓÎÏ,
ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ É ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× É ËÏÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× G−mod → Ab,

M 7→MG := {m ∈M | gm = m ∀g ∈ G }; M 7→MG := M=〈m− gm〉m∈M; g∈G:
ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á, Á ËÏÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× | ÓÐÒÁ×Á. éÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ
ÎÁÚÙ×ÁÅÀÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ É ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × G-ÍÏÄÕÌÅ M ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ

Hi(G;M) = Ri(−G)(M); Hi(G;M) = Li(−G)(M):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Hi(G;M) ∼= Exti(Z;M), Hi(G;M) = Tori(Z;M), ÇÄÅ Z | ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ
G-ÍÏÄÕÌØ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ G | ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ Hi+2(G;M) ∼= Hi(G;M), Hi+2(G;M) ∼=
Hi(G;M) ÐÒÉ i > 1 (ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄÌÑ Z ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ).

þÁÓÔØ 4. áÃÉËÌÉÞÎÙÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒ F : A → B ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á. ïÂßÅËÔ Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ LiF (Y ) = 0 ÄÌÑ i > 0.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÂßÅËÔ Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍ ÄÌÑ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÌÅ×Á ÆÕÎËÔÏÒÁ F , ÅÓÌÉ RiF (Y ) = 0 ÄÌÑ i > 0.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÐÒÁ×Á ÆÕÎËÔÏÒÁ F ×ÓÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙ,
Á ÄÌÑ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÌÅ×Á ÆÕÎËÔÏÒÁ F ×ÓÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙ.
ìÅÍÍÁ 4.2. åÓÌÉ F ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á, ÔÏ ÑÄÒÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× F -ÁÃÉËÌÉÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ¤

ìÅÍÍÁ 4.3. åÓÌÉ F ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á, Á Y • | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ó×ÅÒÈÕ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÓÏÔÏÑÝÉÊ ÉÚ F -
ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ F (Y •)-ÁÃÉËÌÉÞÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Zi = Ker(di : Y i → Y i+1). ôÏÇÄÁ ÍÏÒÆÉÚÍ di ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ
Y i ³ Zi+1 ,→ Y i+1, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ 0 → Zi → Y i → Zi+1 → 0 ÔÏÞÎÁ. õÂÙ-
×ÁÀÝÅÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ i ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ Zi Ñ×ÌÑÀÔÓÑ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → F (Zi) → F (Y i) → F (Zi+1) → 0 ÔÏÞÎÁ. îÏ f(di) ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ
F (Y i) → F (Zi+1) → F (Y i+1), ÚÎÁÞÉÔ ËÏÍÐÌÅËÓ F (Y •)-ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 4.4. åÓÌÉ Y • ∼= X | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÓÐÒÁ×Á F -ÁÃÉËÌÉÞÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ, ÔÏ LiF (X) ∼= H−i(F (Y •)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ Y • ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ P •. ôÏÇÄÁ P • ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ
ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ÄÌÑ X. ðÕÓÔØ f : P • → Y • | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË P • → Y • → C(f). éÚ
ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ C(f) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ
Ó×ÅÒÈÕ (ÐÏÓËÏÌØËÕ É Y • É P • ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ), É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ
ÅÇÏ ÞÌÅÎ | ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ Y i É P i+1. úÎÁÞÉÔ ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ F (C(f)) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. îÏ F (C(f)) ∼= C(F (f)),
ÚÎÁÞÉÔ F (f) : F (P •) → F (Y •) | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÅÓÔØ H−i(F (Y •)) ∼= H−i(F (P •)) =: LiF (X). ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Y ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Hom(−; X) ÄÌÑ ×ÓÅÈ X, ÔÏ ÏÎ ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ
(ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ Y ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Hom(X;−) ÄÌÑ ×ÓÅÈ X, ÔÏ ÏÎ ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ).

R-ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× −⊗R N ÄÌÑ ×ÓÅÈ N .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ×ÓÑËÉÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÐÌÏÓËÉÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÌÏÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ; (b) ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Tor ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÐÌÏÓËÉÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ.
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äÌÑ ÎÅÔÅÒÏ×Á ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ M ÐÌÏÓËÉÊ
⇐⇒ ÏÎ ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ. ïÄÎÁËÏ ÂÙ×ÁÀÔ ÎÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ, ÎÏ ÐÌÏÓËÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ.

þÁÓÔØ 5. æÕÎËÔÏÒÙ ÍÅÖÄÕ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÐÕÞËÏ×

ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á A = Sh(X) | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÐÕÞËÏ× ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ ÎÁ X. ðÕÓÔØ
ÔÁËÖÅ PreSh(X) | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÐÒÅÄÐÕÞËÏ× ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ ÎÁ X. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, Sh(X) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ
ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × PreSh(X). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ i : Sh(X) → PreSh(X) | ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ. èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,
ÞÔÏ ÏÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÅ×ÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ a : PreSh(X) → Sh(X) (ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÕÞËÏ×ÉÚÁÃÉÉ). æÕÎË-
ÔÏÒ a ÔÏÞÅÎ, Á ÆÕÎËÔÏÒ i ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á!
ìÅÍÍÁ 5.1. ÷ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÕÞËÏ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕÐÐÕ Gx É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ~G = tx∈XGx Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. ðÕÓÔØ � : ~G→ X | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÅÇÏ ÐÕÞÏË ÓÅÞÅÎÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÐÕÞÏË G ÎÁ X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ G(U) = { s : X → �−1(U) ⊂ ~G | � ◦ s = idU }. ìÅÇËÏ
×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÕÞÏË. ðÕÞËÉ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÕÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÙ×ÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ X. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Fx = lim

−→x∈U
F(U)

| ÅÇÏ ÓÌÏÊ × ÔÏÞËÅ x. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hom(F ;G) = ∏
x∈X Hom(Fx; Gx). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ � : F → G, ÔÏ ÄÌÑ

ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Fx �x→ Gx evx→ Gx ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Fx → Gx. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ {�x }x∈X | ÎÁÂÏÒ
ÍÏÒÆÉÚÍÏ× Fx → Gx ÐÏÌÏÖÉÍ �(s)(x) = �x(sx), ÇÄÅ s ∈ F(U), x ∈ U , É sx | ÏÂÒÁÚ s × Fx. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,
ÞÔÏ � | ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏ×. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ Hom(F ;G) É∏
x∈X Hom(Fx; Gx) | ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÇÒÕÐÐ Gx ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁ, ÔÏ É ÐÕÞÏË G ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ,
ÞÔÏÂÙ ×ÌÏÖÉÔØ ÐÕÞÏË F × ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÐÕÞÏË, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÎÁÊÔÉ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ
Fx × ÉÎßÅËÔÉ×ÎÕÀ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕÐÐÕ Gx. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÕÞËÏ× ÔÏÞÎÁ ⇐⇒ ÏÎÁ ÔÏÞÎÁ ÐÏÓÌÏÊÎÁ;
(b) ÓÌÏÉ ÐÒÅÄÐÕÞËÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÓÏ ÓÌÏÑÍÉ ÅÇÏ ÐÕÞËÏ×ÉÚÁÃÉÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ �(X;−) : Sh(X) → Ab. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á (× ÜÔÏÍ
ÓÏÓÔÏÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÕÞËÁ). ðÏÓËÏÌØËÕ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÕÞËÏ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÏÎ
ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÒÁ×ÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ X Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ-
ÔÁÍÉ × ÐÕÞËÅ:

Hi(X;F) = Ri�(X;F):
÷ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ F | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÐÕÞÏË (ÐÕÞËÏ×ÉÚÁÃÉÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÐÕÞËÁ), ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ
ÇÒÕÐÐÅ A, ÐÉÛÕÔ Hi(X;F) = Hi(X;A). äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÇÏÒÁÚÄÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÁÃÉ-
ËÌÉÞÎÙÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ×ÍÅÓÔÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ.
ðÕÓÔØ X ÐÁÒÁËÏÍÐÁËÔÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÄÅÌÉÍÏ É Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÅÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄ-
ÐÏËÒÙÔÉÅ). ðÕÞÏË F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

• ×ÑÌÙÍ, ÅÓÌÉ ∀ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ U ⊂ X ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ F(X) → F(U) ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ;
• ÍÑÇËÉÍ, ÅÓÌÉ ∀ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ Y ⊂ X ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F(X) → F(Y ) := lim

−→Y⊂U
F(U) ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ;

• ÔÏÎËÉÍ, ÅÓÌÉ ∀ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ Y1; Y2 ⊂ X, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ Y1 ∩ Y2 = ∅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ � ÐÕÞËÁ F ,
ÔÁËÏÊ ÞÔÏ �|Y1 = id, �|Y2 = 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ×ÑÌÙÅ, ÍÑÇËÉÅ É ÔÏÎËÉÅ ÐÕÞËÉ �-ÁÃÉËÌÉÞÎÙ; (b) ÐÕÞËÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÓÅÞÅ-
ÎÉÊ ÇÌÁÄËÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÍÑÇËÉÅ; (c) ÐÕÞËÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÍÑÇËÉÅ.

éÚ ÐÕÎËÔÁ (b) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË ÇÌÁÄËÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ 
iX ÎÁ X ÍÑÇËÉÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓ ÄÅ
òÁÍÁ 
•X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÑÇËÏÊ (Á ÚÎÁÞÉÔ ÁÃÉËÌÉÞÎÏÊ) ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ R. ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ
ôÅÏÒÅÍÁ 5.4 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÅ òÁÍÁ). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hi(X;R) ∼= Hi(�(X;
•X)).
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þÁÓÔØ 6. ðÒÑÍÏÊ É ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ

ðÕÓÔØ f : X → Y ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, F | ÐÕÞÏË ÎÁ X, Á G | ÐÕÞÏË ÎÁ Y . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ
ÐÕÞÏË f∗F ÎÁ Y É ÐÕÞÏË f−1G ÎÁ X ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

f∗F(U) = F(f−1(U)); f−1G = a(U 7→ lim
−→f(U)⊂V

G(V )):

ìÅÍÍÁ 6.1. æÕÎËÔÏÒ f−1 : Sh(Y ) → Sh(X) ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ f∗ : Sh(X) → Sh(Y ). æÕÎËÔÏÒ f−1

ÔÏÞÅÎ, Á ÆÕÎËÔÏÒ f∗ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÅÄÐÕÞÏË U 7→ lim
−→f(U)⊂V

G(V ) ÞÅÒÅÚ f ′G. ðÕÓÔØ � : f−1G → F | ÍÏÒÆÉÚÍ
ÐÕÞËÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, � ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ f−1G(f−1(U)) → F(f−1(U)). ëÏÍÐÏÎÉÒÕÑ ÅÇÏ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ ÐÒÅÄ-
ÐÕÞËÁ f ′G × ÅÇÏ ÐÕÞËÏ×ÉÚÁÃÉÀ f−1G, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ G(U) = f ′G(f−1(U)) → F(f−1(U)) = f∗F(U), ÞÔÏ
ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÍÏÒÆÉÚÍ G → f∗F .
ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ  : G → f∗F | ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏ×. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ U ⊂ X, V ⊂ Y ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(U) ⊂ V ,
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ G(V ) → f∗F(V ) = F(f−1(V )) → F(U). ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÏ V ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ
ÐÒÅÄÐÕÞËÏ× f ′G → F , ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÕÞËÏ×ÉÚÁÃÉÉ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ a(f ′G) = f−1G.
ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. äÁÌÅÅ,
ÆÕÎËÔÏÒ f∗ ÂÕÄÕÞÉ ÐÒÁ×ÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á, Á f−1 ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÐÒÏ-
×ÅÒÉÔØ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ f−1 ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ,
ÞÔÏ (f−1G)x = lim

−→x∈U⊂f−1(V )
G(V ) = Gf(y) É ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏ× ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ ⇐⇒ ÏÎ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ

ÓÌÏÑÈ. ¤
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ f∗ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÕÞËÉ × ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. ðÕÓÔØ Xd | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË X Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, Á � : Xd → X | ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÁ ÔÏÞËÁÈ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) Sh(Xd) ∼= Funadd(X;Ab), ÇÄÅ X ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ
ËÁÔÅÇÏÒÉÑ (ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ËÒÏÍÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ); (b) Inj(Sh(Xd)) = Funadd(X; Inj(Ab)); (c) ÐÕÞÏË
ÒÁÚÒÙ×ÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÐÕÞËÁ F ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó �∗�−1F .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.4. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÕÞÏË f!F ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ f!F(U) = { s ∈ F(f−1(U)) | supp(s) ÓÏÂÓÔ×ÅÎÅÎ ÎÁÄ U }.
ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ f! ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á Ë f−1.

ðÕÓÔØ {Ui }i∈I | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ X. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÎÁ I ÐÏÌÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏ×
{ i0 < i1 < · · · < in } ∈ I ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ui0;:::;in = Ui0 ∩ · · · ∩ Uin É ÐÕÞÏË Fi0;:::;in = j∗j−1F , ÇÄÅ
j : Ui0;:::;in → X | ×ÌÏÖÅÎÉÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ik < i < ik+1 ÐÕÓÔØ i : Ui0;:::;ik;i;ik+1;:::;in → Ui0;:::;in | ×ÌÏÖÅÎÉÅ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Fi0;:::;in = j∗j−1F → j∗i∗i−1j−1F , ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØÀ
i∗ É i−1. ðÏÌÏÖÉÍ

Cn({Ui };F) =
∏

i0<i1<···<in
Fi0;:::;in

É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : Cn({Ui };F) → Cn+1({Ui };F) ÆÏÒÍÕÌÏÊ

� = (�i0;:::;in) 7→ (��)i0;:::;in+1 :=
n+1∑

k=0
(−1)k�i0;:::;̂ik;:::;in ;

ÇÄÅ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÑ×ÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ C•({Ui };F)
| ËÏÍÐÌÅËÓ. ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ þÅÈÁ ÐÕÞËÁ F .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ËÏÍÐÌÅËÓ þÅÈÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ÐÕÞËÁ F ; (b) ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
Ui0;:::;in ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙ, ÔÏ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ þÅÈÁ | �-ÁÃÉËÌÉÞÎÁ.

þÁÓÔØ 7. æÕÎËÔÏÒÙ ÍÅÖÄÕ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ×

ðÕÓÔØ X | ÓÈÅÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏËÏÌØÃÏ×ÁÎÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÁÆ-
ÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÐÅËÔÒÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ. ðÕÞÏË ËÏÌÅÃ ÎÁ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ OX .
ðÕÞÏË F ÎÁ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ OX -ÍÏÄÕÌÅÊ, ÅÓÌÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÅ F(U) ÚÁÄÁÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ
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ËÏÌØÃÏÍ OX(U), ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÍÏÄÕÌÅÊ. ðÕÞÏË OX -ÍÏÄÕÌÅÊ
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ F(U) ∼= F(V )⊗OX(V )OX(U) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÅÎØËÉÈ U ⊂ V ⊂ X,
É ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ É F(U) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÎÁÄ OX(U) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÅÎØ-
ËÉÈ U . ëÁÔÅÇÏÒÉÉ QCoh(X) Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ É Coh(X) ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ó×ÑÚÕÀÝÉÍ Ú×ÅÎÏÍ
ÍÅÖÄÕ ÁÌÇÅÂÒÏÊ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ.
ìÅÍÍÁ 7.1. åÓÌÉ X = SpecA | ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ �(X;−) : QCoh(X) → A−Mod | ÔÏÞÎÁÑ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÝÁÑ Coh(X) Ó A−mod.

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ, Á ÔÁËÖÅ ÄÒÕÇÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ Ë
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ÷ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ËÒÁÔËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÏ-
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× É ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÉÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.
÷ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ (ÔÉÐÁ Ext É
Tor), ÔÁË É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ (ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÐÒÑÍÙÅ É ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ). îÁÞÎÅÍ Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ.
æÕÎËÔÏÒÙ Hom É Ext. ëÁË É ×Ï ×ÓÑËÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ×
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÕÎËÔÏÒ Hom. èÏÔÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× × ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÔ, ÎÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ
ÏÂßÅËÔÏ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ (Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÍÏÖÎÏ ×ÍÅÓÔÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ× ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ
ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÕÞËÉ OX -ÍÏÄÕÌÅÊ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÆÕÎËÔÏÒÙ Ext.
æÕÎËÔÏÒÙ Hom É Ext. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Hom É Ext. ðÕÓÔØ F É
G Ë×ÁÚÉËÏÇÒÅÎÔÎÙÅ ÐÕÞËÉ, Á U ⊂ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ôÏÇÄÁ F(U) É G(U) | OX(U)-
ÍÏÄÕÌÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÇÒÕÐÐÁ HomOX(U)(F(U);G(U)) ÔÏÖÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ OX(U)-ÍÏÄÕÌÑ
(ÔÁË ËÁË OX(U) ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ). íÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ U , ÔÏ ÅÓÔØ
ÜÔÉ ÍÏÄÕÌÉ ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ × Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Hom(F ;G). æÕÎËÔÏÒ Hom ÔÏÞÅÎ
ÓÌÅ×Á ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÏÄÕÌÉ ExtiOX(U)(F(U);G(U)) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË Ext i(F ;G). ìÅÇËÏ ÕÂÅ-
ÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Ext i | ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ �-ÆÕÎËÔÏÒ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-
ÎÙÍ ÏÔ Hom. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Ext i ÕÄÏÂÎÅÅ ×ÓÅÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ
ÐÅÒ×ÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ (ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÐÕÞËÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ Hom(−;F)-ÁÃÉËÌÉÞÎÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ F).
æÕÎËÔÏÒÙ Hom É Ext ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ (ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙ, ÔÏ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÇÅÒÅÎ-
ÔÅÎ).
ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ÆÕÎËÔÏÒÙ Tor. ðÕÓÔØ F É G Ë×ÁÚÉËÏÇÒÅÎÔÎÙÅ ÐÕÞËÉ, Á U ⊂ X | ÁÆ-
ÆÉÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ôÏÇÄÁ F(U) É G(U) | OX(U)-ÍÏÄÕÌÉ, ÚÎÁÞÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ OX(U)-ÍÏÄÕÌØ
F(U) ⊗OX(U) G(U). íÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ U , ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÉ ÍÏÄÕÌÉ
ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ × Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ F⊗OX G ÉÌÉ F⊗G. æÕÎËÔÏÒ ⊗ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á
ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÏÄÕÌÉ TorOX(U)
i (F(U);G(U)) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË Tori(F ;G). ìÅÇËÏ ÕÂÅ-

ÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Tori | ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ �-ÆÕÎËÔÏÒ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ
ÏÔ ⊗. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Tori ÕÄÏÂÎÅÅ ×ÓÅÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ÌÀÂÏÇÏ
ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÐÕÞËÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ⊗-ÁÃÉËÌÉÞÎÙ).
æÕÎËÔÏÒÙ ⊗ É Tor ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ (ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙ, ÔÏ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ).
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.2. æÏÒÍÕÌÁ (F ⊗ G)(U) ∼= F(U) ⊗OX(U) G(U) É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ Tori, Hom É Ext i
×ÅÒÎÙ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× U ⊂ X.

çÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ. ôÁË ËÁË ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÕÎËÔÏÒ
�(X;−) : QCoh(X) → Ab. ðÕÓÔØ R = �(X;OX). ôÏÇÄÁ R | ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, Á ÆÕÎËÔÏÒ � ÐÒÏÐÕÓ-
ËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ R-ÍÏÄÕÌÅÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X | ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, ÔÏ � ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ
ËÁÔÅÇÏÒÉÀ k-×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.
æÕÎËÔÏÒ � ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á É ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ Hi(X;−). äÌÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ X ÆÕÎËÔÏÒ � ÔÏÞÅÎ
ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ Hi(X;−) = 0 ÄÌÑ i > 0.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ F ÔÏÞÅÎ, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉ× T0 = F , Ti = 0 ÐÒÉ i > 0, ÐÏÌÕÞÉÍ
ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ �-ÆÕÎËÔÏÒ, ÚÎÁÞÉÔ LiF = 0 ÄÌÑ i > 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÐÒÁ×ÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×.
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îÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÈÅÍÅ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÕÞËÏ× ÍÏÖÎÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ (×ÑÌÙÅ, ÍÑÇËÉÅ,
É Ô.Ä.) ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÁÎÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ {Ui } ÓÈÅÍÙ X, ÔÁËÏÅ
ÞÔÏ ×ÓÅ Ui0;:::;in ÔÏÖÅ ÁÆÆÉÎÎÙ (ÜÔÏ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÈÅÍÁ X ÏÔÄÅÌÉÍÁ), ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ þÅÈÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
�-ÁÃÉËÌÉÞÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ÐÕÞËÁ É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ,
ÞÔÏ ×ÓÅ Hi(X;F) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �(X;OX)-ÍÏÄÕÌÑÍÉ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.4. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ þÅÈÁ, ÐÏÓÞÉÔÁÊÔÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÕÞËÏ× O(i) ÎÁ Pn.

ðÒÉ i > dimX ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ× ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ:
Hi(X;F) = 0 ÐÒÉ i > dimX, ÅÓÌÉ F ∈ QCoh(X):

ðÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÐÌÀÓ
ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏ× ËÏÌÅÃ f# : f−1OY → OX . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ ÓÌÕÞÁÀ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÕÎËÔÏÒ
f∗ : QCoh(X) → Ab. ðÒÉ ÜÔÏÍ f∗F(U) = F(f−1(U)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ OX(f−1(U))-ÍÏÄÕÌÅÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍ
f# ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ ÎÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ f−1OY (f−1(U)) = OY (U). ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ
ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ U , ÐÏÜÔÏÍÕ f∗F | ÐÕÞÏË OY -ÍÏÄÕÌÅÊ, ÅÓÌÉ F ∈ QCoh(X). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ
ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ f∗F Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ ÄÁÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ f∗ : QCoh(X) → QCoh(Y ).
æÕÎËÔÏÒ f∗ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á É ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ Rif∗. åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÁÆÆÉÎÎÙÊ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ f∗
ÔÏÞÅÎ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ Rif∗ = 0 ÄÌÑ i > 0.
äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÐÒÑÍÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ÍÏÖÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÍÐÌÅËÓÁ þÅÈÁ (ÅÓÌÉ ÄÁÎÏ ÁÆ-
ÆÉÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ {Ui } ÓÈÅÍÙ X, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ×ÓÅ Ui0;:::;in ÔÏÖÅ ÁÆÆÉÎÎÙ , ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ þÅÈÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ f∗-
ÁÃÉËÌÉÞÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ÐÕÞËÁ). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ Rif∗F Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍÉ ÐÕÞËÁÍÉ.
åÓÌÉ ÓÌÏÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n, ÔÏ

Rif∗F = 0 ÐÒÉ i > n, ÅÓÌÉ F ∈ QCoh(X):

åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ, ÔÏ (×ÙÓÛÉÅ) ÐÒÑÍÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ, ÔÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á.
ïÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ. åÓÌÉ F | Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË, ÔÏ f−1F
ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ OX -ÍÏÄÕÌÑ. ïÄÎÁËÏ, ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ f−1OY -ÍÏÄÕÌÅÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ f#

ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ OX -ÍÏÄÕÌÑ ÎÁ
f∗F := f−1F ⊗f−1OY OX :

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ f∗F Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.5. ÷ÁÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÄÌÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ ÔÁË, ËÁË ÄÌÑ ÐÕÞËÏ× ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÄÒÕÇÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ!

æÕÎËÔÏÒ f∗ ÒÁ×ÅÎ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ f−1 É ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÐÒÁ×Á ÆÕÎËÔÏÒÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ,
ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ Lif∗. åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ f
ÐÌÏÓËÉÊ (ÔÏ ÅÓÔØ OX Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ f−1OY -ÍÏÄÕÌÅÍ), ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ f∗ ÔÏÞÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ Lif∗ = 0 ÄÌÑ i > 0.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ F | ÐÌÏÓËÉÊ OY -ÍÏÄÕÌØ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ F ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ), ÔÏ Lif∗F = 0. ðÏÜÔÏÍÕ
ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ÍÏÖÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ.
ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ Lif∗F Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍÉ ÐÕÞËÁÍÉ.
ïÂÒÁÔÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ É ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ.

íÅÖÄÕ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ ÅÓÔØ ÍÁÓÓÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÐÏËÁ ÎÅ ÏÂÓÕÖÄÁÅÍ, ÔÁË ËÁË ÜÔÏ
ÇÏÒÁÚÄÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ÓÄÅÌÁÔØ × ÒÁÍËÁÈ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÌÉÛØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ
ÚÁÍÅÞÁÎÉÑÍÉ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÆÕÎËÔÏÒ f∗ ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á Ë f∗; (b) ⊗ ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á Ë Hom.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f | ÏÔËÒÙÔÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÏ f∗ = f−1.


