çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 5 15.10.2008

ðÒÉÍÅÒÙ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ

þÁÓÔØ 1. æÕÎËÔÏÒÙ Ext

œÁÖÎÅÊÛÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÔ ÆÕÎËÔÏÒÁ Hom. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, ÅÓÔØ ŒÙÂÏÒ | ÐÏ ËÁËÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÔŒÅÔ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÎÏ ÔÁË ËÁË ÁÐÒÉÏÒÉ ÜÔÏ ÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Ext^i_1(X; Y ) = (R^i Hom(−; Y ))(X); Ext^i_2(X; Y ) = (R^i Hom(X; −))(Y ):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hom(X; −) : A → Ab | ÔÏÞÎÙÊ ÓÌÅŒÁ ÆÕÎËÔÏÒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÅÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÄÏ ÏÂSSÅËÔ Y ÚÁÍÅÎÑÔØ ÎÁ ÅÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ Œ A. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Hom(−; Y ) : A^∘ → Ab | ÔÏÞÎÙÊ ÓÌÅŒÁ ÆÕÎËÔÏÒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÅÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÄÏ ÏÂSSÅËÔ X ÚÁÍÅÎÑÔØ ÎÁ ÅÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ Œ A^∘, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ Œ A.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Ext^k_1 (X; Y ) ∼= Ext^k_2 (X; Y ) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÔØÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ éÏÎÅÄÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E^k(X; Y ) ŒÓÅÈ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ŒÉÄÁ 0 → Y → Z_k → Z_{k−1} → · · · → Z_2 → Z_1 → X → 0:

äŒÅ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Z_• É Z^′_• ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

0 � Y � Zk � � Z_{k−1} � � : : : � Z_2 � � Z_1 � � X � 0

0 � Y � Z^′_k � Z^′_{k−1} � : : : � Z^′_2 � Z^′_1 � X � 0

äÁÌÅÅ, ÄŒÅ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Z_• É W_• ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ Z_• ∼ Z^′_• ∼ · · · ∼ Z^{(n)}_• ∼ W_• (Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ!). ðÒÉ k � 1 ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ Ext^k_I (X; Y ) ËÁË ÆÁËÔÏÒ E^k(X; Y ) ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Á ÐÒÉ k = 0 ÐÏÌÏÖÉÍ Ext^0_I (X; Y ) = Hom(X; Y ).

ìÅÍÍÁ 1.1. Ext^k_I (X; Y ) | ÂÉÆÕÎËÔÏÒ, ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÐÏ Y É ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÐÏ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓÓ Œ Ext^k_I (X; Y ), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ Z_• É ÐÕÓÔØ X^′ → X | ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÕÓÔØ Z^′_1 = Ker(Z_1 ⊕ X^′ → X) | ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Z_1 É X^′ ÎÁÄ X, É Z^′_i = Z_i ÐÒÉ 2 � i � k. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Z^′_• ÚÁÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ Œ E^k(X^′; Y ), ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ Z_• ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Z^′_• ÔÏÖÅ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^∗ : Ext^k_I (X; Y ) → Ext^k_I (X^′; Y ), ÐÒÉÞÅÍ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ g : X^{′′} → X^′ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ (f ∘ g)^∗ = g^∗ ∘ f^∗, ÔÁË ÞÔÏ Ext^k_I (X; Y ) ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌÅÎ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. æÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. □

ôÅÏÒÅÍÁ 1.2. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Ext^k_1 (X; Y ) ∼= Ext^k_I (X; Y ) ∼= Ext^k_2 (X; Y ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓÔÒÏÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒŒÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ Ext^•_I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÉ- ÒÁÀÝÉÍ ffi-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. œÎÁÞÁÌÅ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ Ext^i_I (P; Y ) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ Y É i � 1. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÁË ËÁË ŒÓÑËÁÑ ÓÀÒSSÅËÃÉÑ Z_1 → P ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÏÅËÃÉÉ Z_1 = Z^′_1 ⊕ P → P , ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ E^i(P; Y ) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÕ, ÉÍÅÀÝÅÍÕ ŒÉÄ 0 → Y → Y ⊕ P → P → 0, ÅÓÌÉ i = 1 É 0 → Y → Y → 0 → · · · → 0 → P → P → 0, ÅÓÌÉ i � 2, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÕÌÅÍ.

ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ffi. ðÕÓÔØ 0 → X^{′ f}→ X^g→ X^{′′} → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Z^′_• ÚÁÄÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ E^{k−1}(X^′; Y ). ðÏÌÏÖÉÍ Z^{′′}_1 = X, Á Z^{′′}_{i+1} = Z^′_i ÐÒÉ 1 � i � k − 1. ôÏÇÄÁ Z^{′′}_• ∈ E^k(X^{′′}; Y ). ðÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ E^{k−1}(X^′; Y ) → E^k(X^{′′}; Y ). ïÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÎÁÛÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ffi^{k−1} : Ext^{k−1}_I (X^′; Y ) → Ext^k_I (X^{′′}; Y ). 1

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ffi ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ · · · → Ext^{k−1}_I (X; Y )^{f ∗}→ Ext^{k−1}_I (X^′; Y )^{ffik−1}→ Ext^k_I (X^{′′}; Y )^{g∗}→ Ext^k_I (X; Y ) → : : :

ÔÏÞÎÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ext^•_I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÉÒÁÀÝÉÍ ffi-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ ÉÚ ÐÒÅ- ÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Ext^k_1 (X; Y ) ∼= Ext^k_I (X; Y ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ŒÔÏÒÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.5. æÕÎËÔÏÒÙ Ext^k_I ÁÄÄÉÔÉŒÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6. ïÐÉÛÉÔÅ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ Ext^k_I (X; Y ) Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. ðÕÓÔØ P^• ∼= X | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ É f : P^k → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ Œ Ext^k_1 (X; Y ). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏ ÎÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ E^k(X; Y ), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ Œ Ext^k_I (X; Y ).

ôÁË ËÁË Ext^k_1 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Ext^2_k, ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÈ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ, É ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ Ext^k. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ab ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Ext^i(X; Y ) = 0 ÐÒÉ i � 2. œÙÞÉÓÌÉÔÅ Ext^i(X; Y ) ÄÌÑ X; Y = Z, Z=nZ, Q, Q=Z.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.9. ðÕÓÔØ 0 → X^′ → X → X^{′′} → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÍÏÒÆÉÚÍ X^′ → Y ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ X → Y ⇐⇒ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ Œ Ext^1(X^{′′}; Y ) ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ; (b) ÍÏÒÆÉÚÍ Y → X^{′′} ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Y → X ⇐⇒ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ Œ Ext^1(Y; X^′) ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÏÂSSÅËÔ P ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ Ext^1(P; Y ) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ Y ; (b) ÏÂSSÅËÔ I ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ Ext^1(X; I) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ X.

þÁÓÔØ 2. æÕÎËÔÏÒÙ Tor

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ R−mod É mod−R ÌÅŒÙÈ É ÐÒÁŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R É ÆÕÎËÔÏÒ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁÄ R: ⊗_R : (mod−R) × (R−mod) → Ab, (M; N) → M ⊗_R N. ìÅÍÍÁ 2.1. æÕÎËÔÏÒ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÉÍÅÅÍ Hom(M ⊗_RN; L) ∼= Hom_R(N; Hom(M; L)), ÚÎÁÞÉÔ ÆÕÎËÔÏÒ M ⊗_R − : R−mod → Ab ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅŒÁ Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ Hom(M; −) : Ab → R−mod. îÏ ÌÅŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ŒÓÅÇÄÁ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ. úÎÁÞÉÔ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÏÞÎÏ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. ôÏÞÎÏÓÔØ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÎÏ. □

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ Ó ÆÕÎËÔÏÒÏÍ Hom ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÌÅŒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ É ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. ïÐÑÔØ ÖÅ, ÁÐÒÉÏÒÉ ÉÈ ÓŒÑÚØ ÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏËÁ Tor^1_i (X; Y ) = R^i(− ⊗_R Y )(X); Tor^2_i (X; Y ) = R^i(X ⊗_R −)(Y ):

ôÁË ËÁË ⊗_R | ÔÏÞÎÙÊ ÓÐÒÁŒÁ ÆÕÎËÔÏÒ, ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Tor ÎÁÄÏ ÏÂSSÅËÔÙ X É Y ÚÁÍÅÎÑÔØ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ Tor^1_i (X; Y ) ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ Y . õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÌÉ P ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ Tor^1_i (X; P ) = 0, Á ÆÕÎËÔÏÒ − ⊗_R P | ÔÏÞÅÎ; (b) ÅÓÌÉ P^• | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÄÌÑ X, Á 0 → Y_1 → Y_2 → Y_3 → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ 0 → P^• ⊗ Y_1 → P^• ⊗ Y_2 → P^• ⊗ Y_3 → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ; (c) Tor^1_•(X; −) | ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ ffi-ÆÕÎËÔÏÒ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ.

éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Tor^1_i (X; Y ) ∼= Tor^2_i (X; Y ), ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÈ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ, Á ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ Tor_i(X; Y ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ab ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Tor_i(X; Y ) = 0 ÐÒÉ i � 2. œÙÞÉÓÌÉÔÅ Tor_i(X; Y ) ÄÌÑ X; Y = Z, Z=nZ, Q, Q=Z.

þÁÓÔØ 3. ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÇÒÕÐÐ

ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, Á G−mod | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÇÒÕÐÐÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ Z[G] (= ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G = ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÉÚ ∗_G Œ Ab). ñÓÎÏ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ É ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ É ËÏÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ G−mod → Ab,

M → M^G := { m ∈ M | gm = m ∀g ∈ G }; M → M^G := M=⟨m − gm⟩_{m∈M; g∈G}:

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ, Á ËÏÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ | ÓÐÒÁŒÁ. éÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÎÁÚÙŒÁÅÀÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ É ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ G-ÍÏÄÕÌÅ M ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ

H^i(G; M) = R^i(−^G)(M); H_i(G; M) = L_i(−_G)(M):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H^i(G; M) ∼= Ext^i(Z; M), H_i(G; M) = Tor_i(Z; M), ÇÄÅ Z | ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ G-ÍÏÄÕÌØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ G | ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ H^{i+2}(G; M) ∼= H^i(G; M), H_{i+2}(G; M) ∼= H_i(G; M) ÐÒÉ i � 1 (ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄÌÑ Z ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ).

þÁÓÔØ 4. áÃÉËÌÉÞÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒ F : A → B ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ. ïÂSSÅËÔ Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ L_iF (Y ) = 0 ÄÌÑ i ¿ 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÂSSÅËÔ Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍ ÄÌÑ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÌÅŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ F , ÅÓÌÉ R^iF (Y ) = 0 ÄÌÑ i ¿ 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÐÒÁŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ F ŒÓÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙ, Á ÄÌÑ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÌÅŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ F ŒÓÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙ.

ìÅÍÍÁ 4.2. åÓÌÉ F ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ, ÔÏ ÑÄÒÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. □

ìÅÍÍÁ 4.3. åÓÌÉ F ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ, Á Y^• | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓŒÅÒÈÕ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÓÏÔÏÑÝÉÊ ÉÚ F - ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ F (Y^•)-ÁÃÉËÌÉÞÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Z^i = Ker(d^i : Y^i → Y^{i+1}). ôÏÇÄÁ ÍÏÒÆÉÚÍ d^i ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ Y^i ↠ Z^{i+1} ,→ Y^{i+1}, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ 0 → Z^i → Y^i → Z^{i+1} → 0 ÔÏÞÎÁ. õÂÙ- ŒÁÀÝÅÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ i ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ Z^i ÑŒÌÑÀÔÓÑ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → F (Z^i) → F (Y^i) → F (Z^{i+1}) → 0 ÔÏÞÎÁ. îÏ f(d^i) ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ F (Y^i) → F (Z^{i+1}) → F (Y^{i+1}), ÚÎÁÞÉÔ ËÏÍÐÌÅËÓ F (Y^•)-ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. □

ôÅÏÒÅÍÁ 4.4. åÓÌÉ Y^• ∼= X | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÓÐÒÁŒÁ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ, ÔÏ L_iF (X) ∼= H^{−i}(F (Y^•)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ Y^• ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ P^•. ôÏÇÄÁ P^• ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÄÌÑ X. ðÕÓÔØ f : P^• → Y^• | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË P^• → Y^• → C(f). éÚ ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ C(f) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÓŒÅÒÈÕ (ÐÏÓËÏÌØËÕ É Y^• É P^• ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÓŒÅÒÈÕ), É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ ÅÇÏ ÞÌÅÎ | ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ Y^i É P^{i+1}. úÎÁÞÉÔ ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ F (C(f)) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. îÏ F (C(f)) ∼= C(F (f)), ÚÎÁÞÉÔ F (f) : F (P^•) → F (Y^•) | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÅÓÔØ H^{−i}(F (Y^•)) ∼= H^{−i}(F (P^•)) =: L_iF (X). □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Y ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Hom(−; X) ÄÌÑ ŒÓÅÈ X, ÔÏ ÏÎ ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ Y ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Hom(X; −) ÄÌÑ ŒÓÅÈ X, ÔÏ ÏÎ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ).

R-ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ − ⊗_R N ÄÌÑ ŒÓÅÈ N.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ŒÓÑËÉÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÐÌÏÓËÉÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÌÏÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ; (b) ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Tor ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÌÏÓËÉÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ.

äÌÑ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ M ÐÌÏÓËÉÊ ⇐⇒ ÏÎ ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ. ïÄÎÁËÏ ÂÙŒÁÀÔ ÎÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ, ÎÏ ÐÌÏÓËÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ.

þÁÓÔØ 5. æÕÎËÔÏÒÙ ÍÅÖÄÕ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÐÕÞËÏŒ

ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á A = Sh(X) | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÐÕÞËÏŒ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÎÁ X. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ PreSh(X) | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÐÒÅÄÐÕÞËÏŒ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÎÁ X. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, Sh(X) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ PreSh(X). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ i : Sh(X) → PreSh(X) | ÆÕÎËÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ. èÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÅŒÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ a : PreSh(X) → Sh(X) (ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÕÞËÏŒÉÚÁÃÉÉ). æÕÎË- ÔÏÒ a ÔÏÞÅÎ, Á ÆÕÎËÔÏÒ i ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ!

ìÅÍÍÁ 5.1. œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÕÞËÏŒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ G_x É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~G = ⊔_{x∈X} G_x Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. ðÕÓÔØ ß : ~G → X | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÐÕÞÏË ÓÅÞÅÎÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÐÕÞÏË G ÎÁ X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ G(U) = { s : X → ß^{−1}(U) ⊂ ~G | ß ∘ s = id_U }. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÕÞÏË. ðÕÞËÉ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÕÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÙŒÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ X. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F_x = lim_{−→x∈U} F(U)

| ÅÇÏ ÓÌÏÊ Œ ÔÏÞËÅ x. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hom(F; G) = ∏ x∈X Hom(F_x; G_x). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ Œ : F → G, ÔÏ ÄÌÑ

ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ F_x^{Œx}→ G_x^{evx}→ G_x ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ F_x → G_x. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ { Œ_x }_{x∈X} | ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ F_x → G_x ÐÏÌÏÖÉÍ Œ(s)(x) = Œ_x(s_x), ÇÄÅ s ∈ F(U), x ∈ U, É s_x | ÏÂÒÁÚ s Œ F_x. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Œ | ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏŒ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ Hom(F; G) É ∏ x∈X Hom(F_x; G_x) | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÇÒÕÐÐ G_x ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁ, ÔÏ É ÐÕÞÏË G ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ŒÌÏÖÉÔØ ÐÕÞÏË F Œ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÐÕÞÏË, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÎÁÊÔÉ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ F_x Œ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÕÀ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ G_x. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÕÞËÏŒ ÔÏÞÎÁ ⇐⇒ ÏÎÁ ÔÏÞÎÁ ÐÏÓÌÏÊÎÁ; (b) ÓÌÏÉ ÐÒÅÄÐÕÞËÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÓÏ ÓÌÏÑÍÉ ÅÇÏ ÐÕÞËÏŒÉÚÁÃÉÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ `(X; −) : Sh(X) → Ab. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ (Œ ÜÔÏÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÕÞËÁ). ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÕÞËÏŒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÏÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÒÁŒÙÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ X Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁÍÉ Œ ÐÕÞËÅ:

H^i(X; F) = R^i`(X; F):

œ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ F | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÐÕÞÏË (ÐÕÞËÏŒÉÚÁÃÉÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÐÕÞËÁ), ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ ÇÒÕÐÐÅ A, ÐÉÛÕÔ H^i(X; F) = H^i(X; A). äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÇÏÒÁÚÄÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÁÃÉ- ËÌÉÞÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ ŒÍÅÓÔÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ.

ðÕÓÔØ X ÐÁÒÁËÏÍÐÁËÔÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÄÅÌÉÍÏ É Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÅÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄ- ÐÏËÒÙÔÉÅ). ðÕÞÏË F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

• ŒÑÌÙÍ, ÅÓÌÉ ∀ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ U ⊂ X ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ F(X) → F(U) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ; • ÍÑÇËÉÍ, ÅÓÌÉ ∀ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ Y ⊂ X ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F(X) → F(Y ) := lim_{−→Y ⊂U} F(U) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ;

• ÔÏÎËÉÍ, ÅÓÌÉ ∀ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ Y_1; Y_2 ⊂ X, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ Y_1 ∩ Y_2 = ∅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÐÕÞËÁ F, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Œ_{|Y1} = id, Œ_{|Y2} = 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ŒÑÌÙÅ, ÍÑÇËÉÅ É ÔÏÎËÉÅ ÐÕÞËÉ `-ÁÃÉËÌÉÞÎÙ; (b) ÐÕÞËÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÓÅÞÅ- ÎÉÊ ÇÌÁÄËÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÍÑÇËÉÅ; (c) ÐÕÞËÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÍÑÇËÉÅ.

éÚ ÐÕÎËÔÁ (b) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË ÇÌÁÄËÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ˙^i_X ÎÁ X ÍÑÇËÉÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓ ÄÅ òÁÍÁ ˙^•_X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÑÇËÏÊ (Á ÚÎÁÞÉÔ ÁÃÉËÌÉÞÎÏÊ) ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ R. ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 5.4 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÅ òÁÍÁ). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ H^i(X; R) ∼= H^i(`(X; ˙^•_X )).

þÁÓÔØ 6. ðÒÑÍÏÊ É ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ

ðÕÓÔØ f : X → Y ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, F | ÐÕÞÏË ÎÁ X, Á G | ÐÕÞÏË ÎÁ Y . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÕÞÏË f_∗F ÎÁ Y É ÐÕÞÏË f^{−1}G ÎÁ X ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ f_∗F(U) = F(f^{−1}(U)); f^{−1}G = a(U → lim_{−→f (U)⊂V} G(V )):

ìÅÍÍÁ 6.1. æÕÎËÔÏÒ f^{−1} : Sh(Y ) → Sh(X) ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅŒÁ Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ f_∗ : Sh(X) → Sh(Y ). æÕÎËÔÏÒ f^{−1} ÔÏÞÅÎ, Á ÆÕÎËÔÏÒ f_∗ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÅÄÐÕÞÏË U → lim_{−→f (U)⊂V} G(V ) ÞÅÒÅÚ f^′G. ðÕÓÔØ Œ : f^{−1}G → F | ÍÏÒÆÉÚÍ

ÐÕÞËÏŒ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ f^{−1}G(f^{−1}(U)) → F(f^{−1}(U)). ëÏÍÐÏÎÉÒÕÑ ÅÇÏ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ ÐÒÅÄ- ÐÕÞËÁ f^′G Œ ÅÇÏ ÐÕÞËÏŒÉÚÁÃÉÀ f^{−1}G, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ G(U) = f^′G(f^{−1}(U)) → F(f^{−1}(U)) = f_∗F(U), ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÍÏÒÆÉÚÍ G → f_∗F.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ : G → f_∗F | ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏŒ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ U ⊂ X, V ⊂ Y ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(U) ⊂ V , ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ G(V ) → f_∗F(V ) = F(f^{−1}(V )) → F(U). ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÏ V ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÐÕÞËÏŒ f^′G → F, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÕÞËÏŒÉÚÁÃÉÉ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ a(f^′G) = f^{−1}G.

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. äÁÌÅÅ, ÆÕÎËÔÏÒ f_∗ ÂÕÄÕÞÉ ÐÒÁŒÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ, Á f^{−1} ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ f^{−1} ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ (f^{−1}G)_x = lim_{−→x∈U⊂f −1(V )}G(V ) = G_{f (y)} É ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏŒ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ ⇐⇒ ÏÎ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ

ÓÌÏÑÈ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ f_∗ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÕÞËÉ Œ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. ðÕÓÔØ X_d | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË X Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, Á ¸ : X_d → X | ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÁ ÔÏÞËÁÈ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) Sh(X_d) ∼= Fun_{add}(X; Ab), ÇÄÅ X ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ (ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÒÏÍÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÈ); (b) Inj(Sh(X_d)) = Fun_{add}(X; Inj(Ab)); (c) ÐÕÞÏË ÒÁÚÒÙŒÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÐÕÞËÁ F ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ¸_∗¸−1F.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.4. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÕÞÏË f_!F ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ f_!F(U) = { s ∈ F(f^{−1}(U)) | supp(s) ÓÏÂÓÔŒÅÎÅÎ ÎÁÄ U }. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ f_! ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅŒÁ Ë f^{−1}.

ðÕÓÔØ { U_i }_{i∈I} | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ X. œÙÂÅÒÅÍ ÎÁ I ÐÏÌÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ { i_0 ¡ i_1 ¡ · · · ¡ i_n } ∈ I ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_{i0;:::;in} = U_{i0} ∩ · · · ∩ U_{in} É ÐÕÞÏË F_{i0;:::;in} = j_∗j^{−1}F, ÇÄÅ j : U_{i0 ;:::;in} → X | ŒÌÏÖÅÎÉÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i_k ¡ i ¡ i_{k+1} ÐÕÓÔØ i : U_{i0 ;:::;ik ;i;ik+1 ;:::;in} → U_{i0 ;:::;in} | ŒÌÏÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F_{i0;:::;in} = j_∗j^{−1}F → j_∗i_∗i^{−1}j^{−1}F, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØÀ i_∗ É i^{−1}. ðÏÌÏÖÉÍ C^n({ U_i }; F) = ∏ i_0 ¡i_1 ¡···¡i_n

F_{i0;:::;in}

É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ffi : C^n({ U_i }; F) → C^{n+1}({ U_i }; F) ÆÏÒÍÕÌÏÊ

ff = (ff_{i0 ;:::;in} ) → (ffiff)_{i0 ;:::;in+1} := n+1∑ k=0 (−1)^kff_{i0 ;:::;îk ;:::;in} ;

ÇÄÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÑŒÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ C^•({ U_i }; F) | ËÏÍÐÌÅËÓ. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ þÅÈÁ ÐÕÞËÁ F.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ËÏÍÐÌÅËÓ þÅÈÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÐÕÞËÁ F; (b) ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_{i0;:::;in} ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÙ, ÔÏ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ þÅÈÁ | `-ÁÃÉËÌÉÞÎÁ.

þÁÓÔØ 7. æÕÎËÔÏÒÙ ÍÅÖÄÕ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ

ðÕÓÔØ X | ÓÈÅÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏËÏÌØÃÏŒÁÎÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÁÆ- ÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÐÅËÔÒÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ. ðÕÞÏË ËÏÌÅÃ ÎÁ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ O_X . ðÕÞÏË F ÎÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ O_X -ÍÏÄÕÌÅÊ, ÅÓÌÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÅ F(U) ÚÁÄÁÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ

ËÏÌØÃÏÍ O_X (U), ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÍÏÄÕÌÅÊ. ðÕÞÏË O_X -ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ F(U) ∼= F(V ) ⊗_{OX (V )} O_X (U) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÅÎØËÉÈ U ⊂ V ⊂ X, É ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ É F(U) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÎÁÄ O_X (U) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÅÎØ- ËÉÈ U. ëÁÔÅÇÏÒÉÉ QCoh(X) ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ É Coh(X) ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓŒÑÚÕÀÝÉÍ ÚŒÅÎÏÍ ÍÅÖÄÕ ÁÌÇÅÂÒÏÊ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ.

ìÅÍÍÁ 7.1. åÓÌÉ X = Spec A | ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ `(X; −) : QCoh(X) → A−Mod | ÔÏÞÎÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ, ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÝÁÑ Coh(X) Ó A−mod.

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉŒÏÄÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ, Á ÔÁËÖÅ ÄÒÕÇÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ Ë ÏÓÎÏŒÁÎÉÑÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. œÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ËÒÁÔËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÏ- ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ É ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÉÈ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ.

œ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ (ÔÉÐÁ Ext É Tor), ÔÁË É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ (ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÐÒÑÍÙÅ É ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ). îÁÞÎÅÍ Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ.

æÕÎËÔÏÒÙ Hom É Ext. ëÁË É ŒÏ ŒÓÑËÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÕÎËÔÏÒ Hom. èÏÔÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ Œ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÔ, ÎÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ (Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÍÏÖÎÏ ŒÍÅÓÔÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÕÞËÉ O_X -ÍÏÄÕÌÅÊ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÆÕÎËÔÏÒÙ Ext.

æÕÎËÔÏÒÙ Hom É Ext. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Hom É Ext. ðÕÓÔØ F É G ËŒÁÚÉËÏÇÒÅÎÔÎÙÅ ÐÕÞËÉ, Á U ⊂ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ F(U) É G(U) | O_X (U)- ÍÏÄÕÌÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÇÒÕÐÐÁ Hom_{OX (U)}(F(U); G(U)) ÔÏÖÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ O_X (U)-ÍÏÄÕÌÑ (ÔÁË ËÁË O_X (U) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ). íÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ U, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÉ ÍÏÄÕÌÉ ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ Œ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Hom(F; G). æÕÎËÔÏÒ Hom ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÏÄÕÌÉ Ext^i_{OX (U)}(F(U); G(U)) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË Ext^i(F; G). ìÅÇËÏ ÕÂÅ- ÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Ext^i | ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ ffi-ÆÕÎËÔÏÒ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÙÍ ÏÔ Hom. äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Ext^i ÕÄÏÂÎÅÅ ŒÓÅÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ ÐÅÒŒÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ (ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÐÕÞËÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏ Hom(−; F)-ÁÃÉËÌÉÞÎÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ F).

æÕÎËÔÏÒÙ Hom É Ext ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ (ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙ, ÔÏ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÇÅÒÅÎ- ÔÅÎ).

ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ÆÕÎËÔÏÒÙ Tor. ðÕÓÔØ F É G ËŒÁÚÉËÏÇÒÅÎÔÎÙÅ ÐÕÞËÉ, Á U ⊂ X | ÁÆ- ÆÉÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ F(U) É G(U) | O_X (U)-ÍÏÄÕÌÉ, ÚÎÁÞÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ O_X (U)-ÍÏÄÕÌØ F(U) ⊗_{OX (U)} G(U). íÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ U, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÉ ÍÏÄÕÌÉ ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ Œ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ F ⊗_{OX} G ÉÌÉ F ⊗G. æÕÎËÔÏÒ ⊗ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÏÄÕÌÉ Tor^{OX (U)}_i (F(U); G(U)) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË Tor_i(F; G). ìÅÇËÏ ÕÂÅ- ÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Tor_i | ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ ffi-ÆÕÎËÔÏÒ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍ ÏÔ ⊗. äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Tor_i ÕÄÏÂÎÅÅ ŒÓÅÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ (ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÐÕÞËÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ⊗-ÁÃÉËÌÉÞÎÙ).

æÕÎËÔÏÒÙ ⊗ É Tor ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ (ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙ, ÔÏ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.2. æÏÒÍÕÌÁ (F ⊗ G)(U) ∼= F(U) ⊗_{OX (U)} G(U) É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ Tor_i, Hom É Ext^i ŒÅÒÎÙ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ U ⊂ X.

çÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ. ôÁË ËÁË ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÕÎËÔÏÒ `(X; −) : QCoh(X) → Ab. ðÕÓÔØ R = `(X; O_X ). ôÏÇÄÁ R | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, Á ÆÕÎËÔÏÒ ` ÐÒÏÐÕÓ- ËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ R-ÍÏÄÕÌÅÊ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X | ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, ÔÏ ` ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ k-ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

æÕÎËÔÏÒ ` ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ É ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ H^i(X; −). äÌÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ X ÆÕÎËÔÏÒ ` ÔÏÞÅÎ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ H^i(X; −) = 0 ÄÌÑ i ¿ 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ F ÔÏÞÅÎ, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉŒ T_0 = F , T_i = 0 ÐÒÉ i ¿ 0, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ ffi-ÆÕÎËÔÏÒ, ÚÎÁÞÉÔ L_iF = 0 ÄÌÑ i ¿ 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÐÒÁŒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ.

îÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÈÅÍÅ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÕÞËÏŒ ÍÏÖÎÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ (ŒÑÌÙÅ, ÍÑÇËÉÅ, É Ô.Ä.) ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÁÎÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ { U_i } ÓÈÅÍÙ X, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ŒÓÅ U_{i0 ;:::;in} ÔÏÖÅ ÁÆÆÉÎÎÙ (ÜÔÏ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÈÅÍÁ X ÏÔÄÅÌÉÍÁ), ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ þÅÈÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ `-ÁÃÉËÌÉÞÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÐÕÞËÁ É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ H^i(X; F) ÑŒÌÑÀÔÓÑ `(X; O_X )-ÍÏÄÕÌÑÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.4. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ þÅÈÁ, ÐÏÓÞÉÔÁÊÔÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÕÞËÏŒ O(i) ÎÁ P^n.

ðÒÉ i ¿ dim X ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ: H^i(X; F) = 0 ÐÒÉ i ¿ dim X, ÅÓÌÉ F ∈ QCoh(X):

ðÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÌÀÓ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏŒ ËÏÌÅÃ f^# : f^{−1}O_Y → O_X . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ ÓÌÕÞÁÀ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÕÎËÔÏÒ f_∗ : QCoh(X) → Ab. ðÒÉ ÜÔÏÍ f_∗F(U) = F(f^{−1}(U)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ O_X (f^{−1}(U))-ÍÏÄÕÌÅÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍ f^# ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ ÎÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ f^{−1}O_Y (f^{−1}(U)) = O_Y (U). ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ U, ÐÏÜÔÏÍÕ f_∗F | ÐÕÞÏË O_Y -ÍÏÄÕÌÅÊ, ÅÓÌÉ F ∈ QCoh(X). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ f_∗F ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ ÄÁÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ f_∗ : QCoh(X) → QCoh(Y ).

æÕÎËÔÏÒ f_∗ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ É ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ R^if_∗. åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÁÆÆÉÎÎÙÊ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ f_∗ ÔÏÞÅÎ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ R^if_∗ = 0 ÄÌÑ i ¿ 0.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÐÒÑÍÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ÍÏÖÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÍÐÌÅËÓÁ þÅÈÁ (ÅÓÌÉ ÄÁÎÏ ÁÆ- ÆÉÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ { U_i } ÓÈÅÍÙ X, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ŒÓÅ U_{i0 ;:::;in} ÔÏÖÅ ÁÆÆÉÎÎÙ , ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ þÅÈÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ f_∗- ÁÃÉËÌÉÞÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÐÕÞËÁ). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ R^if_∗F ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍÉ ÐÕÞËÁÍÉ.

åÓÌÉ ÓÌÏÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n, ÔÏ R^if_∗F = 0 ÐÒÉ i ¿ n, ÅÓÌÉ F ∈ QCoh(X):

åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ, ÔÏ (ŒÙÓÛÉÅ) ÐÒÑÍÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ, ÔÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ.

ïÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ. åÓÌÉ F | ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË, ÔÏ f^{−1}F ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ O_X -ÍÏÄÕÌÑ. ïÄÎÁËÏ, ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ f^{−1}O_Y -ÍÏÄÕÌÅÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ f^# ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ O_X -ÍÏÄÕÌÑ ÎÁ f^∗F := f^{−1}F ⊗_f −1_{OY} O_X :

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ f^∗F ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.5. œÁÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÄÌÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ ÔÁË, ËÁË ÄÌÑ ÐÕÞËÏŒ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÄÒÕÇÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ!

æÕÎËÔÏÒ f^∗ ÒÁŒÅÎ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ f^{−1} É ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÐÒÁŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ L_if^∗. åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÐÌÏÓËÉÊ (ÔÏ ÅÓÔØ O_X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ f^{−1}O_Y -ÍÏÄÕÌÅÍ), ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ f^∗ ÔÏÞÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ L_if^∗ = 0 ÄÌÑ i ¿ 0.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ F | ÐÌÏÓËÉÊ O_Y -ÍÏÄÕÌØ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ F ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ), ÔÏ L_if^∗F = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ÍÏÖÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ L_if^∗F ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍÉ ÐÕÞËÁÍÉ.

ïÂÒÁÔÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ É ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ.

íÅÖÄÕ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ ÅÓÔØ ÍÁÓÓÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÐÏËÁ ÎÅ ÏÂÓÕÖÄÁÅÍ, ÔÁË ËÁË ÜÔÏ ÇÏÒÁÚÄÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ÓÄÅÌÁÔØ Œ ÒÁÍËÁÈ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÌÉÛØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÆÕÎËÔÏÒ f^∗ ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅŒÁ Ë f_∗; (b) ⊗ ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅŒÁ Ë Hom.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f | ÏÔËÒÙÔÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÏ f^∗ = f^{−1}.