çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 6 22.10.2008

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

þÁÓÔØ 1. ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A | ÜÔÏ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ Com(A) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÁÓÓÁ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÎÅÔÒÉ- ŒÉÁÌØÎÏÅ ÍÅÓÔÏ ÚÄÅÓØ | ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ëÁË ÜÔÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ, ÚÄÅÓØ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÐÏÄÈÏÄÁ.

œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÅÓÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ, ÏÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ, ÍÁÌÏ ÔÏÌËÕ. ïÄÎÁËÏ ÏÎÏ ÞÁÓÔÏ ÏÞÅÎØ ÕÄÁÞÎÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Ó ÅÇÏ ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅÇËÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚ ÌÏËÁÌÉÚÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ).

œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÅÓÔØ ÑŒÎÁÑ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ) ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÌÏËÁÌÉÚÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÎÁÞÁÌÕ ÓÉÌØÎÏ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÖÉÚÎØ. ïÄÎÁËÏ, ÜÔÏ ÜÆÆÅËÔ ÞÉÓÔÏ ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ | ÑŒÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Iso(C) ËÌÁÓÓ ŒÓÅÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏŒ Œ C. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ C | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á S | ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ËÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ C. ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÁÓÓÁ S ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C[S^{−1}] É ÆÕÎËÔÏÒÁ Q : C → C[S^{−1}], ÔÁËÉÅ ÞÔÏ (1) Q(S) ⊂ Iso(C[S^{−1}]);

(2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ F : C → C^′, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ F (S) ⊂ Iso(C^′) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÕÎËÔÏÒ F^′ : C[S^{−1}] → C^′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F^′ ∘ Q ∼= F .

ìÅÍÍÁ 1.1. åÓÌÉ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ C[S^{−1}] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Q_1 : C → C_1 É Q_2 : C → C_2 | ÄŒÅ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ËÌÁÓÓÁ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ S. ôÁË ËÁË Q_1(S) ⊂ Iso(C_1) É Q_2(S) ⊂ Iso(C_2), ÐÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ F : C_1 → C_2 É G : C_2 → C_1, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ F ∘ Q_1 ∼= Q_2 É G ∘ Q_2 ∼= Q_1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, G ∘ F ∘ Q_1 ∼= Q_1, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÁ Œ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍ ÓŒÏÊÓÔŒÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ G ∘ F ∼= id_{C1} . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ F ∘ G ∼= id_{C2} . úÎÁÞÉÔ F É G ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÜËŒÉŒÁÌÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÌÉ S ⊂ Iso(C), ÔÏ C[S^{−1}] ∼= C, Q ∼= id_C ; (b) ÅÓÌÉ S = Hom(C), ÔÏ C[S^{−1}] ∼= ß_0(C), ÇÄÅ ß_0(C) | ÜÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Ob(ß_0(C)) | ÜÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÂSSÅËÔÏŒ Œ C, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÔÏÌØËÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÅ.

åÓÌÉ S | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ S, Iso(C), É ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ∘ g = h É ÄŒÁ ÉÚ ÔÒÅÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f, g É h ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ S, ÔÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ É ÔÒÅÔÉÊ. ëÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ S ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÓÙÝÅÎÙÍ, ÅÓÌÉ S = S.

ìÅÍÍÁ 1.3. åÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ C[S^{−1}] É C[S^{−1}] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ŒÔÏÒÁÑ É ÏÎÉ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ C[S^{−1}] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, Q : C → C[S^{−1}] ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ, Á F : C → C^′ | ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (S) ⊂ Iso(C^′). ôÁË ËÁË S ⊂ S, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F^′ : C[S^{−1}] → C^′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F ∼= F^′ ∘ Q. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Q(S) ⊂ Q(S) ⊂ Iso = Iso. ðÏÜÔÏÍÕ C[S^{−1}] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ C Œ S.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ C[S^{−1}] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, Q : C → C[S^{−1}] ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ, Á F : C → C^′ | ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (S) ⊂ Iso(C^′). ôÏÇÄÁ F (S) ⊂ F (S) ⊂ Iso = Iso, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F^′ : C[S^{−1}] → C^′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F ∼= F^′ ∘ Q. ðÒÉ ÜÔÏÍ Q(S) ⊂ Q(S) ⊂ Iso. ðÏÜÔÏÍÕ C[S^{−1}] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ C Œ S. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ S ⊂ T , ÔÏ C[T^{−1}] ∼= C[S^{−1}][Q_S (T )^{−1}]. 1

þÁÓÔØ 2. éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÞÁÓÔÎÙÈ

ñŒÎÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C[S^{−1}] ÓÔÒÏÉÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ \ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÞÁÓÔÎÙÈ". äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ËÌÁÓÓ S ÎÁÓÙÝÅÎÎÙÍ. ðÕÓÔØ X; Y ∈ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ Z X f � � Y s� É X Y Z^f � � s �

Œ ËÏÔÏÒÙÈ s ∈ S, Á f | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÅÒŒÕÀ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÌÅŒÏÊ S-ÄÒÏÂØÀ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ s^{−1} ∘f, Á ŒÔÏÒÕÀ | ÐÒÁŒÏÊ S-ÄÒÏÂØÀ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ f ∘s^{−1}. ðÒÉ ÜÔÏÍ f ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÍ ÄÒÏÂÉ, Á s | ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ŒÉÄÁ

Z_1 Z_2 : : : Zn−1 Z_n X f_1 � � W_1

s_1� f2 �

�^{s2} � � : : :

f_{n−1} � � � W_{n−1}

s_{n−1} � �^{fn} � � Y s_n� � Œ ËÏÔÏÒÙÈ s_i ∈ S, Á f_i | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ. ôÁËÉÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÌÏÖÎÙÍÉ S-ÄÒÏÂÑÍÉ. äŒÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

• ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ Œ ÃÅÐÏÞËÕ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ s^{−1} ∘ s ÉÌÉ s ∘ s^{−1} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s ∈ S; • ÚÁÍÅÎÏÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ g ∘ id^{−1} ∘f ÎÁ (g ∘ f); • ÚÁÍÅÎÏÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ s^{−1} ∘ id ∘t^{−1} ÎÁ (t ∘ s)^{−1};

É ÐÒÏÓÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÃÅÐÏÞËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ.

íÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C[S^{−1}] ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÂSSÅËÔÙ Œ C[S^{−1}] | ÜÔÏ ÏÂSSÅËÔÙ Œ C, ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ X Œ Y | ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÌÏÖÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ Œ X É ËÏÎÞÁÀÝÉÅÓÑ Œ Y , Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ | ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ (ÏÎÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÅŒÁÑ ÄÒÏÂØ id^{−1} ∘ id ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ | ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÏÂÒÁÚÏŒÙŒÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á ÂÕÄÕÔ ÏÂÒÁÚÏŒÙŒÁÔØ ÌÉÛØ ËÌÁÓÓ. þÔÏÂÙ ÂÏÒÏÔØÓÑ Ó ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ, ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ŒŒÏÄÉÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÌÉÛØ ÍÁÌÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ C. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C ÍÁÌÁÑ, ÔÏ ŒÓÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

ìÅÍÍÁ 2.1. åÓÌÉ C | ÍÁÌÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C[S^{−1}] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ S.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ Q : C → C[S^{−1}], ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÁ ÏÂSSÅËÔÁÈ É ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ f Œ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ id^{−1} ∘f. ôÁË ËÁË id^{−1} ∘g ∘ id^{−1} ∘f ∼ id^{−1} ∘(g ∘ f) ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÔÏÒ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F : C → C^′ | ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (S) ⊂ Iso(C^′). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ F^′ : C[S^{−1}] → C^′ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. îÁ ÏÂSSÅËÔÁÈ F^′ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó F , Á ÄÒÏÂØ s^{−1}_n ∘ f_n ∘ · · · ∘ s^{−1}_1 ∘ f_1 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÍÏÒÆÉÚÍ F (s_n)^{−1} ∘ F (f_n) ∘ · · · ∘ F (s_1)^{−1} ∘ F (f_1). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÍÏÒÆÉÚÍ, É ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÔÏÖÅ ÑÓÎÁ. □

þÔÏÂÙ ÓÏËÒÁÝÁÔØ ÓÌÏÖÎÙÅ ÄÒÏÂÉ, ÎÁÄÏ ÕÍÅÔØ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔØ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ ÉÌÉ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ.

ìÅÍÍÁ 2.2. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ W_1^{s1}→ Z_1^g→ Z É W_1^{f2}→ Z_2^t→ Z ÒÁŒÎÙ, ÐÒÉÞÅÍ s_1; t ∈ S. ôÏÇÄÁ s^{−1}_2 ∘ f_2 ∘ s^{−1}_1 ∘ f_1 ∼ (t ∘ s_2)^{−1} ∘ (g ∘ f_1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

s^{−1}_2 ∘ f_2 ∘ s^{−1}_1 ∘ f_1 ∼ s^{−1}_2 ∘ id ∘ id^{−1} ∘f_2 ∘ s^{−1}_1 ∘ f_1 ∼ s^{−1}_2 ∘ id ∘t^{−1} ∘ t ∘ id^{−1} ∘f_2 ∘ s^{−1}_1 ∘ f_1 ∼

∼ (ts_2)^{−1} ∘ (tf_2) ∘ s^{−1}_1 ∘ f_1 = (ts_2)^{−1} ∘ (gs_1) ∘ s^{−1}_1 ∘ f_1 ∼ (ts_2)^{−1} ∘ g ∘ id^{−1} ∘s_1 ∘ s^{−1}_1 ∘ f_1 ∼

∼ (ts_2)^{−1} ∘ g ∘ id^{−1} ∘f_1 ∼ (ts_2)^{−1} ∘ (gf_1): □ ìÅÍÍÁ 2.3. åÓÌÉ C ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÂSSÅËÔ 0_C, ÔÏ ÏÎ ÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ Œ C[S^{−1}].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÌÅŒÁÑ ÄÒÏÂØ 0^0→ Z^s← X ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÄÒÏÂÉ 0^0→ X^{id}← X. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ s^{−1} ∘0 ∼ s^{−1} ∘s∘id^{−1} ∘0 ∼ id^{−1} ∘0. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÄÒÏÂÉ Ó ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÖÎÏ ÓŒÅÒÎÕÔØ s^{−1} ∘ f ∘ id^{−1} ∘0 ∼ (id s)^{−1} ∘ (f0) = s^{−1} ∘ 0. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍÉ ÄŒÕÍÑ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑÍÉ ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Hom_{C[S}−1_](0; Y ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ 0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ŒÓÑËÁÑ ÌÅŒÁÑ ÄÒÏÂØ X^f→ Z^0← 0 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÄÒÏÂÉ X^0→ 0^0← 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ 0^{−1} ∘ f ∼ 0^{−1} ∘ 0 ∘ 0^{−1} ∘ f ∼ 0^{−1} ∘ 0 (ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÏÓØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 0 = id ∈ Hom_C (0; 0)). ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÄÒÏÂÉ Ó ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÖÎÏ ÓŒÅÒÎÕÔØ 0^{−1}∘0∘s^{−1}∘f ∼ 0^{−1}∘f. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Hom_{C[S}−1_](X; 0) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ 0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ. □

þÁÓÔØ 3. õÓÌÏŒÉÑ ïÒÅ

ïÄÎÁËÏ, ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÂÏÌØÛÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÉ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏÖÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÏÓÔÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ É ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÅÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÓÈÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ, ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ, ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C[S^{−1}]. ïÂÅ ÜÔÉ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÉÓÞÅÚÁÀÔ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ (ÌÅŒÙÅ) ÕÓÌÏŒÉÑ ïÒÅ:

(1) ËÌÁÓÓ S ÎÁÓÙÝÅÎ;

(2) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÒÁŒÏÊ S-ÄÒÏÂÉ g ∘ t^{−1} ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÌÅŒÁÑ S-ÄÒÏÂØ s^{−1} ∘ f : X → Y , ÔÁË ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ Z X f � � Y s�

W t � g � � ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ;

(3) ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f; g ÎÁÊÄÅÔÓÑ s ∈ S, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ fs = gs, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ É t ∈ S, ÔÁË ÞÔÏ tf = tg.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.1. œÍÅÓÔÏ ÕÓÌÏŒÉÊ (2) É (3) ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÒÁŒÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ïÒÅ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅŒÙÅ ÄÒÏÂÉ ÍÅÎÑÀÔÓÑ Ó ÐÒÁŒÙÍÉ ÒÏÌÑÍÉ.

ìÅÍÍÁ 3.2. åÓÌÉ ËÌÁÓÓ S ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÌÅŒÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ, ÔÏ Hom_{C[S}−1_](X; Y ) ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ ÌÅŒÙÈ S-ÄÒÏÂÅÊ ÉÚ X Œ Y ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: s^{−1} ∘ f ≈ (ts)^{−1} ∘ (tf), ÇÄÅ t ∈ S.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÓÑËÕÀ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÓÌÏÖÎÕÀ. ôÁË ËÁË s^{−1} ∘ f ∼ s^{−1} ∘ id ∘ id^{−1} ∘f ∼ s^{−1} ∘ id ∘t^{−1} ∘ t ∘ id^{−1} ∘f ∼ (ts)^{−1} ∘ (tf);

ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ÌÅŒÙÍ ÄÒÏÂÑÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÄÒÏÂÉ, ÚÎÁÞÉÔ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÌÅŒÙÈ ÄÒÏÂÅÊ Œ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÌÏÖÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ s^{−1}_n ∘ f_n ∘ · · · ∘ s^{−1}_1 ∘ f_1 | ÓÌÏÖÎÁÑ ÄÒÏÂØ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ïÒÅ (2), ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÁŒÏÊ ÄÒÏÂÉ f_i ∘ s^{−1}_{i−1} ÎÁÊÄÅÍ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ s^{−1}_{i−1;i} ∘ f_{i−1;i}. úÁÔÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÁŒÏÊ ÄÒÏÂÉ f_{i;i+1} ∘ s^{−1}_{i−1;i} ÎÁÊÄÅÍ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ s^{−1}_{i−1;i+1} ∘ f_{i−1;i+1}, É Ô.Ä. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ŒÉÄÁ

Z_{15}

Z_{14}

f_{15} � � Z_{25}

s_{15}�

Z_{13}

f_{14} � � Z_{24}

s_{14}� f25 � � Z_{35}

s_{25}�

Z_{12}

f_{13} � � Z_{23}

s_{13}� f24 � � Z_{34}

s_{24}� f35 � � Z_{45}

s_{35}�

Z_1

f_{12} � � Z_2

s_{12}� f23 � � Z_3

s_{23}� f34 � � Z_4

s_{34}� f45 � � Z_5

s_{45}�

X f_1 � � W_1

s_1� f2 � � W_2

s_2� f3 � � W_3

s_3� f4 � � W_4

s_4� f5 � � Y s_5�

ðÏÌÏÖÉÍ f = f_{1n} ∘ f_{1;n−1} ∘ · · · ∘ f_{12} ∘ f_1 É s = s_{1n} ∘ s_{2n} ∘ · · · ∘ s_{n−1;n} ∘ s_n. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÅŒÁÑ ÄÒÏÂØ s^{−1} ∘ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÐÒÉ ÄÒÕÇÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ s_{ij} , f_{ij} É ÚÁÍÅÎÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÄÒÏÂÉ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÍÅÎÑÅÍ ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ s^{−1}_{12} ∘f_{12} ÎÁ t^{−1}_{12} ∘g_{12} (ÔÁË ÞÔÏ f_{12}s_1 = s_{12}f_2 É g_{12}s_1 = t_{12}f_2). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÁŒÕÀ ÄÒÏÂØ s_{12} ∘t^{−1}_{12} É ÎÁÊÄÅÍ ÄÌÑ ÎÅÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ u^{−1} ∘v. ôÏÇÄÁ vt_{12} = us_{12}, ÐÒÉÞÅÍ u ∈ S. œ ÓÉÌÕ ÎÁÓÙÝÅÎÎÏÓÔÉ S ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÖÅ v ∈ S. ôÅÐÅÒØ vg_{12}s_1 = vt_{12}f_2 = us_{12}f_2 = uf_{12}s_1. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ïÒÅ (3), ÎÁÈÏÄÉÍ w ∈ S, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ wvg_{12} = wuf_{12}. úÎÁÞÉÔ

(s_{12}s_2)^{−1} ∘ (f_{12}f_1) ≈ (wus_{12}s_2)^{−1} ∘ (wuf_{12}f_1) = (wvt_{12}s_2)^{−1} ∘ (wvg_{12}f_1) ≈ (t_{12}s_2)^{−1} ∘ (g_{12}f_1): ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁÛÅÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ) ÏÔ ÚÁÍÅÎÙ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÌÅŒÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÍÙ ÍÅÎÑÅÍ s^{−1}_i ∘ f_i ÎÁ (t_is_i)^{−1} ∘ (t_if_i). îÁÊÄÅÍ ÄÌÑ ÐÒÁŒÙÈ ÄÒÏÂÅÊ t_i ∘ s^{−1}_{i−1;i} É f_{i;i+1} ∘ t^{−1}_i ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÌÅŒÙÅ ÄÒÏÂÉ u^{−1} ∘ t_{i−1;i} É t^{−1}_{i;i+1} ∘ g. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ t_{i−1;i} ∈ S. ôÅÐÅÒØ ÍÅÎÑÅÍ ÌÅŒÙÅ ÄÒÏÂÉ s^{−1}_{i−1;i} ∘ f_{i−1;i} É s^{−1}_{i;i+1} ∘ f_{i;i+1} ÎÁ (t_{i−1;i}s_{i−1;i})^{−1} ∘ (t_{i−1;i}f_{i−1;i}) É (t_{i;i+1}s^{−1}_{i;i+1}) ∘ (t_{i;i+1}f_{i;i+1}) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÔÅÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÚÁÍÅÎÉÍ ŒÓÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ, Œ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ ÂÕÄÅÔ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÂÕÄÅÔ ÚÁÍÅÎÅÎ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÎÁÛÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÔÎÁÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙ.

óÌÕÞÁÊ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ ÏÞÅŒÉÄÅÎ. åÓÌÉ ÍÙ ÂÅÒÅÍ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÅÅ ËÁË ÓÌÏÖÎÕÀ, ÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ, É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ | ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÌÅŒÁÑ ÄÒÏÂØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2.2 ÌÅŒÁÑ ÄÒÏÂØ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÐÏ ÓÌÏÖÎÏÊ ÄÒÏÂÉ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÅÊ ËÁË ÓÌÏÖÎÁÑ ÄÒÏÂØ. □

äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ | ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.3. ðÏÌÏÖÉÍ Ob C^′ = Ob C, Hom_C′ (X; Y ) | ÆÁËÔÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÌÅŒÙÈ S-ÄÒÏÂÅÊ ÉÚ X Œ Y ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ∼. (a) œŒÅÄÉÔÅ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ. (b) ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÅÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ. (c) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C^′ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ïÒÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔØ ÄÒÏÂÉ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ, ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÉÈ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ.

ìÅÍÍÁ 3.4. ðÕÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ, Á ÄÌÑ S ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ ïÒÅ. ôÏÇÄÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C[S^{−1}] É ÆÕÎËÔÏÒ Q : C → C[S^{−1}] ÁÄÄÉÔÉŒÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÅÄÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ Hom_{C[S}−1_](X; Y ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ s^{−1} ∘f É t^{−1} ∘g | ÄŒÅ ÌÅŒÙÈ ÄÒÏÂÉ ÉÚ X Œ Y . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÁŒÕÀ ÄÒÏÂØ s ∘ t^{−1} É ÎÁÊÄÅÍ ÄÌÑ ÎÅÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ u^{−1} ∘ v. ôÏÇÄÁ w := vt = us, ÐÒÉÞÅÍ u ∈ S. œ ÓÉÌÕ ÎÁÓÙÝÅÎÎÏÓÔÉ S ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÖÅ v ∈ S. ðÏÌÏÖÉÍ s^{−1} ∘ f + t^{−1} ∘ g := w^{−1} ∘ (uf + vg):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ; (b) ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ; (Ó) ÆÕÎËÔÏÒ Q : C → C[S^{−1}] ÌÉÎÅÅÎ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ Y_1; Y_2 ∈ Y ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÃÉÉ p_k : Y_1 × Y_2 → Y_k É ŒÌÏÖÅÎÉÑ i_k : Y_k → Y_1 × Y_2. ôÏÇÄÁ p_ki_l = ffi_{kl}, i_1p_1 + i_2p_2 = id. ôÁË ËÁË Q ÌÉÎÅÅÎ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚ- ÍÁÈ, ŒÓÅ ÔÅ ÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ É Œ C[S^{−1}], ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Y_1 × Y_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (Á ÔÁËÖÅ É ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ) ÏÂSSÅËÔÏŒ Y_1 É Y_2 Œ C[S^{−1}]. □

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÏ ËÌÁÓÓÕ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ, ÁÄÄÉ- ÔÉŒÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÌÉ ÁÂÅÌÅŒÏÓÔØ. ïÔŒÅÔ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÇÄÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ, Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÏÈÒÁÎÑÔÓÑ ÄÒÕ- ÇÏÅ ŒÁÖÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔØ | ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÌÏÈÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÓÔÉ. ðÏËÁ ÖÅ ŒÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.

þÁÓÔØ 4. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÁË ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ

éÔÁË, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ D(A) ÁÂÅÌÅŒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A | ÜÔÏ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ Com(A) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÁÓÓÁ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Qis: D(A) := Com(A)[Qis^{−1}]:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ Qis ÎÁÓÙÝÅÎ.

ïÄÎÁËÏ, ËÌÁÓÓ Qis Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÎÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÐÒÑÍÕÀ ŒÏÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÔØÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. ïÄÎÁËÏ, ŒÓÅ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÌÕÞÛÅ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.

çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ Hot(A) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

Ob Hot(A) = Ob Com(A); Hom_{Hot(A)}(X; Y ) = Hom_{Com(A)}(X; Y )= ∼_h;

ÇÄÅ ∼_h | ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÎÕÌÀ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐ Œ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ Hot(A) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H : Com(A) → Hot(A) (ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÁ ÏÂSSÅËÔÁÈ É ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Hot(A) É ÆÕÎËÔÏÒ H ÁÄÄÉÔÉŒÎÙ.

ìÅÍÍÁ 4.3. æÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ Q : Com(A) → D(A) ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ Q = Q^′ ∘ H, ÇÄÅ Q^′ : Hot(A) → D(A). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ

D(A) ∼= Hot(A)[H(Qis)^{−1}];

ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Q^′ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÕÎËÔÏÒÕ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ Q_H : Hot(A) → Hot(A)[H(Qis)^{−1}].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ Q_H ∘ H : Com(A) → Hot(A) → Hot(A)[H(Qis)^{−1}] ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËŒÁ- ÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, É, ÚÎÁÞÉÔ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎËÔÏÒ F : D(A) → Hot(A)[H(Qis)^{−1}]. äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ Q : Com(A) → D(A) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÍÏÒ- ÆÉÚÍÙ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÎÕÌÀ Œ ÎÕÌØ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ f : X → Y É f ∼_h 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÕÓ C(id_X ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ c^k = (f^k; h^{k+1}) : C(id_X )^k = X^k ⊕ X^{k+1} → Y^k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ c : C(id_X ) → Y , ÐÒÉÞÅÍ f = c ∘ i : X → C(id_X ) → Y . úÎÁÞÉÔ Q(f) = Q(c)Q(i). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÏÍÐÌÅËÓ C(id_X ) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÎÕÌÅŒÏÍÕ, Á ÚÎÁÞÉÔ Q(C(id_X )) ∼= 0 Œ D(A). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÒÆÉÚÍ Q(f) ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÂSSÅËÔ, É ÚÎÁÞÉÔ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÔÏÒ Q ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ Q^′ ∘H. ðÒÉ ÜÔÏÍ Q^′(H(Qis)) = Q(Qis) ⊂ Iso, ÐÏÜÔÏÍÕ Q^′ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ Q^′ = G ∘ Q_H . ðÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ

Com(A)^H � Q � Hot(A)

Q^′ � � � � Q_H � Com(A)[Qis]^{−1 F} � Hot(A)[H(Qis)^{−1}] G � ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ F É G ËŒÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, G ∘ F ∘ Q = G ∘ Q_H ∘ H = Q^′ ∘ H = Q, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÉÌÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ G ∘ F ∼= id. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, F ∘ G ∘ Q_H = F ∘ Q^′ = Q_H , ÏÔËÕÄÁ F ∘ G ∼= id. □

ìÅÍÍÁ 4.4. œ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Hot(A) ËÌÁÓÓ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ É ÌÅŒÙÍ É ÐÒÁŒÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÌÅŒÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ïÒÅ. îÁÓÙÝÅÎÎÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. äÏ- ËÁÖÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (2). ðÕÓÔØ, g : W → Y , t : W → X | ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ Com(A) (ÌÀÂÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ Hot(A) ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÄÎÉÍÁÀÔÓÑ), ÐÒÉÞÅÍ t ∈ Qis. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ = t ⊕ g : W → X ⊕ Y É ÐÏÌÏÖÉÍ Z = C(Œ). ðÏÌÕÞÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ i_Œ : X ⊕ Y → Z, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ i_Œ ∘ Œ ∼_h 0 Œ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, Á i : Y → C(f) É p : C(f) → X[1] | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ i ∘ f ∼_h 0 É f[1] ∘ p ∼_h 0.

ðÕÓÔØ i_Œ = f ⊕ s, ÇÄÅ f : X → Z É s : Y → Z. ôÏÇÄÁ i_Œ ∘ Œ = f ∘ t + s ∘ g ∼_h 0, ÏÔËÕÄÁ (−f) ∘ t ∼_h s ∘ g. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ s | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÐÉÛÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

· · · → H^{k−1}(Z) → H^k(W )^{Hk (Œ)}→ H^k(X) ⊕ H^k(Y )^{Hk (iŒ )}→ H^k(Z) → H^{k+1}(W ) → : : :

ôÁË ËÁË Œ = t⊕g, Á t | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÍÏÒÆÉÚÍ H^k(W ) → H^k(X)⊕H^k(Y ) ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÚÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ H^k(Z) → H^{k+1}(W ) ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÚÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÏÞÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ

0 → H^k(W )^{Hk (Œ)}→ H^k(X) ⊕ H^k(Y )^{Hk (iŒ)}→ H^k(Z) → 0: ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔ

H^k(W )^H

k (t) �

H^k (g) � H^k(X)

−H^k (f ) � H^k(Y )^H

k (s) �

H^k(Z)

ÄÅËÁÒÔÏŒ É ËÏÄÅËÁÒÔÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ H^k(t) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ H^k(s) ÔÁËÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (3). œ ÓÉÌÕ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ f : X → Y ÎÁÊÄÅÔÓÑ s : Z → X, s ∈ Qis, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ fs ∼_h 0, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ É t : Y → W , t ∈ Qis, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ tf = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÕÓ C(s) É ÍÏÒÆÉÚÍ i : X → C(s). ðÕÓÔØ h | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÄÌÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁ fs, ÔÁË ÞÔÏ fs = dh + hd. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ g^k = (f^k; h^{k+1}) : C(s)^k = X^k ⊕ Z^{k+1} → Y^k. ôÏÇÄÁ gd_{C(s)} = (f; h)

(_{d s}

0 −d ) = (fd; fs − hd) = (df; dh) = d(f; h) = d_Y g; gi_f = (f; h) (^1_0 ) = f;

ÚÎÁÞÉÔ g | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ É g∘i_f = f. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ W = C(g) É t = i_g : X → W . ôÏÇÄÁ tf = i_ggi_f ∼_h 0 ÔÁË ËÁË i_gg ∼_h 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, C(s) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ, ÔÁË ËÁË s ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ C(g) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ t ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.6. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ D(A) ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ.

œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ Com(A) ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÈ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÊ:

• Com^b(A) | ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ; • Com^+(A) | ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÓÎÉÚÕ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ; • Com^−(A) | ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÓŒÅÒÈÕ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÚÑÔÉÅ ËÏÎÕÓÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÎÉÍÙ É Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D^b(A) = Com^b(A)[Qis^{−1}], D^+(A) = Com^+(A)[Qis^{−1}] É D^−(A) = Com^−(A)[Qis^{−1}], ËÏÔÏÒÙÅ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÙÈ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ Hot^b(A), Hot^+(A) É Hot^−(A), É Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙ.

åÝÅ ÏÄÉÎ ŒÁÒÉÁÎÔ | ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ n-ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ (É n-ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ). ïÎÁ ÄÁÓÔ n-ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ.