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ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
þÁÓÔØ 1. áËÓÉÏÍÙ

ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ | ÜÔÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ

• Á×ÔÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [1] : T → T , X 7→ X[1];
• ËÌÁÓÓÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ×ÉÄÁ X u→ Y v→ Z w→ X[1];

(Á×ÔÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÓÄ×ÉÇÁ, Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ),
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ

TR1: (1) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË 0 → X idX→ X → 0[1] ×ÙÄÅÌÅÎ;
(2) ×ÓÑËÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ×ÙÄÅÌÅÎ;
(3) ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ u : X → Y ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ;

TR2: ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË X u→ Y v→ Z w→ X[1] ×ÙÄÅÌÅÎ ⇐⇒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Y v→ Z w→ X[1] −u[1]→ Y [1] ×ÙÄÅÌÅÎ;
TR3: ÅÓÌÉ ÔÒÅËÇÏÌØÎÉËÉ X u→ Y v→ Z w→ X[1] É X ′ u′→ Y ′ v′→ Z ′ w

′
→ X ′[1] ×ÙÄÅÌÅÎÙ, Á f : X → X ′ É

g : Y → Y ′ | ÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ gu = u′f , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ h : Z → Z ′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ hv = v′g
É f [1]w = w′h

X u //

f
²²

Y v //

g
²²

Z w //

h
²²Â
Â
Â X[1]

f [1]
²²

X ′ u′ // Y ′ v′ // Z ′ w′ // X ′[1]

TR4: ÅÓÌÉ X u→ Y v→ Z w→ X[1] É Y f→ Y ′ g→ W h→ Y [1] | ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÒÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

X u //

idX
²²

Y v //

f
²²

Z w //

p
²²

X[1]

idX
²²

X u′ // Y ′ v′ //

g
²²

Z ′

q
²²

w′ // X[1]

u[1]
²²

W idW //

h
²²

W h //

r
²²

Y [1]

Y [1] v[1] // Z[1]
× ËÏÔÏÒÏÊ Ä×Å ×ÅÒÈÎÉÅ ÓÔÒÏËÉ É Ä×Á ÓÒÅÄÎÉÈ ÓÔÏÌÂÃÁ | ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ.

ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÉÚ ÁËÓÏÍ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ ÏËÔÁÜÄÒÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÍÏÖÎÏ
ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÏËÔÁÜÄÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ Ó×ÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:
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úÄÅÓØ ×ÏÌÎÉÓÔÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ × ÏÂßÅËÔ ÓÄ×ÉÎÕÔÙÊ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÅ
Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ, Á Ú×ÅÚÄÏÊ | ×ÙÄÅÌÅÎÙ.
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ðÒÉÍÅÒ 1.1. ÷×ÅÄÅÍ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ k−mod ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÌÏÖÉÍ [1] = id, Á ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ×ÉÄÁ
U ⊕ V → V ⊕ W → W ⊕ U → U ⊕ V , ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ×ÔÏÒÏÅ
ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ É ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÅÒ×ÏÇÏ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ T ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ, ÔÏ T ◦ ÔÏÖÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ.

þÁÓÔØ 2. ó×ÏÊÓÔ×Á

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, ÚÎÁÞÉÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ë×ÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ
ÆÕÎËÔÏÒ [−1] : T → T , ÔÁË ÞÔÏ X[1][−1] ∼= X ∼= X[−1][1]. çÏÒÁÚÄÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ÓÞÉÔÁÔØ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ
Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, Á ÆÕÎËÔÏÒ [−1] ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ. üÔÏÇÏ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÚÁÍÅÎÉ× ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÎÁ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T ′, Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ [1] : T ′ → T ′ É ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ
� : T ′ → T , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ � ◦ [1] ∼= [1] ◦ �. (õËÁÚÁÎÉÅ: Ob T ′ = { (Xi; �i)i∈Z | Xi ∈ Ob T ; �i : Xi[1] ∼=→ Xi+1 },
HomT ′((Xi; �i); (Yi;  i)) = { (fi ∈ HomT (Xi; Yi)) | fi+1 ◦ �i =  i ◦ fi[1] }, (Xi; �i)[1] := (Xi+1; �i+1), �(Xi; �i) :=
X0, �(fi) := f0.) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ T ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ, ÔÏ É T ′ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ.

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÆÕÎË-
ÔÏÒÏÍ ÓÄ×ÉÇÁ É ÁËÓÉÏÍÏÊ (TR2) ×ÓÑËÉÊ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ × ÏÂÅ
ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

· · · w[−2]→ X[−1] −u[−1]→ Y [−1] −v[−1]→ Z[−1] −w[−1]→ X u→ Y v→ Z w→ X[1] −u[1]→ Y [1] −v[1]→ Z[1] −w[1]→ X[2] u[2]→ : : : ;
× ËÏÔÏÒÏÊ ÌÀÂÏÊ ÞÅÔÙÒÅÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÊ ÓÅÇÍÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ. ôÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÐÉÒÁÌØÀ, Á ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ | ×ÉÔËÁÍÉ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2. ðÕÓÔØ X u→ Y v→ Z w→ X[1] | ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÕÇÏÌØÎÉË. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ
U ∈ T ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
· · · → Hom(U;X[i]) u∗[i]→ Hom(U; Y [i]) v∗[i]→ Hom(U;Z[i]) w∗[i]→ Hom(U;X[i+ 1]) u∗[i+1]→ Hom(U; Y [i+ 1]) → : : : ;

· · · → Hom(Z[i]; U) v
∗[i]→ Hom(Y [i]; U) u

∗[i]→ Hom(X[i]; U) w
∗[i−1]→ Hom(Z[i− 1]; U) v

∗[i−1]→ Hom(Y [i− 1]; U) → : : :
ÔÏÞÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÐÅÒ×ÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÔÏÞÎÏÓÔØ × ÞÌÅÎÅ Hom(U; Y ). ðÕÓÔØ
g = u∗(f) : U → Y , ÇÄÅ f : U → X. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

U idU //

f
²²

U //

g
²²

0 // U [1]

f [1]
²²

X u // Y v // Z w // X[1]
÷ÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏÞËÁ | ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÐÏ (TR1) É (TR2), Á Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÅÎ. úÎÁÞÉÔ, ÐÏ (TR3)
ÏÎÁ ÄÏÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ h : 0 → Z ÄÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, v∗(g) = vg = h0 = 0.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ v∗(g) = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

U //

g
²²

0 //

²²

U [1] − idU // U [1]

g[1]
²²

Y v // Z w // X[1] −u[1] // X[1]
÷ÅÒÈÎÑÑ É ÎÉÖÎÑÑ ÓÔÒÏÞËÉ ×ÙÄÅÌÅÎÙ ÐÏ (TR1) É (TR2), Á Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÅÎ. úÎÁÞÉÔ, ÐÏ (TR3) ÏÎÁ
ÄÏÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ f ′ : U [1] → X[1] ÄÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, −g[1] = −u[1] ◦ f [1],
ÏÔËÕÄÁ g = uf = u∗(f). ôÏÞÎÏÓÔØ ×ÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ¤
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.3. åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f É g × ÁËÓÉÏÍÅ (TR3) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÔÏ h ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ U É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ,
ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×

Hom(U;X) u∗ //

f∗
²²

Hom(U; Y ) v∗ //

g∗
²²

Hom(U;Z) w∗ //

h∗
²²

Hom(U;X[1]) u∗[1] //

f [1]∗
²²

Hom(U; Y [1])

g[1]∗
²²

Hom(U;X ′) u′∗ // Hom(U; Y ′) v′∗ // Hom(U;Z ′) w′∗ // Hom(U;X ′[1]) u′∗[1] // Hom(U; Y ′[1])
ïÎÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÔÒÅÌËÉ f∗, g∗ f [1]∗ É g[1]∗ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. úÎÁÞÉÔ ÐÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÐÑÔÉ
ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÍÏÒÆÉÚÍ h∗ ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. úÎÁÞÉÔ h∗ : hZ → hZ′ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÔËÕÄÁ h : Z → Z ′
ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ vu = 0, wv = 0 É u[1]w = 0.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.5. ÷ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÄÏÐÏÌÎÑÀÝÉÊ ÐÏ ÁËÓÉÏÍÅ (TR1) ÍÏÒÆÉÚÍ u : X → Y , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.6. ðÕÓÔØ ÔÒÅËÇÏÌØÎÉËÉ X u→ Y v→ Z w→ X[1] É X ′ u′→ Y ′ v
′
→ Z ′ w

′
→ X ′[1] ×ÙÄÅÌÅÎÙ, Á g : Y → Y ′

| ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ v′gu = 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f : X → X ′ É h : Z → Z ′, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏ Hom(X;Z ′[−1]) = 0, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ gu : X → Y ′. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ v′∗(gu) = v′gu = 0, ÚÎÁÞÉÔ ÎÁÊÄÅÔÓÑ
f : X → X ′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ gu = u′∗(f) = u′f . ôÅÐÅÒØ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÁËÓÉÏÍÏÊ (TR3) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ h.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Hom(X;Z ′[−1]) = 0. ÷ ÓÉÌÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÍÏÒÆÉÚÍ f , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ u′∗(f) = gu
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ w′[−1]∗(Hom(X;Z ′[−1])) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ
ÍÏÒÆÉÚÍÁ h ÉÍÅÅÍ v∗(h) = v′g, ÐÏÜÔÏÍÕ h ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ w′∗(Hom(X[1]; Z ′)) = 0, ÔÏ
ÅÓÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ¤

÷ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ!

þÁÓÔØ 3. ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Hot(A) ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ [1] :
Hot(A) → Hot(A), ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÓÄ×ÉÇÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. îÁÚÏ×ÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË × Hot(A) ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ
ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ × Hot(A) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ×ÉÄÁ X u→ Y iu→ C(u) pu→ X[1].
îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. îÁÞÎÅÍ Ó ÌÅÍÍÙ.
ìÅÍÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ 0 → X u→ Y v→ Z → 0 | ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÍÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, Á sn : Zn →
Y n É pn : Y n → Xn | ÎÁÂÏÒ ÒÁÓÝÅÐÌÑÀÝÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×. ðÏÌÏÖÉÍ wn = −pn+1 ◦dnY ◦sn : Zn → Xn+1. ôÏÇÄÁ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË X u→ Y v→ Z w→ X[1] ×ÙÄÅÌÅÎ × Hot(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
uw = −updY s = (sv − idY )dY s = svdY s− dY s = sdZvs− dY s = sdZ − dY s;

wv = −pdY sv = −pdY (idY −up) = −pdY + pdY up = −pdY + pudXp = −pdY + dXp:
ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

udXw = dY uw = dY (sdZ − dY s) = dY sdZ = (sdZ − uw)dZ = −uwdZ ;
É ÔÁË ËÁË u ×ÌÏÖÅÎÉÅ, w | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× Z → X[1]. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÒÆÉÚÍÙ fn : Zn → C(u)n
É gn : C(u)n → Zn, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

fn =
( sn
wn

)
; gn = (vn; 0)

ôÏÇÄÁ
dCf − fdZ =

( dY s+uw−sdZ
−dXw−wdZ

)
= 0; gdC − dZg = (vdZ − dZv; vu) = 0;
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ÚÎÁÞÉÔ f É g | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

X u // Y v // Z w //

f
²²

X[1]

X u // Y iu // C(u)

g

OO

pu // X[1]

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ
iu − fv =

( idY −sv−wv
)

=
( up
pdY −dXp

)
= dC

( 0
p
)

+
( 0
p
)
dY ;

ÔÁË ÞÔÏ fv ∼h iu. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,

wg − pu = (wv;− idX) = (−pdY + dXp;− idX) = (p; 0)dC + dX[1](p; 0);

ÔÁË ÞÔÏ wg ∼h pu. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ puf = w É giu = v, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ××ÅÒÈ É ×ÎÉÚ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ gf = vs = idZ , × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË

idC −fg =
( idY −sv 0

−wv idX
)

=
(

up ; 0
pdY −dXp ; idX

)
= dC

( 0 0
p 0

)
+

( 0 0
p 0

)
dC ;

ÔÏ ÅÓÔØ fg ∼h idC . ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 3.2. çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÑËÉÊ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË
× Hot(A) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÍÕÓÑ ÉÚ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÍÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ñÓÎÏ, ÞÔÏ C(0 → X) = X, ÐÏÜÔÏÍÕ (TR1.1) ×ÅÒÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ (TR1.2) É (TR1.3) ÓÒÁÚÕ
ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ (TR2). ðÕÓÔØ ÐÅÒ×ÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ X u→ Y iu→ C(u) pu→ X[1].
ôÏÇÄÁ ×ÔÏÒÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ Y iu→ C(u) pu→ X[1] −u[1]→ Y [1]. îÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
ËÏÍÐÌÅËÓÏ× 0 → Y iu→ C(u) pu→ X[1] → 0 ÔÏÞÎÁ É ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÍÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ
ÍÏÒÆÉÚÍ w, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ × ÌÅÍÍÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó −u[1].

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ×ÔÏÒÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ×ÙÄÅÌÅÎ. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ä×ÁÖÄÙ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË X[1] −u[1]→ Y [1] −v[1]→ Z[1] −w[1]→ X[2] ÔÏÖÅ ×ÙÄÅÌÅÎ. îÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÓÄ×ÉÇÁ, ÓËÏÍÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ÚÎÁËÁ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÔÏÒÕÀ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÁËÓÉÏÍÕ (TR3). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÐÅÒ×ÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
X u→ Y iu→ C(u) pu→ X[1], Á ×ÔÏÒÏÊ | X ′ u′→ Y ′ iu′→ C(u′) pu′→ X ′[1]. ðÕÓÔØ f : X → X ′ É g : Y → Y ′ | ÔÁËÉÅ
ÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÅÎ × Hot(A), ÔÏ ÅÓÔØ gu−u′f = dh+hd. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
C(u)n = Y n ⊕Xn+1 → Y ′n ⊕X ′n+1 = C(u′)n, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ

c(h) =
(
g h
0 f

)
:

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ
dC(u′)c(h)− c(h)dC(u) =

(
dg−gd ; dh+hd+u′f−gu

0 ; fd−df
)

= 0;

ÚÎÁÞÉÔ c(h) | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ c(h)iu = iu′g, pu′c(h) = f [1]pu, ÔÁË ÞÔÏ c(h) ÄÁÅÔ
ÉÓËÏÍÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×.

îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÁËÓÉÏÍÕ (TR4). ÷×ÉÄÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÝÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÏÂÁ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÍÙÈ ÔÒÏÅË ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÉÍÅÅÍ

Y ′n = Xn ⊕ Zn ⊕Wn; dY ′ =
(
dX x y
0 dZ z
0 0 dW

)
:
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ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F[i;j] ÐÏÄÆÁËÔÏÒ ËÏÍÐÌÅËÓÁ Y ′ ÎÁÔÑÎÕÔÙÊ ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÏÔ i ÄÏ j, ÔÁË ÞÔÏ
Y ′ = F[0;2]. ðÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0

²²

0

²²
0 // F0 // F[0;1] //

²²

F1 //

²²

0

0 // F0 // F[0;2] //

²²

F[1;2] //

²²

0

F2

²²

F2

²²
0 0

Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ É ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ. ðÒÏÓÔÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÄÏÓÔÒÁÉ×ÁÀÝÉÅ ÓÔÒÏËÉ
É ÓÔÏÌÂÃÙ ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

x : F1 → F0[1]; (x; y) : F[1;2] → F0[1]; ( yz ) : F2 → F[0;1][1]; É z : F2 → F1[1]:

ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÏËÔÁÜÄÒÁ, Á ÄÌÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ
ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ

( 0 y
0 z

)
: F[1;2] → F[0;1][1] É ( x y0 0 ) : F[1;2] → F[0;1][1]

ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ÎÕÌÀ. îÏ

( 0 0
1 0 ) dF[1;2] + dF[0;1][1] ( 0 0

1 0 ) = ( 0 0
1 0 )

( d z
0 d

)− ( d x
0 d

)
( 0 0

1 0 ) =
(−x 0

0 z
)
;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ¤

þÁÓÔØ 4. ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, T | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, S | ËÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× × T , Á T [S−1] | ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ. íÙ
ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ S ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ, ÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T [S−1] ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ.

óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ S ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á

(4) s ∈ S ⇐⇒ s[1] ∈ S;
(5) ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f É g × ÁËÓÉÏÍÅ (TR3) ÌÅÖÁÔ × S, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ h ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÌÅÖÁÝÉÍ × S.

ìÅÍÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ T | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á ËÌÁÓÓ S ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ É ÓÏÇÌÁ-
ÓÏ×ÁÎ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. ôÏÇÄÁ T [S−1] ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ-
×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÞÁÔØ ÎÁÄÏ Ó
ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ T [S−1]. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ. îÁ ÏÂßÅËÔÁÈ ÏÎ
ÂÕÄÅÔ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÁË ÖÅ ËÁË É × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T , Á ÌÅ×ÕÀ ÄÒÏÂØ s−1◦f ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔØ × s[1]−1◦f [1]. ÷ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ
(4) ÜÔÏ ÏÐÑÔØ ÌÅ×ÁÑ ÄÒÏÂØ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÁËÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ
ÄÒÏÂÅÊ, Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÌÅ×ÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ
ÜÎÄÏÆÕÎËÔÏÒ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T [S−1]. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ Á×ÔÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ (ÉÌÉ ÄÁÖÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ,
ÅÓÌÉ ÜÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ × T ).

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË × T [S−1] ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ × T .
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ôÅÐÅÒØ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÁËÓÉÏÍÙ. áËÓÉÏÍÙ (TR1.1), (TR1.2) É (TR2) ÏÞÅ×ÉÄÎÙ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ (TR1.3). ðÕÓÔØ s−1 ◦ f :
X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ, ÇÄÅ s : Y → Y ′, f : X → Y ′. äÏÐÏÌÎÉÍ × T ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → Y ′ ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X f→ Y ′ g→ Z h→ X É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × T [S−1] ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

X
s−1◦f //

idX
²²

Y
gs //

s
²²

Z h //

idZ
²²

X[1]
idX[1]

²²
X

f // Y ′
g // Z h // X[1]

ïÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ×ÙÄÅÌÅÎÁ × T [S−1].

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ (TR3). íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Õ
ÎÁÓ ÅÓÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

X u //

f
²²

Y v //

g
²²

Z w // X[1]

f [1]
²²

X ′′ Y ′′ X ′′[1]

X ′ u′ //

s

OO

Y ′ v′ //

t

OO

Z ′ w′ // X ′[1]

s[1]

OO

× ËÏÔÏÒÏÊ s; t ∈ S É u′ ◦ s−1 ◦ f = t−1 ◦ g ◦ u. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ t ◦ u′ ◦ s−1 : X ′′ → Y ′′ × T [S−1]. âÌÁÇÏÄÁÒÑ
ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ×ÉÄÅ r−1 ◦ u′′, ÇÄÅ u′′ : X ′′ → Y ′′′, r : Y ′′ → Y ′′′, r ∈ S. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
t−1 ◦ g ◦ u = (rt)−1 ◦ (rg) ◦ u, ÐÒÉ ÜÔÏÍ u′′ ◦ s = (rt) ◦ u′ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÏÔËÕÄÁ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
(rg) ◦ u = (rt) ◦ t−1 ◦ g ◦ u = (rt) ◦ u′ ◦ s−1 ◦ f = u′′ ◦ s ◦ s−1 ◦ f = u′′ ◦ f . ðÏÜÔÏÍÕ, ÚÁÍÅÎÑÑ Y ′′ ÎÁ Y ′′′, g ÎÁ rg,
Á t ÎÁ rt, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ u′′ : X ′′ → Y ′′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÏÂÁ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ.
äÏÓÔÒÁÉ×ÁÑ ÜÔÏÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÄÏ ÔÏÞÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

X u //

f
²²

Y v //

g
²²

Z w // X[1]

f [1]
²²

X ′′ u′′ // Y ′′ v′′ // Z ′′ w′′ // X ′′[1]

X ′ u′ //

s

OO

Y ′ v′ //

t

OO

Z w′ // X ′[1]

s[1]

OO

ðÒÉÍÅÎÑÑ (TR3) × T ÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ h : Z → Z ′′ É q : Z ′ → Z ′′, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÁÌÉÓØ ÍÏÒÆÉÚÍÙ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ÷ ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ×Á (5) ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ q ∈ S. úÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ s−1 ◦ f , t−1 ◦ g É q−1 ◦ h
ÚÁÄÁÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÎÉÖÎÉÊ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T [S−1], ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ (TR4). ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Á ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ × T [S−1] ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ. ðÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ, ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÍÕ × T . ðÏÌØÚÕÑÓØ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ïÒÅ É ÔÅÍÉ
ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ, ÞÔÏ Í × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å (TR1.3), ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ
ÎÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÉÍ × T ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ. ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÑÑ (TR4) × T ÓÔÒÏÉÍ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÄÁÅÔ ÉÓËÏÍÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ T [S−1]. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.2. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× × Hot(A) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ
(4) É (5). õÓÌÏ×ÉÅ (4) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁË ËÁË Hi(s[1]) = Hi+1(s). äÌÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ (5) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ,
ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× f ÉÌÉ g ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ, Á ×ÔÏÒÏÊ | ËÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ h
Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÕÓÔØ f = idX . äÏÓÔÒÏÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË X → Y → Z → X[1] É ÍÏÒÆÉÚÍ g : Y → Y ′
ÄÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÏËÔÁÜÄÒÁ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÎÅÊ ×ÔÏÒÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ×ÔÏÒÏÍÕ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×,
ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ p : Z → Z ′ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. îÏ ÔÁË ËÁË g Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, W
ÁÃÉËÌÉÞÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ p | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.
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ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ g = idY . äÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → X ′ ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → X ′ → X ′′ → X[1],
ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÜÔÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË X ′ → Y ′ → Z ′ → X ′[1] ÄÏÓÔÒÏÉÍ ÄÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÏËÔÁÜÄÒÁ.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÁÑ ÓÔÒÏËÁ × ÎÅÊ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ
ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Z → Z ′ × ×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ X ′′ → Z → Z ′ → X ′′[1] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.
îÏ ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁË ËÁË X ′′ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ÐÏÓËÏÌØËÕ f : X → X ′ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ¤

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ
ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ.


