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ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÉ
þÁÓÔØ 1. ôÏÞÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

ðÕÓÔØ T É T ′ | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. áÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : T → T ′ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ

• ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× � : F ◦ [1] → [1] ◦ F ;
• F ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ × ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
X u→ Y v→ Z w→ X[1] × T ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË F (X) F (u)→ F (Y ) F (v)→ F (Z) �X◦F (w)→ F (X)[1] ×ÙÄÅÌÅÎ × T ′.

âÏÌÅÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÏÞÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÁÒÕ (F; �).
ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ (É ×ÓÅ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÉ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍÉ. äÒÕÇÏÊ
ÐÒÉÍÅÒ ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÔÁËÏÊ.
ìÅÍÍÁ 1.1. åÓÌÉ F : A → B | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÁÂÅÌÅ×ÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ, ÔÏ ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ
ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : Hot(A) → Hot(B).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÞÌÅÎÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ F Ë ËÏÍÐÌÅËÓÁÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎËÔÏÒ Com(A) → Com(B).
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ × ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÇÏÍÏÔÏ-
ÐÉÞÅÓËÉÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÓÄ×ÉÇÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ
ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ × ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ, É ÚÎÁÞÉÔ ÔÏÞÅÎ. ¤

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÍÅÖÄÕ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ T É T ′ ÞÅÒÅÚ Funex(T ; T ′).
ìÅÍÍÁ 1.2. ðÕÓÔØ F : T → T ′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ G : T ′ → T ÓÏÐÒÑÖÅÎ Ë F , ÔÏ ÏÎ
ÔÁËÖÅ ÔÏÞÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÎÁÐÒÉÍÅÒ G ÓÏÐÒÑÖÅÎ Ë F ÓÐÒÁ×Á. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÐÅÒ×ÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ
X ∈ T , Y ∈ T ′. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×

Hom(X;G(Y [1])) ∼= Hom(F (X); Y [1]) ∼= Hom(F (X)[−1]; Y ) ∼=
∼= Hom(F (X[−1]); Y ) ∼= Hom(X[−1]; G(Y )) ∼= Hom(X;G(Y )[1])

(ÐÅÒ×ÙÊ É ÞÅÔ×ÅÒÔÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏ×, ×ÔÏÒÏÊ É ÐÑÔÙÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ, Á ÔÒÅÔÉÊ
| ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ F ÓÏ ÓÄ×ÉÇÏÍ). ðÏ ÌÅÍÍÅ éÏÎÅÄÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ G(Y [1]) ∼= G(Y )[1], ÏÞÅ×ÉÄÎÏ
ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÊ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ×ÔÏÒÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ X → Y → Z → X[1] | ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉË × T ′. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË G(X) → G(Y ) → G(Z) → G(X)[1], ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ
ÆÕÎËÔÏÒÁ G Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G(X[1]) ∼= G(X)[1], ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ. äÏÐÏÌÎÉÍ ÔÁËÖÅ ÍÏÒ-
ÆÉÚÍ G(X) → G(Y ) ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ G(X) → G(Y ) →W → G(X)[1]. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ
ÜÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ W → G(Z), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ
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ÇÄÅ � : F ◦ G → id | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ. ðÏ ÁËÓÉÏÍÅ (TR3) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ F (W ) → Z, ÄÅÌÁÀÝÉÊ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍ W → G(Z). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ
ÏÎ ÔÁËÖÅ ÄÅÌÁÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÚØÍÅÍ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ U ∈ T É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

Hom(U;G(X)) //

id
²²

Hom(U;G(Y )) //

id
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Hom(U;W ) //

²²

Hom(U;G(X)[1]) //

id
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Hom(U;G(Y )[1])
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Hom(U;G(X)) // Hom(U;G(Y )) // Hom(U;G(Z)) // Hom(U;G(X)[1]) // Hom(U;G(Y )[1])
åÅ ×ÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÔÏÞÎÁ ÔÁË ËÁË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË G(X) → G(Y ) →W → G(X)[1] ×ÙÄÅÌÅÎ, Á ÎÉÖÎÑÑ ÔÏÞÎÁ ÔÁË
ËÁË ÏÎÁ ÐÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓÔÒÏËÅ

Hom(F (U); X) → Hom(F (U); Y ) → Hom(F (U); Z) → Hom(F (U); X[1]) → Hom(F (U); Y [1]);
ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÉÚ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → Z → X[1]. ðÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÐÑÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÚÁ-
ËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ Hom(U;W ) → Hom(U;G(Z)) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÚÎÁÞÉÔ W → G(Z) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ¤

þÁÓÔØ 2. ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ

ðÕÓÔØ T | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ðÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ S ⊂ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÏÄËÁÔÅÇÏ-
ÒÉÅÊ, ÅÓÌÉ ÎÁ S ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅÎ.
ìÅÍÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ S ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏ ×ÓÑËÉÍ ÏÂßÅËÔÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ
ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÅÍÕ × T ÏÂßÅËÔÙ). ôÏÇÄÁ S ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ ⇐⇒ S ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÆÕÎËÔÏÒÁ ÓÄ×ÉÇÁ É ×ÚÑÔÉÑ ËÏÎÕÓÁ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÎÁ S ÚÁÄÁÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ
ÔÏÞÅÎ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ X ∈ S ÉÍÅÅÍ X[1]S ∼= X[1]T . ìÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÌÅÖÉÔ × S, ÚÎÁÞÉÔ É ÐÒÁ×ÁÑ ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ,
ÔÁË ÞÔÏ S ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÏ×. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ × S. äÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ × S ÄÏ
×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → Z → X[1]. ôÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÖÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÂÕÄÅÔ ×ÙÄÅÌÅÎ × T , ÔÁË ÞÔÏ
ËÏÎÕÓ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÏÂßÅËÔÕ Z, ÌÅÖÁÝÅÍÕ × S. úÎÁÞÉÔ S ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÚÑÔÉÑ
ËÏÎÕÓÏ× ÍÏÒÆÉÚÍÏ×.
ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ S ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÓÄ×ÉÇÁ É ×ÚÑÔÉÑ ËÏÎÕÓÁ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÄ×ÉÇ ×
S ËÁË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ S ÓÄ×ÉÇÁ × T , Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ×ÙÄÅÌÅÎ × T . ìÅÇËÏ
×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÁËÓÉÏÍÙ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ (ÄÌÑ (TR1.3) É (TR4) ÎÕÖÎÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ S ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÚÑÔÉÑ
ËÏÎÕÓÏ×, ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÏÌÎÏÔÙ). ¤

äÁÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÇÏ ÎÏ×ÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ Hot∗(A), ÇÄÅ ∗ ∈ {+;−; b } | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁ-
ÔÅÇÏÒÉÉ × Hot(A).

ðÕÓÔØ E ⊂ A | ËÌÁÓÓ ÏÂßÅËÔÏ×, ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, Á Hot∗(E) | ÐÏÌÎÁÑ
ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × Hot∗(A), ÏÂßÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ËÏÍÐÌÅËÓÙ, ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ × E .
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.3. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ Hot∗(E) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × Hot∗(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÏ× ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, Á ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÕÓÏ× ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ ÉÚ Ñ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ËÏÎÕÓÁ × Hot(A). ¤

äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÔÁËÏÊ. ðÕÓÔØ B ⊂ A | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÁÂÅÌÅ×Á ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ (ÔÏ ÅÓÔØ
ÅÓÌÉ × ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → A1 → A2 → A3 → 0 ÏÂßÅËÔÙ A1 É A3 ÌÅÖÁÔ × B, ÔÏ A2 ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ
× B). ðÕÓÔØ Hot∗B(A) | ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × Hot∗(A), ÏÂßÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ËÏÍÐÌÅËÓÙ, ×ÓÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ
ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ × B.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.4. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ Hot∗B(E) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × Hot∗(E).
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÏ× ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, Á ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÕÓÏ× ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ ÉÚ Ñ×ÎÏÊ ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × Hot(A). ¤
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ HotB(E)∗ ⊂ HotB(E) |
ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ × Hot(A).

ðÏÚÖÅ ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ HotB(E)∗ É Hot∗B(E) ÞÁÓÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.
ðÕÓÔØ T | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á E ⊂ T | ËÁËÏÅ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÅ ÏÂßÅËÔÏ×. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ
〈E〉 ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÕÀ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ × T , ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ E .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 〈E〉 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ
É ËÏÎÕÓÏ× ÍÏÒÆÉÚÍÏ×.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Db(A) = 〈A〉.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
(a) Db(Z−mod) = 〈Z〉;
(b) ÅÓÌÉ ËÏÌØÃÏ R ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÔÏ Db(R−mod) = 〈Proj(R)〉;
(c) ÅÓÌÉ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ Db(CohX) = 〈VB(X)〉.

÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ 〈Proj(A)〉 ⊂ Db(A) (ÉÌÉ 〈VB(X)〉 ⊂ Db(CohX) × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ) ÎÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÅ Dperf(A) É Dperf(X) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

þÁÓÔØ 3. ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ

ðÕÓÔØ S | ËÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× × ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ É ÓÏÇÌÁÓÏ-
×ÁÎÎÙÊ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ (a) ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ Q : T → T [S−1] ÔÏÞÅÎ; (b) ÅÓÌÉ F : T → T ′
ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (S) ⊂ Iso, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ F ′ : T [S−1] → T ′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F = F ′ ◦Q ÔÏÖÅ ÔÏÞÅÎ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ T ′ ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ðÏÌÏÖÉÍ S′ = T ′ ∩ S.
ìÅÍÍÁ 3.2. ðÕÓÔØ ÌÉÂÏ S ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÌÅ×ÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ É ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï

(6) ÅÓÌÉ X ∈ T ′, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ s ∈ S, s : X → Y , ÎÁÊÄÅÔÓÑ s′ ∈ S, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ s′s ∈ S′,
ÌÉÂÏ S ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÐÒÁ×ÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ É ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï

(6′) ÅÓÌÉ X ∈ T ′, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ s ∈ S, s : Y → X, ÎÁÊÄÅÔÓÑ s′ ∈ S, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ss′ ∈ S′,
ôÏÇÄÁ ËÌÁÓÓ S′ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ (ÌÅ×ÙÍ ÉÌÉ ÐÒÁ×ÙÍ) ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ É ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕË-
ÔÕÒÏÊ × T ′, Á ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T ′[S′−1] ⊂ T [S−1] | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÌÅ×ÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ïÒÅ É ÕÓÌÏ×ÉÅ (6). îÁÓÙÝÅÎÎÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ
S′ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ðÕÓÔØ X t← W g→ Y | ÐÒÁ×ÁÑ S′-ÄÒÏÂØ × T ′. ðÕÓÔØ X f→ Z s← Y ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÅÊ ÌÅ×ÁÑ
S-ÄÒÏÂØ × T . îÁÊÄÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ s′ : Z → Z ′ × S, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Z ′ ∈ T ′. ôÏÇÄÁ X s′f→ Z ′ s

′s← Y | ÌÅ×ÁÑ S′-ÄÒÏÂØ × T ′,
ÔÁËÁÑ ÞÔÏ s′sg = s′ft. ôÒÅÔØÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ïÒÅ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. óÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔØ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ
ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÔÏÒ T ′[S′−1] → T [S−1], ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ T ′ → T → T [S−1] (ËÏÔÏÒÙÊ
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ S′ × ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÅÎ ÎÁ ÏÂßÅËÔÁÈ, Á ÎÁ ÍÏÒ-
ÆÉÚÍÁÈ ÕÓÔÒÏÅÎ ÔÁË: ÌÅ×ÁÑ S′-ÄÒÏÂØ s−1 ◦ f ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÔÕ ÖÅ ÌÅ×ÕÀ ÄÒÏÂØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÕÀ ËÁË S-ÄÒÏÂØ.
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÅ×ÙÅ S′-ÄÒÏÂÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ËÁË
S-ÄÒÏÂÉ, É ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ S-ÄÒÏÂØ (Ó ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ × T ′) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ S′-ÄÒÏÂÉ.
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ s−1

1 ◦ f1 ∼S s−1
2 ◦ f2, ÇÄÅ si ∈ S′. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ t ∈ S, ÔÁË ÞÔÏ ts1 = ts2,

tf1 = tf2. îÏ ÔÏÇÄÁ ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ (6) ÎÁÊÄÅÔÓÑ t′ ∈ S, ÔÁË ÞÔÏ t′t ∈ S′, ÐÒÉÞÅÍ t′ts1 = t′ts2, t′tf1 = t′tf2, ÔÁË
ÞÔÏ s−1

1 ◦ f1 ∼S′ s−1
2 ◦ f2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÕÓÔØ s−1 ◦ f | ÌÅ×ÁÑ S-ÄÒÏÂØ Ó ËÏÎÃÏÍ × T ′. îÁÊÄÅÍ s′ ∈ S, ÔÁË ÞÔÏ

s′s ∈ S′. ôÏÇÄÁ s−1 ◦ f ∼S (s′s)−1 ◦ (s′f), Á ÜÔÏ ÌÅ×ÁÑ S′-ÄÒÏÂØ. ¤
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üÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÁÓÓÕ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ B ⊂ A | ÁÂÅÌÅ×Á ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á D∗B(A) =
Hot∗B(A)[Qis−1].

ìÅÍÍÁ 3.3. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ D∗B(A) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × D∗(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hot∗B(A) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × Hot∗(A) (×
ÓÉÌÕ 2.4). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ (6) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ Õ ËÏÍÐÌÅËÓÁ X ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÌÅÖÁÔ × B, Á Y ÅÍÕ
Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÅÎ, ÔÏ Õ Y ÔÏÖÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÌÅÖÁÔ × B. ¤

÷ÌÏÖÅÎÉÅ B → A ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ Hot∗(B) → Hot∗(A), ËÏÔÏÒÏÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Hot∗B(A).

ìÅÍÍÁ 3.4. ðÕÓÔØ B ⊂ A ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÜÐÉÍÏÒ-
ÆÉÚÍÁ f : A → B, ÇÄÅ A ∈ A, B ∈ B ÎÁÊÄÅÔÓÑ B′ ⊂ A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ B′ ∈ B É f|B′ : B′ → B | ÜÐÉÍÏÆÒÉÚÍ.
ôÏÇÄÁ D−B (A) ∼= D−(B) É DbB(A) ∼= Db(B).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hot∗(B) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × Hot∗(A) (×
ÓÉÌÕ 2.4). ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÐÒÉ ∗ = −; b ÕÓÌÏ×ÉÅ (6). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ó×ÅÒÈÕ ËÏÍÐÌÅËÓ
A• Ó ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ × B, ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ÅÍÕ ÐÏÄËÏÍÐÌÅËÓ B ∈ Com(B). âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ B
ÐÏÞÌÅÎÎÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó×ÅÒÈÕ. ðÕÓÔØ Ak = 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ k > n. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÏÇÄÁ É Bk = 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ k > n. ðÕÓÔØ
ÔÅÐÅÒØ Bk ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÐÒÉ k > m ÔÁË, ÞÔÏ Hk(B) = Hk(A) ÐÒÉ k > m + 1, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Hm(B) → Hm(A)
ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ. ðÏÓÔÒÏÉÍ Bm−1. ðÕÓÔØ Im = Im(Am−1 → Am) ⊂ Am, Km−1 = Ker(Am−1 → Am). îÁÊÄÅÍ
Bm−1

0 ⊂ Am−1, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Bm−1
0 → Am−1 → Im | ÓÀÒßÅËÃÉÑ ÎÁ Im∩Bm = Ker(Bm → Am=Im) ⊂ Im

(ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÕ Ker(Am−1⊕ (Im∩Bm) → Im) → Im∩Bm).
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÊÄÅÍ × Km−1 ÐÏÄÏÂßÅËÔ Bm−1

1 ⊂ Km−1, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Bm−1
1 → Hm−1(A) | ÓÀÒßÅËÃÉÑ.

îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÌÏÖÉÍ Bm−1 = Bm−1
0 +Bm−1

1 = Im(Bm−1
0 ⊕Bm−1

1 → Am−1). ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ Hm(B) = Hm(A), Á
ÍÏÒÆÉÚÍ Hm−1(B) → Hm−1(A) ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ B.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÌÉ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (6), ËÏÔÏÒÏÅ ×ÌÅÞÅÔ ÓÔÒÏÇÕÀ ÐÏÌÎÏÔÕ ÆÕÎËÔÏÒÁ
×ÌÏÖÅÎÉÑ D∗(B) → D∗(A), ÎÏ É ÐÒÏ×ÅÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ ÎÁ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ
D∗B(A). úÎÁÞÉÔ D∗(B) ∼= D∗B(A). ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÅÍÍÙ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÄÌÑ ×ÌÏÖÅÎÉÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ R−mod ⊂ R−Mod É
Coh(X) ⊂ QCoh(X). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ D−(R−mod) ∼= D−R−mod(R−Mod) É D−(Coh(X)) ∼= D−Coh(X)(QCoh(X)).

þÁÓÔØ 4. ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÉ

ðÕÓÔØ T ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á N ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ôÒÉ-
ÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ T =N ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÞÎÙÍ ÆÕÎË-
ÔÏÒÏÍ Q : T → T =N , ÔÁË ÞÔÏ Q(N ) = 0 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ′ É ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ
F : T → T ′, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ F (N ) = 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÆÕÎËÔÏÒ
F ′ : T =N → T ′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F ∼= F ′ ◦Q.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÑ ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ S(N ) | ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× s : X → Y , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÔÒÅÔØÑ ×ÅÒÛÉÎÁ
×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → Z → X[1] ÌÅÖÉÔ × N .

ìÅÍÍÁ 4.1. ëÌÁÓÓ S(N ) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ É ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, Á
ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T [S(N )−1] Ó ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ Q : T → T [S(N )−1] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ T =N .
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ ïÒÅ. îÁÞÎÅÍ Ó ÕÓÌÏ×ÉÑ (1). ðÕÓÔØ f = gh. äÏÐÏÌÎÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ g É h
ÄÏ ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÁËÓÉÏÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ

X h // Y //

g
²²

Z //

²²

X[1]

X
f // Y ′ //

²²

Z ′

²²

// X[1]

h[1]
²²

W

²²

W //

²²

Y [1]

Y [1] // Z[1]

åÓÌÉ Ä×Á ÉÚ ÔÒÅÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× f , g É h ÌÅÖÁÔ × S(N ), ÔÏ Ä×Å ÉÚ ÔÒÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
Z → Z ′ → W → Z[1] ÌÅÖÁÔ × N . îÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÒÅÔØÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÌÅÖÉÔ ÔÁÍ ÖÅ, ÔÁË ËÁË N ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ, Á
ÚÎÁÞÉÔ É ÔÒÅÔÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÌÅÖÉÔ × S(N ).

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ (2). äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ X t← W g→ Y | ÐÒÁ×ÁÑ S(N )-ÄÒÏÂØ. äÏÐÏÌÎÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ W
( t
g

)

→ X ⊕ Y

ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ W
( t
g

)

→ X ⊕ Y (−f;s)→ Z → W [1]. ôÁË ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÎÕÌÅ×ÁÑ |
ÉÍÅÅÍ sg = ft, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ s ∈ S(N ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÁËÓÉÏÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ Ë
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ Y → X ⊕ Y → X → Y [1] É X ⊕ Y → Z →W [1]:

Y // X ⊕ Y //

²²

X //

²²

Y [1]

Y s // Z //

²²

N

²²

// Y [1]

²²
W [1]

²²

W [1] //

t[1]
²²

X[1]⊕ Y [1]

X[1]⊕ Y [1] // X[1]

ôÁË ËÁË t ∈ S(N ), ÏÂßÅËÔ N ÌÅÖÉÔ × N , ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ s ∈ S(N ).

ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ (3). ðÕÓÔØ fs = 0, s ∈ S(N ), s : X → Y , f : Y → Z. äÏÐÏÌÎÉÍ s ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → N → X[1]. ôÏÇÄÁ N ∈ N . éÚ fs = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ g : N → Z, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Y → N → Z ÒÁ×ÎÁ f . äÏÐÏÌÎÉÍ g ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ N → Z → W → N [1]. ôÏÇÄÁ
ÍÏÒÆÉÚÍ t : Z →W ÌÅÖÉÔ × S(N ), Á ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ tf = 0.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔØ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. õÓÌÏ×ÉÅ (4) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ f; g ∈
S(N). äÏÐÏÌÎÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ u′f = gu : X → Y ′ ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y ′ → W . ðÒÉÍÅÎÑÑ
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ÁËÓÉÏÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

X u // Y v //

g
²²

Z w //

h1

²²

X[1]

²²
X

gu // Y ′ //

²²

W //

²²

X[1]

N1

²²

N1

²²
Y [1] // Z[1]

É

Y ′ // W //

h2

²²

X[1]
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åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍÙ g : Y → Y ′ É f : X → X ′ ÌÅÖÁÔ × S(N ), ÔÏ N1; N2 ∈ N , ÚÎÁÞÉÔ h1; h2 ∈ S(N ), ÐÏÜÔÏÍÕ
h2h1 : Z → Z ′ | ÉÓËÏÍÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ.
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T [S(N )−1] Ó ÆÕÎËÔÏÒÏÍ Q : T → T [S(N )−1] ÕÄÏ-
×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Q(N ) = 0. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,
ÅÓÌÉ N ∈ N , ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ 0 → N ÌÅÖÉÔ × S(N ) (ÔÁË ËÁË ÅÇÏ ËÏÎÕÓ ÒÁ×ÅÎ N), ÚÎÁÞÉÔ 0 = Q(0) ∼= Q(N).
÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÐÕÓÔØ F : T → T ′ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (N ) = 0. ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ
s : X → Y , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ s ∈ S(N ) É ÄÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → N → X[1] (ÚÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ N ∈ N ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÌÁÓÓÁ S(N )). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÏÌÕÞÉÍ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ (× ÓÉÌÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ
ÆÕÎËÔÏÒÁ F ) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË F (X) → F (Y ) → F (N) → F (X)[1] × T ′. ôÁË ËÁË F (N) = 0, ÍÏÒÆÉÚÍ F (s) |
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. úÎÁÞÉÔ F (S(N )) ⊂ Iso, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÔÏÒ F ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ F ∼= F ′ ◦ Q,
ÐÒÉÞÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. ¤
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.2. ðÕÓÔØ X → Y → Z → X[1] | ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
(a) ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ Z → X[1] | ÎÕÌÅ×ÏÊ, ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ X iX→ X ⊕ Z pZ→ Z 0→ X[1];
(b) ÅÓÌÉ Z = 0, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ X → Y | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D∗(A) = Hot∗(A)=Acycl∗(A).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KerQ : T → T =N ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë N ÐÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

ðÏÌÅÚÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÌÅÍÍÕ 3.2.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. ðÕÓÔØ F : T ′ → T | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÁN ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ðÏÌÏÖÉÍ
N ′ = F−1(N ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F ′ : T ′=N ′ → T =N , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F ′ ◦ Q′ ∼= Q ◦ F .
ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ É ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ×

(6′′) ÅÓÌÉ X ∈ T ′, N ∈ N ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ N → F (X) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ×ÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ
N → F (N ′) → F (X), ÇÄÅ N ′ ∈ N ′ ÉÌÉ

(6′′′) ÅÓÌÉ X ∈ T ′, N ∈ N ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ F (X) → X ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ×ÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ
F (X) → F (N ′) → N , ÇÄÅ N ′ ∈ N ′,

ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ F ′ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏ×.
ìÅÍÍÁ 4.6. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ ×ÌÏÖÅÎÉÑ Hot∗(ProjA) → Hot∗(A) É ÐÒÏÅËÃÉÉ Q : Hot∗(A) → D∗(A) |
ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ∗ = −; b. åÓÌÉ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× × A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÔÏ
Hot−(ProjA) ∼= D−(A), Hot−(ProjA)b ∼= Db(A).
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÆÕÎËÔÏÒ Hot∗(InjA) → Hot∗(A) → D∗(A) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ∗ = +; b, Á ÅÓÌÉ
ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× × A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÔÏ Hot+(InjA) ∼= D+(A), Hot+(InjA)b ∼= Db(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Acycl−(A) ∩ Hot−(ProjA) = 0. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ P • | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ
Ó×ÅÒÈÕ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÔÏ ÏÎ ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÎÕÌÀ (É P • É 0 Ñ×ÌÑ-
ÀÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍÉ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁÍÉ ÎÕÌÑ, Á ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍÁ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÏÔÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ
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ÕÓÌÏ×ÉÅ (6′′′) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ Ó×ÅÒÈÕ ËÏÍÐÌÅËÓÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× × ÁÃÉËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÎÕÌÀ. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ó×ÅÒÈÕ ËÏÍÐÌÅËÓ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ, ÚÎÁÞÉÔ ÆÕÎËÔÏÒ
Hot∗(A) → D∗(A) ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ. ¤

éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Dsing(A) := Db(A)=Dperf(A), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ
ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.7. ðÕÓÔØ A = k[x]=x2−mod. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Dsing(A) ∼= k−mod.


