çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 8 12.11.2008

ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÉ

þÁÓÔØ 1. ôÏÞÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

ðÕÓÔØ T É T^′ | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. áÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : T → T^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ

• ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ` : F ∘ [1] → [1] ∘ F ;

• F ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Œ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X^u→ Y^v→ Z^w→ X[1] Œ T ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË F (X)^{F (u)}→ F (Y )^{F (v)}→ F (Z)^{`X ∘F (w)}→ F (X)[1] ŒÙÄÅÌÅÎ Œ T^′.

âÏÌÅÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÏÞÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÁÒÕ (F; `).

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ (É ŒÓÅ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÉ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍÉ. äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÔÁËÏÊ.

ìÅÍÍÁ 1.1. åÓÌÉ F : A → B | ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÁÂÅÌÅŒÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ, ÔÏ ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : Hot(A) → Hot(B).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÞÌÅÎÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ F Ë ËÏÍÐÌÅËÓÁÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎËÔÏÒ Com(A) → Com(B). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÇÏÍÏÔÏ- ÐÉÞÅÓËÉÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÓÄŒÉÇÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ, É ÚÎÁÞÉÔ ÔÏÞÅÎ. □

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÍÅÖÄÕ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ T É T^′ ÞÅÒÅÚ Fun_{ex}(T ; T^′).

ìÅÍÍÁ 1.2. ðÕÓÔØ F : T → T^′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ G : T^′ → T ÓÏÐÒÑÖÅÎ Ë F , ÔÏ ÏÎ ÔÁËÖÅ ÔÏÞÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÎÁÐÒÉÍÅÒ G ÓÏÐÒÑÖÅÎ Ë F ÓÐÒÁŒÁ. œÎÁÞÁÌÅ ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÐÅÒŒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X ∈ T , Y ∈ T^′. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

Hom(X; G(Y [1])) ∼= Hom(F (X); Y [1]) ∼= Hom(F (X)[−1]; Y ) ∼= ∼= Hom(F (X[−1]); Y ) ∼= Hom(X[−1]; G(Y )) ∼= Hom(X; G(Y )[1])

(ÐÅÒŒÙÊ É ÞÅÔŒÅÒÔÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, ŒÔÏÒÏÊ É ÐÑÔÙÊ ÏÞÅŒÉÄÎÙ, Á ÔÒÅÔÉÊ | ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÅ F ÓÏ ÓÄŒÉÇÏÍ). ðÏ ÌÅÍÍÅ éÏÎÅÄÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ G(Y [1]) ∼= G(Y )[1], ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÊ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ŒÔÏÒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X → Y → Z → X[1] | ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉË Œ T^′. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË G(X) → G(Y ) → G(Z) → G(X)[1], ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÁ G Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G(X[1]) ∼= G(X)[1], ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ. äÏÐÏÌÎÉÍ ÔÁËÖÅ ÍÏÒ- ÆÉÚÍ G(X) → G(Y ) ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ G(X) → G(Y ) → W → G(X)[1]. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ W → G(Z), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

G(X) � id � G(Y ) � id � W � � � � G(X)[1] id � G(X) � G(Y ) � G(Z) � G(X)[1]

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

F (G(X)) � ȷ � F (G(Y )) � ȷ � F (W ) � � � � F (G(X))[1] ȷ � X � Y � Z � X[1] 1

ÇÄÅ ȷ : F ∘ G → id | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ. ðÏ ÁËÓÉÏÍÅ (TR3) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ F (W ) → Z, ÄÅÌÁÀÝÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍ W → G(Z). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÔÁËÖÅ ÄÅÌÁÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ U ∈ T É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

Hom(U; G(X)) � id � Hom(U; G(Y )) � id � Hom(U; W ) � � Hom(U; G(X)[1]) � id � Hom(U; G(Y )[1]) id � Hom(U; G(X)) � Hom(U; G(Y )) � Hom(U; G(Z)) � Hom(U; G(X)[1]) � Hom(U; G(Y )[1])

åÅ ŒÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÔÏÞÎÁ ÔÁË ËÁË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË G(X) → G(Y ) → W → G(X)[1] ŒÙÄÅÌÅÎ, Á ÎÉÖÎÑÑ ÔÏÞÎÁ ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ÐÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓÔÒÏËÅ

Hom(F (U); X) → Hom(F (U); Y ) → Hom(F (U); Z) → Hom(F (U); X[1]) → Hom(F (U); Y [1]);

ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÉÚ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → Z → X[1]. ðÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÐÑÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÚÁ- ËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ Hom(U; W ) → Hom(U; G(Z)) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÚÎÁÞÉÔ W → G(Z) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. □

þÁÓÔØ 2. ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ

ðÕÓÔØ T | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ðÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ S ⊂ T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÏÄËÁÔÅÇÏ- ÒÉÅÊ, ÅÓÌÉ ÎÁ S ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅÎ.

ìÅÍÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ S ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏ ŒÓÑËÉÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÅÍÕ Œ T ÏÂSSÅËÔÙ). ôÏÇÄÁ S ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ ⇐⇒ S ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÓÄŒÉÇÁ É ŒÚÑÔÉÑ ËÏÎÕÓÁ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÎÁ S ÚÁÄÁÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅÎ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ X ∈ S ÉÍÅÅÍ X[1]_S ∼= X[1]_T . ìÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÌÅÖÉÔ Œ S, ÚÎÁÞÉÔ É ÐÒÁŒÁÑ ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ, ÔÁË ÞÔÏ S ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ Œ S. äÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ Œ S ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → Z → X[1]. ôÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÖÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÂÕÄÅÔ ŒÙÄÅÌÅÎ Œ T , ÔÁË ÞÔÏ ËÏÎÕÓ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÏÂSSÅËÔÕ Z, ÌÅÖÁÝÅÍÕ Œ S. úÎÁÞÉÔ S ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÚÑÔÉÑ ËÏÎÕÓÏŒ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ S ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÓÄŒÉÇÁ É ŒÚÑÔÉÑ ËÏÎÕÓÁ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÄŒÉÇ Œ S ËÁË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ S ÓÄŒÉÇÁ Œ T , Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ŒÙÄÅÌÅÎ Œ T . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÁËÓÉÏÍÙ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ (ÄÌÑ (TR1.3) É (TR4) ÎÕÖÎÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ S ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÚÑÔÉÑ ËÏÎÕÓÏŒ, ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÏÌÎÏÔÙ). □

äÁÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÇÏ ÎÏŒÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ Hot^∗(A), ÇÄÅ ∗ ∈ { +; −; b } | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁ- ÔÅÇÏÒÉÉ Œ Hot(A).

ðÕÓÔØ E ⊂ A | ËÌÁÓÓ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, Á Hot^∗(E) | ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ Hot^∗(A), ÏÂSSÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ËÏÍÐÌÅËÓÙ, ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ Œ E.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.3. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ Hot^∗(E) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ Hot^∗(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ ÏÞÅŒÉÄÎÁ, Á ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÕÓÏŒ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÉÚ ÑŒÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ËÏÎÕÓÁ Œ Hot(A). □

äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÔÁËÏÊ. ðÕÓÔØ B ⊂ A | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÁÂÅÌÅŒÁ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ Œ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → A_1 → A_2 → A_3 → 0 ÏÂSSÅËÔÙ A_1 É A_3 ÌÅÖÁÔ Œ B, ÔÏ A_2 ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ Œ B). ðÕÓÔØ Hot^∗_B(A) | ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ Hot^∗(A), ÏÂSSÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ËÏÍÐÌÅËÓÙ, ŒÓÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ Œ B.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.4. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ Hot^∗_B(E) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ Hot^∗(E).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ ÏÞÅŒÉÄÎÁ, Á ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÕÓÏŒ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÉÚ ÑŒÎÏÊ ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Œ Hot(A). □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ Hot_B(E)^∗ ⊂ Hot_B(E) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ Œ Hot(A).

ðÏÚÖÅ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Hot_B(E)^∗ É Hot^∗_B(E) ÞÁÓÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

ðÕÓÔØ T | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á E ⊂ T | ËÁËÏÅ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÅ ÏÂSSÅËÔÏŒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ⟨E⟩ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÕÀ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ Œ T , ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ E. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ⟨E⟩ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ É ËÏÎÕÓÏŒ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D^b(A) = ⟨A⟩. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) D^b(Z−mod) = ⟨Z⟩;

(b) ÅÓÌÉ ËÏÌØÃÏ R ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÔÏ D^b(R−mod) = ⟨Proj(R)⟩; (c) ÅÓÌÉ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ D^b(CohX) = ⟨VB(X)⟩.

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ⟨Proj(A)⟩ ⊂ D^b(A) (ÉÌÉ ⟨VB(X)⟩ ⊂ D^b(CohX) Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ) ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÅ D^{perf} (A) É D^{perf} (X) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

þÁÓÔØ 3. ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ

ðÕÓÔØ S | ËÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ É ÓÏÇÌÁÓÏ- ŒÁÎÎÙÊ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ (a) ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ Q : T → T [S^{−1}] ÔÏÞÅÎ; (b) ÅÓÌÉ F : T → T^′ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (S) ⊂ Iso, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ F^′ : T [S^{−1}] → T^′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F = F^′ ∘ Q ÔÏÖÅ ÔÏÞÅÎ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ T^′ ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ðÏÌÏÖÉÍ S^′ = T^′ ∩ S. ìÅÍÍÁ 3.2. ðÕÓÔØ ÌÉÂÏ S ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÌÅŒÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ É ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (6) ÅÓÌÉ X ∈ T^′, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ s ∈ S, s : X → Y , ÎÁÊÄÅÔÓÑ s^′ ∈ S, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ s^′s ∈ S^′, ÌÉÂÏ S ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÒÁŒÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ É ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ

(6^′) ÅÓÌÉ X ∈ T^′, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ s ∈ S, s : Y → X, ÎÁÊÄÅÔÓÑ s^′ ∈ S, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ss^′ ∈ S^′, ôÏÇÄÁ ËÌÁÓÓ S^′ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ (ÌÅŒÙÍ ÉÌÉ ÐÒÁŒÙÍ) ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ É ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÏÊ Œ T^′, Á ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T^′[S^{′−1}] ⊂ T [S^{−1}] | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÌÅŒÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ïÒÅ É ÕÓÌÏŒÉÅ (6). îÁÓÙÝÅÎÎÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ S^′ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. ðÕÓÔØ X^t← W^g→ Y | ÐÒÁŒÁÑ S^′-ÄÒÏÂØ Œ T^′. ðÕÓÔØ X^f→ Z^s← Y ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅÊ ÌÅŒÁÑ S-ÄÒÏÂØ Œ T . îÁÊÄÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ s^′ : Z → Z^′ Œ S, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Z^′ ∈ T^′. ôÏÇÄÁ X^{s′ f}→ Z^{′ s′ s}← Y | ÌÅŒÁÑ S^′-ÄÒÏÂØ Œ T^′, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ s^′sg = s^′ft. ôÒÅÔØÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ïÒÅ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. óÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÏÞÅŒÉÄÎÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÔÏÒ T^′[S^{′−1}] → T [S^{−1}], ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ T^′ → T → T [S^{−1}] (ËÏÔÏÒÙÊ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ S^′ Œ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÅÎ ÎÁ ÏÂSSÅËÔÁÈ, Á ÎÁ ÍÏÒ- ÆÉÚÍÁÈ ÕÓÔÒÏÅÎ ÔÁË: ÌÅŒÁÑ S^′-ÄÒÏÂØ s^{−1} ∘ f ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÔÕ ÖÅ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÕÀ ËÁË S-ÄÒÏÂØ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÅŒÙÅ S^′-ÄÒÏÂÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ËÁË S-ÄÒÏÂÉ, É ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ S-ÄÒÏÂØ (Ó ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ Œ T^′) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ S^′-ÄÒÏÂÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ s^{−1}_1 ∘ f_1 ∼_S s^{−1}_2 ∘ f_2, ÇÄÅ s_i ∈ S^′. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ t ∈ S, ÔÁË ÞÔÏ ts_1 = ts_2, tf_1 = tf_2. îÏ ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ (6) ÎÁÊÄÅÔÓÑ t^′ ∈ S, ÔÁË ÞÔÏ t^′t ∈ S^′, ÐÒÉÞÅÍ t^′ts_1 = t^′ts_2, t^′tf_1 = t^′tf_2, ÔÁË ÞÔÏ s^{−1}_1 ∘ f_1 ∼_S′ s^{−1}_2 ∘ f_2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÕÓÔØ s^{−1} ∘ f | ÌÅŒÁÑ S-ÄÒÏÂØ Ó ËÏÎÃÏÍ Œ T^′. îÁÊÄÅÍ s^′ ∈ S, ÔÁË ÞÔÏ s^′s ∈ S^′. ôÏÇÄÁ s^{−1} ∘ f ∼_S (s^′s)^{−1} ∘ (s^′f), Á ÜÔÏ ÌÅŒÁÑ S^′-ÄÒÏÂØ. □ üÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÁÓÓÕ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ B ⊂ A | ÁÂÅÌÅŒÁ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á D^∗_B(A) = Hot^∗_B(A)[Qis^{−1}].

ìÅÍÍÁ 3.3. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ D^∗_B(A) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ D^∗(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hot^∗_B(A) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ Hot^∗(A) (Œ ÓÉÌÕ 2.4). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÕÓÌÏŒÉÅ (6) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ Õ ËÏÍÐÌÅËÓÁ X ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÌÅÖÁÔ Œ B, Á Y ÅÍÕ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÅÎ, ÔÏ Õ Y ÔÏÖÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÌÅÖÁÔ Œ B. □

œÌÏÖÅÎÉÅ B → A ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Hot^∗(B) → Hot^∗(A), ËÏÔÏÒÏÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Hot^∗_B(A).

ìÅÍÍÁ 3.4. ðÕÓÔØ B ⊂ A ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÜÐÉÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ f : A → B, ÇÄÅ A ∈ A, B ∈ B ÎÁÊÄÅÔÓÑ B^′ ⊂ A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ B^′ ∈ B É f_{|B}′ : B^′ → B | ÜÐÉÍÏÆÒÉÚÍ. ôÏÇÄÁ D^−_B (A) ∼= D^−(B) É D^b_B(A) ∼= D^b(B).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hot^∗(B) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ Hot^∗(A) (Œ ÓÉÌÕ 2.4). ðÒÏŒÅÒÉÍ ÐÒÉ ∗ = −; b ÕÓÌÏŒÉÅ (6). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓŒÅÒÈÕ ËÏÍÐÌÅËÓ A^• Ó ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ Œ B, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ÅÍÕ ÐÏÄËÏÍÐÌÅËÓ B ∈ Com(B). âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ B ÐÏÞÌÅÎÎÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓŒÅÒÈÕ. ðÕÓÔØ A^k = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ k ¿ n. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÏÇÄÁ É B^k = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ k ¿ n. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ B^k ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÐÒÉ k � m ÔÁË, ÞÔÏ H^k(B) = H^k(A) ÐÒÉ k � m + 1, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H^m(B) → H^m(A) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ. ðÏÓÔÒÏÉÍ B^{m−1}. ðÕÓÔØ I^m = Im(A^{m−1} → A^m) ⊂ A^m, K^{m−1} = Ker(A^{m−1} → A^m). îÁÊÄÅÍ B^{m−1}_0 ⊂ A^{m−1}, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ B^{m−1}_0 → A^{m−1} → I^m | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ ÎÁ I^m∩B^m = Ker(B^m → A^m=I^m) ⊂ I^m (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÕ Ker(A^{m−1} ⊕ (I^m ∩ B^m) → I^m) → I^m ∩ B^m). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÊÄÅÍ Œ K^{m−1} ÐÏÄÏÂSSÅËÔ B^{m−1}_1 ⊂ K^{m−1}, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ B^{m−1}_1 → H^{m−1}(A) | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÌÏÖÉÍ B^{m−1} = B^{m−1}_0 + B^{m−1}_1 = Im(B^{m−1}_0 ⊕ B^{m−1}_1 → A^{m−1}). ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ H^m(B) = H^m(A), Á ÍÏÒÆÉÚÍ H^{m−1}(B) → H^{m−1}(A) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ B.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÌÉ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (6), ËÏÔÏÒÏÅ ŒÌÅÞÅÔ ÓÔÒÏÇÕÀ ÐÏÌÎÏÔÕ ÆÕÎËÔÏÒÁ ŒÌÏÖÅÎÉÑ D^∗(B) → D^∗(A), ÎÏ É ÐÒÏŒÅÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ ÎÁ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ D^∗_B(A). úÎÁÞÉÔ D^∗(B) ∼= D^∗_B(A). □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÌÅÍÍÙ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÄÌÑ ŒÌÏÖÅÎÉÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ R−mod ⊂ R−Mod É Coh(X) ⊂ QCoh(X). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ D^−(R−mod) ∼= D^−_{R−mod}(R−Mod) É D^−(Coh(X)) ∼= D^−_{Coh(X)}(QCoh(X)).

þÁÓÔØ 4. ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÉ

ðÕÓÔØ T ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á N ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ôÒÉ- ÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ T =N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÞÎÙÍ ÆÕÎË- ÔÏÒÏÍ Q : T → T =N , ÔÁË ÞÔÏ Q(N ) = 0 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T^′ É ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ F : T → T^′, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ F (N ) = 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÆÕÎËÔÏÒ F^′ : T =N → T^′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F ∼= F^′ ∘ Q.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÑ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ S(N ) | ËÌÁÓÓ ŒÓÅÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ s : X → Y , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÔÒÅÔØÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → Z → X[1] ÌÅÖÉÔ Œ N .

ìÅÍÍÁ 4.1. ëÌÁÓÓ S(N ) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ É ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, Á ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T [S(N )^{−1}] Ó ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ Q : T → T [S(N )^{−1}] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ T =N .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑ ïÒÅ. îÁÞÎÅÍ Ó ÕÓÌÏŒÉÑ (1). ðÕÓÔØ f = gh. äÏÐÏÌÎÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ g É h ÄÏ ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÁËÓÉÏÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ

X^h � Y � g � Z � � X[1]

X^f � Y^′ � � Z^′ �

� X[1]

h[1] � W � W � � Y [1]

Y [1] � Z[1]

åÓÌÉ ÄŒÁ ÉÚ ÔÒÅÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f, g É h ÌÅÖÁÔ Œ S(N ), ÔÏ ÄŒÅ ÉÚ ÔÒÅÈ ŒÅÒÛÉÎ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Z → Z^′ → W → Z[1] ÌÅÖÁÔ Œ N . îÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÒÅÔØÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÌÅÖÉÔ ÔÁÍ ÖÅ, ÔÁË ËÁË N ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÔÒÅÔÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÌÅÖÉÔ Œ S(N ).

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏŒÅÒÉÍ (2). äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ X^t← W^g→ Y | ÐÒÁŒÁÑ S(N )-ÄÒÏÂØ. äÏÐÏÌÎÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ W ( t g ) → X ⊕ Y

ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ W ( t g ) → X ⊕ Y^{(−f;s)}→ Z → W [1]. ôÁË ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÎÕÌÅŒÁÑ | ÉÍÅÅÍ sg = ft, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ s ∈ S(N ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÁËÓÉÏÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ Y → X ⊕ Y → X → Y [1] É X ⊕ Y → Z → W [1]:

Y � X ⊕ Y � � X � � Y [1]

Y^s � Z � � N � � Y [1] � W [1] � W [1] �

t[1] � X[1] ⊕ Y [1]

X[1] ⊕ Y [1] � X[1]

ôÁË ËÁË t ∈ S(N ), ÏÂSSÅËÔ N ÌÅÖÉÔ Œ N , ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ s ∈ S(N ).

ðÒÏŒÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ (3). ðÕÓÔØ fs = 0, s ∈ S(N ), s : X → Y , f : Y → Z. äÏÐÏÌÎÉÍ s ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → N → X[1]. ôÏÇÄÁ N ∈ N . éÚ fs = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ g : N → Z, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Y → N → Z ÒÁŒÎÁ f. äÏÐÏÌÎÉÍ g ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ N → Z → W → N[1]. ôÏÇÄÁ ÍÏÒÆÉÚÍ t : Z → W ÌÅÖÉÔ Œ S(N ), Á ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ tf = 0.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. õÓÌÏŒÉÅ (4) ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ f; g ∈ S(N). äÏÐÏÌÎÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ u^′f = gu : X → Y^′ ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y^′ → W . ðÒÉÍÅÎÑÑ

ÁËÓÉÏÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

X^u � Y^v � g � Z^w �

h_1 � X[1] � X^{gu} � Y^′ � � W � � X[1]

N_1 � N_1 � Y [1] � Z[1]

É

Y^′ � W �

h_2 � X[1]

f [1] �

(u^′ f )[1]�

Y^′[1]

Y^{′ v′} � Z^{′ w′} � � X^′[1]^u

′[1] �

� Y^′[1]

N_2 � N_2 � W [1] � X[2]

åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍÙ g : Y → Y^′ É f : X → X^′ ÌÅÖÁÔ Œ S(N ), ÔÏ N_1; N_2 ∈ N , ÚÎÁÞÉÔ h_1; h_2 ∈ S(N ), ÐÏÜÔÏÍÕ h_2h_1 : Z → Z^′ | ÉÓËÏÍÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T [S(N )^{−1}] Ó ÆÕÎËÔÏÒÏÍ Q : T → T [S(N )^{−1}] ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÉ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Q(N ) = 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ N ∈ N , ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ 0 → N ÌÅÖÉÔ Œ S(N ) (ÔÁË ËÁË ÅÇÏ ËÏÎÕÓ ÒÁŒÅÎ N), ÚÎÁÞÉÔ 0 = Q(0) ∼= Q(N). œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÐÕÓÔØ F : T → T^′ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (N ) = 0. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ s : X → Y , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ s ∈ S(N ) É ÄÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → N → X[1] (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ N ∈ N ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÌÁÓÓÁ S(N )). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÏÌÕÞÉÍ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ (Œ ÓÉÌÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÁ F ) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË F (X) → F (Y ) → F (N) → F (X)[1] Œ T^′. ôÁË ËÁË F (N) = 0, ÍÏÒÆÉÚÍ F (s) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. úÎÁÞÉÔ F (S(N )) ⊂ Iso, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÔÏÒ F ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ F ∼= F^′ ∘ Q, ÐÒÉÞÅÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.2. ðÕÓÔØ X → Y → Z → X[1] | ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ Z → X[1] | ÎÕÌÅŒÏÊ, ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ X^{iX}→ X ⊕ Z^{pZ}→ Z^0→ X[1]; (b) ÅÓÌÉ Z = 0, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ X → Y | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D^∗(A) = Hot^∗(A)= Acycl^∗(A).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ker Q : T → T =N ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ Ë N ÐÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

ðÏÌÅÚÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÌÅÍÍÕ 3.2.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. ðÕÓÔØ F : T^′ → T | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, Á N ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ðÏÌÏÖÉÍ N^′ = F^{−1}(N ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F^′ : T^′=N^′ → T =N , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F^′ ∘ Q^′ ∼= Q ∘ F . ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ É ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ

(6^{′′}) ÅÓÌÉ X ∈ T^′, N ∈ N ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ N → F (X) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ N → F (N^′) → F (X), ÇÄÅ N^′ ∈ N^′ ÉÌÉ (6^{′′′}) ÅÓÌÉ X ∈ T^′, N ∈ N ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ F (X) → X ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ F (X) → F (N^′) → N, ÇÄÅ N^′ ∈ N^′,

ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ F^′ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

ìÅÍÍÁ 4.6. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Hot^∗(Proj A) → Hot^∗(A) É ÐÒÏÅËÃÉÉ Q : Hot^∗(A) → D^∗(A) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ∗ = −; b. åÓÌÉ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ Œ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÔÏ Hot^−(Proj A) ∼= D^−(A), Hot^−(Proj A)^b ∼= D^b(A).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÆÕÎËÔÏÒ Hot^∗(Inj A) → Hot^∗(A) → D^∗(A) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ∗ = +; b, Á ÅÓÌÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ Œ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÔÏ Hot^+(Inj A) ∼= D^+(A), Hot^+(Inj A)^b ∼= D^b(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Acycl^−(A) ∩ Hot^−(Proj A) = 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ P^• | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓŒÅÒÈÕ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÔÏ ÏÎ ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÎÕÌÀ (É P^• É 0 ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁÍÉ ÎÕÌÑ, Á ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÏÔÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ

ÕÓÌÏŒÉÅ (6^{′′′}) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÓŒÅÒÈÕ ËÏÍÐÌÅËÓÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ Œ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÎÕÌÀ. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓŒÅÒÈÕ ËÏÍÐÌÅËÓ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ, ÚÎÁÞÉÔ ÆÕÎËÔÏÒ Hot^∗(A) → D^∗(A) ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. □

éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ D^{sing}(A) := D^b(A)=D^{perf} (A), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.7. ðÕÓÔØ A = k[x]=x^2 −mod. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D^{sing}(A) ∼= k−mod.