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ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ | ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ
þÁÓÔØ 1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ

ðÕÓÔØ F : A → B | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÁÂÅÌÅ×ÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ
ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÔÁËÖÅ ÞÅÒÅÚ F : Hot(A) → Hot(B).
ìÅÍÍÁ 1.1. æÕÎËÔÏÒ F ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ⇐⇒ F ÔÏÞÅÎ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÔÏÞÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ 0 → X u→ Y v→ Z → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ. úÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ v ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ Ë×ÁÚÉÉÚÏ-
ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÁ {X → Y } É Z. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ F (v) ÄÏÌÖÅÎ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÔØ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×
{F (X) → F (Y ) } É F (Z), ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → F (X) → F (Y ) → F (Z) → 0 ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÔÏÞÎÁ. ¤

åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ F : Hot(A) → Hot(B) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á
ÆÕÎËÔÏÒÁ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ D(F ) : D(A) → D(B), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ
(∗) D(F ) ◦QA ∼= QB ◦ F:
÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÔÏÒ D(F ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ ÏÔ ÆÕÎËÔÏÒÁ F .
ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ F : A → B ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒ D(F ), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Õ (∗), ÎÅÌØÚÑ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ | ÜÔÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë ÜÔÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ.
ôÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ RF : D(A) → D(B) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ ÏÔ F , ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×
(†) �F : QB ◦ F → RF ◦QA;
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ:

• ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ G : D(A) → D(B) É ×ÓÑËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÕÎËÔÏÒÏ× � : QB ◦F → G◦QA
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× �′ : RF → G, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

QB ◦ F �F //

� **VVVVVVVVVVVVV RF ◦QA
�′²²

G ◦QA
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ LF : D(A) → D(B) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ ÏÔ ÆÕÎËÔÏÒÁ F , ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎ
ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×
(‡) �F : LF ◦QA → QB ◦ F;
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ:

• ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ G : D(A) → D(B) É ×ÓÑËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÕÎËÔÏÒÏ× � : G◦QA → QB ◦F
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× �′ : G→ LF , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

G ◦QA
�

**VVVVVVVVVVVV
�′ ²²

LF ◦QA �F
// QB ◦ F

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F : A → B ÔÏÞÅÎ, ÔÏ D(F ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ÐÒÁ×ÙÍ É ÌÅ×ÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ
ÏÔ F ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÙÊ (ÉÌÉ ÌÅ×ÙÊ) ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ (ÅÓÌÉ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ).
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þÁÓÔØ 2. ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× É ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÏÎÑÔÉÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÆÕÎËÔÏÒÁ.
ðÕÓÔØ T É T ′ | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, F : T → T ′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, Á N ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ
ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ. åÓÌÉ F (N ) = 0, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ T =N . ÷ ÏÂÝÅÍ ÖÅ
ÓÌÕÞÁÅ, ÔÁËÏÇÏ ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ.
ôÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ RF : T =N → T ′ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ � : F → RF ◦ Q ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÏÊ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ
F ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ N , ÅÓÌÉ ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× F → G ◦ Q (ÇÄÅ G : T =N → T ′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ)
ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÅÒÅÚ ÍÏÒÆÉÚÍ RF → G. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ LF : T =N → T ′
×ÍÅÓÔÅ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ � : LF ◦Q→ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÏÊ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ F ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ N , ÅÓÌÉ ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ
ÆÕÎËÔÏÒÏ× G ◦Q → F (ÇÄÅ G : T =N → T ′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ) ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÅÒÅÚ
ÍÏÒÆÉÚÍ G→ LF .

F
�F //
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ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ T = Hot(A), N = Acycl(A), T ′ = D(B) ÐÒÁ×ÁÑ (ÌÅ×ÁÑ) ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ QB ◦ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÒÁ×ÙÍ (ÌÅ×ÙÍ) ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÏÐÒÏÓ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ×ÏÐÒÏÓÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÊ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×, ÉÍÅÅÍ
ìÅÍÍÁ 2.1. åÓÌÉ F (N ) = 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ F ′ : T =N → T ′, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ É ÐÒÁ×ÏÊ É ÌÅ×ÏÊ
ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ F ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ F (N ) = 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ F ′ : T =N → T ′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F ′ ◦Q = F . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �
É � ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ F → F ′ ◦Q É F ′ ◦Q→ F . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÄÁÀÔ ÉÓËÏÍÙÅ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ. ¤

þÕÔØ ÓÌÏÖÎÅÅ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ N → T ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ
T → N . ôÏÇÄÁ ×ÓÑËÉÊ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : T → T ′ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÕÀ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÀ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÁ.
ìÅÍÍÁ 2.3. ðÕÓÔØ A ⊂ T É B ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ

• Hom(B;A) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ A ∈ A, B ∈ B;
• ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ T ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË BX → X → AX → BX [1], ×

ËÏÔÏÒÏÍ AX ∈ A, Á BX ∈ B.

ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒÙ ×ÌÏÖÅÎÉÑ � : A → T É � : B → T ÉÍÅÀÔ ÌÅ×ÙÊ É ÐÒÁ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒÙ
�∗ : T → A É �! : T → B ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌÅÎ É ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ

��!X → X → ��∗X → ��!X[1];
× ËÏÔÏÒÏÍ ÐÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØÀ ÆÕÎËÔÏÒÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ X;Y ∈ T , Á BX → X → AX → BX [1] É BY → Y → AY → BY [1] | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ BX → X → Y → AY
ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ (ÔÁË ËÁË Hom(BX ; AY ) = 0), ÐÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×

BX //
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Â BX [1]

BY // Y // AY // BY [1]
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ôÁË ËÁË Hom(BX ; AY [−1]) = 0 ÔÁËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X 7→ AX ,
f 7→ Af , Á ÔÁËÖÅ X 7→ BX , f 7→ Bf Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ T → A É T → B ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ BX → X → AX → BX [1] ÆÕÎËÔÏÒ Hom(B;−) Ó B ∈ B. ôÁË ËÁË
Hom(B;AX) = 0, ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hom(�(B); X) ∼= Hom(B;BX). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒX 7→ BX
ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÐÒÁ×Á Ë �. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ X 7→ AX ÓÏÐÒÑÖÅÎ Ë � ÓÌÅ×Á. ¤

åÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÅÍÍÙ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ A, B ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T É ÐÉÛÕÔ T = 〈A;B〉.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ N ⊂ T | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N⊥ ⊂ T
ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ × T , ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ×ÓÅÈ X ∈ T , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ HomT (N;X) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ N ∈ N .
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ⊥N ⊂ T ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ × T , ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ×ÓÅÈ X ∈ T , ÔÁËÉÈ
ÞÔÏ HomT (X;N) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ N ∈ N . üÔÉ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ É ÐÒÁ×ÙÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÏÍ Ë N
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ N⊥ É ⊥N | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ.
ìÅÍÍÁ 2.5. åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ N → T ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏ T = 〈N⊥;N〉 |
ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ N → T ÉÍÅÅÔ ÌÅ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ
ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏ T = 〈N ;⊥N〉 | ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÅÍÍÙ 2.3 ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ. ðÅÒ×ÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÁ. äÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hom(N;��!X) = Hom(N;�!X) ∼= Hom(�N;X) =
Hom(N;X) ÄÌÑ ×ÓÅÈ N ∈ N , ÐÒÉÞÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ��!X → X. äÏ-
ÐÏÌÎÉÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ��!X → X ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

��!X → X → X ′ → ��!X[1]:
ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÅÍÕ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(N;−) Ó N ∈ N , ÐÏÌÕÞÁÅÍ Hom(N;X ′) = 0, ÚÎÁÞÉÔ X ′ ∈ N⊥. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
×ÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÏÖÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ. ¤

ðÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÊ ÓÐÒÁ×Á, Á
ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ÌÅ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÊ ÓÌÅ×Á. åÓÌÉ
ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ É ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á, ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2:2. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ N ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ ÓÐÒÁ×Á, ÐÏÜÔÏÍÕ T = 〈N⊥;N〉 | ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏ-
ÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ N É N⊥ ÞÅÒÅÚ � É � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ��!X → X → ��∗X → ��!X[1] ÆÕÎËÔÏÒ Q. ôÁË ËÁË Q(N ) = 0, Á Im� ⊂ N ,
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË 0 → Q(X) → Q��∗(X) → 0, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Q ∼= Q��∗.
ðÕÓÔØ F : T → T ′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. ðÏÌÏÖÉÍ ~F = F��∗ É ÐÕÓÔØ � : F → F��∗ | ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎÄÕÃÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ id → ��∗. ðÕÓÔØ � : F → GQ | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×.
ëÏÍÐÏÎÉÒÕÑ Ó ��∗, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ �′ : ~F = F��∗ → GQ��∗ ∼= GQ, ÐÒÉÞÅÍ × ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ
�′ = � ◦ �. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ �′ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ~F (N ) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ~F ÒÁÓËÌÁÄÙ×Á-
ÅÔÓÑ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ T Q→ T =N RF→ T ′. ôÏÇÄÁ RF | ÉÓËÏÍÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. ¤

þÁÓÔØ 3. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ É ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2 (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ) ÄÁÅÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×.
ìÅÍÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×. ôÏÇÄÁ

Hot+(A) = 〈Hot+(Inj(A));Acycl+(A)〉
| ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ F : A → B ÎÁ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D+(A) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ RF .
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÕÓÔØ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×. ôÏÇÄÁ

Hot−(A) = 〈Acycl−(A);Hot−(Proj(A))〉
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| ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ F : A → B ÎÁ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D−(A) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÌÅ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ LF .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ I• | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ ËÏÍÐÌÅËÓ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, Á X• | ÁÃÉËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍ-
ÐÌÅËÓ, ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ I• → X• ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÎÕÌÀ (ÜÔÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÉ × ÌÅËÃÉÉ 4, ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ
ÉÎÄÕËÃÉÉ). ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ X• | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ
ËÏÍÐÌÅËÓ, ÔÏ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ X• → I•. åÇÏ ËÏÎÕÓ | ÁÃÉ-
ËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ É × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÅÓÔØ ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ
ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2 É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ F . áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÔÏÒÕÀ ÞÁÓÔØ ÌÅÍÍÙ. ¤

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.2. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ RF ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÅ X,
ÎÁÄÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ F ÐÏÞÌÅÎÎÏ Ë ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÅÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ: RF (X) = F (I(X)). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,
LF (X) = F (P (X)).

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÄÈÏÄ Ó ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÓØÍÁ ÓÉÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÎÁ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ
ÎÕÖÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ.
ëÏÍÐÌÅËÓ X ∈ Hot(A) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ h-ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÌÅÖÉÔ × ÐÒÁ×ÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅ Ë Acycl(A). áÎÁ-
ÌÏÇÉÞÎÏ, ËÏÍÐÌÅËÓ X ∈ Hot(A) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ h-ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÌÅÖÉÔ × ÌÅ×ÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅ Ë Acycl(A).
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ hInj(A) É hProj(A) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ h-ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ É h-ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× × Hot(A) ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

hInj(A) = Acycl(A)⊥; hProj(A) = ⊥ Acycl(A):
ôÅÏÒÅÍÁ 3.3 (óÐÁÌØÔÅÎÛÔÅÊÎ). (i) ðÕÓÔØ R | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. ôÏÇÄÁ

Hot(R−Mod) = 〈Acycl(R−Mod); hProj(R−Mod)〉
| ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ R−Mod ÉÍÅÅÔ ÌÅ×ÙÊ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ.
(ii) ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á R | ÐÕÞÏË ËÏÌÅÃ ÎÁ X. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R−Mod
ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÐÕÞËÏ× R-ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁ X. ôÏÇÄÁ

Hot(R−Mod) = 〈hInj(R−Mod);Acycl(R−Mod)〉
| ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ R−Mod ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ.

åÓÔØ É ÒÁÚÎÙÅ ×ÁÒÉÁÃÉÉ ÎÁ ÜÔÕ ÔÅÍÕ.

þÁÓÔØ 4. ó×ÑÚØ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ

ìÅÍÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ F : A → B | ÔÏÞÎÙÊ ÓÌÅ×Á ÆÕÎËÔÏÒ, Á RF : D+(A) → D+(B) | ÅÇÏ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-
ÎÙÊ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ RiF : A → B ÆÏÒÍÕÌÏÊ

RiF (A) = Hi(RF (A));
ÇÄÅ Hi : D+(B) → B | ÆÕÎËÔÏÒ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ i-ÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. ôÏÇÄÁ RiF | ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ
ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÔ F . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ F : A → B | ÔÏÞÎÙÊ ÓÐÒÁ×Á ÆÕÎËÔÏÒ, Á LF : D−(A) → D−(B) | ÅÇÏ
ÌÅ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ, ÔÏ

LiF (A) = H−i(LF (A));
| ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÔ F .

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÍ ÐÏËÁ ÎÅ È×ÁÔÁÅÔ ÔÅÈÎÉËÉ. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ (ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ) ÏÂßÅËÔÏ×. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ×ÙÛÅ RF (A) = F (I(A)), ÇÄÅ I(A) | ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ. ôÏÇÄÁ
Hi(RF (A)) = Hi(F (I(A))), ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏ RiF (A) ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÌÅËÃÉÉ 4. ¤
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þÁÓÔØ 5. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ äÅÌÉÎÑ

äÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÒÑÍÏÇÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎË-
ÔÏÒÁ ÐÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÉÈ.

ðÕÓÔØ S | (ÍÁÌÁÑ) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á F : S → Sets | ÆÕÎËÔÏÒ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ

lim
−→S

F := ⊔
s∈S F (s)={xs ∼ F (f)(xs)t }f∈HomS(s;t);

lim
←−S

F := { (xs)s∈S ∈
∏
s∈S F (s) | ∀f ∈ HomS(s; t) F (f)(xs) = xt }:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) lim
−→

É lim
←−

| ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Fun(S; Sets) × Sets;
(b) lim

−→
ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á, Á lim

←−
ÓÐÒÁ×Á Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ Sets → Fun(S;Sets), X 7→ F (s) := X;

(c) Hom(lim
−→S

F;X) = lim
←−S

Hom(F (s); X).

åÓÌÉ ÖÅ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C, ÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ lim
−→S

F | ÜÔÏ ÏÂß-
ÅËÔ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ X 7→ lim

−→S
Hom(X;F (s)), Á lim

←−S
F | ÜÔÏ ÏÂßÅËÔ, ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ

X 7→ lim
−→S

Hom(F (s); X):

hlim
−→S

F = lim
−→S

hF ; hlim
←−S

F = lim
−→S

hF :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÏ
(a) ÆÕÎËÔÏÒÙ lim

−→
; lim
←−

: Funadd(S;A) → A ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙ; (b) Ker f = lim
←−•→•

f , Coker = lim
−→•→•

f .

æÕÎËÔÏÒ � : T → S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÆÉÎÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ s ∈ S

• ÎÁÊÄÅÔÓÑ t ∈ T , ÔÁË ÞÔÏ Hom(s;�(t)) 6= ∅;
• ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ t1; t2 ∈ T É f1 : s→ �(t1), f2 : s→ �(t2) ÎÁÊÄÅÔÓÑ t ∈ T É ÍÏÒÆÉÚÍÙ g1 : t1 → t, g2 : t2 → t,

ÔÁË ÞÔÏ �(g1) ◦ f1 = �(g2) ◦ f2.

ëÁÔÅÇÏÒÉÑ S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ � : S → S × S | ËÏÆÉÎÁÌØÎÙÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.3. åÓÌÉ � : T → S ËÏÆÉÎÁÌØÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏ
(a) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ lim

−→T
(F ◦ �) → lim

−→S
F | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ;

(b) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ lim
←−S◦

F → lim
←−T◦

(F ◦ �) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.4. åÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ S ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÁÑ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ lim
−→S

: Funadd(S;A) → A ÔÏÞÅÎ.

ðÕÓÔØ S | ËÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ T ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ SX ËÁÔÅÇÏÒÉÀ
ÍÏÒÆÉÚÍÏ× s : X → Z, ÌÅÖÁÝÉÈ × S, Á ÞÅÒÅÚ SX | ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× s : Z → X, ÌÅÖÁÝÉÈ × S.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.5. (a) åÓÌÉ S ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ, ÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SX É S◦X ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÙ, É ÄÌÑ
×ÓÑËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ s : X → Y ÌÅÖÁÝÅÇÏ × S ÆÕÎËÔÏÒÙ SY → SX É S◦X → S◦Y ËÏÆÉÎÁÌØÎÙ. (b) åÓÌÉ ×
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÑÍÙÅ ÐÒÅÄÅÌÙ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ X 7→ lim

−→SX
Z É X 7→ lim

←−SX
Z ÐÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ

ÉÚ S × Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.

éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ X 7→ lim
−→SX

hZ É X 7→ lim
←−SX

hZ ÚÁÄÁÀÔ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ
ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ C[S−1] × Fun(C;Sets).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ðÕÓÔØ S = S(N ) |
ËÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ N . ðÕÓÔØ F : T → T ′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ
ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÕÀ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÀ RF . ðÕÓÔØ G | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ T =N → T ′, Á � : F → G ◦Q
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| ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ðÕÓÔØ s : X → Z | ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ S. ôÏÇÄÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

F (X)
�F (X)

//

�(X)
,,

F (s)
²²

RF (Q(X))
�′(X)

//

RF (Q(s))∼=
²²

G(Q(X))

G(Q(s))∼=
²²

F (Z) �F (Z) //

�(Z)

22RF (Q(Z)) �′(Z) // G(Q(Z))

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Q(s) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ (RF (Q(s)))−1 ◦ �F (X) ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÍÏÒ-
ÆÉÚÍ lim

−→SX
F (Z) → RF (X), ËÏÔÏÒÙÊ × ÓÉÌÕ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á \ÄÏÌÖÅÎ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ".

ðÒÏ×ÏÄÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÅ×ÏÊ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
(?) RF (X) ∼= lim

−→SX
F (Z); LF (X) ∼= lim

←−SX
F (Z):

óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÉÍÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ Z ∈ T ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÊ
ÆÕÎËÔÏÒ hF (Z) : T ′◦ → Ab. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ rF (X) : T ′◦ → Ab É lF (X) : T ′◦ → Ab ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

rF (X) := lim
−→SX

hF (Z); lF (X) := lim
←−SX

hF (Z)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F (N ) = 0, ÔÏ F ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ×ÓÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ S × ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ×
ÐÒÅÄÅÌÁÈ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÚÎÁÞÉÔ rF (X) ∼= hF (X) ∼= lF (X).
ìÅÍÍÁ 5.6. åÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ X ∈ T ÆÕÎËÔÏÒ rF (X) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÕÀ ÌÏËÁ-
ÌÉÚÁÃÉÀ, ÐÒÉÞÅÍ hRF (X) ∼= rF (X). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ X ∈ T ÆÕÎËÔÏÒ lF (X) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ, ÔÏ
ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÍÅÅÔ ÌÅ×ÕÀ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÀ, ÐÒÉÞÅÍ hLF (X) ∼= lF (X).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → X ′ × T . ðÕÓÔØ Sf | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÍÍÕÔÁ-
ÔÉ×ÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×

X
f //

s
²²

X ′

s′
²²

Z
~f // Z ′

ÇÄÅ s; s′ ∈ S. éÍÅÅÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ Sf → SX É SX′ , ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÝÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÒÅÄÅÌÏ×
�f : lim

−→Sf
hF (Z) → lim

−→SX
hF (Z) = rF (X) É �f : lim

−→Sf
hF (Z) → lim

−→SX′
hF (Z′) = rF (X ′)

(×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ ~f : Z → Z ′). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÔÁË ËÁË
ÆÕÎËÔÏÒ Sf → SX ËÏÆÉÎÁÌÅÎ (ÜÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ ïÒÅ). ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ �f ◦ �−1

f ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ
rF (X) → rF (X ′). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÕÎËÔÏÒ rF : X 7→ rF (X).

ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÌÅÖÉÔ × ËÌÁÓÓÅ S, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÆÕÎËÔÏÒ SX′ → Sf ,

(s′ : X ′ → Z ′) 7→
X

f //

s′f
²²

X ′

s′
²²

Z ′ id // Z ′

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× SX′ → Sf → SX′ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁ, Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Sf → SX′ → Sf ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ

X
f //

s
²²

X ′

s′
²²

Z
~f // Z ′

7→
X

f //

s′f
²²

X ′

s′
²²

Z ′ id // Z ′
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ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÆÉÎÁÌØÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ × Sf , ÏÔËÕÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ×
ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÒÆÉÚÍ �f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ~F (X) ∈ T ′ | ÏÂßÅËÔ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ rF (X). éÚ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ rF ÐÏ X
É ÌÅÍÍÙ éÏÎÅÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ~F : T → T ′ | ÆÕÎËÔÏÒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÔÁË ËÁË rF ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ
S × ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÚÎÁÞÉÔ ÔÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ~F , ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÏÎ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÀ
~F : T =N → T ′.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ~F ÔÏÞÅÎ.

ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ~F ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÐÒÁ×ÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÇÏ
ÆÕÎËÔÏÒÁ.
ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ

HomT ′(Y; ~F (X)) = rF (X)(Y ) = lim
−→SX

hF (Z)(Y ) = lim
−→SX

HomT ′(Y; F (Z)):

åÓÌÉ Y = F (X), ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ idF (X) ∈ HomT ′(F (X); F (X)) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍÕ idX : X → X ÉÚ
SX) ÚÁÄÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÅÄÅÌÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ �F (X) : F (X) → ~F (X). ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏ ÐÏ X,
ÐÏÜÔÏÍÕ �F | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× F → ~F ◦ Q. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ � : F → G ◦ Q ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ
ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ �′ : ~F → G. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Y ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÙ
HomT ′(Y; ~F (X)) → HomT ′(Y;G(X)), ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ É ÐÏ X É ÐÏ Y . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÁÖÄÏÇÏ
ÍÏÒÆÉÚÍ s : X → Z ÉÚ SX É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f : Y → F (Z). ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÚ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× × ÓÔÒÏËÅ

Y f //F (Z) �Z //G(Q(Z)) G(Q(X))G(Q(s))oo

ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ G(Q(s))−1 ◦ �Z ◦ f : Y → G(Q(X)). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ
ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ HomT ′(Y; ~F (X)) = lim

−→SX
HomT ′(Y; F (Z)) → HomT ′(Y;G(X)). åÇÏ ÆÕÎËÔÏ-

ÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. þÔÏÂÙ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �′ ◦ �F = �
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ Y = F (X), � = �F (X). óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ �′ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÅÇÏ × ËÏÍÐÏ-
ÚÉÃÉÀ G(Q(idX))−1 ◦ �X ◦ idF (X) = �X , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ �′ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÁË ËÁË × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SX ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ
ÏÂßÅËÔ idX : X → X, ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ �′ : lim

−→SX
HomT ′(Y; F (Z)) → HomT ′(Y;G(X)) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ

ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ HomT ′(Y; F (X)) → HomT ′(Y;G(X)), ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ F (X) → G(X), ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ
�′ ◦ �F . ¤

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
ìÅÍÍÁ 5.8. ðÕÓÔØ × T ÅÓÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ T0, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ F (N0) = 0,
Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ T ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ X → X0, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ X0 ∈ T0, ËÏÎÕÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÉÔ
× N . ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ. ðÒÉÞÅÍ RF (X) ∼= F (X0). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ F (N0) = 0,
Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ T ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ X0 → X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ X0 ∈ T0, ËÏÎÕÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÉÔ
× N , ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÍÅÅÔ ÌÅ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ, ÐÒÉÞÅÍ LF (X) ∼= F (X0).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÆÕÎËÔÏÒ rF (X) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÕÎËÔÏÒÕ rF (X0). ðÕÓÔØ S0 = S ∩ T . ôÏÇÄÁ
ËÁÔÅÇÏÒÉÑ SX0

0 ⊂ SX0 ËÏÆÉÎÁÌØÎÁ (ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ!), ÐÏÜÔÏÍÕ rF0(X0) = lim
−→SX0

0

hF (Z) = lim
−→SX0

hF (Z) = rF (X0),
ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÁ rF0(X0). îÏ ÔÁË ËÁË F0(N0) = 0, ÆÕÎËÔÏÒ rF0(X0)
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÏÂßÅËÔÏÍ F0(X0) = F (X0), ÔÁË ÞÔÏ RF (X) ∼= F (X0). ¤

ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÁÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÅÅ
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.9. ðÕÓÔØ F : A → B | ÔÏÞÎÙÊ ÓÌÅ×Á (ÓÐÒÁ×Á) ÆÕÎËÔÏÒ. åÓÌÉ × A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÔÏ F ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ (ÌÅ×ÙÊ) ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
D+(A) (ÓÏÏÔ×. D−(A)), ÐÒÉÞÅÍ RF (X) = F (A(X)) (ÓÏÏÔ×. LF (X) = F (A(X))), ÇÄÅ A(X) | F -ÁÃÉËÌÉÞÎÁÑ
ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ AcyclF (A) | F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ. ðÏÌÏÖÉÍ T0 = Hot∗(AcyclF (A)), ÇÄÅ ∗ = ±.
ôÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÅÍÍÙ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ (ÔÏ, ÞÔÏ F (N0) = 0 ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÌÅËÃÉÉ 5). ¤
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ðÕÓÔØ (T =N )F ⊂ T =N | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × T =N , ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ×ÓÅÈ ÏÂßÅËÔÏ× X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ
ÆÕÎËÔÏÒ rF (X) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ, Á (T =N )F ⊂ T =N | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × T =N , ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ×ÓÅÈ
ÏÂßÅËÔÏ× X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÔÏÒ lF (X) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ (T =N )F É (T =N )F × T =N | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ.

ïÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ RF (ÓÏÏÔ×. LF ).
ôÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÎÅÊ, ÐÒÁ×ÁÑ É ÌÅ×ÁÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÆÕÎËÔÏÒÁ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ×ÓÅÇÄÁ, ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (?), ÎÏ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÉ lim

−→
T ′ ÉÌÉ lim

←−
T ′ ËÁÔÅÇÏ-

ÒÉÉ T ′ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ ÉÌÉ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÐÒÅÄÅÌÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ×
RF É LF | ÜÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ′ ⊂ lim

−→
T ′ É T ′ ⊂ lim

←−
T ′ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ RF É LF ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.


