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ëÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÆÕÎËÔÏÒÙ
òÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ (ËÏ)ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÏ×ÓÅÍÅÓÔÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ,

(1) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × ÐÕÞËÅ) | × ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ;
(2) ÇÒÕÐÐÁ âÒÁÕÜÒÁ H2(Gal(k); k∗) | × ÔÅÏÒÉÉ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ;
(3) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÐÒÏËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ | × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ;
(4) ÇÒÕÐÐÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ Ext1(M;N) | × ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ;
(5) ÔÅÏÒÉÑ ÄÅÆÆÏÒÍÁÃÉÊ É ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÊ | × ÌÀÂÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ×ÁÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× É ÉÍÅÔØ ÕÄÏÂÎÙÅ ÓÒÅÄÓÔ×Á ÄÌÑ
ÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÒÅÄÏÊ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. éÓ-
ÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÌÀÂÙÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË-
ÔÏÒÁÍÉ, ÄÁÅÔ ÕÄÏÂÎÙÅ ÓÒÅÄÓÔ×Á ÄÌÑ ÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÄÒÕÇÕÀ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÜÔÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÊ ÑÚÙË ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ×ÏÐÒÏÓÏ×.

þÁÓÔØ 1. ëÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÆÕÎËÔÏÒÙ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C | ÜÔÏ

• ËÌÁÓÓ Ob C, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÂßÅËÔÁÍÉ C;
• ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ X;Y ∈ Ob C ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï HomC(X;Y ), ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ

× C É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ � : X → Y ;
• ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ X;Y; Z ∈ Ob C ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ HomC(X;Y ) × HomC(Y; Z) → HomC(X;Z), ËÏÔÏÒÏÅ

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �;  7→  � =  ◦ �;

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ Ä×ÕÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ

C1: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ Ob C ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ idX ∈ HomC(X;X), ÄÌÑ ËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ idX ◦� = � É  ◦ idX =  ÄÌÑ ×ÓÅÈ Y ∈ Ob C É � ∈ HomC(Y;X),  ∈ HomC(X;Y );

C2: ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ | � ◦ ( ◦ �) = (� ◦  ) ◦ � ÄÌÑ ×ÓÅÈ X;Y; Z;W ∈ Ob C É
� ∈ HomC(X;Y ),  ∈ HomC(Y; Z), � ∈ HomC(Z;W ).

éÎÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ X ∈ C ×ÍÅÓÔÏ X ∈ Ob C É � ∈ Hom(X;Y ) ×ÍÅÓÔÏ � ∈ HomC(X;Y )
(ÅÓÌÉ ÑÓÎÏ Ï ËÁËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ).
ìÀÂÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ × ÁÌÇÅÂÒÅ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂßÅËÔÁÍÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.
ðÒÉÍÅÒÙ 1.1. (1) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× Sets;

(2) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Top;
(3) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÄ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ Var=k;
(4) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÇÒÕÐÐ Gr;
(5) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ Ab;
(6) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÌÅÃ Rings;
(7) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅÃ Comm;
(8) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÌÅ×ÙÈ É ÐÒÁ×ÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R−mod É mod−R;
(9) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å VB(X);

(10) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÐÕÞËÏ× ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ Sh(X);
(11) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ× ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Qcoh(X);

(12) ÐÕÓÔØ I | ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï; ÐÏÌÏÖÉÍ Ob I = I, HomI(i; j) =
{
{ ∗ }; ÅÓÌÉ i 6 j
∅; ÉÎÁÞÅ .

(13) ÐÕÓÔØ Q | ËÏÌÞÁÎ (ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ); ÐÏÌÏÖÉÍ ObQ = { ×ÅÒÛÉÎÙ Q }, HomQ = {ÐÕÔÉ × Q }.
(14) ÐÕÓÔØ M | ÍÏÎÏÉÄ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ; ÐÏÌÏÖÉÍ Ob ∗M = { ∗ }, Hom∗M (∗; ∗) = M .
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úÄÅÓØ { ∗ } ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.
ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÏÓÕÝÅÓ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ. ëÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C
× ËÁÔÅÇÏÒÉÀ D | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ob C → ObD, X 7→ F (X) É HomC(X;Y ) → HomD(F (X); F (Y )), � 7→ F (�)
ÄÌÑ ×ÓÅÈ X;Y ∈ Ob C, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ

F (� ◦  ) = F (�) ◦ F ( ); ÄÌÑ ×ÓÅÈ X;Y; Z ∈ Ob C É  ∈ HomC(X;Y ), � ∈ HomC(Y;Z);
F (idX) = idF (X); ÄÌÑ ×ÓÅÈ X ∈ Ob C.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.2. (1) ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ idC : C → C;
(2) ÆÕÎËÔÏÒÙ ×ÌÏÖÅÎÉÑ i : Ab → Gr, Comm → Rings;
(3) ÆÕËÎÔÏÒÙ ÚÁÂ×ÅÎÉÑ fg : Var=k → Top → Sets, R−mod → Ab, Gr → Sets, Qcoh(X) → Sh(X);
(4) ÆÕÎËÔÏÒÙ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× fr : Sets → Ab;Gr;Rings;Comm;
(5) ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÕ cm : Gr → Ab;
(6) ÆÕÎËÔÏÒ ÓÅÞÅÎÉÊ � : VB(X) → Sh(X);
(7) ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ 1.1(12) × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C | ÜÔÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂßÅËÔÏ× × C;
(8) ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ 1.1(13) × C | ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÌÞÁÎÁ Q × C;
(9) ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ 1.1(14) × C | ÜÔÏ ÏÂßÅËÔ × C Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ M (ÉÌÉ M -ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÏÂßÅËÔ).

ôÁËÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ, ÍÅÎÑÀÝÉÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×. úÄÅÓØ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÏÎÑ-
ÔÉÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. åÓÌÉ C | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C◦ ÔÁË:

Ob C◦ = Ob C; HomC◦(X;Y ) = HomC(Y;X):
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C◦ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ.

ëÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ C × D | ÜÔÏ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ C◦ × D.
ðÒÉÍÅÒÙ 1.4. (1) ËÏÌØÃÏ ÆÕÎËÃÉÊ Top◦; (Var=k)◦ → Comm;

(2) ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ (Fields=k)◦ → Gr.

æÕÎËÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ËÏÍÐÏÎÉÒÏ×ÁÔØ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Ä×ÕÈ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÉÌÉ Ä×ÕÈ ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×
ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ, Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ É ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ,
ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ.

æÕÎËÔÏÒ F : C → D ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

• ÓÔÒÏÇÉÍ, ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ F : HomC(X;Y ) → HomD(F (X); F (Y )) | ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ X;Y ∈ C;
• ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ F : HomC(X;Y ) → HomD(F (X); F (Y )) | ÓÀÒßÅËÃÉÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ X;Y ∈ C;
• ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÍ ÉÌÉ ×ÐÏÌÎÅ ÓÔÒÏÇÉÍ, ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ F : HomC(X;Y ) → HomD(F (X); F (Y )) | ÉÚÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ X;Y ∈ C.
ðÒÉÍÅÒÙ 1.6. (1) ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÏ× 1.2(1) É (2) ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÅ;

(2) ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÏ× 1.2(3) É (4) ÓÔÒÏÇÉÅ, ÎÏ ÎÅ ÐÏÌÎÙÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÅËÁÒÔÏ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ C É D. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
Ob(C × D) = Ob C ×ObD; HomC×D((X1; Y1); (X2; Y2)) = HomC(X1; X2)×HomD(Y1; Y2):

æÕÎËÔÏÒ F : C1 × C2 → D ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÏÍ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ HomC : C◦ × C → Sets | ÂÉÆÕÎËÔÏÒ.

þÁÓÔØ 2. íÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ×

ðÕÓÔØ F;G : C → D | ÆÕÎËÔÏÒÙ. íÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× (ÉÌÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ) � : F → G | ÜÔÏ
ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× �X ∈ HomD(F (X); G(X)) ÄÌÑ ×ÓÅÈ X ∈ C, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

F (�) ◦ �X = �Y ◦G(�) ÄÌÑ ×ÓÅÈ X;Y ∈ C É � ∈ HomC(X;Y ).

íÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÍÏÖÎÏ ËÏÍÐÏÎÉÒÏ×ÁÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É Ó ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ.
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õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. (a) ðÕÓÔØ F;G;H : C → D, Á � : F → G É � : G→ H | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ðÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ � ◦� : F → H | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. (b) ðÕÓÔØ F : C1 → C2, G;G′ : C2 → C3 É H : C3 → C4 | ÆÕÎËÔÏÒÙ,
Á � : G → G′ | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H ◦ � : H ◦ G → H ◦ G′ É � ◦ F : G ◦ F → G′ ◦ F |
ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ×.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ× (a) idSets → fg ◦ fr; (b) fr ◦ fg → id; (c) idGr → i ◦ cm; (d)
cm ◦ i → idAb.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C | ÍÁÌÁÑ (ÔÏ ÅÓÔØ Ob C | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D ×ÓÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚ C × D ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Fun(C;D).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Fun(C;D)◦ ∼= Fun(C◦;D◦).

íÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× � : F → G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× � : G→ F ,
ÔÁËÏÊ ÞÔÏ � ◦ � = idF , � ◦ � = idG.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.5. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ÍÁÌÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ó ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁ-
ÔÅÇÏÒÉÀ Cats. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÅÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË 2-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ | ÐÏÍÉÍÏ ÏÂßÅËÔÏ× É ÍÏÒ-
ÆÉÚÍÏ× × ÎÅÊ ÅÓÔØ 2-ÍÏÒÆÉÚÍÙ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÍÅÖÄÕ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ | × ÎÁÛÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ×). ðÒÉ ÜÔÏÍ Cats Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏÊ 2-ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ (ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ 1-ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÁÓ-
ÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ), ÈÏÔÑ ×ÏÏÂÝÅ × 2-ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ 1-ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÔÏÌØËÏ Ó
ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 2-ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

æÕÎËÔÏÒ F : C → D ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ G : D → C, ÔÁË ÞÔÏ F ◦G ∼= idD
É G ◦ F ∼= idC . æÕÎËÔÏÒ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë F .
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.6. âÏÌÅÅ ÐÒÉ×ÙÞÎÏ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ, × ÏÔÌÉÞÉÉ ÏÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ,
ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÝÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á F ◦ G = idD É G ◦ F = idC . ïÄÎÁËÏ, ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ËÁÔÅÇÏÒÉÊ
ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ ×ÅÓØÍÁ ÍÎÏÇÏ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.7. ðÕÓÔØ Cov(X) | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X, Á G-Sets |
ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G = �1(X;x0), ÇÄÅ x0 ∈ X | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ (p : Y → X) 7→ p−1(x0) | ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ (ÎÏ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ!) ÜÔÉÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Fun(C1 × C2;D) ∼= Fun(C1;Fun(C2;D)).

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ É ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
ÍÎÏÖÅÓÔ× ËÌÁÓÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÂßÅËÔÏ×. ÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ.
ìÅÍÍÁ 2.9. æÕÎËÔÏÒ F : C → D Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ ⇐⇒ F ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ É ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÀÒß-
ÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ ∀Y ∈ D ∃X ∈ C ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (X) ∼= Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ.

þÁÓÔØ 3. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

ðÕÓÔØ C | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ÷ÓÑËÏÍÕ ÏÂßÅËÔÕ X ∈ C ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ
hX : C◦ → Sets; Y 7→ Hom(Y;X); hX : C → Sets; Y 7→ Hom(X;Y ):

æÕÎËÔÏÒ F : C◦ → Sets ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÕÎËÔÏÒÕ hX ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ X ∈ C.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÆÕÎËÔÏÒ F : C → Sets ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÕÎËÔÏÒÕ hX ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-
ÌÉÂÏ X ∈ C. ïÂßÅËÔ X × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÍ (ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÍ) ÆÕÎËÔÏÒ F .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÆÕÎËÔÏÒÙ ÚÁÂ×ÅÎÉÑ fg : Top;Gr;Ab;Rings;Comm → Sets ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ;
(b) ÆÕÎËÔÏÒ Top◦ //Comm fg // Sets ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ.

ïÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÅÍÍÁ éÏÎÅÄÙ.
ìÅÍÍÁ 3.2. (a) äÌÑ ×ÓÅÈ X ∈ C, F ∈ Fun(C; Sets) ÉÍÅÅÍ Hom(hX ; F ) ∼= F (X).
(b) äÌÑ ×ÓÅÈ X ∈ C, F ∈ Fun(C◦;Sets) ÉÍÅÅÍ Hom(hX ; F ) ∼= F (X).
(c) Hom(hX ; hY ) ∼= Hom(Y;X), Hom(hX ; hY ) ∼= Hom(X;Y ).
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÐÕÎËÔ (b) (ÐÕÎËÔ (a) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Á (c) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (a)
É (b)). ðÕÓÔØ s ∈ F (X), Y ∈ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ sY : hX(Y ) = Hom(Y;X) → F (Y ), � 7→ F (�)(s)
(ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ F (�) ∈ Hom(F (X); F (Y )) ÔÁË ËÁË F ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ sY
ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× hX → F . ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ � : hX → F | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ôÏÇÄÁ
�X : hX(X) → F (X) | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ hX(X) = Hom(X;X) 3 idX . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
s = �X(idX) ∈ F (X).
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ Hom(hX ; F ) É F (X). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ
×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, sX(idX) = F (idX)(s) = idF (X)(s) = s. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �Y = sY ÄÌÑ
×ÓÅÈ Y . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � ∈ Hom(Y;X) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

hX(X) �X //

hX(�)
²²

F (X)

F (�)
²²

hX(Y ) �Y // F (Y )
ñÓÎÏ, ÞÔÏ idX ∈ Hom(X;X) = hX(X) ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × s, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÁ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ ÐÅÒÅ×Ï-
ÄÉÔÓÑ × F (�)(s). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÅ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ idX ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × � ∈ Hom(Y;X) = hX(Y ), ËÏÔÏÒÙÊ
ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × �Y (�). úÎÁÞÉÔ �Y (�) = F (�)(s) = sY (�). ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.3. åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ F : C◦ → Sets ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ, ÔÏ ÏÂßÅËÔ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÅÇÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ôÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÁÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ hX ∼= F ∼= hY . ôÏÇÄÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ hX ∼= hY ÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ X ∼= Y . ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ C | ÍÁÌÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ h∗ : C → Fun(C◦; Sets), X 7→ hX
É h∗ : C◦ → Fun(C; Sets), X 7→ hX | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ.

ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÌÑ ËÁÔÅÇÏÒÎÏÊ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕË-
ÃÉÊ. ðÕÓÔØ X1; X2 ∈ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ hX1×hX2 : C◦ → Sets, X 7→ Hom(X;X1)×Hom(X;X2). ïÂßÅËÔ,
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÔÏÒ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÏÂßÅËÔÏ× X1 É X2. áÎÁÌÏ-
ÇÉÞÎÏ, ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÏÂßÅËÔÏ× X1 É X2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂßÅËÔ, ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ hX1 × hX2 (ÅÓÌÉ
ÏÎ ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂßÅËÔÏ×.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. (a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ Sets, Gr, Ab, Rings, Comm, R−mod, Qcoh(X) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂßÅËÔÏ×. (b) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
Comp ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÉÈÏÎÏ×ÓËÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ.

äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÎÁÞÁÌØÎÙÊ É ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÂßÅËÔÙ. îÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ | ÜÔÏ ÏÂßÅËÔ 0C , ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ
ÆÕÎËÔÏÒ I(X) = { ∗ } ÄÌÑ ×ÓÅÈ X ∈ C, Á ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÂßÅËÔ | ÜÔÏ ÏÂßÅËÔ 1C , ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ
T (X) = { ∗ } ÄÌÑ ×ÓÅÈ X ∈ C.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Hom(1C ; 0C) 6= ∅, ÔÏ 0C ∼= 1C . îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ É ËÏÎÅÞÎÙÊ
ÏÂßÅËÔÙ × ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ Sets É ÄÒÕÇÉÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ.

þÁÓÔØ 4. óÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

ðÕÓÔØ F : C → D É G : D → C | ÆÕÎËÔÏÒÙ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ F | ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á Ë G, Á G | ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÐÒÁ×Á Ë F ,
ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ X ∈ C, Y ∈ D ÚÁÄÁÎÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �X;Y : Hom(F (X); Y ) ∼= Hom(X;G(Y )) ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ
ÐÏ ÏÂÏÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ (ÔÏ ÅÓÔØ, ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ X ÍÏÒÆÉÚÍÙ �X;− : Hom(F (X);−) → Hom(X;G(−))
ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙ, É ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ Y ÍÏÒÆÉÚÍÙ �−;Y : Hom(F (−); Y ) → Hom(−; G(Y )) ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙ).
ðÒÉÍÅÒÙ 4.1. (1) ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÁÍ ÓÅÂÅ;

(2) ÆÕÎËÔÏÒ cm : Gr → Ab ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1.2(5) ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ ×ÌÏÖÅÎÉÑ i : Ab → Gr;
(3) ÆÕÎËÔÏÒÙ fr ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1.2(4) ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÓÌÅ×Á Ë ÆÕÎËÔÏÒÁÍ fg ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1.2(3).
(4) ÅÓÌÉ F : C → D | ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, Á G : D → C | Ë×ÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏ G ÓÏÐÒÑÖÅÎ Ë F É

ÓÐÒÁ×Á É ÓÌÅ×Á.
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ìÅÍÍÁ 4.2. ðÕÓÔØ (F;G) | ÐÁÒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ×
� : idC → G ◦ F É � : F ◦G→ idD, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ �X;Y (�) = G(�) ◦ �X , Á �−1

X;Y ( ) = �Y ◦ F ( ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hom(X;G(F (X))) ∼= Hom(F (X); F (X)) ÐÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÈ
�X ∈ Hom(X;G(F (X))) ÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍÕ idF (X) ∈ Hom(F (X); F (X)). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �Y
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ idG(Y ) ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ Hom(F (G(Y )); Y ) ∼= Hom(G(Y ); G(Y )). ÷ ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ � ÉÍÅÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

Hom(F (X); F (X))
�X;F (X) //

�
²²

Hom(X;G(F (X)))

G(�)
²²

Hom(F (X); Y ) �X;Y // Hom(X;G(Y ))
íÏÒÆÉÚÍ idX ÏÄÎÏÊ ÐÁÒÏÊ ÓÔÒÅÌÏË ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × �X;Y (�), Á ÄÒÕÇÏÊ | × G(�) ◦ �X . ÷ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ¤
ìÅÍÍÁ 4.3. æÕÎËÔÏÒÙ F É G ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ⇐⇒ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ× � : idC → G ◦F É
� : F ◦G→ idD, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ F F� //F ◦G ◦ F �F //F É G �G //G ◦ F ◦G G� //G ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ F ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á Ë G. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ � É � ËÁË × ÌÅÍÍÅ 4.2. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
ÍÏÒÆÉÚÍÁ � ∈ Hom(F (X); Y ) ÉÍÅÅÍ � = �−1

X;Y (�X;Y (�)) = �Y ◦F (G(�)◦�X) = �Y ◦F (G(�))◦F (�X). ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ
Y = F (X), � = idF (X). ðÏÌÕÞÉÍ idF (X) = �F (X)◦F (G(idX))◦F (�X) = �F (X)◦F (�X), ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ
ÐÅÒ×ÏÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ. ôÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F É G ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ, Á � É � ÚÁÄÁÎÙ. úÁÄÁÄÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ �X;Y : Hom(F (X); Y ) → Hom(X;G(Y ))
É �′X;Y : Hom(X;G(Y )) → Hom(F (X); Y ) ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ �X;Y (�) = G(�) ◦ �X É �′X;Y ( ) = �Y ◦F ( ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

F (X) F (�X) //

idF (X) &&MMMMMMMMMM
F (G(F (X)))F (G(�))//

�F (X)

²²

F (G(Y ))
�Y

²²
F (X) � // Y

÷ ÎÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÅÎ × ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ �, Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË | ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
� = � ◦ idF (X) = �Y ◦ F (G(�)) ◦ F (�X) = �Y ◦ F (G(�) ◦ �X) = �′X;Y (�X;Y (�)). òÁ×ÅÎÓÔ×Ï �X;Y (�′X;Y ( )) =  
ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ¤
ìÅÍÍÁ 4.4. æÕÎËÔÏÒ F ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ⇐⇒ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(F (−); Y ) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ
Y ∈ D. æÕÎËÔÏÒ G ÉÍÅÅÔ ÌÅ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ⇐⇒ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(X;G(−)) ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ X ∈ C.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Hom(F (−); Y ) ∼= hY ′ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Y ∈ D É ÐÏÌÏÖÉÍ G(Y ) = Y ′.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ � : Y1 → Y2. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ hG(Y1) ∼= Hom(F (−); Y1) � // Hom(F (−); Y2) ∼= hG(Y2) ÉÎ-
ÄÕÃÉÒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ G(Y1) → G(Y2), ÞÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÄÅÊÔÓ×ÉÅ G ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ. æÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ
ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ¤

÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 2.9. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ F ÓÔÒÏÇÏ
ÐÏÌÏÎ É ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ Y ∈ D ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ X ∈ C, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (X) ∼= Y , ÚÎÁÞÉÔ
Hom(F (−); Y ) ∼= Hom(F (−); F (X)) ∼= Hom(−; X) = hX | ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÐÒÁ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë F ÆÕÎËÔÏÒ G. ðÕÓÔØ � : idC → G ◦ F É � : F ◦ G → idD | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÏÒ-
ÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÍÏÒÆÉÚÍ �X : X → G(F (X)).
ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(X ′;−) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Hom(X ′; X) → Hom(X ′; G(F (X)), Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ËÏÍÐÏÚÉ-
ÃÉÅÊ ÍÏÒÆÉÚÍÁ F : Hom(X ′; X) → Hom(F (X ′); F (X)) É �X′;F (X) : Hom(F (X ′); F (X)) → Hom(X ′; G(F (X)), É
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. úÎÁÞÉÔ �X ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× hX ∼= hG(F (X)),
Á ÚÎÁÞÉÔ É ÓÁÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÒÆÉÚÍ �Y : F (G(Y )) → Y . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎË-
ÔÏÒ Hom(F (X);−) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Hom(F (X); F (G(Y ))) → Hom(F (X); Y ). åÇÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ
F : Hom(X;G(Y )) → Hom(F (X); F (G(Y ))) ÒÁ×ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÕ �−1

X;Y : Hom(X;G(Y )) → Hom(F (X); Y ), ÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. îÏ ×ÓÑËÉÊ ÏÂßÅËÔ Y ′ ∈ D ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÏÂßÅËÔÕ F (X) ÄÌÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ
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X, ÚÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Hom(Y ′; F (G(Y ))) → Hom(Y ′; Y ) ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �Y
ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× hF (G(Y )) ∼= hY , Á ÚÎÁÞÉÔ É ÓÁÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.
÷ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ, ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÆÕÎËÔÏÒÏ×, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÞÅÒÅÚ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ I | ÍÁÌÁÑ
ËÁÔÅÇÏÒÉÑ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ËÁË ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÉÎÄÅËÓÏ×). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ÐÒÏÅËÃÉÉ C × I → C. ÷ ÓÉÌÕ
õÐÒ. 2.8 ÏÎ ÄÁÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ C → Fun(I; C), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ
�. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ F ∈ Fun(I; C) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ C → Sets

Y 7→ Hom(�(Y ); F ) É Y 7→ Hom(F;�(Y )) :
(ÐÅÒ×ÙÊ ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ, ×ÔÏÒÏÊ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ). åÓÌÉ ÜÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ (ËÏ)ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ, ÔÏ (ËÏ)ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀ-
ÝÉÊ ÏÂßÅËÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÅÄÅÌÏÍ) ÆÕÎËÔÏÒÁ F ÐÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ I É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
lim
←−I

F (i) × ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, É ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ (ÉÌÉ ËÏÐÒÅÄÅÌÏÍ) ÆÕÎËÔÏÒÁ F ÐÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ I É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
lim
−→I

F (i) ×Ï ×ÔÏÒÏÍ. ÷ ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ F , ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ lim

←−I
: Fun(I; C) → C É lim

−→I
: Fun(I; C) → C ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. (a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ I ÄÉÓËÒÅÔÎÁ (ÔÏ ÅÓÔØ HomI(i; j) = ∅ ÄÌÑ i 6= j), ÔÏ
lim
←−I

∼= ∏
I É lim

−→I
∼= ∐

I . (b) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Idiscr ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Ó Ob Idiscr = Ob I. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ
ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ× lim

←−I
→ ∏

Idiscr
É ∐

Idiscr
→ lim

−→I
.
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çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 2
18.09.2008

áÂÅÌÅ×Ù ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
þÁÓÔØ 5. áÄÄÉÔÉ×ÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

ëÁÔÅÇÏÒÉÑ C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Z-ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ, ÅÓÌÉ

AB1: ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ HomC(X;Y ) ÚÁÄÁÎÙ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ
HomC(X;Y )×HomC(Y; Z) → HomC(X;Z) ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ.

áÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ | ÜÔÏ Z-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A, × ËÏÔÏÒÏÊ

AB2: ÎÁÞÁÌØÎÙÊ 0A É ËÏÎÅÞÎÙÊ 1A ÏÂßÅËÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÒÁ×ÎÙ, Ô.Å. HomA(0A; X) = HomA(X; 0A) = 0;
AB3: ÓÕÝÅÓÔÕÀÔ ÐÏÐÁÒÎÙÅ (Á ÚÎÁÞÉÔ É ËÏÎÅÞÎÙÅ) ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. ëÁÔÅÇÏÒÉÉ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ Ab, ÌÅ×ÙÈ É ÐÒÁ×ÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R−mod É mod−R, ×ÅË-
ÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å VB(X), ÐÕÞËÏ× ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ Sh(X) É Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔ-
ÎÙÈ ÐÕÞËÏ× ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Qcoh(X) ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙ. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ∗M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Z-ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ
⇐⇒ M | ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2. åÓÌÉ A | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Fun(C;A) ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÌÏÊ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C.
ìÅÍÍÁ 5.3. ÷ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ: X t Y ∼= X × Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Hom(Z;X × Y ) = Hom(Z;X) × Hom(Z; Y ). íÏÒÆÉÚÍ idX×Y ÄÁÅÔ ÐÁÒÕ
ÍÏÒÆÉÚÍÏ× pX : X×Y → X É pY : X×Y → Y , ÐÒÉÞÅÍ ×ÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ � ∈ Hom(Z;X×
Y ) × (pX ◦�; pY ◦�) (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ éÏÎÅÄÙ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hom(Z;U) = hU (Z) ∼= F (Z)
ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ F (�) : F (U) → F (Z) Ë ÏÂÒÁÚÕ idU ∈ hU (U) × F (U)). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ
iX : X → X × Y ÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÁÒÅ (idX ; 0) ∈ Hom(X;X) × Hom(X;Y ), Á ÞÅÒÅÚ iY : Y →
X × Y ÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÁÒÅ (0; idY ) ∈ Hom(Y;X)×Hom(Y; Y ). ôÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ×ÙÛÅÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ
ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÉÍÅÅÍ
(1) pX ◦ iX = idX ; pY ◦ iX = 0; pX ◦ iY = 0; pY ◦ iY = idY :
úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
(2) iX ◦ pX + iY ◦ pY = idX×Y :
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, pX ◦ (iX ◦ pX + iY ◦ pY ) = (pX ◦ iX) ◦ pX + (pX ◦ iY ) ◦ pY = idX ◦pX + 0 ◦ pY = pX É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
pY ◦ (iX ◦ pX + iY ◦ pY ) = pY . ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÍÅÖÄÕ Hom(X;Z) × Hom(Y;Z) É Hom(X × Y; Z)
ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

(�;  ) 7→ � ◦ pX +  ◦ pY ; � 7→ (� ◦ iX ; � ◦ iY ):
ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �◦iX◦pX+�◦iY ◦pY = �◦(iX◦pX+iY ◦pY ) = �, (�◦pX+ ◦pY )◦iX = �◦pX◦iX+ ◦pY ◦iX = �
É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (� ◦ pX +  ◦ pY ) ◦ iY =  . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ hX×Y ∼= hX × hY , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÌÀÂÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É
ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÏÔÌÉ-
ÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ.

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ (ËÏ)ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ
ÚÎÁËÏÍ ⊕.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.5. ðÕÓÔØ Z | ÏÂßÅËÔ × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A É ÄÁÎÙ ÍÏÒÆÉÚÍÙ i′X : X → Z, i′Y : Y → Z,
p′X : Z → X, p′Y : Z → Y , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1) É (2). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ � : Z → X × Y , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ pX ◦ � = p′X , pY ◦ � = p′Y , � ◦ i′X = iX , � ◦ i′Y = iY .
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äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× X;Y × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÍÏÒÆÉÚÍÙ �X = idX × idX : X → X ×X
É ∇Y = idY t idY : Y t Y → Y . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f ∈ Hom(X1; Y1), g ∈ Hom(X1; Y2) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ
ÍÏÒÆÉÚÍ f × g : Hom(X1 × X2; Y1 × Y2) (ÏÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍ f ◦ pX1 : X1 × X2 → X1 → Y1 É
g ◦ pX2 : X1 ×X2 → X2 → Y2).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.6. ðÕÓÔØ A | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ, f; g ∈ Hom(X;Y ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f + g = ∇Y ◦ (f × g) ◦�X .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.7. ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ | ÜÔÏ ÎÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, Á
ÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï. ëÁÔÅÇÒÉÑ C ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ ⇐⇒ × C ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ,
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÅ Ó ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ, É ÏÐÅÒÁÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÚÁÄÁÅÔ
ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÌÉ A ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ, ÔÏ A◦ ÔÏÖÅ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ; (b) ÅÓÌÉ A É B ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙ,
ÔÏ A× B ÔÏÖÅ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ.

þÁÓÔØ 6. áÄÄÉÔÉ×ÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

æÕÎËÔÏÒ F : A → B ÍÅÖÄÕ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÁÄÄÉÔÉ×ÅÎ, ÅÓÌÉ F : Hom(X;Y ) → Hom(F (X); F (Y ))
| ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ ÄÌÑ ×ÓÅÈ X;Y ∈ A.

ðÒÉÍÅÒÙ 6.1. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙ:

(1) ÆÕÎËÔÏÒ ÚÁÂ×ÅÎÉÑ fg : R−mod → Ab;
(2) ÆÕÎËÔÏÒ ÓÅÞÅÎÉÊ � : VB(X) → Sh(X);
(3) ÆÕÎËÔÏÒ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ⊕ : A×A → A;
(4) ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ R-ÍÏÄÕÌØ R−mod → Ab (ÅÓÌÉ R ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ, ÔÏ R−mod → R−mod);
(5) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÓËÁÌÑÒÏ× B−mod → A−mod, ÅÓÌÉ B | A-ÁÌÇÅÂÒÁ;
(6) ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÓËÁÌÑÒÏ× A−mod → B−mod, ÅÓÌÉ B | A-ÁÌÇÅÂÒÁ;
(7) ÆÕÎËÔÏÒÙ ÐÒÑÍÏÇÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ f∗ : Sh(X) → Sh(Y ), f∗ : VB(Y ) → VB(X), ÅÓÌÉ f : X → Y

ÍÏÒÆÉÚÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ ×ÁÖÎÏÇÏ ÎÅÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ | ÆÕÎËÔÏÒ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ M 7→M⊗M , R−mod → R−mod,
ÇÄÅ R | ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ.

ìÅÍÍÁ 6.2. åÓÌÉ F : A → B | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ F (X ⊕ Y ) ∼= F (X)⊕ F (Y ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë (1) É (2) ÆÕÎËÔÏÒ F É ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 5.5. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Funadd(A;B) ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÏÊ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ × Fun(A;B).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Fun(A×B; C) ∼= Fun(A;Fun(B; C)) ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÐÏÄËÁ-
ÔÅÇÏÒÉÉ Funadd(A× B; C) É Funadd(A;Funadd(B; C)).

åÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ, ÔÏ hX(Y ) = Hom(Y;X) | ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕÐÐÁ. úÎÁÞÉÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ hX
ÍÙ ÍÏÖÅÍ (É ÂÕÄÅÍ!) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ A◦ → Ab (Á ÆÕÎËÔÏÒ hX × ÓÔÁÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÅÇÏ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ Ó fg : Ab → Sets). ôÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÁÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (ËÏ)ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ
h∗ : A → Funadd(A◦;Ab) É h∗ : A◦ → Funadd(A;Ab) ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙ.

ìÅÍÍÁ 6.6. ðÕÓÔØ F : A → B | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ. åÓÌÉ F ÏÂÌÁ-
ÄÁÅÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ G, ÔÏ G ÔÁËÖÅ ÁÄÄÉÔÉ×ÅÎ, Á ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎ ÓÏ ÓÔÒÕË-
ÔÕÒÁÍÉ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÚÂÅÒÅÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ G | ÐÒÁ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë F . ôÏÇÄÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ
Hom(X;G(Y )) → Hom(F (X); Y ) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ  7→ �Y ◦ F ( ), ÇÄÅ � : F ◦ G → idB | ËÏÅÄÉÎÉÃÁ
ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  7→ F ( ) ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏ, ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ F ÁÄÄÉÔÉ×ÅÎ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � 7→ �Y ◦ �
ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏ, ÔÁË ËÁË ËÁÔÅÇÏÒÉÑ B ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ. îÁËÏÎÅÃ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÁ G ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÐÒ. 6.4 |
ÆÕÎËÔÏÒ Hom(−; G(−)) ∼= Hom(F (−);−) : A◦ × B → Ab ÁÄÄÉÔÉ×ÅÎ × ÓÉÌÕ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ F , ÚÎÁÞÉÔ G ÔÏÖÅ
ÁÄÄÉÔÉ×ÅÎ. ¤

þÁÓÔØ 7. áÂÅÌÅ×Ù ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

ðÕÓÔØA É B | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, Á � : F → G | ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÉÚ A × B. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ
ÆÕÎËÔÏÒ Ker� ÆÏÒÍÕÌÏÊ

Ker�(X) := Ker(F (X) �X //G(X)):
ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ � : X → Y ÉÍÅÅÍ
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 // Ker�(X) //

²²Â
Â
Â

F (X) �X //

F (�)
²²

G(X)

G(�)
²²

0 // Ker�(Y ) // F (Y ) �Y // G(Y )
ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÕÎËÔÉÒÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÑÄÒÁ, Á
ÔÁËÖÅ ÅÇÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ ÞÔÏ ÉÚ ÆÕÎËÔÏÒÁ Ker� ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ × ÆÕÎËÔÏÒ F ,
Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A. ñÄÒÏÍ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂßÅËÔ Ker f ,
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ Kerhf : hX → hY (ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ), Á ËÏÑÄÒÏÍ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂßÅËÔ Coker f ,
ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ Kerhf : hY → hX (ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ×
Kerhf → hX É Kerhf → hY ÐÏ ÌÅÍÍÅ éÏÎÅÄÙ ÄÁÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ � : Ker f → X É  : Y → Coker f .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ Ab, R−mod, mod−R ËÁÔÅÇÏÒÎÙÅ ÑÄÒÁ É ËÏÑÄÒÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ
Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÑÄÒÁÍÉ É ËÏÑÄÒÁÍÉ.

ó ËÏÑÄÒÁÍÉ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÕÞËÏ× ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÓÌÏÖÎÅÅ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÉ×ÎÏÅ ËÏÑÄÒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÕÞËÏ×
ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ (ÏÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÅÄÐÕÞÏË). ïÄÎÁËÏ, ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ Sh(X) → PreSh(X) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
ÐÕÞËÏ× × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÐÒÅÄÐÕÞËÏ× ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÅ×ÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ a : PreSh(X) → Sh(X) (ÆÕÎËÔÏÒÏÍ
ÐÕÞËÏ×ÉÚÁÃÉÉ) É ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÕÞËÏ×ÉÚÁÃÉÑ ÎÁÉ×ÎÏÇÏ ÑÄÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ × ËÁÔÅÇÏÒÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.2. ðÕÓÔØ A ⊂ B | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, É
ÐÕÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ i : A → B (ÏÎ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÁÄÄÉÔÉ×ÅÎ) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÅ×ÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ
a : B → A. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ i(f) : i(X) → i(Y ) ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÏ × B, ÔÏ a(Ker i(f)) | ÑÄÒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ
f × A.
ìÅÍÍÁ 7.3. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ.
(a) åÓÌÉ ∃Ker f É g : X ′ → X, ÔÏ f ◦ g = 0 ⇐⇒ g = � ◦ g′ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ g′ : X ′ → Ker f .
(b) åÓÌÉ ∃Coker f É h : Y → Y ′, ÔÏ h◦f = 0 ⇐⇒ h = h′ ◦ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ h′ : Coker f → Y ′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ (a). ñÓÎÏ, ÞÔÏ f ◦ g = 0 ⇐⇒ g ∈ hX(X ′) ÌÅÖÉÔ × ÑÄÒÅ hf : hX(X ′) → hY (X ′), ÔÏ
ÅÓÔØ × (Kerhf )(X ′), ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ g = � ◦ g′ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g′ : X ′ → Ker f . ôÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ g′
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÅÎ, ÔÁË ËÁË (Kerhf )(X ′) ⊂ hX(X ′). ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.4. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÑÄÒÁ Õ ×ÓÅÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×. ðÏ-
ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (f : X → Y ) 7→ (� : Ker f → X) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ
ËÏÌÞÁÎÁ • → • × A (ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÔÒÅÌÏË × A) × ÓÅÂÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ËÏÑÄÅÒ.

ëÏÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : X → Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÑÄÒÏ ÑÄÒÁ f (ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Ker f → X), Á
ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f | ÑÄÒÏ ËÏÑÄÒÁ f (ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Y → Coker f):

Coim f = Coker(Ker f → X); Im f = Ker(Y → Coker f):
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ìÅÍÍÁ 7.5. åÓÌÉ Õ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : X → Y ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÂÒÁÚ É ËÏÏÂÒÁÚ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ
ÍÏÒÆÉÚÍ �f : Coim f → Im f , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

Ker f � // X
f //

′
²²

Y
 // Coker f

Coim f
�f // Im f

�′
OO

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÌÅÍÍÅ 7.3(a) ÉÍÅÅÍ f◦� = 0. úÎÁÞÉÔ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 7.3(b) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ
f ′ : Coim f → Y , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f = f ′ ◦ ′. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ  ◦ f ′ = 0. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,  ◦ f ′ ◦ ′ =  ◦ f = 0 ÐÏ
ÌÅÍÍÅ 7.3(b), ÎÏ × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ  ◦ 0 = 0. úÎÁÞÉÔ × ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ × ÌÅÍÍÅ 7.3(b) ÉÍÅÅÍ  ◦ f ′ = 0.
ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÐÅÒØ ÌÅÍÍÕ 7.3(a), ÎÁÈÏÄÉÍ �f . ¤

áÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ, ÅÓÌÉ

AB4: Õ ×ÓÅÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× × A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÑÄÒÁ É ËÏÑÄÒÁ, Á ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÏÂÒÁÚÁ × ÏÂÒÁÚ
ÍÏÒÆÉÚÍÁ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ab, R−mod, Rmod−, Sh(X), Qcoh(X) ÁÂÅÌÅ×Ù, Á VB(X) | ÎÅ
ÁÂÅÌÅ×Á.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A É B ÁÂÅÌÅ×Ù, ÔÏ (a) A◦ ÁÂÅÌÅ×Á; (b) A× B ÁÂÅÌÅ×Á; (c)
Fun(C;A) ÁÂÅÌÅ×Á ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÌÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C.

íÏÒÆÉÚÍ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÑÄÒÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÉÌÉ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÉÎßÅËÃÉÅÊ), Á ÍÏÒÆÉÚÍ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ
ËÏÑÄÒÏÍ | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÉÌÉ ÓÀÒßÅËÃÉÅÊ). ïÂßÅËÔ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÎ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ X → Y , ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÏÂßÅËÔÏÍ × Y (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ X ⊂ Y ), Á ÏÂßÅËÔ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÎ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ Y → X,
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÂßÅËÔÏÍ ÏÂßÅËÔÁ Y (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Y ³ X). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÏÄÏÂßÅËÔÏ×
É ÆÁËÔÏÒÏÂßÅËÔÏ× ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ É ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ-
ÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.8. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Ker f → X
ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, Á Y → Coker f | ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ; (b) f | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ⇐⇒ f ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ É ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.9. ðÕÓÔØ f : X → Y É g : Y → Z | ÍÏÒÆÉÚÍÙ × ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
(a) Ker f ⊂ Ker(g ◦ f), Á ÅÓÌÉ Ker g = 0, ÔÏ Ker f = Ker(g ◦ f);
(b) Coker(g ◦ f) ³ Coker g, Á ÅÓÌÉ Coker f = 0, ÔÏ Coker(g ◦ f) = Coker g;
(c) ÅÓÌÉ f ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ g = 0 ⇐⇒ g ◦ f = 0; (d) ÅÓÌÉ g ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ f = 0 ⇐⇒ g ◦ f = 0.
ìÅÍÍÁ 7.10. ÷ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → Y × ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ×ÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÓÀÒßÅËÃÉÉ f ′ : X → I É ÉÎßÅËÃÉÉ f ′′ : I → Y . ðÒÉ ÜÔÏÍ I ∼= Coim f ∼= Im f ,
Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ f ′ É f ′′ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ′ É �′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ′ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ, Á �′ ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ × ÓÉÌÕ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

Ker f � // X
f //

′

²²

f ′
""FFFFFFFFF Y

 // Coker f

I
f ′′

==|||||||||

i′′

!!
Coim f

�f
∼=

//

i′
<<

Im f

�′

OO

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ  ◦ f ′′ = 0. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,  ◦ f ′′ ◦ f ′ =  ◦ f = 0, ÎÏ f ′ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ  ◦ f ′′ = 0.
úÎÁÞÉÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ i′′ : I → Im f , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f ′′ = �′ ◦ i′′, ÐÒÉÞÅÍ ÉÚ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ
f ′′ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ i′′. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ i′ : Coim f → I. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
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ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ �′ ◦ i′′ ◦ i′ ◦ ′ = f ′′ ◦ f ′ = f , ÐÏÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ �f ÐÏÌÕÞÁÅÍ i′′ ◦ i′ = �f . ôÁË ËÁË
�f ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ i′ É ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ i′′. úÎÁÞÉÔ ÏÂÁ ÏÎÉ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.
éÔÁË, f ′ = i′ ◦ ′, f ′′ = �′ ◦ i′′ = �′ ◦ �f ◦ (i′)−1. ¤

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× : : : //Xi−1 fi−1
//Xi fi //Xi+1 // : : : ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ

×ÓÅÈ i ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ f i ◦ f i−1 = 0.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× | ËÏÍÐÌÅËÓ ⇐⇒ Im f i−1 ⊂ Ker f i.

ëÏÍÐÌÅËÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ × ÞÌÅÎÅ Xi, ÅÓÌÉ Im f i−1 = Ker f i. ëÏÍÐÌÅËÓ ×ÉÄÁ 0 → X → Y → Z → 0
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

• ÔÏÞÎÙÍ ÓÌÅ×Á, ÅÓÌÉ ÏÎ ÔÏÞÅÎ × X É Y ;
• ÔÏÞÎÙÍ ÓÐÒÁ×Á, ÅÓÌÉ ÏÎ ÔÏÞÅÎ × Y É Z;
• ÔÏÞÎÙÍ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÔÏÞÅÎ × Y ;
• ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÔÏÞÅÎ × X, Y É Z.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÙÅ ÓÌÅ×Á ÔÒÏÊËÉ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ 0 → Ker f → X f→ Y , Á ÔÏÞÎÙÅ ÓÐÒÁ×Á ÔÒÏÊËÉ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ
X f→ Y → Coker f → 0.
ìÅÍÍÁ 7.12. ôÒÏÊËÁ 0 → X → Y → Z ÔÏÞÎÁ ÓÌÅ×Á ⇐⇒ 0 → Hom(A;X) → Hom(A; Y ) → Hom(A;Z) ÔÏÞÎÁ
ÓÌÅ×Á ÐÒÉ ×ÓÅÈ A. ôÒÏÊËÁ X → Y → Z → 0 ÔÏÞÎÁ ÓÐÒÁ×Á ⇐⇒ 0 → Hom(Z;A) → Hom(Y;A) → Hom(X;A)
ÔÏÞÎÁ ÓÌÅ×Á ÐÒÉ ×ÓÅÈ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÏÞÎÏÓÔØ ÓÌÅ×Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → Hom(Z;A) → Hom(Y;A) → Hom(X;A) ÐÒÉ ×ÓÅÈ
A ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ hZ = Kerhf , ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Z = Coker f , ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÐÒÁ×Á ÔÒÏÊËÉ
0 → X → Y → Z → 0. ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ¤

þÁÓÔØ 8. ôÏÞÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

æÕÎËÔÏÒ F : A → B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

• ÔÏÞÎÙÍ ÓÌÅ×Á, ÅÓÌÉ ÏÎ ×ÓÑËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÎÕÀ ÓÌÅ×Á;
• ÔÏÞÎÙÍ ÓÐÒÁ×Á, ÅÓÌÉ ÏÎ ×ÓÑËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÎÕÀ ÓÐÒÁ×Á;
• ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ×ÓÑËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ.

ðÒÉÍÅÒÙ 8.1. (1) ÆÕÎËÔÏÒÙ fg, ⊕ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÏ× ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 6.1 ÔÏÞÎÙ;
(2) ÆÕÎËÔÏÒÙ � É f∗ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 6.1 ÔÏÞÎÙ ÓÌÅ×Á;
(3) ÆÕÎËÔÏÒÙ ⊗, f∗ É ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÏ× ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 6.1 ÔÏÞÎÙ ÓÐÒÁ×Á.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á (ÓÐÒÁ×Á) ⇐⇒ ÏÎ ×ÓÑËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÓÌÅ×Á
(ÓÐÒÁ×Á) ÔÒÏÊËÕ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÔÒÏÊËÕ ÔÏÞÎÕÀ ÓÌÅ×Á (ÓÐÒÁ×Á).
ìÅÍÍÁ 8.3. æÕÎËÔÏÒÙ hA = Hom(−; A) : A◦ → Ab É hA = Hom(A;−) : A → Ab ÔÏÞÎÙ ÓÌÅ×Á.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 7.12. ¤
ìÅÍÍÁ 8.4. ðÕÓÔØ (F;G) | ÐÁÒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ôÏÇÄÁ F ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á, Á G ÓÌÅ×Á.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ X → Y → Z → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÓÐÒÁ×Á ÔÒÏÊËÁ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÏÊËÕ
F (X) → F (Y ) → F (Z) → 0. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 7.12 ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ A ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Hom(F (Z); A) → Hom(F (Y ); A) → Hom(F (X); A) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅ×Á. îÏ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØÀ
ÆÕÎËÔÏÒÏ×, ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ 0 → Hom(Z;G(A)) → Hom(Y;G(A)) → Hom(X;G(A)), É ÅÅ ÔÏÞÎÏÓÔØ
ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÌÅÍÍÙ. ¤
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çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 3
01.10.2008

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ
þÁÓÔØ 9. ôÅÏÒÅÍÁ ×ÌÏÖÅÎÉÑ É ÄÉÁÇÒÁÍÎÙÊ ÐÏÉÓË

÷ ÐÒÉ×ÙÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ, ÔÁËÉÈ ËÁË Ab É R−mod ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ÒÁÌÉÞÎÙÅ ÓÏ-
ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÂßÅËÔÁÍÉ É ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÄÉÁÇÒÁÍÎÙÊ ÐÏÉÓË (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ
\ÜÌÅÍÅÎÔÙ" ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ÉÌÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á).
÷ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÏÂßÅËÔÙ ÕÖÅ ÎÅ ÉÍÅÀÔ \ÜÌÅÍÅÎÔÏ×" × ÎÁÉ×ÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ-
ÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉÂÏ ÂÏËÁÚÙ×ÁÔØ ×ÓÅ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ, ÌÉÂÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ (ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÈ) ÔÒÀËÏ×.
ðÅÒ×ÙÊ | ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ A ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ Y -ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÇÄÅ Y | ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ
ÏÂßÅËÔ) ËÁË Hom(Y;X) É ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ×ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ Y -ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÙÍÉ Y . ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ A Ó ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ
ÆÕÎËÔÏÒÏ× × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Fun(A◦;Ab), Á ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÐÏ-
ÔÏÞÅÞÎÏ.
äÒÕÇÏÊ ÐÏÄÈÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ íÉÔÞÅÌÁ.
ôÅÏÒÅÍÁ 9.1. ðÕÓÔØ A0 | ÍÁÌÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÌØÃÏ R É ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÊ
ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : A0 → R−Mod.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ íÉÔÞÅÌÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÏÒÆÉÚÍÏ×, É Ô.Ä., ×ËÌÀÞÁÀÝÅÅ × ÓÅÂÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂßÅËÔÏ× É
ÍÏÒÆÉÚÍÏ× É ×ÅÒÎÏÅ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ, ×ÅÒÎÏ É × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A. ÷
ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÌÎÕÀ ÁÂÅÌÅ×Õ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ A0 × A, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÏÂßÅËÔÁÍÉ, ÆÉÇÕÒÉ-
ÒÕÀÝÉÍÉ × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒ F : A0 → R−Mod, É ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÅÇÏ ÓÔÒÏÇÏÊ ÐÏÌÎÏÔÏÊ É
ÔÏÞÎÏÓÔØÀ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 // X1 //

f1
²²

Y1 //

g1

²²

Z1 //

h1
²²

0

0 // X2 // Y2 // Z2 // 0
Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏÞËÁÍÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÏÅË). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Ker f1 → Ker g1 → Kerh1 → Coker f1 → Coker g1 → Cokerh1 → 0.

ë×ÁÄÒÁÔ
X

f //

g
²²

Y
p

²²
Z

q // W
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ Hom(−; X) = { (�;  ) ∈ Hom(−; Y )×Hom(−; Z) | p� = q }) (X ÅÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Y É Z ÎÁÄ W ); É ËÏÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ Hom(W;−) = { (�;  ) ∈ Hom(Y;−)×Hom(Z;−) | �f =  g })
(W Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÎÙÍ ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Y É Z ÐÏÄ X).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

(∗) 0 //X
(fg) //Y ⊕ Z (p;−q) //W //0

(a) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ⇐⇒ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÅÎ; (b) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅ×Á ⇐⇒ Ë×ÁÄÒÁÔ ÄÅËÁÒ-
ÔÏ×; (c) ÔÏÞÎÁ ÓÐÒÁ×Á ⇐⇒ Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÄÅËÁÒÔÏ×.
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õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.4. ðÕÓÔØ H0, H1 É H2 | ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (∗). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
(a) H0 = Ker(g : Ker f → Ker q); (b) H2 = Coker(p : Coker f → Coker q);
(c) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ 0 → Coker(g : Ker f → Ker q) → H1 → Ker(p : Coker f → Coker q) → 0.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) Ë×ÁÄÒÁÔ ÄÅËÁÒÔÏ× ⇐⇒ g ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ker f ∼= Ker q, Á
p ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ Coker f ,→ Coker q; (b) Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÄÅËÁÒÔÏ× ⇐⇒ p ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
Coker f ∼= Coker q, Á g ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ Ker f ³ Ker q.

ïÄÎÁËÏ, ÐÒÉ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ íÉÔÞÅÌÁ ÎÁÄÏ ÓÏÂÌÀÄÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔØ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ R−Mod ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÏÅË ÔÏÞÎÏ, Á ×
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Sh(X) ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÎÅÔ.

þÁÓÔØ 10. éÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ É ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ

ïÂßÅËÔ P × ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(P;−) ÔÏÞÅÎ. ïÂßÅËÔ I × ÁÂÅ-
ÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(−; I) ÔÏÞÅÎ. ôÁË ËÁË ÆÕÎËÔÏÒÙ Hom(X;−)
É Hom(−; X) ×ÓÅÇÄÁ ÔÏÞÎÙ ÓÌÅ×Á, ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ P ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÀÒßÅËÃÉÉ Y ³ Z É
ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ � : P → Z ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ ~� : P → Y , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

P
�

ÂÂ@
@@

@@
@@

~�
²²
Y // Z // 0

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ I ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÎßÅËÃÉÉ X ,→ Y É ÌÀÂÏÇÏ
ÍÏÒÆÉÚÍÁ � : X → I ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ ~� : Y → I, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

0 // X

� ÃÃ@
@@

@@
@@

@
// Y

~�
²²
I

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ × A ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ × A◦.
ìÅÍÍÁ 10.2. (a) P ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ ⇐⇒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÀÒØÅËÃÉÉ p : X ³ P ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ X ∼= X ′⊕P ,
ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ p = pP ; (b) I ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ ⇐⇒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÎØÅËÃÉÉ i : I ,→ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
X ∼= X ′ ⊕ I, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ i = iP .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÐÅÒ×ÏÅ. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ =⇒ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. åÓÌÉ p : X ³ P | ÓÀÒßÅËÃÉÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
i : P → X, ÔÁË ÞÔÏ p ◦ i = idP . ðÏÌÏÖÉÍ X ′ = Ker p É ÐÕÓÔØ i′ : X ′ → X | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ (ÔÏÇÄÁ
p ◦ i′ = 0). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ p ◦ (idX −i ◦ p) = p− p ◦ i ◦ p = p− p = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ p′ : X → X ′, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ
idX −i◦p = i′◦p′. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ p′◦i′ = idX′ , p′◦i = 0. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (idX −i◦p)◦i′ = i′−i◦p◦i′ = i′
É (idX −i◦p)◦ i = i− i◦p◦ i = i− i = 0. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ (⇐=). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ � : Y ³ Z | ÓÀÒßÅËÃÉÑ,
Á � : P → Z | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÌÏÖÉÍ X = Ker((−�; �) : Y ⊕ P → Z) É ÐÕÓÔØ p : X → P É
q : X → Y | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ X → Y ⊕P → P É X → Y ⊕P → Y . éÚ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ � ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ
p (×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÎÙÍ ÐÏÉÓËÏÍ | ÐÕÓÔØ x ∈ P , ÎÁÊÄÅÍ y ∈ Y , ÔÁË ÞÔÏ �(y) = �(x); ÔÏÇÄÁ (y; x) ∈ X É
p(y; x) = x). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, X ∼= X ′⊕P . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ s : P → X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ p◦s = idP .
ðÕÓÔØ ~� = q ◦ s. ôÏÇÄÁ � ◦ ~� = � ◦ q ◦ s = � ◦ p ◦ s = �, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ¤

ïÂßÅËÔ Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÏÂßÅËÔÁ Z Ó ÐÏÍÏÝØÀ X, ÅÓÌÉ ÄÁÎÁ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ 0 → X → Y → Z → 0.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ËÌÁÓÓÙ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ É ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ É ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ; (b) ËÌÁÓÓÙ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ É ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ×ÚÑÔÉÑ ÐÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ; (c) ËÌÁÓÓ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÑÄÅÒ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚ-
ÍÏ×; (d) ËÌÁÓÓ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÑÄÅÒ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×.

÷ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ R−Mod ×ÓÅÇÄÁ ÍÎÏÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ É ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×.
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ìÅÍÍÁ 10.4. ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ Ó ÌÀÂÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ R〈S〉 | Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ S. ôÏÇÄÁ Hom(R〈S〉;M) =
Hom(S; fg(M)) = ∏

s∈SM | ÔÏÞÅÎ. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10.5. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ R-ÍÏÄÕÌÉ | ÜÔÏ ÐÒÑÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ R-ÍÏÄÕÌÑÈ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10.6. ÷ÓÑËÉÊ R-ÍÏÄÕÌØ ÎÁËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ M | R-ÍÏÄÕÌØ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÄÌÑ M (ÎÁÐÒÉ-
ÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ S = M) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ R〈S〉 → M , ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ S → M . ïÎ
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ. ¤

ïÐÉÓÁÔØ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÓÌÏÖÎÅÅ. îÏ ÄÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ-
×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ.
ìÅÍÍÁ 10.7. ìÅ×ÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ I ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ ⇐⇒ ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ � : a → I ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÌÅ×ÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ a ⊂ R
ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÚ ~� : R→ I.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. =⇒ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. äÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ. ðÕÓÔØ X ⊂ Y É � : X → I. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ
ÐÁÒ (X ′; �′), ÇÄÅ X ⊂ X ′ ⊂ Y É �′ : X ′ → I, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ � = �′|X . ðÏ ÌÅÍÍÅ ãÏÒÎÁ × ÎÅÍ ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ (X0; �0). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏX0 = Y . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÎÁÞÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ y ∈ Y \X0. ðÕÓÔØX1 = X0+Ry ⊂ Y .
ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → a → X0 ⊕ R → X1 → 0. éÚ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ X0 → X1

ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÁ a → R, ÚÎÁÞÉÔ a | ÉÄÅÁÌ × R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ  : a → X0
�0→ I

É ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÅÅ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ~ : R → I. ôÁË ËÁË X1 | ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ X0 É R ÐÏÄ a,
ÍÏÒÆÉÚÍÙ �0 É ~ ÄÁÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍ �1 : X1 → I, ÐÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ X0 ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó �0. ðÏÌÕÞÁÅÍ
ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔØÀ ÐÁÒÙ (X0; �0). úÎÁÞÉÔ X0 = Y , × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍ � ÐÒÏÄÏÌÖÉÌÓÑ ÄÏ
ÍÏÒÆÉÚÍÁ Y → I. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10.8. áÂÅÌÅ×Á ÇÒÕÐÐÁ Q=Z ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. áÂÅÌÅ×Ù ÇÒÕÐÐÙ | ÜÔÏ Z-ÍÏÄÕÌÉ, Á ×ÓÅ ÉÄÅÁÌÙ × Z ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ nZ. íÏÒÆÉÚÍ nZ → Q=Z
ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ t ∈ Q=Z (ÏÂÒÁÚÏÍ n), Á ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÅÇÏ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Z → Q=Z, ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ
t′ ∈ Q=Z, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ nt′ = t, ÞÔÏ × ÇÒÕÐÐÅ Q=Z ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ¤

ìÅÍÍÁ 10.9. ðÕÓÔØ F : A → B É G : B → A | ÐÁÒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. åÓÌÉ F ÔÏÞÅÎ, ÔÏ G
ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ G ÔÏÞÅÎ, ÔÏ F ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÐÅÒ×ÏÅ. ðÕÓÔØ I ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ × B. ôÏÇÄÁ Hom(−; G(I)) ∼= Hom(F (−); I) | ÔÏÞÎÙÊ
ÆÕÎËÔÏÒ, ÚÎÁÞÉÔ G(I) ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ. ¤

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅÐÅÒØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÔÏÞÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÍÅÖÄÕ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ R−Mod É (Mod−R)◦. ôÏÇÄÁ
ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ × (Mod−R)◦ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÁ×ÙÅR-ÍÏÄÕÌÉ) ÐÅÒÅÊÄÕÔ × ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ
× R−Mod. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ

D : R−Mod → (Mod−R)◦ É D′ : (Mod−R)◦ → R−Mod; M 7→ HomZ(M;Q=Z):
ìÅÍÍÁ 10.10. æÕÎËÔÏÒÙ D É D′ ÔÏÞÎÙ É ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÏÞÎÏÓÔØ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ Q=Z. äÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÚÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÌÅ×ÏÇÏ M ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ cM : M → D′(D(M)) (ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ m ∈M × ÍÏÒÆÉÚÍ DM →
Q=Z, f ∈ HomZ(M;Q=Z) 7→ f(m)), Á ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÐÒÁ×ÏÇÏ R-ÍÏÄÕÌÑ ÍÏÒÆÉÚÍ c′M : M → D(D′(M)), ËÏÔÏÒÙÅ
ËÁË ÎÅ ÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÚÁÄÁÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ c′M ∈ Hom(Mod−R)◦(D(D′(M));M).
ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ c É c′ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÏ× D É D′. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉ-
ÃÉÉ DM c′DM→ DD′DM DcM→ DM É D′M cD′M→ D′DD′M D′c′M→ D′M ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ D É D′ ÚÁÄÁÀÔÓÑ
ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÐÅÒ×ÏÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ c′DM ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ f ∈ DM × ÍÏÒÆÉÚÍ
D′DM → Q=Z, x ∈ Hom(D′M;Q=Z) 7→ x(f). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, DcM ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ � ∈ DD′DM ×
ÍÏÒÆÉÚÍ m 7→ �(cM (m)). úÎÁÞÉÔ DcM ◦ c′DM ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ f × m 7→ f(cM (m)) = f(m), ÔÏ ÅÓÔØ × f . ¤
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10.11. ÷ÓÑËÉÊ R-ÍÏÄÕÌØ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ M | ÌÅ×ÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ DM | ÐÒÁ×ÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÓÀÒßÅËÃÉÀ
P → DM ÉÚ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÒÁ×ÏÇÏ R-ÍÏÄÕÌÑ P É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ M → D′DM → D′P . ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ,
ËÁË ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ×ÙÛÅ, P | ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÏÂßÅËÔ × (Mod−R)◦, ÚÎÁÞÉÔ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍ 10.9 É 10.10 ÏÂßÅËÔ
DD′P ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ × R−Mod. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ M → D′P ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ. äÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ
ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ cM : M → D′DM ÎÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ∈M ÎÁÊÄÅÔÓÑ f : M → Q=Z,
ÔÁË ÞÔÏ f(m) 6= 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ 〈m〉 × M , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ m. åÓÌÉ 〈m〉 ∼= Z, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ
f : 〈m〉 → Q=Z, ÐÏÌÏÖÉ× f(m) = 1=2, Á ÅÓÌÉ 〈m〉 ∼= Z=nZ | ÐÏÌÏÖÉ× f(m) = 1=n, Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÎÁ ×ÓÅ
M , ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØÀ Q=Z. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ cM ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ D′
ÔÏÞÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÓÀÒßÅËÃÉÀ P → DM × ÉÎßÅËÃÉÀ D′DM → D′P . ¤

þÁÓÔØ 11. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

ïÓÎÏ×ÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ × ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ó
ÉÈ ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÅ. ïÓÎÏ×ÎÕÀ ÖÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÉ ×Ù-
ÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏ× | ÅÓÌÉ ÎÁÄÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒ F Ë ÏÂßÅËÔÕ X, ×ÙÒÁ-
ÖÅÎÎÏÍÕ, ÓËÁÖÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → X → X1 → X2 → 0, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
0 → F (X) → F (X1) → F (X2) → 0 ÕÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ F (X) ÎÅ ÂÕÄÅÔ ×ÙÒÁÖÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ F (X1)
É F (X2). þÔÏÂÙ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÉÔÕÁÃÉÀ ××ÏÄÑÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ. ó ÏÄÎÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÎÉ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ, ÓÁÍÉ ÄÁÀÔ ×ÁÖÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ×.
éÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÔÏÒ F : A → B ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á. ôÏÇÄÁ ÌÅ×ÙÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÔ F | ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏ× LiF : A → B, L0F ∼= F É ÍÏÒÆÉÚÍÏ×
ÆÕÎËÔÏÒÏ× �i : Li+1F (X ′′) → LiF (X ′) ÍÅÖÄÕ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ

(0 → X ′ → X → X ′′ → 0) 7→ Li+1F (X ′′) É (0 → X ′ → X → X ′′ → 0) 7→ LiF (X ′);
ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÏÅË × A × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ B, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ 0 → X ′ → X → X ′′ → 0
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

· · · → L2F (X ′′) �1→ L1F (X ′) → L1F (X) → L1F (X ′′) �0→ L0F (X ′) → L0F (X) → L0F (X ′′) → 0
ÔÏÞÎÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 11.1. ôÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Ti (ÂÅÚ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ T0 ∼= F ) É ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÆÕÎË-
ÔÏÒÏ× �i : Ti+1(X ′′) → Ti(X ′) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ �-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ.

ó×ÏÊÓÔ×Ï ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁË: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÅ×ÏÇÏ �-ÆÕÎËÔÏÒÁ (T•; �•) É ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ
ÆÕÎËÔÏÒÏ× f0 : L0F → T0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÆÕÎËÔÏÒÏ× fi : LiF → Ti,
ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÁÑ Ó �.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÒÁ×ÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÔ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÌÅ×Á ÆÕÎËÔÏÒÁ. ðÒÁ×ÙÊ �-ÆÕÎËÔÏÒ
| ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏ× T i : A → B É ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÆÕÎËÔÏÒÏ× �i : T i(X ′′) → T i+1(X ′) ÍÅÖÄÕ
ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ

(0 → X ′ → X → X ′′ → 0) 7→ T i(X ′′) É (0 → X ′ → X → X ′′ → 0) 7→ T i+1(X ′);
ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÏÅË × A × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ B, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ 0 → X ′ → X → X ′′ → 0
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → T 0(X ′) → T 0(X) → T 0(X ′′) �0
→ T 1(X ′) → T 1(X) → T 1(X ′′) �1

→ T 2(X ′) → : : :
ÔÏÞÎÁ.
ðÒÁ×ÙÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ F | ÜÔÏ ÐÒÁ×ÙÊ �-ÆÕÎËÔÏÒ (RiF; �i) Ó R0F ∼= F , ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-
ÒÑÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÁ×ÏÇÏ �-ÆÕÎËÔÏÒÁ (T •; �•) É ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒ-
ÆÉÚÍÁ ÆÕÎËÔÏÒÏ× f0 : T 0 → R0F ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÆÕÎËÔÏÒÏ×
f i : T i → RiF , ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÁÑ f0 É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÁÑ Ó �.
÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. åÓÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏ-
ÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ. óÁÍÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ É ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÔÁËÏ×Á. ðÕÓÔØ,
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ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÔÏÒ F ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á É ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅË-
ÔÏ× (ÔÏ ÅÓÔØ ×ÓÑËÉÊ ÏÂßÅËÔ ÎÁËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ). ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ X ∈ A É ÐÏÓÔÒÏÉÍ
ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ · · · → P−3 d−3

→ P−2 d−2
→ P−1 d−1

→ P 0 → X → 0, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÏÂßÅËÔÙ P i ÐÒÏÅË-
ÔÉ×ÎÙ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ · · · → F (P−3) F (d−3)→ F (P−2) F (d−2)→ F (P−1) F (d−1)→ F (P 0) → 0.
ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÆÏÒÍÕÌÁ LiF = KerF (d−i)= ImF (d−i−1) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ. îÏ ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ
ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÙ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ F : A → B ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á, Á × ËÁÔÅÇÏÒÉÉA ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×,
ÚÁÍÅÎÑÑ ÌÅ×ÕÀ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ÎÁ ÐÒÁ×ÕÀ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÕÀ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ
ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ F .



17

çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 4
08.10.2008

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ | ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ
þÁÓÔØ 12. ëÏÍÐÌÅËÓÙ

ðÕÓÔØ (X•; d•) | ËÏÍÐÌÅËÓ × ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ
Hi(X•) := Ker di= Im di−1 = Coker(Im di−1 → Ker di) ∼= Ker(Coker di−1 → Coim di)

ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÁ × ÞÌÅÎÅ Xi. ôÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ËÏÇÏÍÏÌÏ-
ÇÉÉ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ôÁËÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍÉ.
íÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× f• : X• → Y • | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f i : Xi → Y i, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ

diY ◦ f i = f i+1 ◦ diX :
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÆÒÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Hi(f•) : Hi(X•) → Hi(Y •).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A ÁÂÅÌÅ×Á, ÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× Com(A) ÔÏÖÅ
ÁÂÅÌÅ×Á; (b) Hi : Com(A) → A | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏÞÎÙÊ ÐÏÓÅÒÅÄÉÎÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.2 (ìÅÍÍÁ Ï ÚÍÅÅ). ðÕÓÔØ 0 → X• f•→ Y • g•→ Z• → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× (ÔÏ ÅÓÔØ
ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Xi → Y i → Zi → 0 ÔÏÞÎÁ). (a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ
ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

· · · → Hi−1(Z•) �
i−1
→ Hi(X•) → Hi(Y •) → Hi(Z•) �i→ Hi+1(X•) → : : :

(b) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÒÏÊËÁ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÍÁ (ÔÏ ÅÓÔØ Y k ∼= Xk ⊕Zk ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k, ÔÁË ÞÔÏ fk É gk
| ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ É ÐÒÏÅËÃÉÑ), ÔÏ �k ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× pXk+1 ◦ dkY ◦ iZk .

îÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ t, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
ËÁË [t], X• 7→ X•[t]. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

(X•[t])k = Xk+t; dkX•[t] = (−1)tdk+t
X :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) [t] | Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, ÐÒÉÞÅÍ [t] ◦ [s] = [t + s]
ÄÌÑ ×ÓÅÈ t; s ∈ Z; (b) Hi(X[t]) ∼= Hi+t(X).

íÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× f• : X• → Y • ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ Hi(f•) : Hi(X•) → Hi(Y •) |
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÉ ×ÓÅÈ i.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X• ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ⇐⇒ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X• → X• | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

íÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× f•; g• : X• → Y • ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ (ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ f ∼ g), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× hi : Xi → Y i+1, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

f i − gi = di−1
Y ◦ hi + hi+1 ◦ diX :

ëÏÍÐÌÅËÓÙ X• É Y • ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× f• : X• → Y • É
g• : Y • → X•, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ g• ◦ f• ∼ idX , f• ◦ g• ∼ idY .
ìÅÍÍÁ 12.5. çÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. ÷ ÞÁÓÔÎÏ-
ÓÔÉ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÊ ÎÕÌÀ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. ðÕÓÔØ f i = di−1

Y ◦ hi + hi+1 ◦ diX . ôÏÇÄÁ f i|Ker diX
= di−1

Y ◦ hi | ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Im di−1
Y ,

ÔÏ ÅÓÔØ Hi(f•) = 0. ¤
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÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ, ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÌÀÂÙÈ ÁÄÄÉ-
ÔÉ×ÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. åÓÌÉ Ä×Á ÍÏÒÆÉÚÍÁ (ËÏÍÐÌÅËÓÁ) ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, ÏÎÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÍÅ-
ÎÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ,

þÁÓÔØ 13. ëÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ

ïÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ | ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. ðÕÓÔØ f• : X• → Y • | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×.
ðÏÌÏÖÉÍ

C(f)k = Y k ⊕Xk+1; dkC(f) =
(
dkY fk+1

0 −dk+1
X

)
:

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁËÖÅ
ik =

(
idY k

0

)
: Y k → C(f)k; pk = (0; idk+1

X ) : C(f)k → Xk+1:

ìÅÍÍÁ 13.1. (C(f)•; d•C(f)) | ËÏÍÐÌÅËÓ, Á i• : Y • → C(f)• É p• : C(f)• → X•[1] | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×.
âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

(†) : : : //Hi−1(C(f)•)
Hi−1(p•) //Hi(X•)

Hi(f•)//Hi(Y •)
Hi(i•) //Hi(C(f)•)

Hi(p•) //Hi(X•) // : : :
ÔÏÞÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁ×ÅÎÓÔ×Á dk+1
C(f) ◦ dkC(f) = 0, dkC(f) ◦ ik = ik+1 ◦ dkY É pk+1 ◦ dkC(f) = dkX[1] ◦ pk ÐÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ

ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ p• ◦ i• = 0, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ i• ◦ f• É f•[1] ◦ p• ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ
ÎÕÌÀ (ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ

(
0

idXk

)
: Xk → C(f)k−1 É ( idY k 0 ) : C(f)k → (Y •[1])k−1 ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (†) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
ÍÏÒÆÉÚÍÙ i• : Y • → C(f)• É p• : C(f)• → X•[1] ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×

0 → Y • → C(f)• → X•[1] → 0:
ðÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍÍÏÊ Ï ÚÍÅÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÏÇÌÁÓÎÏ
×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÅÍÍÙ Ï ÚÍÅÅ Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ × ÎÅÊ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ f . ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 13.2. íÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× f• : X• → Y • | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ⇐⇒ ÅÇÏ ËÏÎÕÓ C(f) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ.

÷ÓÑËÉÊ ÏÂßÅËÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ × ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÅ ÎÕÌØ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁ-
ÃÉÑÍÉ ×ÚÑÔÉÑÍÉ ËÏÎÕÓÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÓÄ×ÉÇÁ ÉÚ ÏÂßÅËÔÏ× ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.4. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÃÉÌÉÎÄÒ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f ÆÏÒÍÕÌÏÊ Cyl(f) = C(i[−1] : C(f)[−1] → X•), ÉÌÉ Ñ×ÎÏ

Cyl(f)k = Y k ⊕Xk ⊕Xk+1; dkCyl(f) =
(
dkY 0 fk+1

0 dkX − idXk+1

0 0 −dk+1
X

)
:

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ X• �f→ Cyl(f) �→ C(f) É ÍÏÒÆÉÚÍÙ Y • �→ Cyl(f) �→ Y •,
ÔÁËÉÅ ÞÔÏ � ◦ � = idY • , � ◦ � ∼ idCyl(f), � ◦ �f = f , � ◦ � = i.

þÁÓÔØ 14. òÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ

òÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ X.
åÓÌÉ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉA ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÏÂßÅËÔX ∈ A ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ
ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ × ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ:

· · · → P−3 → P−2 → P−1 → P 0 → 0:
íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.
ìÅÍÍÁ 14.1. ðÕÓÔØ X• | ËÏÍÐÌÅËÓ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ó×ÅÒÈÕ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓ P •, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ
ÉÚ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× É Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ f• : P • → X•.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ P i É f i ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ. äÌÑ ÔÁËÉÈ k, ÞÔÏ Xi = 0 ÐÒÉ i > k, ÐÏÌÏÖÉÍ
P k = 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ P i É ÍÏÒÆÉÚÍÙ f i Ó i > k ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÁË ËÏÎÕÓ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ
ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ × ÓÔÅÐÅÎÑÈ > k + 1.

P k
dkP //

fk
²²

P k+1
dk+1
P //

fk+1

²²

P k+2 //

fk+2

²²

: : :

: : : // Xk−1
dk−1
X // Xk

dkX // Xk+1
dk+1
X // Xk+2 // : : :

ðÕÓÔØ Y = Ker
((

dkX fk+1

0 −dk+1
P

)
: Xk ⊕ P k+1 → Xk+1 ⊕ P k+2

)
. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÕÀ P k → Y

É ÐÕÓÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ P k → Y → Xk ⊕ P k+1 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ fk : P k → Xk É −dkP : P k → P k+1.
ôÏÇÄÁ

(
dkX fk+1

0 −dk+1
P

)(
fk
−dkP

)
=

(
dkXfk−fk+1dkP

dk+1
P dkP

)
, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á dkXfk = fk+1dkP É dk+1

P dkP = 0. úÎÁÞÉÔ
ÍÏÒÆÉÚÍÙ fk É dkP ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, ÐÒÉÞÅÍ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÅÇÏ ËÏÎÕÓ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ÔÁËÖÅ É ×
ÓÔÅÐÅÎÉ k. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P • | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÏÂßÅËÔÁ X, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ
� : P0 → X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ · · · → P−3 → P−2 → P−1 → P 0 �→ X → 0 ÁÃÉËÌÉÞÅÎ.
ìÅÍÍÁ 14.3. ðÕÓÔØ P • | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÄÌÑ X, Á Q• | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÄÌÑ Y .
ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : X → Y ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍ
ËÏÍÐÌÅËÓÏ× f• : P • → Q•, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ H0(f•) = f .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f i : P i → Qi, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó f0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ P 1 = X,
d0
P = �X , Q1 = Y , d0

Q = �Y , f1 = f É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f i Ó i > k ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ.

: : : // P k−1
dk−1
P // P k

dkP //

fk
²²

�k

""EE
EE

EE
EE

P k+1
dk+1
P //

fk+1

²²

P k+2 //

fk+2

²²

: : :

: : : // Qk−1
dk−1
Q // Qk

dkQ // Qk+1
dk+1
Q // Qk+2 // : : :

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ �k = fk+1 ◦ dkP . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ dk+1
Q ◦ �k = dk+1

Q ◦ fk+1 ◦ dkP = fk+2 ◦ dk+1
P ◦ dkP = 0.

îÏ ÔÁË ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓ Q• ÔÏÞÅÎ, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ÞÔÏ Im�k ⊂ Ker dk+1
Q = Im dkQ. ôÁË ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍ Qk → Im dkQ

ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ, Á P k ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ fk : P k → Qk, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ �k = dkQ ◦ fk. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÜÔÕ
ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÓÔÒÏÉÍ f•.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f• É g• | Ä×Á ÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ H0(f•) = H0(g•). âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ hi ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÎÁÞÉÎÁÑ Ó h0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Q1 = Y , d0

Q = �Y É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ hi Ó i > k ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ.

: : : // P k−1
dk−1
P // P k

dkP //

hk

ww
gk

²²
fk

²²

P k+1
dk+1
P //

hk+1

wwooooooooooooo
gk+1

²²
fk+1

²²

P k+2 //

hk+2

wwnnnnnnnnnnnn

gk+2

²²
fk+2

²²

: : :

: : : // Qk−1
dk−1
Q

// Qk
dkQ

// Qk+1
dk+1
Q

// Qk+2 // : : :

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ dkQ ◦ (fk − gk − hk+1 ◦ dkP ) = (fk+1 − gk+1 − dkQ ◦ hk+1) ◦ dkP = hk+2 ◦ dk+1
P ◦ dkP = 0. îÏ ÔÁË ËÁË

ËÏÍÐÌÅËÓ Q• ÔÏÞÅÎ, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ÞÔÏ Im(fk−gk−hk+1 ◦dkP ) ⊂ Ker dkQ = Im dk−1
Q . ôÁË ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍ Qk → Im dkQ

ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ, Á P k ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ hk : P k → Qk, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ fk − gk − hk+1 ◦ dkP = dk−1
Q ◦ hk.

ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÓÔÒÏÉÍ h•. ¤

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ Qi É ÔÏÞÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÁ P •. ðÏ-
ÜÔÏÍÕ ÒÏ×ÎÏ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 14.4. ÷ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ Ó×ÅÒÈÕ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅË-
ÔÏ× × ÁÃÉËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÎÕÌÀ.
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áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ×ÅÒÎÙ ÄÌÑ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ, ÅÓÌÉ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎßÅË-
ÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×.

ìÅÍÍÁ 14.5. ðÕÓÔØ X• | ËÏÍÐÌÅËÓ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓ I•, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ
ÉÚ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× É Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ f• : X• → I•. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÑËÉÊ ÏÂßÅËÔ X ∈ A ÏÂÌÁÄÁÅÔ
ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ × ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ:

0 → I0 → I1 → I2 → I3 → : : :

åÓÌÉ I• | ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÄÌÑ ÏÂßÅËÔÁ X, Á J• | ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÄÌÑ Y , ÔÏ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : X → Y ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×
f• : I• → J•, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ H0(f•) = f . ÷ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÁÃÉËÌÉÞÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ
ËÏÍÐÌÅËÓ ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÎÕÌÀ.

þÁÓÔØ 15. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×

ôÅÏÒÅÍÁ 15.1. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒ F : A → B ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á, Á × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉ×-
ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ A ×ÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ P • ∼= X É
ÐÏÌÏÖÉÍ LiF (X) = H−i(F (P •)). ôÏÇÄÁ LiF | ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÆÕÎËÔÏÒÁ F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÄÏËÁÖÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ P • ∼= X É Q• ∼= Y | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÒÅÚÏÌØ-
×ÅÎÔÙ, Á f : X → Y | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÕÓÔØ f• : P • → Q• | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ,
ÔÁËÏÊ ÞÔÏ H0(f•) = f . ðÏÌÏÖÉÍ LiF (f) = H−i(F (f•)). îÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ
ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ f•. îÏ ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÒÁÚÎÙÅ f• ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÎÙÅ F (f•) ÔÏÖÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ LiF (X) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ
Q• → X | ÄÒÕÇÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ idX : X → X ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f• : P • → Q• É g• : Q• → P •,
ÐÒÉÞÅÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ g• ◦ f• : P • → P • É f• ◦ g• : Q• → Q• ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ F
ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÙ F (P •) É F (Q•) ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �. ðÕÓÔØ 0 → X f→ Y g→ Z → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ × A.
÷ÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ P • ∼= X É Q• ∼= Y É ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ f ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ f• : P • → Q•.
ðÕÓÔØ R• = C(f). éÚ ÌÅÍÍÙ 13.1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ P • ∼= Z. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ Rk = Qk⊕P k+1 ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ
R• | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÄÌÑ ÏÂßÅËÔÁ Z. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÔÒÕÇÏÌØÎÉËÕ P • → Q• → R• → P •[1] ÆÕÎËÔÏÒ
F ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÏÊËÕ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× F (P •) → F (Q•) → F (R•) → F (P •[1]). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ F
ÉÍÅÅÍ

F (R•) = F (C(f)) ∼= C(F (f)); F (P •[1]) = F (P •)[1]:
ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ÌÅÍÍÕ 13.1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

· · · → L2F (Z) �1→ L1F (X) → L1F (Y ) → L1F (Z) �0→ L0F (X) → L0F (Y ) → L0F (Z) → 0

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ

0 // X
f //

�
²²

Y
g //

�
²²

Z //

�
²²

0

0 // X1
f1 // Y1

g1 // Z1 // 0

ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÏÅË. ðÕÓÔØ P • ∼= X, Q• ∼= Y , P •1 ∼= X1, Q•1 ∼= Y1 | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ, Á f• : P • → Q• É
f•1 : P •1 → Q•1 | ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ f É f1. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ �• : P • → P •1 É �• : Q• → Q•1 | ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ � É �. ôÏÇÄÁ
f•1 ◦ �• ∼ �• ◦ f•. ðÕÓÔØ hk : P k → Qk−1

1 | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ

�k ◦ fk − fk1 ◦ �k = dk−1
Q1

◦ hk + hk+1 ◦ dkP :
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ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ k : Rk = Qk⊕P k+1 → Rk1 = Qk1 ⊕P k+1
1 ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(
�k hk+1

0 �k
)

. ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ
k | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ

P •
f• //

�•
²²

Q• i //

�•
²²

R•
p //

•
²²

P •[1]

�•[1]
²²

P •1
f•1 // Q•1

i1 // R•1
p1 // P •1

ÐÅÒ×ÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÅÎ, Á Ä×Á ÄÒÕÇÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÉÎÄÕ-
ÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ, É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ �• É �• ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ � : X → X1 É
� : Y → Y1, ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ • ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ � : Z → Z1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, H−i(F (�•)) = LiF (�),
H−i(F (�•)) = LiF (�), É H−i(F (•)) = LiF (�). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ �k ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÙ ÍÏÒÆÉÚ-
ÍÁÍÉ p É p1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÐÒÁ×ÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÈ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ LiF ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÅÇÏ
ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.

ìÅÍÍÁ 15.2. åÓÌÉ ÏÂßÅËÔ P ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ L0F (P ) ∼= P , LiF (P ) = 0 ÐÒÉ i > 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ P ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÚÑÔØ ËÏÍÐÌÅËÓ
P • Ó P 0 = P , P i = 0 ÐÒÉ i 6= 0. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ F (P ) ×
ÓÔÅÐÅÎÉ 0, Á ÅÇÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÉÍÅÀÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ×ÉÄ. ¤

ìÅÍÍÁ 15.3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ X ÉÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× L0F (X) ∼= F (X).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ X ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ P • ∼= X. ïÎÁ ÄÁÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ÓÐÒÁ×Á ÔÒÏÊËÕ
P−1 → P 0 → X → 0. ðÒÉÍÅÎÑÑ F ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ F (P−1) → F (P 0) → F (X) → 0, ËÏÔÏÒÁÑ
ÔÁËÖÅ ÔÏÞÎÁ ÓÐÒÁ×Á (ÔÁË ËÁË F ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á). ïÔÓÀÄÁ H0(F (P •)) = Coker(F (P−1) → F (P 0)) ∼= F (X).
æÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ. ¤

ìÅ×ÙÊ (ÐÒÁ×ÙÊ) �-ÆÕÎËÔÏÒ (E•; �•) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÉÒÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i > 0 É ×ÓÑËÏÇÏ X ÎÁÊÄÅÔÓÑ
ÓÀÒßÅËÃÉÑ Y → X (ÉÎßÅËÃÉÑ X → Y ), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Ei(Y ) = 0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ L•F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÉÒÁÀÝÉÍ × ÓÉÌÕ
ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ (× ËÁÞÅÓÔ×Å Y ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÕÀ), ÐÒÉÞÅÍ L0F ∼= F . ðÏÜÔÏÍÕ
ÏÓÔÁÅÔÓÑ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ. ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 15.4. ðÕÓÔØ (Ei; �i) | ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ �-ÆÕÎËÔÏÒ Ó E0 ∼= F . ôÏÇÄÁ ÏÎ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ (Ti; �i) | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �-ÆÕÎËÔÏÒ, Á f0 : T0 → E0 | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ðÒÅÄ-
ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ fi : Ti → Ei ÐÒÉ i < k ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ. ðÏÓÔÒÏÉÍ fk : Tk → Ek. ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ
ÏÂßÅËÔ, Á Y → X | ÓÀÒßÅËÃÉÑ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Ek(Y ) = 0. ðÏÌÏÖÉÍ X ′ = Ker(Y → X) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞÎÕÀ
ÔÒÏÊËÕ

0 → X ′ → Y → X → 0:
ðÏÌÕÞÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ

(‡)
: : : // Tk(Y ) // Tk(X) �k−1 //

²²Â
Â
Â

Tk−1(X ′) //

fk−1;X′

²²

Tk−1(Y )
fk−1;Y

²²
: : : // Ek(Y ) // Ek(X) �k−1 // Ek−1(X ′) // Ek−1(Y )

îÏ Ek(Y ) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ Ek(X) = Ker(Ek−1(X ′) → Ek−1(Y )), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Tk(X) → Tk−1(X ′) →
Ek−1(X ′) ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Ek(X), ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÕÎËÔÉÒÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ, ÄÅÌÁÀÝÁÑ ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ fkX .
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ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ Y É ÞÔÏ fk É fk−1
ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó �k−1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ
(?) 0 // X ′

1 //

�′
²²

Y1 //

²²

X1 //

�
²²

0

0 // X ′
2 // Y2 // X2 // 0

× ËÏÔÏÒÏÊ Ek(Y1) = 0. ïÎÁ ÄÁÅÔ ËÕÂÉÞÅÓËÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

Tk(X1) � //

fkX1

²²

Tk(�)

ÂÂ?
??

??
??

??
Tk−1(X ′

1)

fk−1;X′1
²²

Tk−1(�′)

ÂÂ?
??

??
??

??

Tk(X2) � //

fkX2

²²

Tk−1(X ′
2)

fk−1;X′2

²²

Ek(X1) �
//

Ek(�)
ÂÂ?

??
??

??
??

Ek−1(X ′
1)

Ek−1(�′)
ÂÂ?

??
??

??
??

Ek(X2) �
// Ek−1(X ′

2)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ËÒÏÍÅ ÌÅ×ÏÊ É ÐÅÒÅÄÎÅÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ (×ÅÒÈÎÑÑ É ÎÉÖÎÑÑ | ÔÁË ËÁË T• É E• |
�-ÆÕÎËÔÏÒÙ, ÐÒÁ×ÁÑ | × ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ fk−1, Á ÚÁÄÎÑÑ | ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ fk).
åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ Ek(Y2) = 0, ÔÏ ÐÅÒÅÄÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÔÏÖÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

� ◦ fkX2 ◦ Tk(�) = fk−1;X′2 ◦ � ◦ Tk(�) = fk−1;X′2 ◦ Tk−1(�′) ◦ � =
= Ek−1(�′) ◦ fk−1;X′1 ◦ � = Ek−1(�′) ◦ � ◦ fkX1 = � ◦ Ek(�) ◦ fkX1 :

îÏ ÔÁË ËÁË Ek(Y2) = 0 ÍÏÒÆÉÚÍ � : Ek(X2) → Ek−1(X ′
2) ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, ÚÎÁÞÉÔ fkX2 ◦ Tk(�) = Ek(�) ◦ fkX1 ,

ÔÏ ÅÓÔØ ÌÅ×ÁÑ ÇÒÁÎØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ. úÎÁÞÉÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍ fk : Tk → Ek Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×.
þÔÏÂÙ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ fkX ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ Ó X1 = X2 = X É
� = idX É Ek(Y1) = Ek(Y2) = 0. ôÁË ËÁË Tk(�) = idTk(X), Ek(�) = idEk(X), ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÌÅ×ÏÊ ÇÒÁÎÉ
ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× fkX : Tk(X) → Ek(X), ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÐÏ Y1 É Y2. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ
ÌÀÂÙÈ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÉÈ Y1 → X É Y2 → X, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ Ek(Y1) = Ek(Y2) = 0, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÁÑ Y → X,
ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Ek(Y ) = 0 É ÍÏÒÆÉÚÍÙ Y1; Y2 → X ÐÒÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Y (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ Y = Y1 ⊕ Y2). éÚ
ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ Tk(X) → Ek(X), ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÐÏ Y1 É Y2, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó
ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÐÏ Y , Á ÚÎÁÞÉÔ É ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÌÅ×ÁÑ ÇÒÁÎØ
×ÓÅÇÄÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ (?) ÄÌÑ X1 = X2 = X, � = idX É Ek(Y1) = 0, É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÕÀ ÅÊ ËÕÂÉÞÅÓËÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ. ëÁË ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ × ÎÅÊ ×ÅÒÈÎÑÑ, ÎÉÖÎÑÑ, ÐÒÁ×ÁÑ É ÚÁÄÎÑÑ ÇÒÁÎÉ
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ, Á ÌÅ×ÁÑ ÇÒÁÎØ ÔÏÖÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ × ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ fk. îÏ ÔÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ
ÐÅÒÅÄÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÔÏÖÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ, ÞÔÏ É ÄÁÅÔ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔØ f• É �•. ¤

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ôÅÏÒÅÍÁ 15.5. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒ F : A → B ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á, Á × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ
ÏÂßÅËÔÏ×. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ A ×ÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ I• ∼= X É ÐÏÌÏ-
ÖÉÍ RiF (X) = Hi(F (I•)). ôÏÇÄÁ R•F | ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ �-ÆÕÎËÔÏÒ Ó R0F ∼= F . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ R•F | ÐÒÁ×ÙÊ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÆÕÎËÔÏÒÁ F . åÓÌÉ X ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ RiF (X) = 0 ÐÒÉ i > 0.
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çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 5
15.10.2008

ðÒÉÍÅÒÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×
þÁÓÔØ 16. æÕÎËÔÏÒÙ Ext

÷ÁÖÎÅÊÛÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÔ ÆÕÎËÔÏÒÁ Hom. ðÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, ÅÓÔØ ×ÙÂÏÒ | ÐÏ ËÁËÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ
ÆÕÎËÔÏÒ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÎÏ ÔÁË ËÁË ÁÐÒÉÏÒÉ ÜÔÏ ÎÅ
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ

Exti1(X;Y ) = (Ri Hom(−; Y ))(X); Exti2(X;Y ) = (Ri Hom(X;−))(Y ):
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hom(X;−) : A → Ab | ÔÏÞÎÙÊ ÓÌÅ×Á ÆÕÎËÔÏÒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÄÏ ÏÂßÅËÔ Y
ÚÁÍÅÎÑÔØ ÎÁ ÅÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ × A. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Hom(−; Y ) : A◦ → Ab | ÔÏÞÎÙÊ ÓÌÅ×Á
ÆÕÎËÔÏÒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÄÏ ÏÂßÅËÔ X ÚÁÍÅÎÑÔØ ÎÁ ÅÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ × A◦, ÔÏ
ÅÓÔØ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ × A.
äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Extk1(X;Y ) ∼= Extk2(X;Y ) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÔØÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ
éÏÎÅÄÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ek(X;Y ) ×ÓÅÈ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ×ÉÄÁ

0 → Y → Zk → Zk−1 → · · · → Z2 → Z1 → X → 0:
ä×Å ÔÁËÉÈ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Z• É Z ′• ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

0 // Y // Zk //

²²

Zk−1 //

²²

: : : // Z2 //

²²

Z1 //

²²

X // 0

0 // Y // Z ′k // Z ′k−1 // : : : // Z ′2 // Z ′1 // X // 0
äÁÌÅÅ, Ä×Å ÔÁËÉÈ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Z• É W• ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ Z• ∼ Z ′• ∼ · · · ∼ Z(n)

• ∼ W• (× ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ
ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ!). ðÒÉ k > 1 ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ExtkI (X;Y ) ËÁË ÆÁËÔÏÒ Ek(X;Y ) ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Á ÐÒÉ k = 0 ÐÏÌÏÖÉÍ Ext0

I(X;Y ) = Hom(X;Y ).
ìÅÍÍÁ 16.1. ExtkI (X;Y ) | ÂÉÆÕÎËÔÏÒ, ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÐÏ Y É ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÐÏ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓÓ × ExtkI (X;Y ), ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ Z• É ÐÕÓÔØ X ′ → X
| ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÕÓÔØ Z ′1 = Ker(Z1 ⊕ X ′ → X) | ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Z1 É X ′ ÎÁÄ X, É Z ′i = Zi ÐÒÉ
2 6 i 6 k. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Z ′• ÚÁÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ × Ek(X ′; Y ), ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ Z• ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Z ′• ÔÏÖÅ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f∗ : ExtkI (X;Y ) → ExtkI (X ′; Y ), ÐÒÉÞÅÍ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ g : X ′′ → X ′ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗, ÔÁË ÞÔÏ ExtkI (X;Y ) ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌÅÎ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ
ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. æÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÐÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ¤
ôÅÏÒÅÍÁ 16.2. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Extk1(X;Y ) ∼= ExtkI (X;Y ) ∼= Extk2(X;Y ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÔÒÏÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒ×ÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ Ext•I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÉ-
ÒÁÀÝÉÍ �-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ ExtiI(P; Y ) = 0
ÄÌÑ ×ÓÅÈ Y É i > 1. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÁË ËÁË ×ÓÑËÁÑ ÓÀÒßÅËÃÉÑ Z1 → P ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÏÅËÃÉÉ Z1 = Z ′1⊕P → P ,
×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ Ei(P; Y ) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÕ, ÉÍÅÀÝÅÍÕ ×ÉÄ 0 → Y → Y ⊕ P → P → 0, ÅÓÌÉ i = 1 É
0 → Y → Y → 0 → · · · → 0 → P → P → 0, ÅÓÌÉ i > 2, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÕÌÅÍ.

ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ �. ðÕÓÔØ 0 → X ′ f→ X g→ X ′′ → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ, Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Z ′•
ÚÁÄÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ Ek−1(X ′; Y ). ðÏÌÏÖÉÍ Z ′′1 = X, Á Z ′′i+1 = Z ′i ÐÒÉ 1 6 i 6 k − 1. ôÏÇÄÁ Z ′′• ∈ Ek(X ′′; Y ).
ðÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ek−1(X ′; Y ) → Ek(X ′′; Y ). ïÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó ÎÁÛÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �k−1 : Extk−1

I (X ′; Y ) → ExtkI (X ′′; Y ).
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õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×
ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

· · · → Extk−1
I (X;Y ) f

∗
→ Extk−1

I (X ′; Y ) �
k−1
→ ExtkI (X ′′; Y ) g∗→ ExtkI (X;Y ) → : : :

ÔÏÞÎÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ext•I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÉÒÁÀÝÉÍ �-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ ÉÚ ÐÒÅ-
ÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Extk1(X;Y ) ∼= ExtkI (X;Y ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ×ÔÏÒÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 16.5. æÕÎËÔÏÒÙ ExtkI ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.6. ïÐÉÛÉÔÅ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ExtkI (X;Y ) × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.7. ðÕÓÔØ P • ∼= X | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ É f : P k → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ
ËÌÁÓÓ × Extk1(X;Y ). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏ ÎÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔ × Ek(X;Y ), ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ × ExtkI (X;Y ).

ôÁË ËÁË Extk1 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Ext2
k, ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÈ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ, É ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ Extk.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ab ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ Exti(X;Y ) = 0 ÐÒÉ i > 2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ
Exti(X;Y ) ÄÌÑ X;Y = Z, Z=nZ, Q, Q=Z.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.9. ðÕÓÔØ 0 → X ′ → X → X ′′ → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
(a) ÍÏÒÆÉÚÍ X ′ → Y ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ X → Y ⇐⇒ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ × Ext1(X ′′; Y ) ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ;
(b) ÍÏÒÆÉÚÍ Y → X ′′ ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Y → X ⇐⇒ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ × Ext1(Y;X ′) ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÏÂßÅËÔ P ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ ⇐⇒ Ext1(P; Y ) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ Y ; (b) ÏÂßÅËÔ I
ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ ⇐⇒ Ext1(X; I) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ X.

þÁÓÔØ 17. æÕÎËÔÏÒÙ Tor

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ R−mod É mod−R ÌÅ×ÙÈ É ÐÒÁ×ÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R É ÆÕÎËÔÏÒ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁÄ R: ⊗R : (mod−R)× (R−mod) → Ab, (M;N) 7→M ⊗R N .
ìÅÍÍÁ 17.1. æÕÎËÔÏÒ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÉÍÅÅÍ Hom(M⊗RN;L) ∼= HomR(N;Hom(M;L)),
ÚÎÁÞÉÔ ÆÕÎËÔÏÒ M ⊗R − : R−mod → Ab ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ Hom(M;−) : Ab → R−mod. îÏ ÌÅ×ÙÊ
ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ×ÓÅÇÄÁ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á. úÎÁÞÉÔ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÏÞÎÏ ÐÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ.
ôÏÞÎÏÓÔØ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÎÏ. ¤

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ Ó ÆÕÎËÔÏÒÏÍ Hom ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÌÅ×ÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ É
ÐÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. ïÐÑÔØ ÖÅ, ÁÐÒÉÏÒÉ ÉÈ Ó×ÑÚØ ÎÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏËÁ

Tor1
i (X;Y ) = Ri(−⊗R Y )(X); Tor2

i (X;Y ) = Ri(X ⊗R −)(Y ):
ôÁË ËÁË ⊗R | ÔÏÞÎÙÊ ÓÐÒÁ×Á ÆÕÎËÔÏÒ, ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Tor ÎÁÄÏ ÏÂßÅËÔÙ X É Y ÚÁÍÅÎÑÔØ ÎÁ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ Tor1

i (X;Y ) ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ Y .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÌÉ P ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ Tor1

i (X;P ) = 0, Á ÆÕÎËÔÏÒ −⊗R P | ÔÏÞÅÎ;
(b) ÅÓÌÉ P • | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÄÌÑ X, Á 0 → Y1 → Y2 → Y3 → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ
0 → P • ⊗ Y1 → P • ⊗ Y2 → P • ⊗ Y3 → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×;
(c) Tor1

•(X;−) | ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ �-ÆÕÎËÔÏÒ ÐÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ.

éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Tor1
i (X;Y ) ∼= Tor2

i (X;Y ), ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÈ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ, Á ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ
ÐÒÏÓÔÏ Tori(X;Y ).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ab ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ Tori(X;Y ) = 0 ÐÒÉ i > 2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ
Tori(X;Y ) ÄÌÑ X;Y = Z, Z=nZ, Q, Q=Z.
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þÁÓÔØ 18. ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÇÒÕÐÐ

ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, Á G−mod | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÇÒÕÐÐÏ×ÙÍ ËÏÌØÃÏÍ Z[G] (= ËÁÔÅÇÏÒÉÑ
ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G = ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÉÚ ∗G × Ab). ñÓÎÏ,
ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ É ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× É ËÏÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× G−mod → Ab,

M 7→MG := {m ∈M | gm = m ∀g ∈ G }; M 7→MG := M=〈m− gm〉m∈M; g∈G:
ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á, Á ËÏÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× | ÓÐÒÁ×Á. éÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ
ÎÁÚÙ×ÁÅÀÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ É ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × G-ÍÏÄÕÌÅ M ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ

Hi(G;M) = Ri(−G)(M); Hi(G;M) = Li(−G)(M):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 18.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Hi(G;M) ∼= Exti(Z;M), Hi(G;M) = Tori(Z;M), ÇÄÅ Z | ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ
G-ÍÏÄÕÌØ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 18.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉG| ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÔÏHi+2(G;M) ∼= Hi(G;M), Hi+2(G;M) ∼=
Hi(G;M) ÐÒÉ i > 1 (ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄÌÑ Z ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ).

þÁÓÔØ 19. áÃÉËÌÉÞÎÙÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒ F : A → B ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á. ïÂßÅËÔ Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ LiF (Y ) = 0 ÄÌÑ i > 0.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÂßÅËÔ Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍ ÄÌÑ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÌÅ×Á ÆÕÎËÔÏÒÁ F , ÅÓÌÉ RiF (Y ) = 0 ÄÌÑ i > 0.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÐÒÁ×Á ÆÕÎËÔÏÒÁ F ×ÓÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙ,
Á ÄÌÑ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÌÅ×Á ÆÕÎËÔÏÒÁ F ×ÓÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙ.
ìÅÍÍÁ 19.2. åÓÌÉ F ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á, ÔÏ ÑÄÒÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× F -ÁÃÉËÌÉÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ¤

ìÅÍÍÁ 19.3. åÓÌÉ F ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á, Á Y • | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ó×ÅÒÈÕ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÓÏÔÏÑÝÉÊ ÉÚ
F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ F (Y •)-ÁÃÉËÌÉÞÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Zi = Ker(di : Y i → Y i+1). ôÏÇÄÁ ÍÏÒÆÉÚÍ di ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ
Y i ³ Zi+1 ,→ Y i+1, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ 0 → Zi → Y i → Zi+1 → 0 ÔÏÞÎÁ. õÂÙ-
×ÁÀÝÅÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ i ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ Zi Ñ×ÌÑÀÔÓÑ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → F (Zi) → F (Y i) → F (Zi+1) → 0 ÔÏÞÎÁ. îÏ f(di) ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ
F (Y i) → F (Zi+1) → F (Y i+1), ÚÎÁÞÉÔ ËÏÍÐÌÅËÓ F (Y •)-ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 19.4. åÓÌÉ Y • ∼= X | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÓÐÒÁ×Á F -ÁÃÉËÌÉÞÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ, ÔÏ LiF (X) ∼= H−i(F (Y •)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ Y • ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ P •. ôÏÇÄÁ P • ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ
ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ÄÌÑ X. ðÕÓÔØ f : P • → Y • | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË P • → Y • → C(f). éÚ
ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ C(f) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ
Ó×ÅÒÈÕ (ÐÏÓËÏÌØËÕ É Y • É P • ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ), É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ
ÅÇÏ ÞÌÅÎ | ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ Y i É P i+1. úÎÁÞÉÔ ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ F (C(f)) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. îÏ F (C(f)) ∼= C(F (f)),
ÚÎÁÞÉÔ F (f) : F (P •) → F (Y •) | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÅÓÔØ H−i(F (Y •)) ∼= H−i(F (P •)) =: LiF (X). ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Y ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Hom(−; X) ÄÌÑ ×ÓÅÈ X, ÔÏ ÏÎ ÐÒÏÅË-
ÔÉ×ÅÎ (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ Y ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Hom(X;−) ÄÌÑ ×ÓÅÈ X, ÔÏ ÏÎ ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ).

R-ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× −⊗R N ÄÌÑ ×ÓÅÈ N .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ×ÓÑËÉÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÐÌÏÓËÉÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÌÏÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ; (b) ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Tor ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÐÌÏÓËÉÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ.
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äÌÑ ÎÅÔÅÒÏ×Á ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ M ÐÌÏÓËÉÊ
⇐⇒ ÏÎ ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ. ïÄÎÁËÏ ÂÙ×ÁÀÔ ÎÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ, ÎÏ ÐÌÏÓËÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ.

þÁÓÔØ 20. æÕÎËÔÏÒÙ ÍÅÖÄÕ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÐÕÞËÏ×

ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á A = Sh(X) | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÐÕÞËÏ× ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ ÎÁ X. ðÕÓÔØ
ÔÁËÖÅ PreSh(X) | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÐÒÅÄÐÕÞËÏ× ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ ÎÁ X. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, Sh(X) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ
ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × PreSh(X). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ i : Sh(X) → PreSh(X) | ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ. èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,
ÞÔÏ ÏÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÅ×ÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ a : PreSh(X) → Sh(X) (ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÕÞËÏ×ÉÚÁÃÉÉ). æÕÎË-
ÔÏÒ a ÔÏÞÅÎ, Á ÆÕÎËÔÏÒ i ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á!
ìÅÍÍÁ 20.1. ÷ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÕÞËÏ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕÐÐÕ Gx É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ~G = tx∈XGx Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. ðÕÓÔØ � : ~G→ X | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÅÇÏ ÐÕÞÏË ÓÅÞÅÎÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÐÕÞÏË G ÎÁ X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ G(U) = { s : X → �−1(U) ⊂ ~G | � ◦ s = idU }. ìÅÇËÏ
×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÕÞÏË. ðÕÞËÉ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÕÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÙ×ÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ X. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Fx = lim

−→x∈U
F(U)

| ÅÇÏ ÓÌÏÊ × ÔÏÞËÅ x. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hom(F ;G) = ∏
x∈X Hom(Fx; Gx). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ � : F → G, ÔÏ ÄÌÑ

ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Fx �x→ Gx evx→ Gx ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Fx → Gx. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ {�x }x∈X | ÎÁÂÏÒ
ÍÏÒÆÉÚÍÏ× Fx → Gx ÐÏÌÏÖÉÍ �(s)(x) = �x(sx), ÇÄÅ s ∈ F(U), x ∈ U , É sx | ÏÂÒÁÚ s × Fx. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,
ÞÔÏ � | ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏ×. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ Hom(F ;G) É∏
x∈X Hom(Fx; Gx) | ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÇÒÕÐÐ Gx ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁ, ÔÏ É ÐÕÞÏË G ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ,
ÞÔÏÂÙ ×ÌÏÖÉÔØ ÐÕÞÏË F × ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÐÕÞÏË, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÎÁÊÔÉ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ
Fx × ÉÎßÅËÔÉ×ÎÕÀ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕÐÐÕ Gx. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÕÞËÏ× ÔÏÞÎÁ ⇐⇒ ÏÎÁ ÔÏÞÎÁ ÐÏÓÌÏÊÎÁ;
(b) ÓÌÏÉ ÐÒÅÄÐÕÞËÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÓÏ ÓÌÏÑÍÉ ÅÇÏ ÐÕÞËÏ×ÉÚÁÃÉÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ �(X;−) : Sh(X) → Ab. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á (× ÜÔÏÍ
ÓÏÓÔÏÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÕÞËÁ). ðÏÓËÏÌØËÕ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÕÞËÏ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÏÎ
ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÒÁ×ÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ X Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ-
ÔÁÍÉ × ÐÕÞËÅ:

Hi(X;F) = Ri�(X;F):
÷ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ F | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÐÕÞÏË (ÐÕÞËÏ×ÉÚÁÃÉÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÐÕÞËÁ), ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ
ÇÒÕÐÐÅ A, ÐÉÛÕÔ Hi(X;F) = Hi(X;A). äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÇÏÒÁÚÄÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÁÃÉ-
ËÌÉÞÎÙÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ×ÍÅÓÔÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ.
ðÕÓÔØ X ÐÁÒÁËÏÍÐÁËÔÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÄÅÌÉÍÏ É Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÅÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄ-
ÐÏËÒÙÔÉÅ). ðÕÞÏË F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

• ×ÑÌÙÍ, ÅÓÌÉ ∀ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ U ⊂ X ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ F(X) → F(U) ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ;
• ÍÑÇËÉÍ, ÅÓÌÉ ∀ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ Y ⊂ X ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F(X) → F(Y ) := lim

−→Y⊂U
F(U) ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ;

• ÔÏÎËÉÍ, ÅÓÌÉ ∀ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ Y1; Y2 ⊂ X, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ Y1 ∩ Y2 = ∅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ � ÐÕÞËÁ F ,
ÔÁËÏÊ ÞÔÏ �|Y1 = id, �|Y2 = 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ×ÑÌÙÅ, ÍÑÇËÉÅ É ÔÏÎËÉÅ ÐÕÞËÉ �-ÁÃÉËÌÉÞÎÙ; (b) ÐÕÞËÉ ÇÌÁÄËÉÈ
ÓÅÞÅÎÉÊ ÇÌÁÄËÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÍÑÇËÉÅ; (c) ÐÕÞËÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÍÑÇËÉÅ.

éÚ ÐÕÎËÔÁ (b) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË ÇÌÁÄËÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ 
iX ÎÁ X ÍÑÇËÉÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓ ÄÅ
òÁÍÁ 
•X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÑÇËÏÊ (Á ÚÎÁÞÉÔ ÁÃÉËÌÉÞÎÏÊ) ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ R. ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ
ôÅÏÒÅÍÁ 20.4 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÅ òÁÍÁ). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hi(X;R) ∼= Hi(�(X;
•X)).
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þÁÓÔØ 21. ðÒÑÍÏÊ É ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ

ðÕÓÔØ f : X → Y ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, F | ÐÕÞÏË ÎÁ X, Á G | ÐÕÞÏË ÎÁ Y . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ
ÐÕÞÏË f∗F ÎÁ Y É ÐÕÞÏË f−1G ÎÁ X ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

f∗F(U) = F(f−1(U)); f−1G = a(U 7→ lim
−→f(U)⊂V

G(V )):

ìÅÍÍÁ 21.1. æÕÎËÔÏÒ f−1 : Sh(Y ) → Sh(X) ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ f∗ : Sh(X) → Sh(Y ). æÕÎËÔÏÒ
f−1 ÔÏÞÅÎ, Á ÆÕÎËÔÏÒ f∗ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÅÄÐÕÞÏË U 7→ lim
−→f(U)⊂V

G(V ) ÞÅÒÅÚ f ′G. ðÕÓÔØ � : f−1G → F | ÍÏÒÆÉÚÍ
ÐÕÞËÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, � ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ f−1G(f−1(U)) → F(f−1(U)). ëÏÍÐÏÎÉÒÕÑ ÅÇÏ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ ÐÒÅÄ-
ÐÕÞËÁ f ′G × ÅÇÏ ÐÕÞËÏ×ÉÚÁÃÉÀ f−1G, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ G(U) = f ′G(f−1(U)) → F(f−1(U)) = f∗F(U), ÞÔÏ
ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÍÏÒÆÉÚÍ G → f∗F .
ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ  : G → f∗F | ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏ×. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ U ⊂ X, V ⊂ Y ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(U) ⊂ V ,
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ G(V ) → f∗F(V ) = F(f−1(V )) → F(U). ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÏ V ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ
ÐÒÅÄÐÕÞËÏ× f ′G → F , ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÕÞËÏ×ÉÚÁÃÉÉ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ a(f ′G) = f−1G.
ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. äÁÌÅÅ,
ÆÕÎËÔÏÒ f∗ ÂÕÄÕÞÉ ÐÒÁ×ÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á, Á f−1 ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÐÒÏ-
×ÅÒÉÔØ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ f−1 ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ,
ÞÔÏ (f−1G)x = lim

−→x∈U⊂f−1(V )
G(V ) = Gf(y) É ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏ× ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ ⇐⇒ ÏÎ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ

ÓÌÏÑÈ. ¤
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 21.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ f∗ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÕÞËÉ × ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 21.3. ðÕÓÔØ Xd | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË X Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, Á � : Xd → X | ÍÏÒÆÉÚÍ,
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÁ ÔÏÞËÁÈ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) Sh(Xd) ∼= Funadd(X;Ab), ÇÄÅ X ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÄÉÓ-
ËÒÅÔÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ (ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ËÒÏÍÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ); (b) Inj(Sh(Xd)) = Funadd(X; Inj(Ab)); (c)
ÐÕÞÏË ÒÁÚÒÙ×ÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÐÕÞËÁ F ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó �∗�−1F .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 21.4. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÕÞÏË f!F ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ f!F(U) = { s ∈ F(f−1(U)) | supp(s) ÓÏÂÓÔ×ÅÎÅÎ ÎÁÄ U }.
ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ f! ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á Ë f−1.

ðÕÓÔØ {Ui }i∈I | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ X. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÎÁ I ÐÏÌÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏ×
{ i0 < i1 < · · · < in } ∈ I ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ui0;:::;in = Ui0 ∩ · · · ∩ Uin É ÐÕÞÏË Fi0;:::;in = j∗j−1F , ÇÄÅ
j : Ui0;:::;in → X | ×ÌÏÖÅÎÉÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ik < i < ik+1 ÐÕÓÔØ i : Ui0;:::;ik;i;ik+1;:::;in → Ui0;:::;in | ×ÌÏÖÅÎÉÅ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Fi0;:::;in = j∗j−1F → j∗i∗i−1j−1F , ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØÀ
i∗ É i−1. ðÏÌÏÖÉÍ

Cn({Ui };F) =
∏

i0<i1<···<in
Fi0;:::;in

É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : Cn({Ui };F) → Cn+1({Ui };F) ÆÏÒÍÕÌÏÊ

� = (�i0;:::;in) 7→ (��)i0;:::;in+1 :=
n+1∑

k=0
(−1)k�i0;:::;̂ik;:::;in ;

ÇÄÅ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÑ×ÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ C•({Ui };F)
| ËÏÍÐÌÅËÓ. ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ þÅÈÁ ÐÕÞËÁ F .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 21.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ËÏÍÐÌÅËÓ þÅÈÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ÐÕÞËÁ F ; (b) ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á Ui0;:::;in ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙ, ÔÏ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ þÅÈÁ | �-ÁÃÉËÌÉÞÎÁ.

þÁÓÔØ 22. æÕÎËÔÏÒÙ ÍÅÖÄÕ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ×

ðÕÓÔØ X | ÓÈÅÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏËÏÌØÃÏ×ÁÎÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÁÆ-
ÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÐÅËÔÒÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ. ðÕÞÏË ËÏÌÅÃ ÎÁ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ OX .
ðÕÞÏË F ÎÁ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ OX -ÍÏÄÕÌÅÊ, ÅÓÌÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÅ F(U) ÚÁÄÁÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ
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ËÏÌØÃÏÍ OX(U), ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÍÏÄÕÌÅÊ. ðÕÞÏË OX -ÍÏÄÕÌÅÊ
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ F(U) ∼= F(V )⊗OX(V )OX(U) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÅÎØËÉÈ U ⊂ V ⊂ X,
É ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ É F(U) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÎÁÄ OX(U) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÅÎØ-
ËÉÈ U . ëÁÔÅÇÏÒÉÉ QCoh(X) Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ É Coh(X) ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ó×ÑÚÕÀÝÉÍ Ú×ÅÎÏÍ
ÍÅÖÄÕ ÁÌÇÅÂÒÏÊ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ.
ìÅÍÍÁ 22.1. åÓÌÉ X = SpecA | ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ �(X;−) : QCoh(X) → A−Mod | ÔÏÞÎÁÑ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÝÁÑ Coh(X) Ó A−mod.

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ, Á ÔÁËÖÅ ÄÒÕÇÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ Ë
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ÷ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ËÒÁÔËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÏ-
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× É ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÉÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.
÷ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ (ÔÉÐÁ Ext É
Tor), ÔÁË É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ (ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÐÒÑÍÙÅ É ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ). îÁÞÎÅÍ Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ.
æÕÎËÔÏÒÙ Hom É Ext. ëÁË É ×Ï ×ÓÑËÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ×
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÕÎËÔÏÒ Hom. èÏÔÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× × ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÔ, ÎÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ
ÏÂßÅËÔÏ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ (Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÍÏÖÎÏ ×ÍÅÓÔÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ× ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ
ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÕÞËÉ OX -ÍÏÄÕÌÅÊ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÆÕÎËÔÏÒÙ Ext.
æÕÎËÔÏÒÙ Hom É Ext. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Hom É Ext. ðÕÓÔØ F É
G Ë×ÁÚÉËÏÇÒÅÎÔÎÙÅ ÐÕÞËÉ, Á U ⊂ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ôÏÇÄÁ F(U) É G(U) | OX(U)-
ÍÏÄÕÌÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÇÒÕÐÐÁ HomOX(U)(F(U);G(U)) ÔÏÖÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ OX(U)-ÍÏÄÕÌÑ
(ÔÁË ËÁË OX(U) ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ). íÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ U , ÔÏ ÅÓÔØ
ÜÔÉ ÍÏÄÕÌÉ ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ × Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Hom(F ;G). æÕÎËÔÏÒ Hom ÔÏÞÅÎ
ÓÌÅ×Á ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÏÄÕÌÉ ExtiOX(U)(F(U);G(U)) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË Ext i(F ;G). ìÅÇËÏ ÕÂÅ-
ÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Ext i | ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ �-ÆÕÎËÔÏÒ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-
ÎÙÍ ÏÔ Hom. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Ext i ÕÄÏÂÎÅÅ ×ÓÅÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ
ÐÅÒ×ÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ (ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÐÕÞËÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ Hom(−;F)-ÁÃÉËÌÉÞÎÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ F).
æÕÎËÔÏÒÙ Hom É Ext ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ (ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙ, ÔÏ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÇÅÒÅÎ-
ÔÅÎ).
ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ÆÕÎËÔÏÒÙ Tor. ðÕÓÔØ F É G Ë×ÁÚÉËÏÇÒÅÎÔÎÙÅ ÐÕÞËÉ, Á U ⊂ X | ÁÆ-
ÆÉÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ôÏÇÄÁ F(U) É G(U) | OX(U)-ÍÏÄÕÌÉ, ÚÎÁÞÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ OX(U)-ÍÏÄÕÌØ
F(U) ⊗OX(U) G(U). íÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ U , ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÉ ÍÏÄÕÌÉ
ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ × Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ F⊗OX G ÉÌÉ F⊗G. æÕÎËÔÏÒ ⊗ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á
ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÏÄÕÌÉ TorOX(U)
i (F(U);G(U)) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË Tori(F ;G). ìÅÇËÏ ÕÂÅ-

ÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Tori | ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ �-ÆÕÎËÔÏÒ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ
ÏÔ ⊗. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Tori ÕÄÏÂÎÅÅ ×ÓÅÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ÌÀÂÏÇÏ
ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÐÕÞËÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ⊗-ÁÃÉËÌÉÞÎÙ).
æÕÎËÔÏÒÙ ⊗ É Tor ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ (ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙ, ÔÏ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ).
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 22.2. æÏÒÍÕÌÁ (F ⊗ G)(U) ∼= F(U)⊗OX(U) G(U) É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ Tori, Hom É Ext i
×ÅÒÎÙ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× U ⊂ X.

çÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ. ôÁË ËÁË ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÕÎËÔÏÒ
�(X;−) : QCoh(X) → Ab. ðÕÓÔØ R = �(X;OX). ôÏÇÄÁ R | ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, Á ÆÕÎËÔÏÒ � ÐÒÏÐÕÓ-
ËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ R-ÍÏÄÕÌÅÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X | ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, ÔÏ � ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ
ËÁÔÅÇÏÒÉÀ k-×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.
æÕÎËÔÏÒ � ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á É ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ Hi(X;−). äÌÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ X ÆÕÎËÔÏÒ � ÔÏÞÅÎ
ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ Hi(X;−) = 0 ÄÌÑ i > 0.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ F ÔÏÞÅÎ, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉ× T0 = F , Ti = 0 ÐÒÉ i > 0, ÐÏÌÕÞÉÍ
ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ �-ÆÕÎËÔÏÒ, ÚÎÁÞÉÔ LiF = 0 ÄÌÑ i > 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÐÒÁ×ÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×.
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îÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÈÅÍÅ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÕÞËÏ× ÍÏÖÎÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ (×ÑÌÙÅ, ÍÑÇËÉÅ,
É Ô.Ä.) ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÁÎÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ {Ui } ÓÈÅÍÙ X, ÔÁËÏÅ
ÞÔÏ ×ÓÅ Ui0;:::;in ÔÏÖÅ ÁÆÆÉÎÎÙ (ÜÔÏ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÈÅÍÁ X ÏÔÄÅÌÉÍÁ), ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ þÅÈÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
�-ÁÃÉËÌÉÞÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ÐÕÞËÁ É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ,
ÞÔÏ ×ÓÅ Hi(X;F) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �(X;OX)-ÍÏÄÕÌÑÍÉ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.4. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ þÅÈÁ, ÐÏÓÞÉÔÁÊÔÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÕÞËÏ× O(i) ÎÁ Pn.

ðÒÉ i > dimX ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ× ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ:
Hi(X;F) = 0 ÐÒÉ i > dimX, ÅÓÌÉ F ∈ QCoh(X):

ðÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÐÌÀÓ
ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏ× ËÏÌÅÃ f# : f−1OY → OX . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ ÓÌÕÞÁÀ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÕÎËÔÏÒ
f∗ : QCoh(X) → Ab. ðÒÉ ÜÔÏÍ f∗F(U) = F(f−1(U)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ OX(f−1(U))-ÍÏÄÕÌÅÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍ
f# ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ ÎÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ f−1OY (f−1(U)) = OY (U). ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ
ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ U , ÐÏÜÔÏÍÕ f∗F | ÐÕÞÏË OY -ÍÏÄÕÌÅÊ, ÅÓÌÉ F ∈ QCoh(X). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ
ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ f∗F Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ ÄÁÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ f∗ : QCoh(X) → QCoh(Y ).
æÕÎËÔÏÒ f∗ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á É ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ Rif∗. åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÁÆÆÉÎÎÙÊ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ f∗
ÔÏÞÅÎ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ Rif∗ = 0 ÄÌÑ i > 0.
äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÐÒÑÍÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ÍÏÖÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÍÐÌÅËÓÁ þÅÈÁ (ÅÓÌÉ ÄÁÎÏ ÁÆ-
ÆÉÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ {Ui } ÓÈÅÍÙ X, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ×ÓÅ Ui0;:::;in ÔÏÖÅ ÁÆÆÉÎÎÙ , ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ þÅÈÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ f∗-
ÁÃÉËÌÉÞÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ÐÕÞËÁ). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ Rif∗F Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍÉ ÐÕÞËÁÍÉ.
åÓÌÉ ÓÌÏÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n, ÔÏ

Rif∗F = 0 ÐÒÉ i > n, ÅÓÌÉ F ∈ QCoh(X):

åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ, ÔÏ (×ÙÓÛÉÅ) ÐÒÑÍÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ, ÔÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á.
ïÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ. åÓÌÉ F | Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË, ÔÏ f−1F
ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ OX -ÍÏÄÕÌÑ. ïÄÎÁËÏ, ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ f−1OY -ÍÏÄÕÌÅÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ f#

ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ OX -ÍÏÄÕÌÑ ÎÁ
f∗F := f−1F ⊗f−1OY OX :

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ f∗F Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 22.5. ÷ÁÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÄÌÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ ÔÁË, ËÁË ÄÌÑ ÐÕÞËÏ× ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÄÒÕÇÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ!

æÕÎËÔÏÒ f∗ ÒÁ×ÅÎ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ f−1 É ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÐÒÁ×Á ÆÕÎËÔÏÒÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ,
ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁ×Á. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ Lif∗. åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ f
ÐÌÏÓËÉÊ (ÔÏ ÅÓÔØ OX Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ f−1OY -ÍÏÄÕÌÅÍ), ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ f∗ ÔÏÞÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ Lif∗ = 0 ÄÌÑ i > 0.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ F | ÐÌÏÓËÉÊ OY -ÍÏÄÕÌØ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ F ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ), ÔÏ Lif∗F = 0. ðÏÜÔÏÍÕ
ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ÍÏÖÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ.
ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ Lif∗F Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍÉ ÐÕÞËÁÍÉ.
ïÂÒÁÔÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ É ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ.

íÅÖÄÕ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ ÅÓÔØ ÍÁÓÓÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÐÏËÁ ÎÅ ÏÂÓÕÖÄÁÅÍ, ÔÁË ËÁË ÜÔÏ
ÇÏÒÁÚÄÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ÓÄÅÌÁÔØ × ÒÁÍËÁÈ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÌÉÛØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ
ÚÁÍÅÞÁÎÉÑÍÉ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÆÕÎËÔÏÒ f∗ ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á Ë f∗; (b) ⊗ ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á Ë Hom.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f | ÏÔËÒÙÔÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÏ f∗ = f−1.
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ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
þÁÓÔØ 23. ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A | ÜÔÏ
ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× Com(A) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÁÓÓÁ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÎÅÔÒÉ-
×ÉÁÌØÎÏÅ ÍÅÓÔÏ ÚÄÅÓØ | ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ëÁË ÜÔÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ, ÚÄÅÓØ ÅÓÔØ Ä×Á ÐÏÄÈÏÄÁ.
÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÅÓÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ÏÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ,
ÍÁÌÏ ÔÏÌËÕ. ïÄÎÁËÏ ÏÎÏ ÞÁÓÔÏ ÏÞÅÎØ ÕÄÁÞÎÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Ó ÅÇÏ ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅÇËÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒÙ
ÉÚ ÌÏËÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÉÚ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ).
÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÅÓÔØ Ñ×ÎÁÑ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ) ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÌÏËÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÎÁÞÁÌÕ ÓÉÌØÎÏ
ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÖÉÚÎØ. ïÄÎÁËÏ, ÜÔÏ ÜÆÆÅËÔ ÞÉÓÔÏ ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ | Ñ×ÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-
ÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ.
îÁÞÎÅÍ Ó ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Iso(C) ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ-
ÍÏ× × C. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ C | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á S | ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ËÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× × C. ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÁÓÓÁ S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C[S−1] É ÆÕÎËÔÏÒÁ Q : C → C[S−1], ÔÁËÉÅ
ÞÔÏ

(1) Q(S) ⊂ Iso(C[S−1]);
(2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ F : C → C′, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ F (S) ⊂ Iso(C′) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ

ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÕÎËÔÏÒ F ′ : C[S−1] → C′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F ′ ◦Q ∼= F .
ìÅÍÍÁ 23.1. åÓÌÉ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ C[S−1] ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜË×É-
×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Q1 : C → C1 É Q2 : C → C2 | Ä×Å ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÇÏ
É ÔÏÇÏ ÖÅ ËÌÁÓÓÁ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× S. ôÁË ËÁË Q1(S) ⊂ Iso(C1) É Q2(S) ⊂ Iso(C2), ÐÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ F : C1 → C2 É G : C2 → C1, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ F ◦ Q1 ∼= Q2 É G ◦ Q2 ∼= Q1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
G ◦F ◦Q1 ∼= Q1, ÐÏÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÁ × ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÍ Ó×ÏÊÓÔ×Å, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
G ◦ F ∼= idC1 . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ F ◦G ∼= idC2 . úÎÁÞÉÔ F É G ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÜË×É×ÁÌÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 23.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÌÉ S ⊂ Iso(C), ÔÏ C[S−1] ∼= C, Q ∼= idC ; (b) ÅÓÌÉ S = Hom(C), ÔÏ
C[S−1] ∼= �0(C), ÇÄÅ �0(C) | ÜÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Ob(�0(C)) | ÜÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÂßÅËÔÏ× × C,
Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÔÏÌØËÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ.

åÓÌÉ S | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ S, Iso(C), É
ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ◦ g = h É Ä×Á ÉÚ ÔÒÅÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× f , g É h ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × S, ÔÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ É ÔÒÅÔÉÊ. ëÌÁÓÓ
ÍÏÒÆÉÚÍÏ× S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÓÙÝÅÎÙÍ, ÅÓÌÉ S = S.

ìÅÍÍÁ 23.3. åÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ C[S−1] É C[S−1] ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ×ÔÏÒÁÑ É ÏÎÉ ÜË×É-
×ÁÌÅÎÔÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ C[S−1] ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, Q : C → C[S−1] ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ, Á F : C → C′ | ÆÕÎËÔÏÒ,
ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (S) ⊂ Iso(C′). ôÁË ËÁË S ⊂ S, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F ′ : C[S−1] → C′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ
F ∼= F ′ ◦Q. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Q(S) ⊂ Q(S) ⊂ Iso = Iso. ðÏÜÔÏÍÕ C[S−1] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ C × S.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ C[S−1] ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, Q : C → C[S−1] ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ, Á F : C → C′ | ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ
F (S) ⊂ Iso(C′). ôÏÇÄÁ F (S) ⊂ F (S) ⊂ Iso = Iso, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F ′ : C[S−1] → C′,
ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F ∼= F ′ ◦Q. ðÒÉ ÜÔÏÍ Q(S) ⊂ Q(S) ⊂ Iso. ðÏÜÔÏÍÕ C[S−1] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ C × S. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 23.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ S ⊂ T , ÔÏ C[T−1] ∼= C[S−1][QS(T )−1].
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þÁÓÔØ 24. éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÞÁÓÔÎÙÈ

ñ×ÎÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C[S−1] ÓÔÒÏÉÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ \ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÞÁÓÔÎÙÈ". äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ËÌÁÓÓ S
ÎÁÓÙÝÅÎÎÙÍ. ðÕÓÔØ X;Y ∈ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

Z

X
f >>}}}

Y
s``@@@ É

X Y

Z f
>>~~~s

``AAA

× ËÏÔÏÒÙÈ s ∈ S, Á f | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÅÒ×ÕÀ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÅ×ÏÊ S-ÄÒÏÂØÀ É
ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ s−1◦f , Á ×ÔÏÒÕÀ | ÐÒÁ×ÏÊ S-ÄÒÏÂØÀ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ f ◦s−1. ðÒÉ ÜÔÏÍ f ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÍ
ÄÒÏÂÉ, Á s | ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ.
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ×ÉÄÁ

Z1 Z2 : : : Zn−1 Zn

X

f1 >>~~~
W1

s1aaCCC
f2 =={{{

s2]]:::: : : :
fn−1 >>|||| Wn−1

sn−1eeKKKK
fn ::vvvv

Y

sn``@@@

× ËÏÔÏÒÙÈ si ∈ S, Á fi | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ. ôÁËÉÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÌÏÖÎÙÍÉ S-ÄÒÏÂÑÍÉ.
ä×Å ÓÌÏÖÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

• ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ × ÃÅÐÏÞËÕ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ s−1 ◦ s ÉÌÉ s ◦ s−1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s ∈ S;
• ÚÁÍÅÎÏÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ g ◦ id−1 ◦f ÎÁ (g ◦ f);
• ÚÁÍÅÎÏÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ s−1 ◦ id ◦t−1 ÎÁ (t ◦ s)−1;

É ÐÒÏÓÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÃÅÐÏÞËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ.
íÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C[S−1] ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÂßÅËÔÙ × C[S−1] | ÜÔÏ ÏÂßÅËÔÙ × C, ÍÏÒÆÉÚÍÙ
ÉÚ X × Y| ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÌÏÖÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ × X É ËÏÎÞÁÀÝÉÅÓÑ × Y , Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ
ÍÏÒÆÉÚÍÏ× | ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ (ÏÎÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ).
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÅ×ÁÑ ÄÒÏÂØ id−1 ◦ id ÏÞÅ×ÉÄÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ |
×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ × ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Á ÂÕÄÕÔ ÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÔØ ÌÉÛØ
ËÌÁÓÓ. þÔÏÂÙ ÂÏÒÏÔØÓÑ Ó ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ, ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ××ÏÄÉÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C. îÁÐÒÉÍÅÒ,
ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÌÉÛØ ÍÁÌÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ C. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C ÍÁÌÁÑ, ÔÏ
×ÓÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.
ìÅÍÍÁ 24.1. åÓÌÉ C | ÍÁÌÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C[S−1] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ S.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ
ÆÕÎËÔÏÒ Q : C → C[S−1], Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÁ ÏÂßÅËÔÁÈ É ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ f × ÌÅ×ÕÀ ÄÒÏÂØ
id−1 ◦f . ôÁË ËÁË id−1 ◦g ◦ id−1 ◦f ∼ id−1 ◦(g ◦ f) ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÔÏÒ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F : C → C′ |
ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (S) ⊂ Iso(C′). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ F ′ : C[S−1] → C′ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. îÁ ÏÂßÅËÔÁÈ F ′
ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó F , Á ÄÒÏÂØ s−1

n ◦ fn ◦ · · · ◦ s−1
1 ◦ f1 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÍÏÒÆÉÚÍ F (sn)−1 ◦ F (fn) ◦ · · · ◦ F (s1)−1 ◦ F (f1).

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÍÏÒÆÉÚÍ, É ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×
ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÔÏÖÅ ÑÓÎÁ. ¤

þÔÏÂÙ ÓÏËÒÁÝÁÔØ ÓÌÏÖÎÙÅ ÄÒÏÂÉ, ÎÁÄÏ ÕÍÅÔØ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔØ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ÓÐÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï ÉÌÉ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï.

ìÅÍÍÁ 24.2. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× W1
s1→ Z1

g→ Z É W1
f2→ Z2

t→ Z ÒÁ×ÎÙ, ÐÒÉÞÅÍ s1; t ∈ S.
ôÏÇÄÁ s−1

2 ◦ f2 ◦ s−1
1 ◦ f1 ∼ (t ◦ s2)−1 ◦ (g ◦ f1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

s−1
2 ◦ f2 ◦ s−1

1 ◦ f1 ∼ s−1
2 ◦ id ◦ id−1 ◦f2 ◦ s−1

1 ◦ f1 ∼ s−1
2 ◦ id ◦t−1 ◦ t ◦ id−1 ◦f2 ◦ s−1

1 ◦ f1 ∼
∼ (ts2)−1 ◦ (tf2) ◦ s−1

1 ◦ f1 = (ts2)−1 ◦ (gs1) ◦ s−1
1 ◦ f1 ∼ (ts2)−1 ◦ g ◦ id−1 ◦s1 ◦ s−1

1 ◦ f1 ∼
∼ (ts2)−1 ◦ g ◦ id−1 ◦f1 ∼ (ts2)−1 ◦ (gf1):

¤
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ìÅÍÍÁ 24.3. åÓÌÉ C ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÏÂßÅËÔ 0C, ÔÏ ÏÎ ÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÏÂßÅËÔÏÍ × C[S−1].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÌÅ×ÁÑ ÄÒÏÂØ 0 0→ Z s← X ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÄÒÏÂÉ 0 0→ X id← X. ÷
ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ s−1 ◦0 ∼ s−1 ◦s◦ id−1 ◦0 ∼ id−1 ◦0. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÄÒÏÂÉ Ó ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÖÎÏ
Ó×ÅÒÎÕÔØ s−1 ◦ f ◦ id−1 ◦0 ∼ (id s)−1 ◦ (f0) = s−1 ◦0. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍÉ Ä×ÕÍÑ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑÍÉ ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
HomC[S−1](0; Y ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÂßÅËÔÏÍ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ×ÓÑËÁÑ ÌÅ×ÁÑ ÄÒÏÂØ X f→ Z 0← 0 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÄÒÏÂÉ X 0→ 0 0← 0. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ 0−1 ◦ f ∼
0−1 ◦ 0 ◦ 0−1 ◦ f ∼ 0−1 ◦ 0 (×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 0 = id ∈ HomC(0; 0)). ðÒÉ
ÜÔÏÍ, ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÄÒÏÂÉ Ó ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÒÎÕÔØ 0−1◦0◦s−1◦f ∼ 0−1◦f .
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, HomC[S−1](X; 0) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÏÂßÅËÔÏÍ. ¤

þÁÓÔØ 25. õÓÌÏ×ÉÑ ïÒÅ

ïÄÎÁËÏ, ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÂÏÌØÛÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÉ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏÖÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÉÍÅÅÔ
ÎÅÐÒÏÓÔÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ É ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÅÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÓÈÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ,
ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ, ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C[S−1]. ïÂÅ ÜÔÉ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÉÓÞÅÚÁÀÔ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
S ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ (ÌÅ×ÙÅ) ÕÓÌÏ×ÉÑ ïÒÅ:

(1) ËÌÁÓÓ S ÎÁÓÙÝÅÎ;
(2) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÐÒÁ×ÏÊ S-ÄÒÏÂÉ g ◦ t−1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÌÅ×ÁÑ S-ÄÒÏÂØ s−1 ◦ f : X → Y , ÔÁË ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

Z

X
f =={{{

Y
saaBBB

Wt
aaCCC g

==|||

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ;
(3) ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× f; g ÎÁÊÄÅÔÓÑ s ∈ S, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ fs = gs, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ É t ∈ S, ÔÁË ÞÔÏ tf = tg.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 25.1. ÷ÍÅÓÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÊ (2) É (3) ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÐÒÁ×ÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ïÒÅ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅ×ÙÅ ÄÒÏÂÉ
ÍÅÎÑÀÔÓÑ Ó ÐÒÁ×ÙÍÉ ÒÏÌÑÍÉ.
ìÅÍÍÁ 25.2. åÓÌÉ ËÌÁÓÓ S ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÌÅ×ÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ, ÔÏ HomC[S−1](X;Y ) ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á ÌÅ×ÙÈ S-ÄÒÏÂÅÊ ÉÚ X × Y ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: s−1 ◦ f ≈ (ts)−1 ◦ (tf), ÇÄÅ t ∈ S.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÓÑËÕÀ ÌÅ×ÕÀ ÄÒÏÂØ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÓÌÏÖÎÕÀ. ôÁË ËÁË
s−1 ◦ f ∼ s−1 ◦ id ◦ id−1 ◦f ∼ s−1 ◦ id ◦t−1 ◦ t ◦ id−1 ◦f ∼ (ts)−1 ◦ (tf);

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ ÌÅ×ÙÍ ÄÒÏÂÑÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÄÒÏÂÉ, ÚÎÁÞÉÔ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÌÅ×ÙÈ ÄÒÏÂÅÊ × ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ
ÓÌÏÖÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ.
ðÏÓÔÒÏÉÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ s−1

n ◦ fn ◦ · · · ◦ s−1
1 ◦ f1 | ÓÌÏÖÎÁÑ ÄÒÏÂØ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ

ïÒÅ (2), ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÁ×ÏÊ ÄÒÏÂÉ fi ◦s−1
i−1 ÎÁÊÄÅÍ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÌÅ×ÕÀ ÄÒÏÂØ s−1

i−1;i ◦fi−1;i. úÁÔÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ
ÐÒÁ×ÏÊ ÄÒÏÂÉ fi;i+1 ◦ s−1

i−1;i ÎÁÊÄÅÍ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÌÅ×ÕÀ ÄÒÏÂØ s−1
i−1;i+1 ◦ fi−1;i+1, É Ô.Ä. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ×ÉÄÁ
Z15

Z14

f15 ;;xxx
Z25

s15ccFFF

Z13

f14 ;;xxx
Z24

s14ccFFF
f25 ;;xxx

Z35

s25ccFFF

Z12

f13 ;;xxx
Z23

s13ccFFF
f24 ;;xxx

Z34

s24ccFFF
f35 ;;xxx

Z45

s35ccFFF

Z1

f12 <<yyy
Z2

s12ccFFFF
f23 ;;xxxx

Z3

s23ccFFFF
f34 ;;xxxx

Z4

s34ccFFFF
f45 ;;xxxx

Z5

s45bbEEE

X

f1 >>}}}
W1

s1bbEEE
f2 ;;xxxx

W2

s2ccFFFF
f3 ;;xxxx

W3

s3ccFFFF
f4 ;;xxxx

W4

s4ccFFFF
f5 <<yyy

Y
s5``AAA
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ðÏÌÏÖÉÍ f = f1n ◦ f1;n−1 ◦ · · · ◦ f12 ◦ f1 É s = s1n ◦ s2n ◦ · · · ◦ sn−1;n ◦ sn. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÄÒÏÂØ s−1 ◦ f
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÐÒÉ ÄÒÕÇÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× sij , fij É ÚÁÍÅÎÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÄÒÏÂÉ ÎÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ). ÷ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ, ÐÏÍÅÎÑÅÍ ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÌÅ×ÕÀ ÄÒÏÂØ s−1

12 ◦f12 ÎÁ t−1
12 ◦g12 (ÔÁË ÞÔÏ f12s1 = s12f2 É g12s1 = t12f2). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÐÒÁ×ÕÀ ÄÒÏÂØ s12 ◦t−1
12 É ÎÁÊÄÅÍ ÄÌÑ ÎÅÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÌÅ×ÕÀ ÄÒÏÂØ u−1 ◦v. ôÏÇÄÁ vt12 = us12, ÐÒÉÞÅÍ u ∈ S. ÷

ÓÉÌÕ ÎÁÓÙÝÅÎÎÏÓÔÉ S ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÖÅ v ∈ S. ôÅÐÅÒØ vg12s1 = vt12f2 = us12f2 = uf12s1. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ
ïÒÅ (3), ÎÁÈÏÄÉÍ w ∈ S, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ wvg12 = wuf12. úÎÁÞÉÔ

(s12s2)−1 ◦ (f12f1) ≈ (wus12s2)−1 ◦ (wuf12f1) = (wvt12s2)−1 ◦ (wvg12f1) ≈ (t12s2)−1 ◦ (g12f1):
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁÛÅÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ) ÏÔ ÚÁÍÅÎÙ
ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÌÅ×ÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÎÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÍÙ ÍÅÎÑÅÍ s−1

i ◦fi ÎÁ (tisi)−1 ◦ (tifi). îÁÊÄÅÍ
ÄÌÑ ÐÒÁ×ÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ti ◦ s−1

i−1;i É fi;i+1 ◦ t−1
i ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÌÅ×ÙÅ ÄÒÏÂÉ u−1 ◦ ti−1;i É t−1

i;i+1 ◦ g. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ
ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ti−1;i ∈ S. ôÅÐÅÒØ ÍÅÎÑÅÍ ÌÅ×ÙÅ ÄÒÏÂÉ s−1

i−1;i ◦fi−1;i É s−1
i;i+1 ◦fi;i+1 ÎÁ (ti−1;isi−1;i)−1 ◦ (ti−1;ifi−1;i)

É (ti;i+1s−1
i;i+1) ◦ (ti;i+1fi;i+1) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÔÅÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÚÁÍÅÎÉÍ ×ÓÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ, × ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ ÂÕÄÅÔ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÂÕÄÅÔ ÚÁÍÅÎÅÎ ÎÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÌÅ×ÕÀ ÄÒÏÂØ. óÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏ, ÎÁÛÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÔÎÁÑ,
ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙ.
óÌÕÞÁÊ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ ÏÞÅ×ÉÄÅÎ. åÓÌÉ ÍÙ ÂÅÒÅÍ ÌÅ×ÕÀ ÄÒÏÂØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÅÅ ËÁË ÓÌÏÖÎÕÀ, ÔÏ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ, É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ | ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÌÅ×ÁÑ ÄÒÏÂØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ
ÌÅÍÍÙ 24.2 ÌÅ×ÁÑ ÄÒÏÂØ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÐÏ ÓÌÏÖÎÏÊ ÄÒÏÂÉ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÅÊ ËÁË ÓÌÏÖÎÁÑ ÄÒÏÂØ. ¤

äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ | ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.3. ðÏÌÏÖÉÍ Ob C′ = Ob C, HomC′(X;Y ) | ÆÁËÔÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÌÅ×ÙÈ S-ÄÒÏÂÅÊ ÉÚ X × Y ÐÏ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ∼. (a) ÷×ÅÄÉÔÅ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ. (b) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÅÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ.
(c) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C′ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ïÒÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ ÄÒÏÂÉ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ, ÞÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÈ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ.
ìÅÍÍÁ 25.4. ðÕÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ, Á ÄÌÑ S ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ïÒÅ. ôÏÇÄÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C[S−1] É
ÆÕÎËÔÏÒ Q : C → C[S−1] ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷×ÅÄÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ HomC[S−1](X;Y ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ s−1◦f É t−1◦g
| Ä×Å ÌÅ×ÙÈ ÄÒÏÂÉ ÉÚ X × Y . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÁ×ÕÀ ÄÒÏÂØ s ◦ t−1 É ÎÁÊÄÅÍ ÄÌÑ ÎÅÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÌÅ×ÕÀ ÄÒÏÂØ
u−1 ◦ v. ôÏÇÄÁ w := vt = us, ÐÒÉÞÅÍ u ∈ S. ÷ ÓÉÌÕ ÎÁÓÙÝÅÎÎÏÓÔÉ S ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÖÅ v ∈ S. ðÏÌÏÖÉÍ

s−1 ◦ f + t−1 ◦ g := w−1 ◦ (uf + vg):
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ;
(b) ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ; (Ó) ÆÕÎËÔÏÒ Q : C → C[S−1] ÌÉÎÅÅÎ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× Y1; Y2 ∈ Y ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÃÉÉ
pk : Y1×Y2 → Yk É ×ÌÏÖÅÎÉÑ ik : Yk → Y1×Y2. ôÏÇÄÁ pkil = �kl, i1p1 + i2p2 = id. ôÁË ËÁË Q ÌÉÎÅÅÎ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚ-
ÍÁÈ, ×ÓÅ ÔÅ ÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ É × C[S−1], ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Y1×Y2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ (Á
ÔÁËÖÅ É ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ) ÏÂßÅËÔÏ× Y1 É Y2 × C[S−1]. ¤

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÏ ËÌÁÓÓÕ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ, ÁÄÄÉ-
ÔÉ×ÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÌÉ ÁÂÅÌÅ×ÏÓÔØ. ïÔ×ÅÔ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÐÏÞÔÉ ×ÓÅÇÄÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ, × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÏÈÒÁÎÑÔÓÑ ÄÒÕ-
ÇÏÅ ×ÁÖÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÁÔÅÇÏÒÉÉ | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ | ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÌÏÈÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÓÔÉ.
ðÏËÁ ÖÅ ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.

þÁÓÔØ 26. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÁË ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ

éÔÁË, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ D(A) ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A | ÜÔÏ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
ËÏÍÐÌÅËÓÏ× Com(A) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÁÓÓÁ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Qis:

D(A) := Com(A)[Qis−1]:
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õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 26.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ Qis ÎÁÓÙÝÅÎ.

ïÄÎÁËÏ, ËÌÁÓÓ Qis × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÐÒÑÍÕÀ ×ÏÓÐÏÌØ-
ÚÏ×ÁÔØÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ïÄÎÁËÏ, ×ÓÅ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÌÕÞÛÅ, ÅÓÌÉ
ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.
çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× Hot(A) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

Ob Hot(A) = Ob Com(A); HomHot(A)(X;Y ) = HomCom(A)(X;Y )= ∼h;
ÇÄÅ ∼h | ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 26.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÎÕÌÀ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ
ÐÏÄÇÒÕÐÐ × ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ). ÷ ÞÁÓÔ-
ÎÏÓÔÉ, ÎÁ Hot(A) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H : Com(A) →
Hot(A) (ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÁ ÏÂßÅËÔÁÈ É ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅ-
ÇÏÒÉÑ Hot(A) É ÆÕÎËÔÏÒ H ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙ.
ìÅÍÍÁ 26.3. æÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ Q : Com(A) → D(A) ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ Q = Q′ ◦ H, ÇÄÅ
Q′ : Hot(A) → D(A). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ

D(A) ∼= Hot(A)[H(Qis)−1];
ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Q′ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÕÎËÔÏÒÕ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ QH : Hot(A) → Hot(A)[H(Qis)−1].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ QH ◦H : Com(A) → Hot(A) → Hot(A)[H(Qis)−1] ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ Ë×Á-
ÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ × ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, É, ÚÎÁÞÉÔ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎËÔÏÒ F : D(A) → Hot(A)[H(Qis)−1]. äÌÑ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ Q : Com(A) → D(A) ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÍÏÒ-
ÆÉÚÍÙ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÎÕÌÀ × ÎÕÌØ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ f : X → Y É f ∼h 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÕÓ C(idX).
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ

ck = (fk; hk+1) : C(idX)k = Xk ⊕Xk+1 → Y k
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× c : C(idX) → Y , ÐÒÉÞÅÍ f = c ◦ i : X → C(idX) → Y . úÎÁÞÉÔ Q(f) =
Q(c)Q(i). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÏÍÐÌÅËÓ C(idX) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÎÕÌÅ×ÏÍÕ, Á ÚÎÁÞÉÔ
Q(C(idX)) ∼= 0 × D(A). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÒÆÉÚÍ Q(f) ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÏÂßÅËÔ, É ÚÎÁÞÉÔ ÒÁ×ÅÎ
ÎÕÌÀ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÔÏÒ Q ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ Q′◦H. ðÒÉ ÜÔÏÍ Q′(H(Qis)) = Q(Qis) ⊂ Iso,
ÐÏÜÔÏÍÕ Q′ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ Q′ = G ◦QH . ðÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÆÕÎËÔÏÒÏ×

Com(A) H //

Q
²²

Hot(A)
Q′

ttiiiiiiiiiiiiiiiiiii

QH
²²

Com(A)[Qis]−1 F // Hot(A)[H(Qis)−1]
G

oo

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ F É G Ë×ÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, G ◦ F ◦ Q = G ◦ QH ◦ H = Q′ ◦ H = Q, ÐÏÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ
ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ G ◦ F ∼= id. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, F ◦G ◦QH = F ◦Q′ = QH , ÏÔËÕÄÁ F ◦G ∼= id. ¤

ìÅÍÍÁ 26.4. ÷ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Hot(A) ËÌÁÓÓ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ É ÌÅ×ÙÍ É
ÐÒÁ×ÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÌÅ×ÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ïÒÅ. îÁÓÙÝÅÎÎÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. äÏ-
ËÁÖÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (2). ðÕÓÔØ, g : W → Y , t : W → X | ÍÏÒÆÉÚÍÙ × Com(A) (ÌÀÂÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ × Hot(A)
ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÄÎÉÍÁÀÔÓÑ), ÐÒÉÞÅÍ t ∈ Qis. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ � = t ⊕ g : W → X ⊕ Y É ÐÏÌÏÖÉÍ
Z = C(�). ðÏÌÕÞÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ i� : X ⊕ Y → Z, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ i� ◦ � ∼h 0 × ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 26.5. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, Á i : Y → C(f) É p : C(f) → X[1] |
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ i ◦ f ∼h 0 É f [1] ◦ p ∼h 0.

ðÕÓÔØ i� = f ⊕s, ÇÄÅ f : X → Z É s : Y → Z. ôÏÇÄÁ i� ◦� = f ◦ t+s◦g ∼h 0, ÏÔËÕÄÁ (−f)◦ t ∼h s◦g. ïÓÔÁÅÔÓÑ
ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ s | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÐÉÛÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

· · · → Hk−1(Z) → Hk(W ) H
k(�)→ Hk(X)⊕Hk(Y ) H

k(i�)→ Hk(Z) → Hk+1(W ) → : : :
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ôÁË ËÁË � = t⊕g, Á t | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÍÏÒÆÉÚÍ Hk(W ) → Hk(X)⊕Hk(Y ) ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, ÚÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ
Hk(Z) → Hk+1(W ) ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÚÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÏÞÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ

0 → Hk(W ) H
k(�)→ Hk(X)⊕Hk(Y ) H

k(i�)→ Hk(Z) → 0:
ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ

Hk(W )
Hk(t) //

Hk(g)
²²

Hk(X)

−Hk(f)
²²

Hk(Y )
Hk(s) // Hk(Z)

ÄÅËÁÒÔÏ× É ËÏÄÅËÁÒÔÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Hk(t) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Hk(s) ÔÁËÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (3). ÷ ÓÉÌÕ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ f : X → Y
ÎÁÊÄÅÔÓÑ s : Z → X, s ∈ Qis, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ fs ∼h 0, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ É t : Y → W , t ∈ Qis, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ tf = 0.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÕÓ C(s) É ÍÏÒÆÉÚÍ i : X → C(s). ðÕÓÔØ h | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÄÌÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁ fs, ÔÁË ÞÔÏ fs =
dh+ hd. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ gk = (fk; hk+1) : C(s)k = Xk ⊕ Zk+1 → Y k. ôÏÇÄÁ

gdC(s) = (f; h)
( d s

0 −d
)

= (fd; fs− hd) = (df; dh) = d(f; h) = dY g; gif = (f; h) ( 1
0 ) = f;

ÚÎÁÞÉÔ g | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× É g◦if = f . ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ W = C(g) É t = ig : X →W . ôÏÇÄÁ tf = iggif ∼h 0
ÔÁË ËÁË igg ∼h 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, C(s) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ, ÔÁË ËÁË s Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÄÌÉÎÎÏÊ
ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ C(g) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ t Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 26.6. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ D(A) ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ.

÷ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× Com(A) ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÉÈ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÊ:

• Comb(A) | ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×;
• Com+(A) | ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÓÎÉÚÕ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×;
• Com−(A) | ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ Ó×ÅÒÈÕ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×.

ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÚÑÔÉÅ ËÏÎÕÓÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÎÉÍÙ É × ÜÔÏÊ
ÓÉÔÕÁÃÉÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Db(A) = Comb(A)[Qis−1],
D+(A) = Com+(A)[Qis−1] É D−(A) = Com−(A)[Qis−1], ËÏÔÏÒÙÅ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÎÙÈ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ Hotb(A), Hot+(A) É Hot−(A), É × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙ.
åÝÅ ÏÄÉÎ ×ÁÒÉÁÎÔ | ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ n-ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× (É n-ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×).
ïÎÁ ÄÁÓÔ n-ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ.
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çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 7
29.10.2008

ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
þÁÓÔØ 27. áËÓÉÏÍÙ

ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ | ÜÔÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ

• Á×ÔÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [1] : T → T , X 7→ X[1];
• ËÌÁÓÓÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ×ÉÄÁ X u→ Y v→ Z w→ X[1];

(Á×ÔÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÓÄ×ÉÇÁ, Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ),
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ

TR1: (1) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË 0 → X idX→ X → 0[1] ×ÙÄÅÌÅÎ;
(2) ×ÓÑËÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ×ÙÄÅÌÅÎ;
(3) ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ u : X → Y ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ;

TR2: ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË X u→ Y v→ Z w→ X[1] ×ÙÄÅÌÅÎ ⇐⇒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Y v→ Z w→ X[1] −u[1]→ Y [1] ×ÙÄÅÌÅÎ;
TR3: ÅÓÌÉ ÔÒÅËÇÏÌØÎÉËÉ X u→ Y v→ Z w→ X[1] É X ′ u′→ Y ′ v′→ Z ′ w

′
→ X ′[1] ×ÙÄÅÌÅÎÙ, Á f : X → X ′ É

g : Y → Y ′ | ÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ gu = u′f , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ h : Z → Z ′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ hv = v′g
É f [1]w = w′h

X u //

f
²²

Y v //

g
²²

Z w //

h
²²Â
Â
Â X[1]

f [1]
²²

X ′ u′ // Y ′ v′ // Z ′ w′ // X ′[1]

TR4: ÅÓÌÉ X u→ Y v→ Z w→ X[1] É Y f→ Y ′ g→ W h→ Y [1] | ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÒÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

X u //

idX
²²

Y v //

f
²²

Z w //

p
²²

X[1]

idX
²²

X u′ // Y ′ v′ //

g
²²

Z ′

q
²²

w′ // X[1]

u[1]
²²

W idW //

h
²²

W h //

r
²²

Y [1]

Y [1] v[1] // Z[1]
× ËÏÔÏÒÏÊ Ä×Å ×ÅÒÈÎÉÅ ÓÔÒÏËÉ É Ä×Á ÓÒÅÄÎÉÈ ÓÔÏÌÂÃÁ | ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ.

ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÉÚ ÁËÓÏÍ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ ÏËÔÁÜÄÒÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÍÏÖÎÏ
ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÏËÔÁÜÄÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ Ó×ÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

Z
w

~~ ~>
~>

~>
~>

X

u′ ÃÃA
AA

AA
AA

A
u // Y

v

OO

f
²²

?

?

¤

¤
W

r
aa

a!
a!

a!
a!

hoo o/ o/ o/

Y ′
g

>>||||||||

Z
w

~~ ~>
~>

~>
~>
p

²²
X

u′ ÃÃA
AA

AA
AA

A Z ′w′oo o/ o/ o/
q //

¤

¤

?

?
W

r
``

`Ã
`Ã

`Ã
`Ã

Y ′
v′

OO

g

>>||||||||

úÄÅÓØ ×ÏÌÎÉÓÔÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ × ÏÂßÅËÔ ÓÄ×ÉÎÕÔÙÊ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÅ
Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ, Á Ú×ÅÚÄÏÊ | ×ÙÄÅÌÅÎÙ.
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ðÒÉÍÅÒ 27.1. ÷×ÅÄÅÍ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ k−mod ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÌÏÖÉÍ [1] = id, Á ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ×ÉÄÁ
U ⊕ V → V ⊕ W → W ⊕ U → U ⊕ V , ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ×ÔÏÒÏÅ
ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ É ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÅÒ×ÏÇÏ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 27.2. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 27.3. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ T ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ, ÔÏ T ◦ ÔÏÖÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ.

þÁÓÔØ 28. ó×ÏÊÓÔ×Á

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, ÚÎÁÞÉÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ë×ÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ
ÆÕÎËÔÏÒ [−1] : T → T , ÔÁË ÞÔÏ X[1][−1] ∼= X ∼= X[−1][1]. çÏÒÁÚÄÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ÓÞÉÔÁÔØ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ
Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, Á ÆÕÎËÔÏÒ [−1] ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ. üÔÏÇÏ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÚÁÍÅÎÉ× ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÎÁ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 28.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T ′, Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ [1] : T ′ → T ′ É ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ
� : T ′ → T , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ � ◦ [1] ∼= [1] ◦ �. (õËÁÚÁÎÉÅ: Ob T ′ = { (Xi; �i)i∈Z | Xi ∈ Ob T ; �i : Xi[1] ∼=→ Xi+1 },
HomT ′((Xi; �i); (Yi;  i)) = { (fi ∈ HomT (Xi; Yi)) | fi+1 ◦ �i =  i ◦ fi[1] }, (Xi; �i)[1] := (Xi+1; �i+1), �(Xi; �i) :=
X0, �(fi) := f0.) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ T ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ, ÔÏ É T ′ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ.

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÆÕÎË-
ÔÏÒÏÍ ÓÄ×ÉÇÁ É ÁËÓÉÏÍÏÊ (TR2) ×ÓÑËÉÊ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ × ÏÂÅ
ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

· · · w[−2]→ X[−1] −u[−1]→ Y [−1] −v[−1]→ Z[−1] −w[−1]→ X u→ Y v→ Z w→ X[1] −u[1]→ Y [1] −v[1]→ Z[1] −w[1]→ X[2] u[2]→ : : : ;
× ËÏÔÏÒÏÊ ÌÀÂÏÊ ÞÅÔÙÒÅÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÊ ÓÅÇÍÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ. ôÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÐÉÒÁÌØÀ, Á ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ | ×ÉÔËÁÍÉ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 28.2. ðÕÓÔØ X u→ Y v→ Z w→ X[1] | ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÕÇÏÌØÎÉË. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ
U ∈ T ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
· · · → Hom(U;X[i]) u∗[i]→ Hom(U; Y [i]) v∗[i]→ Hom(U;Z[i]) w∗[i]→ Hom(U;X[i+ 1]) u∗[i+1]→ Hom(U; Y [i+ 1]) → : : : ;

· · · → Hom(Z[i]; U) v
∗[i]→ Hom(Y [i]; U) u

∗[i]→ Hom(X[i]; U) w
∗[i−1]→ Hom(Z[i− 1]; U) v

∗[i−1]→ Hom(Y [i− 1]; U) → : : :
ÔÏÞÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÐÅÒ×ÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÔÏÞÎÏÓÔØ × ÞÌÅÎÅ Hom(U; Y ). ðÕÓÔØ
g = u∗(f) : U → Y , ÇÄÅ f : U → X. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

U idU //

f
²²

U //

g
²²

0 // U [1]

f [1]
²²

X u // Y v // Z w // X[1]
÷ÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏÞËÁ | ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÐÏ (TR1) É (TR2), Á Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÅÎ. úÎÁÞÉÔ, ÐÏ (TR3)
ÏÎÁ ÄÏÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ h : 0 → Z ÄÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, v∗(g) = vg = h0 = 0.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ v∗(g) = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

U //

g
²²

0 //

²²

U [1] − idU // U [1]

g[1]
²²

Y v // Z w // X[1] −u[1] // X[1]
÷ÅÒÈÎÑÑ É ÎÉÖÎÑÑ ÓÔÒÏÞËÉ ×ÙÄÅÌÅÎÙ ÐÏ (TR1) É (TR2), Á Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÅÎ. úÎÁÞÉÔ, ÐÏ (TR3) ÏÎÁ
ÄÏÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ f ′ : U [1] → X[1] ÄÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, −g[1] = −u[1] ◦ f [1],
ÏÔËÕÄÁ g = uf = u∗(f). ôÏÞÎÏÓÔØ ×ÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ¤
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 28.3. åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f É g × ÁËÓÉÏÍÅ (TR3) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÔÏ h ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ U É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ,
ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×

Hom(U;X) u∗ //

f∗
²²

Hom(U; Y ) v∗ //

g∗
²²

Hom(U;Z) w∗ //

h∗
²²

Hom(U;X[1]) u∗[1] //

f [1]∗
²²

Hom(U; Y [1])

g[1]∗
²²

Hom(U;X ′) u′∗ // Hom(U; Y ′) v′∗ // Hom(U;Z ′) w′∗ // Hom(U;X ′[1]) u′∗[1] // Hom(U; Y ′[1])
ïÎÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÔÒÅÌËÉ f∗, g∗ f [1]∗ É g[1]∗ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. úÎÁÞÉÔ ÐÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÐÑÔÉ
ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÍÏÒÆÉÚÍ h∗ ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. úÎÁÞÉÔ h∗ : hZ → hZ′ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÔËÕÄÁ h : Z → Z ′
ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 28.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ vu = 0, wv = 0 É u[1]w = 0.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 28.5. ÷ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÄÏÐÏÌÎÑÀÝÉÊ ÐÏ ÁËÓÉÏÍÅ (TR1) ÍÏÒÆÉÚÍ u : X → Y , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 28.6. ðÕÓÔØ ÔÒÅËÇÏÌØÎÉËÉ X u→ Y v→ Z w→ X[1] É X ′ u′→ Y ′ v
′
→ Z ′ w

′
→ X ′[1] ×ÙÄÅÌÅÎÙ, Á g : Y → Y ′

| ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ v′gu = 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f : X → X ′ É h : Z → Z ′, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏ Hom(X;Z ′[−1]) = 0, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ gu : X → Y ′. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ v′∗(gu) = v′gu = 0, ÚÎÁÞÉÔ ÎÁÊÄÅÔÓÑ
f : X → X ′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ gu = u′∗(f) = u′f . ôÅÐÅÒØ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÁËÓÉÏÍÏÊ (TR3) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ h.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Hom(X;Z ′[−1]) = 0. ÷ ÓÉÌÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÍÏÒÆÉÚÍ f , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ u′∗(f) = gu
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ w′[−1]∗(Hom(X;Z ′[−1])) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ
ÍÏÒÆÉÚÍÁ h ÉÍÅÅÍ v∗(h) = v′g, ÐÏÜÔÏÍÕ h ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ w′∗(Hom(X[1]; Z ′)) = 0, ÔÏ
ÅÓÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ¤

÷ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ!

þÁÓÔØ 29. ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Hot(A) ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ [1] :
Hot(A) → Hot(A), ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÓÄ×ÉÇÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. îÁÚÏ×ÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË × Hot(A) ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ
ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ × Hot(A) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ×ÉÄÁ X u→ Y iu→ C(u) pu→ X[1].
îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. îÁÞÎÅÍ Ó ÌÅÍÍÙ.
ìÅÍÍÁ 29.1. ðÕÓÔØ 0 → X u→ Y v→ Z → 0 | ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÍÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, Á sn :
Zn → Y n É pn : Y n → Xn | ÎÁÂÏÒ ÒÁÓÝÅÐÌÑÀÝÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×. ðÏÌÏÖÉÍ wn = −pn+1 ◦ dnY ◦ sn : Zn → Xn+1.
ôÏÇÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË X u→ Y v→ Z w→ X[1] ×ÙÄÅÌÅÎ × Hot(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
uw = −updY s = (sv − idY )dY s = svdY s− dY s = sdZvs− dY s = sdZ − dY s;

wv = −pdY sv = −pdY (idY −up) = −pdY + pdY up = −pdY + pudXp = −pdY + dXp:
ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

udXw = dY uw = dY (sdZ − dY s) = dY sdZ = (sdZ − uw)dZ = −uwdZ ;
É ÔÁË ËÁË u ×ÌÏÖÅÎÉÅ, w | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× Z → X[1]. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÒÆÉÚÍÙ fn : Zn → C(u)n
É gn : C(u)n → Zn, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

fn =
( sn
wn

)
; gn = (vn; 0)

ôÏÇÄÁ
dCf − fdZ =

( dY s+uw−sdZ
−dXw−wdZ

)
= 0; gdC − dZg = (vdZ − dZv; vu) = 0;
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ÚÎÁÞÉÔ f É g | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

X u // Y v // Z w //

f
²²

X[1]

X u // Y iu // C(u)

g

OO

pu // X[1]

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ
iu − fv =

( idY −sv−wv
)

=
( up
pdY −dXp

)
= dC

( 0
p
)

+
( 0
p
)
dY ;

ÔÁË ÞÔÏ fv ∼h iu. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,

wg − pu = (wv;− idX) = (−pdY + dXp;− idX) = (p; 0)dC + dX[1](p; 0);

ÔÁË ÞÔÏ wg ∼h pu. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ puf = w É giu = v, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ××ÅÒÈ É ×ÎÉÚ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ gf = vs = idZ , × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË

idC −fg =
( idY −sv 0

−wv idX
)

=
(

up ; 0
pdY −dXp ; idX

)
= dC

( 0 0
p 0

)
+

( 0 0
p 0

)
dC ;

ÔÏ ÅÓÔØ fg ∼h idC . ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 29.2. çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÑËÉÊ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉË × Hot(A) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÍÕÓÑ ÉÚ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÍÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ ËÏÍÐÌÅË-
ÓÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ñÓÎÏ, ÞÔÏ C(0 → X) = X, ÐÏÜÔÏÍÕ (TR1.1) ×ÅÒÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ (TR1.2) É (TR1.3) ÓÒÁÚÕ
ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ (TR2). ðÕÓÔØ ÐÅÒ×ÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ X u→ Y iu→ C(u) pu→ X[1].
ôÏÇÄÁ ×ÔÏÒÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ Y iu→ C(u) pu→ X[1] −u[1]→ Y [1]. îÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
ËÏÍÐÌÅËÓÏ× 0 → Y iu→ C(u) pu→ X[1] → 0 ÔÏÞÎÁ É ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÍÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ
ÍÏÒÆÉÚÍ w, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ × ÌÅÍÍÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó −u[1].

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ×ÔÏÒÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ×ÙÄÅÌÅÎ. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ä×ÁÖÄÙ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË X[1] −u[1]→ Y [1] −v[1]→ Z[1] −w[1]→ X[2] ÔÏÖÅ ×ÙÄÅÌÅÎ. îÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÓÄ×ÉÇÁ, ÓËÏÍÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ÚÎÁËÁ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÔÏÒÕÀ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÁËÓÉÏÍÕ (TR3). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÐÅÒ×ÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
X u→ Y iu→ C(u) pu→ X[1], Á ×ÔÏÒÏÊ | X ′ u′→ Y ′ iu′→ C(u′) pu′→ X ′[1]. ðÕÓÔØ f : X → X ′ É g : Y → Y ′ | ÔÁËÉÅ
ÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÅÎ × Hot(A), ÔÏ ÅÓÔØ gu−u′f = dh+hd. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
C(u)n = Y n ⊕Xn+1 → Y ′n ⊕X ′n+1 = C(u′)n, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ

c(h) =
(
g h
0 f

)
:

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ
dC(u′)c(h)− c(h)dC(u) =

(
dg−gd ; dh+hd+u′f−gu

0 ; fd−df
)

= 0;

ÚÎÁÞÉÔ c(h) | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ c(h)iu = iu′g, pu′c(h) = f [1]pu, ÔÁË ÞÔÏ c(h) ÄÁÅÔ
ÉÓËÏÍÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×.

îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÁËÓÉÏÍÕ (TR4). ÷×ÉÄÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÝÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÏÂÁ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÍÙÈ ÔÒÏÅË ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÉÍÅÅÍ

Y ′n = Xn ⊕ Zn ⊕Wn; dY ′ =
(
dX x y
0 dZ z
0 0 dW

)
:
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ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F[i;j] ÐÏÄÆÁËÔÏÒ ËÏÍÐÌÅËÓÁ Y ′ ÎÁÔÑÎÕÔÙÊ ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÏÔ i ÄÏ j, ÔÁË ÞÔÏ
Y ′ = F[0;2]. ðÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0

²²

0

²²
0 // F0 // F[0;1] //

²²

F1 //

²²

0

0 // F0 // F[0;2] //

²²

F[1;2] //

²²

0

F2

²²

F2

²²
0 0

Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ É ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ. ðÒÏÓÔÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÄÏÓÔÒÁÉ×ÁÀÝÉÅ ÓÔÒÏËÉ
É ÓÔÏÌÂÃÙ ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

x : F1 → F0[1]; (x; y) : F[1;2] → F0[1]; ( yz ) : F2 → F[0;1][1]; É z : F2 → F1[1]:

ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÏËÔÁÜÄÒÁ, Á ÄÌÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ
ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ

( 0 y
0 z

)
: F[1;2] → F[0;1][1] É ( x y0 0 ) : F[1;2] → F[0;1][1]

ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ÎÕÌÀ. îÏ

( 0 0
1 0 ) dF[1;2] + dF[0;1][1] ( 0 0

1 0 ) = ( 0 0
1 0 )

( d z
0 d

)− ( d x
0 d

)
( 0 0

1 0 ) =
(−x 0

0 z
)
;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ¤

þÁÓÔØ 30. ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, T | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, S | ËÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× × T , Á T [S−1] | ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ. íÙ
ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ S ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ, ÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T [S−1] ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ.

óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ S ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á

(4) s ∈ S ⇐⇒ s[1] ∈ S;
(5) ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f É g × ÁËÓÉÏÍÅ (TR3) ÌÅÖÁÔ × S, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ h ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÌÅÖÁÝÉÍ × S.

ìÅÍÍÁ 30.1. ðÕÓÔØ T | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á ËÌÁÓÓ S ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ É ÓÏÇÌÁ-
ÓÏ×ÁÎ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. ôÏÇÄÁ T [S−1] ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ-
×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÞÁÔØ ÎÁÄÏ Ó
ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ T [S−1]. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ. îÁ ÏÂßÅËÔÁÈ ÏÎ
ÂÕÄÅÔ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÁË ÖÅ ËÁË É × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T , Á ÌÅ×ÕÀ ÄÒÏÂØ s−1◦f ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔØ × s[1]−1◦f [1]. ÷ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ
(4) ÜÔÏ ÏÐÑÔØ ÌÅ×ÁÑ ÄÒÏÂØ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÁËÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ
ÄÒÏÂÅÊ, Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÌÅ×ÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ
ÜÎÄÏÆÕÎËÔÏÒ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T [S−1]. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ Á×ÔÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ (ÉÌÉ ÄÁÖÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ,
ÅÓÌÉ ÜÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ × T ).

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË × T [S−1] ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ × T .
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ôÅÐÅÒØ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÁËÓÉÏÍÙ. áËÓÉÏÍÙ (TR1.1), (TR1.2) É (TR2) ÏÞÅ×ÉÄÎÙ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ (TR1.3). ðÕÓÔØ s−1 ◦ f :
X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ, ÇÄÅ s : Y → Y ′, f : X → Y ′. äÏÐÏÌÎÉÍ × T ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → Y ′ ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X f→ Y ′ g→ Z h→ X É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × T [S−1] ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

X
s−1◦f //

idX
²²

Y
gs //

s
²²

Z h //

idZ
²²

X[1]
idX[1]

²²
X

f // Y ′
g // Z h // X[1]

ïÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ×ÙÄÅÌÅÎÁ × T [S−1].

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ (TR3). íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Õ
ÎÁÓ ÅÓÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

X u //

f
²²

Y v //

g
²²

Z w // X[1]

f [1]
²²

X ′′ Y ′′ X ′′[1]

X ′ u′ //

s

OO

Y ′ v′ //

t

OO

Z ′ w′ // X ′[1]

s[1]

OO

× ËÏÔÏÒÏÊ s; t ∈ S É u′ ◦ s−1 ◦ f = t−1 ◦ g ◦ u. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ t ◦ u′ ◦ s−1 : X ′′ → Y ′′ × T [S−1]. âÌÁÇÏÄÁÒÑ
ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ×ÉÄÅ r−1 ◦ u′′, ÇÄÅ u′′ : X ′′ → Y ′′′, r : Y ′′ → Y ′′′, r ∈ S. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
t−1 ◦ g ◦ u = (rt)−1 ◦ (rg) ◦ u, ÐÒÉ ÜÔÏÍ u′′ ◦ s = (rt) ◦ u′ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÏÔËÕÄÁ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
(rg) ◦ u = (rt) ◦ t−1 ◦ g ◦ u = (rt) ◦ u′ ◦ s−1 ◦ f = u′′ ◦ s ◦ s−1 ◦ f = u′′ ◦ f . ðÏÜÔÏÍÕ, ÚÁÍÅÎÑÑ Y ′′ ÎÁ Y ′′′, g ÎÁ rg,
Á t ÎÁ rt, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ u′′ : X ′′ → Y ′′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÏÂÁ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ.
äÏÓÔÒÁÉ×ÁÑ ÜÔÏÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÄÏ ÔÏÞÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

X u //

f
²²

Y v //

g
²²

Z w // X[1]

f [1]
²²

X ′′ u′′ // Y ′′ v′′ // Z ′′ w′′ // X ′′[1]

X ′ u′ //

s

OO

Y ′ v′ //

t

OO

Z w′ // X ′[1]

s[1]

OO

ðÒÉÍÅÎÑÑ (TR3) × T ÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ h : Z → Z ′′ É q : Z ′ → Z ′′, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÁÌÉÓØ ÍÏÒÆÉÚÍÙ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ÷ ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ×Á (5) ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ q ∈ S. úÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ s−1 ◦ f , t−1 ◦ g É q−1 ◦ h
ÚÁÄÁÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÎÉÖÎÉÊ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T [S−1], ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ (TR4). ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Á ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ × T [S−1] ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ. ðÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ, ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÍÕ × T . ðÏÌØÚÕÑÓØ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ïÒÅ É ÔÅÍÉ
ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ, ÞÔÏ Í × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å (TR1.3), ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ
ÎÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÉÍ × T ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ. ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÑÑ (TR4) × T ÓÔÒÏÉÍ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÄÁÅÔ ÉÓËÏÍÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ T [S−1]. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 30.2. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× × Hot(A) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ
(4) É (5). õÓÌÏ×ÉÅ (4) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁË ËÁË Hi(s[1]) = Hi+1(s). äÌÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ (5) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ,
ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× f ÉÌÉ g ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ, Á ×ÔÏÒÏÊ | ËÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ h
Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÕÓÔØ f = idX . äÏÓÔÒÏÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË X → Y → Z → X[1] É ÍÏÒÆÉÚÍ g : Y → Y ′
ÄÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÏËÔÁÜÄÒÁ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÎÅÊ ×ÔÏÒÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ×ÔÏÒÏÍÕ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×,
ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ p : Z → Z ′ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. îÏ ÔÁË ËÁË g Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, W
ÁÃÉËÌÉÞÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ p | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.
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ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ g = idY . äÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → X ′ ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → X ′ → X ′′ → X[1],
ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÜÔÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË X ′ → Y ′ → Z ′ → X ′[1] ÄÏÓÔÒÏÉÍ ÄÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÏËÔÁÜÄÒÁ.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÁÑ ÓÔÒÏËÁ × ÎÅÊ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ
ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Z → Z ′ × ×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ X ′′ → Z → Z ′ → X ′′[1] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.
îÏ ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁË ËÁË X ′′ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ÐÏÓËÏÌØËÕ f : X → X ′ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ¤

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ
ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ.
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çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 8
12.11.2008

ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÉ
þÁÓÔØ 31. ôÏÞÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

ðÕÓÔØ T É T ′ | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. áÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : T → T ′ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ

• ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× � : F ◦ [1] → [1] ◦ F ;
• F ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ × ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
X u→ Y v→ Z w→ X[1] × T ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË F (X) F (u)→ F (Y ) F (v)→ F (Z) �X◦F (w)→ F (X)[1] ×ÙÄÅÌÅÎ × T ′.

âÏÌÅÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÏÞÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÁÒÕ (F; �).
ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ (É ×ÓÅ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÉ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍÉ. äÒÕÇÏÊ
ÐÒÉÍÅÒ ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÔÁËÏÊ.
ìÅÍÍÁ 31.1. åÓÌÉ F : A → B | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÁÂÅÌÅ×ÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ, ÔÏ ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ
ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : Hot(A) → Hot(B).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÞÌÅÎÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ F Ë ËÏÍÐÌÅËÓÁÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎËÔÏÒ Com(A) → Com(B).
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ × ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÇÏÍÏÔÏ-
ÐÉÞÅÓËÉÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÓÄ×ÉÇÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ
ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ × ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ, É ÚÎÁÞÉÔ ÔÏÞÅÎ. ¤

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÍÅÖÄÕ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ T É T ′ ÞÅÒÅÚ Funex(T ; T ′).
ìÅÍÍÁ 31.2. ðÕÓÔØ F : T → T ′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ G : T ′ → T ÓÏÐÒÑÖÅÎ Ë F , ÔÏ ÏÎ
ÔÁËÖÅ ÔÏÞÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÎÁÐÒÉÍÅÒ G ÓÏÐÒÑÖÅÎ Ë F ÓÐÒÁ×Á. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÐÅÒ×ÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ
X ∈ T , Y ∈ T ′. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×

Hom(X;G(Y [1])) ∼= Hom(F (X); Y [1]) ∼= Hom(F (X)[−1]; Y ) ∼=
∼= Hom(F (X[−1]); Y ) ∼= Hom(X[−1]; G(Y )) ∼= Hom(X;G(Y )[1])

(ÐÅÒ×ÙÊ É ÞÅÔ×ÅÒÔÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏ×, ×ÔÏÒÏÊ É ÐÑÔÙÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ, Á ÔÒÅÔÉÊ
| ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ F ÓÏ ÓÄ×ÉÇÏÍ). ðÏ ÌÅÍÍÅ éÏÎÅÄÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ G(Y [1]) ∼= G(Y )[1], ÏÞÅ×ÉÄÎÏ
ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÊ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ×ÔÏÒÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ X → Y → Z → X[1] | ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉË × T ′. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË G(X) → G(Y ) → G(Z) → G(X)[1], ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ
ÆÕÎËÔÏÒÁ G Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G(X[1]) ∼= G(X)[1], ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ. äÏÐÏÌÎÉÍ ÔÁËÖÅ ÍÏÒ-
ÆÉÚÍ G(X) → G(Y ) ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ G(X) → G(Y ) →W → G(X)[1]. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ
ÜÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ W → G(Z), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

G(X) //

id
²²

G(Y ) //

id
²²

W //

²²Â
Â
Â G(X)[1]

id
²²

G(X) // G(Y ) // G(Z) // G(X)[1]
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

F (G(X)) //

�
²²

F (G(Y )) //

�
²²

F (W ) //

²²Â
Â
Â

F (G(X))[1]
�

²²
X // Y // Z // X[1]
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ÇÄÅ � : F ◦ G → id | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ. ðÏ ÁËÓÉÏÍÅ (TR3) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ F (W ) → Z, ÄÅÌÁÀÝÉÊ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍ W → G(Z). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ
ÏÎ ÔÁËÖÅ ÄÅÌÁÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÚØÍÅÍ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ U ∈ T É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

Hom(U;G(X)) //

id
²²

Hom(U;G(Y )) //

id
²²

Hom(U;W ) //

²²

Hom(U;G(X)[1]) //

id
²²

Hom(U;G(Y )[1])

id
²²

Hom(U;G(X)) // Hom(U;G(Y )) // Hom(U;G(Z)) // Hom(U;G(X)[1]) // Hom(U;G(Y )[1])
åÅ ×ÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÔÏÞÎÁ ÔÁË ËÁË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË G(X) → G(Y ) →W → G(X)[1] ×ÙÄÅÌÅÎ, Á ÎÉÖÎÑÑ ÔÏÞÎÁ ÔÁË
ËÁË ÏÎÁ ÐÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓÔÒÏËÅ

Hom(F (U); X) → Hom(F (U); Y ) → Hom(F (U); Z) → Hom(F (U); X[1]) → Hom(F (U); Y [1]);
ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÉÚ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → Z → X[1]. ðÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÐÑÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÚÁ-
ËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ Hom(U;W ) → Hom(U;G(Z)) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÚÎÁÞÉÔ W → G(Z) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ¤

þÁÓÔØ 32. ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ

ðÕÓÔØ T | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ðÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ S ⊂ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÏÄËÁÔÅÇÏ-
ÒÉÅÊ, ÅÓÌÉ ÎÁ S ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅÎ.
ìÅÍÍÁ 32.1. ðÕÓÔØ S ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏ ×ÓÑËÉÍ ÏÂßÅËÔÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ
ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÅÍÕ × T ÏÂßÅËÔÙ). ôÏÇÄÁ S ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ ⇐⇒ S ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÆÕÎËÔÏÒÁ ÓÄ×ÉÇÁ É ×ÚÑÔÉÑ ËÏÎÕÓÁ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÎÁ S ÚÁÄÁÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ
ÔÏÞÅÎ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ X ∈ S ÉÍÅÅÍ X[1]S ∼= X[1]T . ìÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÌÅÖÉÔ × S, ÚÎÁÞÉÔ É ÐÒÁ×ÁÑ ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ,
ÔÁË ÞÔÏ S ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÏ×. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ × S. äÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ × S ÄÏ
×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → Z → X[1]. ôÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÖÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÂÕÄÅÔ ×ÙÄÅÌÅÎ × T , ÔÁË ÞÔÏ
ËÏÎÕÓ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÏÂßÅËÔÕ Z, ÌÅÖÁÝÅÍÕ × S. úÎÁÞÉÔ S ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÚÑÔÉÑ
ËÏÎÕÓÏ× ÍÏÒÆÉÚÍÏ×.
ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ S ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÓÄ×ÉÇÁ É ×ÚÑÔÉÑ ËÏÎÕÓÁ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÄ×ÉÇ ×
S ËÁË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ S ÓÄ×ÉÇÁ × T , Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ×ÙÄÅÌÅÎ × T . ìÅÇËÏ
×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÁËÓÉÏÍÙ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ (ÄÌÑ (TR1.3) É (TR4) ÎÕÖÎÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ S ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÚÑÔÉÑ
ËÏÎÕÓÏ×, ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÏÌÎÏÔÙ). ¤

äÁÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÇÏ ÎÏ×ÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 32.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ Hot∗(A), ÇÄÅ ∗ ∈ {+;−; b } | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁ-
ÔÅÇÏÒÉÉ × Hot(A).

ðÕÓÔØ E ⊂ A | ËÌÁÓÓ ÏÂßÅËÔÏ×, ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, Á Hot∗(E) | ÐÏÌÎÁÑ
ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × Hot∗(A), ÏÂßÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ËÏÍÐÌÅËÓÙ, ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ × E .
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 32.3. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ Hot∗(E) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × Hot∗(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÏ× ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, Á ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÕÓÏ× ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ ÉÚ Ñ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ËÏÎÕÓÁ × Hot(A). ¤

äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÔÁËÏÊ. ðÕÓÔØ B ⊂ A | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÁÂÅÌÅ×Á ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ (ÔÏ ÅÓÔØ
ÅÓÌÉ × ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → A1 → A2 → A3 → 0 ÏÂßÅËÔÙ A1 É A3 ÌÅÖÁÔ × B, ÔÏ A2 ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ
× B). ðÕÓÔØ Hot∗B(A) | ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × Hot∗(A), ÏÂßÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ËÏÍÐÌÅËÓÙ, ×ÓÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ
ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ × B.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 32.4. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ Hot∗B(E) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × Hot∗(E).
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÏ× ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, Á ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÕÓÏ× ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ ÉÚ Ñ×ÎÏÊ ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × Hot(A). ¤
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 32.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ HotB(E)∗ ⊂ HotB(E) |
ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ × Hot(A).

ðÏÚÖÅ ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ HotB(E)∗ É Hot∗B(E) ÞÁÓÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.
ðÕÓÔØ T | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á E ⊂ T | ËÁËÏÅ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÅ ÏÂßÅËÔÏ×. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ
〈E〉 ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÕÀ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ × T , ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ E .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 32.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 〈E〉 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ
É ËÏÎÕÓÏ× ÍÏÒÆÉÚÍÏ×.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 32.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Db(A) = 〈A〉.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 32.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
(a) Db(Z−mod) = 〈Z〉;
(b) ÅÓÌÉ ËÏÌØÃÏ R ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÔÏ Db(R−mod) = 〈Proj(R)〉;
(c) ÅÓÌÉ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ Db(CohX) = 〈VB(X)〉.

÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ 〈Proj(A)〉 ⊂ Db(A) (ÉÌÉ 〈VB(X)〉 ⊂ Db(CohX) × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ) ÎÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÅ Dperf(A) É Dperf(X) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

þÁÓÔØ 33. ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ

ðÕÓÔØ S | ËÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× × ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ É ÓÏÇÌÁÓÏ-
×ÁÎÎÙÊ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 33.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ (a) ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ Q : T → T [S−1] ÔÏÞÅÎ; (b) ÅÓÌÉ F : T → T ′
ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (S) ⊂ Iso, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ F ′ : T [S−1] → T ′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F = F ′ ◦Q ÔÏÖÅ ÔÏÞÅÎ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ T ′ ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ðÏÌÏÖÉÍ S′ = T ′ ∩ S.
ìÅÍÍÁ 33.2. ðÕÓÔØ ÌÉÂÏ S ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÌÅ×ÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ É ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï

(6) ÅÓÌÉ X ∈ T ′, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ s ∈ S, s : X → Y , ÎÁÊÄÅÔÓÑ s′ ∈ S, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ s′s ∈ S′,
ÌÉÂÏ S ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÐÒÁ×ÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ É ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï

(6′) ÅÓÌÉ X ∈ T ′, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ s ∈ S, s : Y → X, ÎÁÊÄÅÔÓÑ s′ ∈ S, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ss′ ∈ S′,
ôÏÇÄÁ ËÌÁÓÓ S′ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ (ÌÅ×ÙÍ ÉÌÉ ÐÒÁ×ÙÍ) ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ É ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕË-
ÔÕÒÏÊ × T ′, Á ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T ′[S′−1] ⊂ T [S−1] | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÌÅ×ÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ïÒÅ É ÕÓÌÏ×ÉÅ (6). îÁÓÙÝÅÎÎÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ
S′ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ðÕÓÔØ X t← W g→ Y | ÐÒÁ×ÁÑ S′-ÄÒÏÂØ × T ′. ðÕÓÔØ X f→ Z s← Y ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÅÊ ÌÅ×ÁÑ
S-ÄÒÏÂØ × T . îÁÊÄÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ s′ : Z → Z ′ × S, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Z ′ ∈ T ′. ôÏÇÄÁ X s′f→ Z ′ s

′s← Y | ÌÅ×ÁÑ S′-ÄÒÏÂØ × T ′,
ÔÁËÁÑ ÞÔÏ s′sg = s′ft. ôÒÅÔØÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ïÒÅ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. óÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔØ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ
ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÔÏÒ T ′[S′−1] → T [S−1], ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ T ′ → T → T [S−1] (ËÏÔÏÒÙÊ
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ S′ × ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÅÎ ÎÁ ÏÂßÅËÔÁÈ, Á ÎÁ ÍÏÒ-
ÆÉÚÍÁÈ ÕÓÔÒÏÅÎ ÔÁË: ÌÅ×ÁÑ S′-ÄÒÏÂØ s−1 ◦ f ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÔÕ ÖÅ ÌÅ×ÕÀ ÄÒÏÂØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÕÀ ËÁË S-ÄÒÏÂØ.
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÅ×ÙÅ S′-ÄÒÏÂÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ËÁË
S-ÄÒÏÂÉ, É ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ S-ÄÒÏÂØ (Ó ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ × T ′) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ S′-ÄÒÏÂÉ.
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ s−1

1 ◦ f1 ∼S s−1
2 ◦ f2, ÇÄÅ si ∈ S′. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ t ∈ S, ÔÁË ÞÔÏ ts1 = ts2,

tf1 = tf2. îÏ ÔÏÇÄÁ ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ (6) ÎÁÊÄÅÔÓÑ t′ ∈ S, ÔÁË ÞÔÏ t′t ∈ S′, ÐÒÉÞÅÍ t′ts1 = t′ts2, t′tf1 = t′tf2, ÔÁË
ÞÔÏ s−1

1 ◦ f1 ∼S′ s−1
2 ◦ f2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÕÓÔØ s−1 ◦ f | ÌÅ×ÁÑ S-ÄÒÏÂØ Ó ËÏÎÃÏÍ × T ′. îÁÊÄÅÍ s′ ∈ S, ÔÁË ÞÔÏ

s′s ∈ S′. ôÏÇÄÁ s−1 ◦ f ∼S (s′s)−1 ◦ (s′f), Á ÜÔÏ ÌÅ×ÁÑ S′-ÄÒÏÂØ. ¤
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üÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÁÓÓÕ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ B ⊂ A | ÁÂÅÌÅ×Á ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á D∗B(A) =
Hot∗B(A)[Qis−1].

ìÅÍÍÁ 33.3. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ D∗B(A) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × D∗(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hot∗B(A) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × Hot∗(A) (×
ÓÉÌÕ 32.4). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ (6) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ Õ ËÏÍÐÌÅËÓÁ X ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÌÅÖÁÔ × B, Á Y ÅÍÕ
Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÅÎ, ÔÏ Õ Y ÔÏÖÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÌÅÖÁÔ × B. ¤

÷ÌÏÖÅÎÉÅ B → A ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ Hot∗(B) → Hot∗(A), ËÏÔÏÒÏÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Hot∗B(A).

ìÅÍÍÁ 33.4. ðÕÓÔØ B ⊂ A ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÜÐÉÍÏÒ-
ÆÉÚÍÁ f : A → B, ÇÄÅ A ∈ A, B ∈ B ÎÁÊÄÅÔÓÑ B′ ⊂ A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ B′ ∈ B É f|B′ : B′ → B | ÜÐÉÍÏÆÒÉÚÍ.
ôÏÇÄÁ D−B (A) ∼= D−(B) É DbB(A) ∼= Db(B).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hot∗(B) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × Hot∗(A) (×
ÓÉÌÕ 32.4). ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÐÒÉ ∗ = −; b ÕÓÌÏ×ÉÅ (6). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ó×ÅÒÈÕ
ËÏÍÐÌÅËÓ A• Ó ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ × B, ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ÅÍÕ ÐÏÄËÏÍÐÌÅËÓ B ∈ Com(B). âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ
B ÐÏÞÌÅÎÎÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó×ÅÒÈÕ. ðÕÓÔØ Ak = 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ k > n. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÏÇÄÁ É Bk = 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ k > n. ðÕÓÔØ
ÔÅÐÅÒØ Bk ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÐÒÉ k > m ÔÁË, ÞÔÏ Hk(B) = Hk(A) ÐÒÉ k > m + 1, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Hm(B) → Hm(A)
ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ. ðÏÓÔÒÏÉÍ Bm−1. ðÕÓÔØ Im = Im(Am−1 → Am) ⊂ Am, Km−1 = Ker(Am−1 → Am). îÁÊÄÅÍ
Bm−1

0 ⊂ Am−1, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Bm−1
0 → Am−1 → Im | ÓÀÒßÅËÃÉÑ ÎÁ Im∩Bm = Ker(Bm → Am=Im) ⊂ Im

(ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÕ Ker(Am−1⊕ (Im∩Bm) → Im) → Im∩Bm).
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÊÄÅÍ × Km−1 ÐÏÄÏÂßÅËÔ Bm−1

1 ⊂ Km−1, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Bm−1
1 → Hm−1(A) | ÓÀÒßÅËÃÉÑ.

îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÌÏÖÉÍ Bm−1 = Bm−1
0 +Bm−1

1 = Im(Bm−1
0 ⊕Bm−1

1 → Am−1). ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ Hm(B) = Hm(A), Á
ÍÏÒÆÉÚÍ Hm−1(B) → Hm−1(A) ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ B.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÌÉ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (6), ËÏÔÏÒÏÅ ×ÌÅÞÅÔ ÓÔÒÏÇÕÀ ÐÏÌÎÏÔÕ ÆÕÎËÔÏÒÁ
×ÌÏÖÅÎÉÑ D∗(B) → D∗(A), ÎÏ É ÐÒÏ×ÅÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ ÎÁ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ
D∗B(A). úÎÁÞÉÔ D∗(B) ∼= D∗B(A). ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 33.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÅÍÍÙ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÄÌÑ ×ÌÏÖÅÎÉÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ R−mod ⊂ R−Mod
É Coh(X) ⊂ QCoh(X). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ D−(R−mod) ∼= D−R−mod(R−Mod) É D−(Coh(X)) ∼= D−Coh(X)(QCoh(X)).

þÁÓÔØ 34. ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÉ

ðÕÓÔØ T ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á N ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ôÒÉ-
ÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ T =N ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÞÎÙÍ ÆÕÎË-
ÔÏÒÏÍ Q : T → T =N , ÔÁË ÞÔÏ Q(N ) = 0 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ′ É ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ
F : T → T ′, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ F (N ) = 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÆÕÎËÔÏÒ
F ′ : T =N → T ′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F ∼= F ′ ◦Q.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÑ ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ S(N ) | ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× s : X → Y , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÔÒÅÔØÑ ×ÅÒÛÉÎÁ
×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → Z → X[1] ÌÅÖÉÔ × N .

ìÅÍÍÁ 34.1. ëÌÁÓÓ S(N ) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ É ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, Á
ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T [S(N )−1] Ó ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ Q : T → T [S(N )−1] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ T =N .
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ ïÒÅ. îÁÞÎÅÍ Ó ÕÓÌÏ×ÉÑ (1). ðÕÓÔØ f = gh. äÏÐÏÌÎÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ g É h
ÄÏ ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÁËÓÉÏÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ

X h // Y //

g
²²

Z //

²²

X[1]

X
f // Y ′ //

²²

Z ′

²²

// X[1]

h[1]
²²

W

²²

W //

²²

Y [1]

Y [1] // Z[1]

åÓÌÉ Ä×Á ÉÚ ÔÒÅÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× f , g É h ÌÅÖÁÔ × S(N ), ÔÏ Ä×Å ÉÚ ÔÒÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
Z → Z ′ → W → Z[1] ÌÅÖÁÔ × N . îÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÒÅÔØÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÌÅÖÉÔ ÔÁÍ ÖÅ, ÔÁË ËÁË N ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ, Á
ÚÎÁÞÉÔ É ÔÒÅÔÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÌÅÖÉÔ × S(N ).

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ (2). äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ X t← W g→ Y | ÐÒÁ×ÁÑ S(N )-ÄÒÏÂØ. äÏÐÏÌÎÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ W
( t
g

)

→ X ⊕ Y

ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ W
( t
g

)

→ X ⊕ Y (−f;s)→ Z → W [1]. ôÁË ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÎÕÌÅ×ÁÑ |
ÉÍÅÅÍ sg = ft, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ s ∈ S(N ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÁËÓÉÏÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ Ë
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ Y → X ⊕ Y → X → Y [1] É X ⊕ Y → Z →W [1]:

Y // X ⊕ Y //

²²

X //

²²

Y [1]

Y s // Z //

²²

N

²²

// Y [1]

²²
W [1]

²²

W [1] //

t[1]
²²

X[1]⊕ Y [1]

X[1]⊕ Y [1] // X[1]

ôÁË ËÁË t ∈ S(N ), ÏÂßÅËÔ N ÌÅÖÉÔ × N , ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ s ∈ S(N ).

ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ (3). ðÕÓÔØ fs = 0, s ∈ S(N ), s : X → Y , f : Y → Z. äÏÐÏÌÎÉÍ s ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → N → X[1]. ôÏÇÄÁ N ∈ N . éÚ fs = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ g : N → Z, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Y → N → Z ÒÁ×ÎÁ f . äÏÐÏÌÎÉÍ g ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ N → Z → W → N [1]. ôÏÇÄÁ
ÍÏÒÆÉÚÍ t : Z →W ÌÅÖÉÔ × S(N ), Á ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ tf = 0.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔØ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. õÓÌÏ×ÉÅ (4) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ f; g ∈
S(N). äÏÐÏÌÎÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ u′f = gu : X → Y ′ ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y ′ → W . ðÒÉÍÅÎÑÑ
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ÁËÓÉÏÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

X u // Y v //

g
²²

Z w //

h1

²²

X[1]

²²
X

gu // Y ′ //

²²

W //

²²

X[1]

N1

²²

N1

²²
Y [1] // Z[1]

É

Y ′ // W //

h2

²²

X[1]

f [1]
²²

(u′f)[1]// Y ′[1]

Y ′ v′ // Z ′ w′ //

²²

X ′[1] u′[1] //

²²

Y ′[1]

N2

²²

N2

²²
W [1] // X[2]

åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍÙ g : Y → Y ′ É f : X → X ′ ÌÅÖÁÔ × S(N ), ÔÏ N1; N2 ∈ N , ÚÎÁÞÉÔ h1; h2 ∈ S(N ), ÐÏÜÔÏÍÕ
h2h1 : Z → Z ′ | ÉÓËÏÍÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ.
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T [S(N )−1] Ó ÆÕÎËÔÏÒÏÍ Q : T → T [S(N )−1] ÕÄÏ-
×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Q(N ) = 0. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,
ÅÓÌÉ N ∈ N , ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ 0 → N ÌÅÖÉÔ × S(N ) (ÔÁË ËÁË ÅÇÏ ËÏÎÕÓ ÒÁ×ÅÎ N), ÚÎÁÞÉÔ 0 = Q(0) ∼= Q(N).
÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÐÕÓÔØ F : T → T ′ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (N ) = 0. ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ
s : X → Y , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ s ∈ S(N ) É ÄÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → N → X[1] (ÚÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ N ∈ N ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÌÁÓÓÁ S(N )). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÏÌÕÞÉÍ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ (× ÓÉÌÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ
ÆÕÎËÔÏÒÁ F ) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË F (X) → F (Y ) → F (N) → F (X)[1] × T ′. ôÁË ËÁË F (N) = 0, ÍÏÒÆÉÚÍ F (s) |
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. úÎÁÞÉÔ F (S(N )) ⊂ Iso, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÔÏÒ F ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ F ∼= F ′ ◦ Q,
ÐÒÉÞÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. ¤
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 34.2. ðÕÓÔØ X → Y → Z → X[1] | ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
(a) ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ Z → X[1] | ÎÕÌÅ×ÏÊ, ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ X iX→ X ⊕ Z pZ→ Z 0→ X[1];
(b) ÅÓÌÉ Z = 0, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ X → Y | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 34.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D∗(A) = Hot∗(A)=Acycl∗(A).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 34.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KerQ : T → T =N ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë N ÐÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

ðÏÌÅÚÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÌÅÍÍÕ 33.2.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 34.5. ðÕÓÔØ F : T ′ → T | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, Á N ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ.
ðÏÌÏÖÉÍ N ′ = F−1(N ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F ′ : T ′=N ′ → T =N , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F ′ ◦Q′ ∼=
Q ◦ F . ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ É ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ×

(6′′) ÅÓÌÉ X ∈ T ′, N ∈ N ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ N → F (X) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ×ÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ
N → F (N ′) → F (X), ÇÄÅ N ′ ∈ N ′ ÉÌÉ

(6′′′) ÅÓÌÉ X ∈ T ′, N ∈ N ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ F (X) → X ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ×ÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ
F (X) → F (N ′) → N , ÇÄÅ N ′ ∈ N ′,

ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ F ′ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏ×.
ìÅÍÍÁ 34.6. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ ×ÌÏÖÅÎÉÑ Hot∗(ProjA) → Hot∗(A) É ÐÒÏÅËÃÉÉ Q : Hot∗(A) → D∗(A)
| ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ∗ = −; b. åÓÌÉ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× × A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ,
ÔÏ Hot−(ProjA) ∼= D−(A), Hot−(ProjA)b ∼= Db(A).
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÆÕÎËÔÏÒ Hot∗(InjA) → Hot∗(A) → D∗(A) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ∗ = +; b, Á ÅÓÌÉ
ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× × A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÔÏ Hot+(InjA) ∼= D+(A), Hot+(InjA)b ∼= Db(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Acycl−(A) ∩ Hot−(ProjA) = 0. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ P • | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ
Ó×ÅÒÈÕ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÔÏ ÏÎ ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÎÕÌÀ (É P • É 0 Ñ×ÌÑ-
ÀÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍÉ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁÍÉ ÎÕÌÑ, Á ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍÁ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÏÔÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ
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ÕÓÌÏ×ÉÅ (6′′′) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ Ó×ÅÒÈÕ ËÏÍÐÌÅËÓÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× × ÁÃÉËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÎÕÌÀ. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ó×ÅÒÈÕ ËÏÍÐÌÅËÓ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ, ÚÎÁÞÉÔ ÆÕÎËÔÏÒ
Hot∗(A) → D∗(A) ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ. ¤

éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Dsing(A) := Db(A)=Dperf(A), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ
ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 34.7. ðÕÓÔØ A = k[x]=x2−mod. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Dsing(A) ∼= k−mod.
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çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 9
19.11.2008

ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ | ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ
þÁÓÔØ 35. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ

ðÕÓÔØ F : A → B | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÁÂÅÌÅ×ÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ
ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÔÁËÖÅ ÞÅÒÅÚ F : Hot(A) → Hot(B).
ìÅÍÍÁ 35.1. æÕÎËÔÏÒ F ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ⇐⇒ F ÔÏÞÅÎ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÔÏÞÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ 0 → X u→ Y v→ Z → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ. úÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ v ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ Ë×ÁÚÉÉÚÏ-
ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÁ {X → Y } É Z. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ F (v) ÄÏÌÖÅÎ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÔØ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×
{F (X) → F (Y ) } É F (Z), ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → F (X) → F (Y ) → F (Z) → 0 ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÔÏÞÎÁ. ¤

åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ F : Hot(A) → Hot(B) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á
ÆÕÎËÔÏÒÁ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ D(F ) : D(A) → D(B), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ
(∗) D(F ) ◦QA ∼= QB ◦ F:
÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÔÏÒ D(F ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ ÏÔ ÆÕÎËÔÏÒÁ F .
ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ F : A → B ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒ D(F ), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Õ (∗), ÎÅÌØÚÑ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ | ÜÔÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë ÜÔÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ.
ôÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ RF : D(A) → D(B) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ ÏÔ F , ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×
(†) �F : QB ◦ F → RF ◦QA;
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ:

• ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ G : D(A) → D(B) É ×ÓÑËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÕÎËÔÏÒÏ× � : QB ◦F → G◦QA
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× �′ : RF → G, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

QB ◦ F �F //

� **VVVVVVVVVVVVV RF ◦QA
�′²²

G ◦QA
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ LF : D(A) → D(B) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ ÏÔ ÆÕÎËÔÏÒÁ F , ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎ
ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×
(‡) �F : LF ◦QA → QB ◦ F;
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ:

• ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ G : D(A) → D(B) É ×ÓÑËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÕÎËÔÏÒÏ× � : G◦QA → QB ◦F
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× �′ : G→ LF , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

G ◦QA
�

**VVVVVVVVVVVV
�′ ²²

LF ◦QA �F
// QB ◦ F

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F : A → B ÔÏÞÅÎ, ÔÏ D(F ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ÐÒÁ×ÙÍ É ÌÅ×ÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ
ÏÔ F ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÙÊ (ÉÌÉ ÌÅ×ÙÊ) ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ (ÅÓÌÉ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ).
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þÁÓÔØ 36. ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× É ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÏÎÑÔÉÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÆÕÎËÔÏÒÁ.
ðÕÓÔØ T É T ′ | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, F : T → T ′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, Á N ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ
ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ. åÓÌÉ F (N ) = 0, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ T =N . ÷ ÏÂÝÅÍ ÖÅ
ÓÌÕÞÁÅ, ÔÁËÏÇÏ ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ.
ôÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ RF : T =N → T ′ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ � : F → RF ◦ Q ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÏÊ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ
F ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ N , ÅÓÌÉ ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× F → G ◦ Q (ÇÄÅ G : T =N → T ′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ)
ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÅÒÅÚ ÍÏÒÆÉÚÍ RF → G. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ LF : T =N → T ′
×ÍÅÓÔÅ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ � : LF ◦Q→ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÏÊ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ F ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ N , ÅÓÌÉ ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ
ÆÕÎËÔÏÒÏ× G ◦Q → F (ÇÄÅ G : T =N → T ′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ) ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÅÒÅÚ
ÍÏÒÆÉÚÍ G→ LF .

F
�F //

� ))TTTTTTTTTTTTT RF ◦Q
�′²²

G ◦Q

G ◦Q
�

))TTTTTTTTTTTTT
�′ ²²
LF ◦Q

�F
// F

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ T = Hot(A), N = Acycl(A), T ′ = D(B) ÐÒÁ×ÁÑ (ÌÅ×ÁÑ) ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ QB ◦ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÒÁ×ÙÍ (ÌÅ×ÙÍ) ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÏÐÒÏÓ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ×ÏÐÒÏÓÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÊ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×, ÉÍÅÅÍ
ìÅÍÍÁ 36.1. åÓÌÉ F (N ) = 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ F ′ : T =N → T ′, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ É ÐÒÁ×ÏÊ É ÌÅ×ÏÊ
ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ F ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ F (N ) = 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ F ′ : T =N → T ′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F ′ ◦Q = F . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �
É � ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ F → F ′ ◦Q É F ′ ◦Q→ F . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÄÁÀÔ ÉÓËÏÍÙÅ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ. ¤

þÕÔØ ÓÌÏÖÎÅÅ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 36.2. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ N → T ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ
T → N . ôÏÇÄÁ ×ÓÑËÉÊ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : T → T ′ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÕÀ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÀ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÁ.
ìÅÍÍÁ 36.3. ðÕÓÔØ A ⊂ T É B ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ

• Hom(B;A) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ A ∈ A, B ∈ B;
• ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ T ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË BX → X → AX → BX [1], ×

ËÏÔÏÒÏÍ AX ∈ A, Á BX ∈ B.

ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒÙ ×ÌÏÖÅÎÉÑ � : A → T É � : B → T ÉÍÅÀÔ ÌÅ×ÙÊ É ÐÒÁ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒÙ
�∗ : T → A É �! : T → B ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌÅÎ É ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ

��!X → X → ��∗X → ��!X[1];
× ËÏÔÏÒÏÍ ÐÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØÀ ÆÕÎËÔÏÒÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ X;Y ∈ T , Á BX → X → AX → BX [1] É BY → Y → AY → BY [1] | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ BX → X → Y → AY
ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ (ÔÁË ËÁË Hom(BX ; AY ) = 0), ÐÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×

BX //

Bf
²²Â
Â
Â X //

f
²²

AX //

Af
²²Â
Â
Â BX [1]

BY // Y // AY // BY [1]
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ôÁË ËÁË Hom(BX ; AY [−1]) = 0 ÔÁËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X 7→ AX ,
f 7→ Af , Á ÔÁËÖÅ X 7→ BX , f 7→ Bf Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ T → A É T → B ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ BX → X → AX → BX [1] ÆÕÎËÔÏÒ Hom(B;−) Ó B ∈ B. ôÁË ËÁË
Hom(B;AX) = 0, ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hom(�(B); X) ∼= Hom(B;BX). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒX 7→ BX
ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÐÒÁ×Á Ë �. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ X 7→ AX ÓÏÐÒÑÖÅÎ Ë � ÓÌÅ×Á. ¤

åÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÅÍÍÙ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ A, B ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T É ÐÉÛÕÔ T = 〈A;B〉.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ N ⊂ T | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N⊥ ⊂ T
ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ × T , ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ×ÓÅÈ X ∈ T , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ HomT (N;X) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ N ∈ N .
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ⊥N ⊂ T ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ × T , ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ×ÓÅÈ X ∈ T , ÔÁËÉÈ
ÞÔÏ HomT (X;N) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ N ∈ N . üÔÉ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ É ÐÒÁ×ÙÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÏÍ Ë N
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 36.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ N⊥ É ⊥N | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ.
ìÅÍÍÁ 36.5. åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ N → T ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏ T = 〈N⊥;N〉 |
ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ N → T ÉÍÅÅÔ ÌÅ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ
ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏ T = 〈N ;⊥N〉 | ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÅÍÍÙ 36.3 ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ. ðÅÒ×ÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÁ. äÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hom(N;��!X) = Hom(N;�!X) ∼= Hom(�N;X) =
Hom(N;X) ÄÌÑ ×ÓÅÈ N ∈ N , ÐÒÉÞÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ��!X → X. äÏ-
ÐÏÌÎÉÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ��!X → X ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

��!X → X → X ′ → ��!X[1]:
ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÅÍÕ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(N;−) Ó N ∈ N , ÐÏÌÕÞÁÅÍ Hom(N;X ′) = 0, ÚÎÁÞÉÔ X ′ ∈ N⊥. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
×ÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÏÖÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ. ¤

ðÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÊ ÓÐÒÁ×Á, Á
ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ÌÅ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÊ ÓÌÅ×Á. åÓÌÉ
ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ É ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á, ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 36:2. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ N ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ ÓÐÒÁ×Á, ÐÏÜÔÏÍÕ T = 〈N⊥;N〉 | ÐÏÌÕÏÒÔÏ-
ÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ N É N⊥ ÞÅÒÅÚ � É � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ��!X → X → ��∗X → ��!X[1] ÆÕÎËÔÏÒ Q. ôÁË ËÁË Q(N ) = 0, Á Im� ⊂ N ,
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË 0 → Q(X) → Q��∗(X) → 0, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Q ∼= Q��∗.
ðÕÓÔØ F : T → T ′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. ðÏÌÏÖÉÍ ~F = F��∗ É ÐÕÓÔØ � : F → F��∗ | ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎÄÕÃÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ id → ��∗. ðÕÓÔØ � : F → GQ | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×.
ëÏÍÐÏÎÉÒÕÑ Ó ��∗, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ �′ : ~F = F��∗ → GQ��∗ ∼= GQ, ÐÒÉÞÅÍ × ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ
�′ = � ◦ �. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ �′ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ~F (N ) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ~F ÒÁÓËÌÁÄÙ×Á-
ÅÔÓÑ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ T Q→ T =N RF→ T ′. ôÏÇÄÁ RF | ÉÓËÏÍÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. ¤

þÁÓÔØ 37. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ É ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 36.2 (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ) ÄÁÅÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×.
ìÅÍÍÁ 37.1. ðÕÓÔØ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×. ôÏÇÄÁ

Hot+(A) = 〈Hot+(Inj(A));Acycl+(A)〉
| ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ F : A → B ÎÁ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D+(A) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ RF .
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÕÓÔØ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×. ôÏÇÄÁ

Hot−(A) = 〈Acycl−(A);Hot−(Proj(A))〉



53

| ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ F : A → B ÎÁ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D−(A) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÌÅ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ LF .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ I• | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ ËÏÍÐÌÅËÓ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, Á X• | ÁÃÉËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍ-
ÐÌÅËÓ, ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ I• → X• ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÎÕÌÀ (ÜÔÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÉ × ÌÅËÃÉÉ 4, ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ
ÉÎÄÕËÃÉÉ). ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ X• | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ
ËÏÍÐÌÅËÓ, ÔÏ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ X• → I•. åÇÏ ËÏÎÕÓ | ÁÃÉ-
ËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ É × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÅÓÔØ ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ
ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 36.2 É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ F . áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÔÏÒÕÀ ÞÁÓÔØ ÌÅÍÍÙ. ¤

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 37.2. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ RF ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÅ X,
ÎÁÄÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ F ÐÏÞÌÅÎÎÏ Ë ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÅÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ: RF (X) = F (I(X)). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,
LF (X) = F (P (X)).

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÄÈÏÄ Ó ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÓØÍÁ ÓÉÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÎÁ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ
ÎÕÖÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ.
ëÏÍÐÌÅËÓ X ∈ Hot(A) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ h-ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÌÅÖÉÔ × ÐÒÁ×ÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅ Ë Acycl(A). áÎÁ-
ÌÏÇÉÞÎÏ, ËÏÍÐÌÅËÓ X ∈ Hot(A) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ h-ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÌÅÖÉÔ × ÌÅ×ÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅ Ë Acycl(A).
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ hInj(A) É hProj(A) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ h-ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ É h-ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× × Hot(A) ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

hInj(A) = Acycl(A)⊥; hProj(A) = ⊥ Acycl(A):
ôÅÏÒÅÍÁ 37.3 (óÐÁÌØÔÅÎÛÔÅÊÎ). (i) ðÕÓÔØ R | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. ôÏÇÄÁ

Hot(R−Mod) = 〈Acycl(R−Mod); hProj(R−Mod)〉
| ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ R−Mod ÉÍÅÅÔ ÌÅ×ÙÊ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ.
(ii) ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á R | ÐÕÞÏË ËÏÌÅÃ ÎÁ X. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R−Mod
ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÐÕÞËÏ× R-ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁ X. ôÏÇÄÁ

Hot(R−Mod) = 〈hInj(R−Mod);Acycl(R−Mod)〉
| ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ R−Mod ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ.

åÓÔØ É ÒÁÚÎÙÅ ×ÁÒÉÁÃÉÉ ÎÁ ÜÔÕ ÔÅÍÕ.

þÁÓÔØ 38. ó×ÑÚØ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ

ìÅÍÍÁ 38.1. ðÕÓÔØ F : A → B | ÔÏÞÎÙÊ ÓÌÅ×Á ÆÕÎËÔÏÒ, Á RF : D+(A) → D+(B) | ÅÇÏ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÄÎÙÊ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ RiF : A → B ÆÏÒÍÕÌÏÊ

RiF (A) = Hi(RF (A));
ÇÄÅ Hi : D+(B) → B | ÆÕÎËÔÏÒ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ i-ÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. ôÏÇÄÁ RiF | ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ
ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÔ F . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ F : A → B | ÔÏÞÎÙÊ ÓÐÒÁ×Á ÆÕÎËÔÏÒ, Á LF : D−(A) → D−(B) | ÅÇÏ
ÌÅ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ, ÔÏ

LiF (A) = H−i(LF (A));
| ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÔ F .

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÍ ÐÏËÁ ÎÅ È×ÁÔÁÅÔ ÔÅÈÎÉËÉ. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ (ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ) ÏÂßÅËÔÏ×. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ×ÙÛÅ RF (A) = F (I(A)), ÇÄÅ I(A) | ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ. ôÏÇÄÁ
Hi(RF (A)) = Hi(F (I(A))), ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏ RiF (A) ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÌÅËÃÉÉ 4. ¤
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þÁÓÔØ 39. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ äÅÌÉÎÑ

äÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÒÑÍÏÇÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎË-
ÔÏÒÁ ÐÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÉÈ.

ðÕÓÔØ S | (ÍÁÌÁÑ) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á F : S → Sets | ÆÕÎËÔÏÒ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ

lim
−→S

F := ⊔
s∈S F (s)={xs ∼ F (f)(xs)t }f∈HomS(s;t);

lim
←−S

F := { (xs)s∈S ∈
∏
s∈S F (s) | ∀f ∈ HomS(s; t) F (f)(xs) = xt }:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 39.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) lim
−→

É lim
←−

| ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Fun(S; Sets) × Sets;
(b) lim

−→
ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á, Á lim

←−
ÓÐÒÁ×Á Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ Sets → Fun(S;Sets), X 7→ F (s) := X;

(c) Hom(lim
−→S

F;X) = lim
←−S

Hom(F (s); X).

åÓÌÉ ÖÅ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C, ÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ lim
−→S

F | ÜÔÏ ÏÂß-
ÅËÔ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ X 7→ lim

−→S
Hom(X;F (s)), Á lim

←−S
F | ÜÔÏ ÏÂßÅËÔ, ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ

X 7→ lim
−→S

Hom(F (s); X):

hlim
−→S

F = lim
−→S

hF ; hlim
←−S

F = lim
−→S

hF :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 39.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÏ
(a) ÆÕÎËÔÏÒÙ lim

−→
; lim
←−

: Funadd(S;A) → A ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙ; (b) Ker f = lim
←−•→•

f , Coker = lim
−→•→•

f .

æÕÎËÔÏÒ � : T → S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÆÉÎÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ s ∈ S

• ÎÁÊÄÅÔÓÑ t ∈ T , ÔÁË ÞÔÏ Hom(s;�(t)) 6= ∅;
• ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ t1; t2 ∈ T É f1 : s→ �(t1), f2 : s→ �(t2) ÎÁÊÄÅÔÓÑ t ∈ T É ÍÏÒÆÉÚÍÙ g1 : t1 → t, g2 : t2 → t,

ÔÁË ÞÔÏ �(g1) ◦ f1 = �(g2) ◦ f2.

ëÁÔÅÇÏÒÉÑ S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ � : S → S × S | ËÏÆÉÎÁÌØÎÙÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 39.3. åÓÌÉ � : T → S ËÏÆÉÎÁÌØÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏ
(a) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ lim

−→T
(F ◦ �) → lim

−→S
F | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ;

(b) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ lim
←−S◦

F → lim
←−T◦

(F ◦ �) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 39.4. åÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ S ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÁÑ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ lim
−→S

: Funadd(S;A) → A ÔÏÞÅÎ.

ðÕÓÔØ S | ËÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ T ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ SX ËÁÔÅÇÏÒÉÀ
ÍÏÒÆÉÚÍÏ× s : X → Z, ÌÅÖÁÝÉÈ × S, Á ÞÅÒÅÚ SX | ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× s : Z → X, ÌÅÖÁÝÉÈ × S.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 39.5. (a) åÓÌÉ S ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ, ÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SX É S◦X ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÙ, É ÄÌÑ
×ÓÑËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ s : X → Y ÌÅÖÁÝÅÇÏ × S ÆÕÎËÔÏÒÙ SY → SX É S◦X → S◦Y ËÏÆÉÎÁÌØÎÙ. (b) åÓÌÉ ×
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÑÍÙÅ ÐÒÅÄÅÌÙ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ X 7→ lim

−→SX
Z É X 7→ lim

←−SX
Z ÐÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ

ÉÚ S × Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.

éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ X 7→ lim
−→SX

hZ É X 7→ lim
←−SX

hZ ÚÁÄÁÀÔ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ
ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ C[S−1] × Fun(C; Sets).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ðÕÓÔØ S = S(N ) |
ËÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ N . ðÕÓÔØ F : T → T ′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ
ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÕÀ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÀ RF . ðÕÓÔØ G | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ T =N → T ′, Á � : F → G ◦Q
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| ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ðÕÓÔØ s : X → Z | ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ S. ôÏÇÄÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

F (X)
�F (X)

//

�(X)
,,

F (s)
²²

RF (Q(X))
�′(X)

//

RF (Q(s))∼=
²²

G(Q(X))

G(Q(s))∼=
²²

F (Z) �F (Z) //

�(Z)

22RF (Q(Z)) �′(Z) // G(Q(Z))

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Q(s) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ (RF (Q(s)))−1 ◦ �F (X) ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÍÏÒ-
ÆÉÚÍ lim

−→SX
F (Z) → RF (X), ËÏÔÏÒÙÊ × ÓÉÌÕ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á \ÄÏÌÖÅÎ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ".

ðÒÏ×ÏÄÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÅ×ÏÊ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
(?) RF (X) ∼= lim

−→SX
F (Z); LF (X) ∼= lim

←−SX
F (Z):

óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÉÍÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ Z ∈ T ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÊ
ÆÕÎËÔÏÒ hF (Z) : T ′◦ → Ab. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ rF (X) : T ′◦ → Ab É lF (X) : T ′◦ → Ab ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

rF (X) := lim
−→SX

hF (Z); lF (X) := lim
←−SX

hF (Z)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F (N ) = 0, ÔÏ F ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ×ÓÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ S × ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ×
ÐÒÅÄÅÌÁÈ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÚÎÁÞÉÔ rF (X) ∼= hF (X) ∼= lF (X).
ìÅÍÍÁ 39.6. åÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ X ∈ T ÆÕÎËÔÏÒ rF (X) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÕÀ ÌÏËÁ-
ÌÉÚÁÃÉÀ, ÐÒÉÞÅÍ hRF (X) ∼= rF (X). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ X ∈ T ÆÕÎËÔÏÒ lF (X) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ, ÔÏ
ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÍÅÅÔ ÌÅ×ÕÀ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÀ, ÐÒÉÞÅÍ hLF (X) ∼= lF (X).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → X ′ × T . ðÕÓÔØ Sf | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÍÍÕÔÁ-
ÔÉ×ÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×

X
f //

s
²²

X ′

s′
²²

Z
~f // Z ′

ÇÄÅ s; s′ ∈ S. éÍÅÅÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ Sf → SX É SX′ , ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÝÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÒÅÄÅÌÏ×
�f : lim

−→Sf
hF (Z) → lim

−→SX
hF (Z) = rF (X) É �f : lim

−→Sf
hF (Z) → lim

−→SX′
hF (Z′) = rF (X ′)

(×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ ~f : Z → Z ′). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÔÁË ËÁË
ÆÕÎËÔÏÒ Sf → SX ËÏÆÉÎÁÌÅÎ (ÜÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ ïÒÅ). ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ �f ◦ �−1

f ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ
rF (X) → rF (X ′). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÕÎËÔÏÒ rF : X 7→ rF (X).

ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÌÅÖÉÔ × ËÌÁÓÓÅ S, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÆÕÎËÔÏÒ SX′ → Sf ,

(s′ : X ′ → Z ′) 7→
X

f //

s′f
²²

X ′

s′
²²

Z ′ id // Z ′

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× SX′ → Sf → SX′ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁ, Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Sf → SX′ → Sf ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ

X
f //

s
²²

X ′

s′
²²

Z
~f // Z ′

7→
X

f //

s′f
²²

X ′

s′
²²

Z ′ id // Z ′
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ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÆÉÎÁÌØÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ × Sf , ÏÔËÕÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ×
ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÒÆÉÚÍ �f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ~F (X) ∈ T ′ | ÏÂßÅËÔ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ rF (X). éÚ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ rF ÐÏ X
É ÌÅÍÍÙ éÏÎÅÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ~F : T → T ′ | ÆÕÎËÔÏÒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÔÁË ËÁË rF ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ
S × ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÚÎÁÞÉÔ ÔÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ~F , ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÏÎ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÀ
~F : T =N → T ′.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 39.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ~F ÔÏÞÅÎ.

ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ~F ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÐÒÁ×ÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÇÏ
ÆÕÎËÔÏÒÁ.
ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ

HomT ′(Y; ~F (X)) = rF (X)(Y ) = lim
−→SX

hF (Z)(Y ) = lim
−→SX

HomT ′(Y; F (Z)):

åÓÌÉ Y = F (X), ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ idF (X) ∈ HomT ′(F (X); F (X)) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍÕ idX : X → X ÉÚ
SX) ÚÁÄÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÅÄÅÌÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ �F (X) : F (X) → ~F (X). ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏ ÐÏ X,
ÐÏÜÔÏÍÕ �F | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× F → ~F ◦ Q. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ � : F → G ◦ Q ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ
ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ �′ : ~F → G. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Y ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÙ
HomT ′(Y; ~F (X)) → HomT ′(Y;G(X)), ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ É ÐÏ X É ÐÏ Y . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÁÖÄÏÇÏ
ÍÏÒÆÉÚÍ s : X → Z ÉÚ SX É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f : Y → F (Z). ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÚ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× × ÓÔÒÏËÅ

Y f //F (Z) �Z //G(Q(Z)) G(Q(X))G(Q(s))oo

ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ G(Q(s))−1 ◦ �Z ◦ f : Y → G(Q(X)). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ
ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ HomT ′(Y; ~F (X)) = lim

−→SX
HomT ′(Y; F (Z)) → HomT ′(Y;G(X)). åÇÏ ÆÕÎËÔÏ-

ÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. þÔÏÂÙ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �′ ◦ �F = �
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ Y = F (X), � = �F (X). óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ �′ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÅÇÏ × ËÏÍÐÏ-
ÚÉÃÉÀ G(Q(idX))−1 ◦ �X ◦ idF (X) = �X , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ �′ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÁË ËÁË × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SX ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ
ÏÂßÅËÔ idX : X → X, ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ �′ : lim

−→SX
HomT ′(Y; F (Z)) → HomT ′(Y;G(X)) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ

ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ HomT ′(Y; F (X)) → HomT ′(Y;G(X)), ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ F (X) → G(X), ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ
�′ ◦ �F . ¤

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
ìÅÍÍÁ 39.8. ðÕÓÔØ × T ÅÓÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ T0, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ F (N0) = 0,
Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ T ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ X → X0, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ X0 ∈ T0, ËÏÎÕÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÉÔ
× N . ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ. ðÒÉÞÅÍ RF (X) ∼= F (X0). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ F (N0) = 0,
Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ T ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ X0 → X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ X0 ∈ T0, ËÏÎÕÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÉÔ
× N , ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÍÅÅÔ ÌÅ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ, ÐÒÉÞÅÍ LF (X) ∼= F (X0).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÆÕÎËÔÏÒ rF (X) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÕÎËÔÏÒÕ rF (X0). ðÕÓÔØ S0 = S ∩ T . ôÏÇÄÁ
ËÁÔÅÇÏÒÉÑ SX0

0 ⊂ SX0 ËÏÆÉÎÁÌØÎÁ (ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ!), ÐÏÜÔÏÍÕ rF0(X0) = lim
−→SX0

0

hF (Z) = lim
−→SX0

hF (Z) = rF (X0),
ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÁ rF0(X0). îÏ ÔÁË ËÁË F0(N0) = 0, ÆÕÎËÔÏÒ rF0(X0)
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÏÂßÅËÔÏÍ F0(X0) = F (X0), ÔÁË ÞÔÏ RF (X) ∼= F (X0). ¤

ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÁÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÅÅ
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 39.9. ðÕÓÔØ F : A → B | ÔÏÞÎÙÊ ÓÌÅ×Á (ÓÐÒÁ×Á) ÆÕÎËÔÏÒ. åÓÌÉ × A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÔÏ F ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ (ÌÅ×ÙÊ) ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
D+(A) (ÓÏÏÔ×. D−(A)), ÐÒÉÞÅÍ RF (X) = F (A(X)) (ÓÏÏÔ×. LF (X) = F (A(X))), ÇÄÅ A(X) | F -ÁÃÉËÌÉÞÎÁÑ
ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ AcyclF (A) | F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ. ðÏÌÏÖÉÍ T0 = Hot∗(AcyclF (A)), ÇÄÅ ∗ = ±.
ôÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÅÍÍÙ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ (ÔÏ, ÞÔÏ F (N0) = 0 ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÌÅËÃÉÉ 5). ¤
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ðÕÓÔØ (T =N )F ⊂ T =N | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × T =N , ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ×ÓÅÈ ÏÂßÅËÔÏ× X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ
ÆÕÎËÔÏÒ rF (X) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ, Á (T =N )F ⊂ T =N | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × T =N , ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ×ÓÅÈ
ÏÂßÅËÔÏ× X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÔÏÒ lF (X) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 39.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ (T =N )F É (T =N )F × T =N | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ.

ïÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ RF (ÓÏÏÔ×. LF ).
ôÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÎÅÊ, ÐÒÁ×ÁÑ É ÌÅ×ÁÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÆÕÎËÔÏÒÁ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ×ÓÅÇÄÁ, ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (?), ÎÏ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÉ lim

−→
T ′ ÉÌÉ lim

←−
T ′ ËÁÔÅÇÏ-

ÒÉÉ T ′ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ ÉÌÉ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÐÒÅÄÅÌÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ×
RF É LF | ÜÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ′ ⊂ lim

−→
T ′ É T ′ ⊂ lim

←−
T ′ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ RF É LF ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.



58

çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 10
26.11.2008

ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ | Ó×ÏÊÓÔ×Á É ÐÒÉÍÅÒÙ
þÁÓÔØ 40.

÷ ÌÅËÃÉÉ ÐÒÏ ÔÏÞÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ, Ñ ÚÁÂÙÌ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ
ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ T → T ′ | ÜÔÏ ÐÁÒÁ (F; �F ), ÇÄÅ �F : F ◦ [1]T → [1]T ′ ◦ F | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×.
íÏÒÆÉÚÍ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× � : (F; �F ) → (G; �G) | ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× F → G, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

F ◦ [1]T
�◦[1]T //

�F
²²

G ◦ [1]T
�G

²²
[1]T ′ ◦ F

[1]T ′◦� // [1]T ′ ◦G
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 40.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× | ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎË-
ÔÏÒÏ×.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 40.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F : T → T ′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, Á G : T ′ → T | ÅÇÏ ÐÒÁ×ÙÊ
ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ (ÏÎ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÅÎ), ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ idT → G◦F É F ◦G→ idT ′ | ÍÏÒÆÉÚÍÙ
ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F : T → T ′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ, Á N ⊂ T |
ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ É ÌÅ×ÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ RF;LF ÉÚ T =N ×
ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ′, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

Hom(Y;RF (X)) = lim
−→(s:X→Z)∈S(N )

Hom(Y; F (Z)); Hom(LF (X); Y ) = lim
−→(s:Z→X)∈S(N )

Hom(F (Z); Y ):

÷ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T =N ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ (ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ), ÎÁ ËÏÔÏ-
ÒÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × T ′. üÔÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ
ÆÕÎËÔÏÒÁ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÎÁ ÜÔÕ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ. åÓÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ,
ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÀÝÉÅ ÔÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ (ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÓÔØ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ N × T , ÉÌÉ
ÎÁÌÉÞÉÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ T0 ⊂ T ).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 40.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÍÏÒÆÉÚÍÙ �F : F → RF ◦Q É �F : LF ◦Q→ F | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÔÏÞÎÙÈ
ÆÕÎËÔÏÒÏ×. (b) ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ � : F → G ◦ Q | ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ �′ : RF → G |
ÔÏÖÅ ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÌÅ×ÏÊ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ).

÷ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ T = Hot∗(A), T ′ = D∗(B), N = Acycl∗(A), Á ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÍ
ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ A × B, ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ.
ðÕÓÔØ F;G : T → T ′ | ÔÏÞÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ, Á � : F → G | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×.
ìÅÍÍÁ 40.4. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× R� : RF → RG, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍÁ

F
� //

�F
²²

G
�G

²²
RF ◦Q R� // RG ◦Q

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ. ïÎ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ R�(X) = lim
−→(s:X→Z)∈S(N )

�(Z). ðÒÉ ÜÔÏÍ R� ◦R = R(� ◦  ).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÌÅ×ÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× �G ◦ � : F → RG ◦ Q. ðÏ ÕÎÉ×ÒÓÁÌØÎÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎË-
ÔÏÒÏ× R� Ó ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï R� ◦ R = R(� ◦  ) ÔÏÖÅ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ
ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á.
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ×ÓÅ É ÉÚ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ É Ó×ÏÊÓÔ× ÐÒÅÄÅÌÏ×. ¤

ðÕÓÔØ F : S → T | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, Á G : T → S | ÅÇÏ ÌÅ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ (ÔÏÖÅ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÙÊ).
ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ M ⊂ S É N ⊂ T | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ RF : S=M → T =N
ÐÒÁ×ÕÀ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÀ ÆÕÎËÔÏÒÁ QT ◦ F , Á ÞÅÒÅÚ LG : T =N → S=M ÌÅ×ÕÀ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÀ ÆÕÎËÔÏÒÁ QS ◦G.
ìÅÍÍÁ 40.5. åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ RF ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ × X, Á G ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ × Y , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

HomS=M(LGY;X) ∼= HomT =N (Y;RFX)
ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÊ ÐÏ X É Y . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ RF É LG ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ Ñ×ÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. ÷ ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÀ ÓÔÏÑÔ

lim
−→(W→Y )∈S(N )

HomS(G(W ); X) É lim
−→(X→Z)∈S(M)

HomT (Y; F (Z))

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ
lim
−→(W→Y )∈S(N ); (X→Z)∈S(M)

HomS(G(W ); Z);

ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ S(M)X × S(N )Y . ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÐÒÏÅËÃÉÉ S(M)X × S(N )Y →
S(M)X ; S(N )Y ËÏÆÉÎÁÌØÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ Ä×ÕÈ ÉÓÈÏÄÎÙÈ
(ÔÁËÖÅ ÎÁÄÏ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ HomS(G(W ); X) ∼= HomT (Y; F (Z)) ××ÉÄÕ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÏ× F É G). ¤

þÁÓÔØ 41. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×

ðÕÓÔØ T1
F→ T2

G→ T ′ | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×, Á N1 ⊂ T1 É N2 ⊂ T2 | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÅ ÔÒÉÁÎ-
ÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÁ×ÙÅ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ RF : T1=N1 → T2=N2, RG : T2=N2 → T ′ É
R(G ◦ F ) : T1=N1 → T ′ (ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ). åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ | ×ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ R(G ◦ F ) ∼= RG ◦ RF .
ìÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË.
ðÒÉÍÅÒ 41.1. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÄÌÑ ÌÅ×ÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ
k[x] → k, f(x) 7→ f(0). ðÕÓÔØ F : k−mod → k[x]−mod | ÆÕÎËÔÏÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ, Á G : k[x]−mod → k−mod,
M 7→ k⊗k[x] M | ÆÕÎËÔÏÒ ÉÎÄÕËÃÉÉ (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ k[x]−mod = Coh(A1), k−mod = Coh(pt), F = i∗, G = i∗,
ÇÄÅ i : pt → A1 | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ LF = F , ÔÁË ËÁË F ÔÏÞÅÎ, Á LG(M) = k

L⊗k[x] M .
ðÏÌØÚÕÑÓØ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ

0 → k[x] x→ k[x] → k → 0;
ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ LG(LF (V )) ∼= V ⊕ V [1]. ðÒÉ ÜÔÏÍ G(F (V )) = V , ÔÁË ÞÔÏ L(G ◦ F ) = L id = id.

÷×ÉÄÕ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÉÍÅÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÇÁÒÁÎÔÒÉÕÀÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ËÏÍÐÏ-
ÚÉÃÉÉ É ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÄÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ.
ðÕÓÔØ F : T → T ′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, Á Q : T → T =N | ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ. ïÂßÅËÔ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÍ ÄÌÑ F , ÅÓÌÉ RF ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ X É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ �F (X) : F (X) → RF (Q(X)) |
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 41.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÂßÅËÔÙ, ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ F ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÕÀ ÔÒÉ-
ÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ × T .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 41.3. ðÕÓÔØ F : A → B | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÁÂÅÌÅ×ÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ, Á E ⊂ A
| ËÌÁÓÓ ÏÂßÅËÔÏ×, ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ É ËÏÑÄÅÒ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ
ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ 0 → A1 → A2 → A3 → 0, ÅÓÌÉ A1 ∈ E, ÔÏ ÔÒÏÊËÁ 0 → F (A1) → F (A2) → F (A3) → 0
ÔÏÞÎÁ. åÓÌÉ × A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÏ× ÉÚ E, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ ËÏÍÐÌÅËÓ Ó ÞÌÅÎÁÍÉ × E
ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎ ÄÌÑ F × Hot+(A), Á ÆÕÎËÔÏÒ RF ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ D+(A).
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çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ F ÏÂßÅËÔÏ×, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ X ∈ T
ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÊ ÄÌÑ F ÏÂßÅËÔ X0 ∈ T É ÍÏÒÆÉÚÍ s : X → X0, ÌÅÖÁÝÉÊ × S(N ) (× ÓÌÕÞÁÅ ÌÅ×ÏÊ
ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÍÚ X0 → X).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 41.4. ðÕÓÔØ T (F ) ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ×ÓÅÈ
ÏÂßÅËÔÏ×, ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ F . ôÏÇÄÁ F (T (F ) ∩ N ) = 0. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÍÎÏÇÏ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ F ÏÂßÅËÔÏ×, ÔÏ RF ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ É RF (X) ∼= F (X0), ÇÄÅ X0 ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÊ
ÄÌÑ F ÏÂßÅËÔ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ s : X → X0 × S(N ).

ìÅÍÍÁ 41.5. ðÕÓÔØ T1
F→ T2

G→ T ′ | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×, Á N1 ⊂ T1 É N2 ⊂ T2 | ÓÔÒÏÇÏ
ÐÏÌÎÙÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ðÕÓÔØ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ
F ÏÂßÅËÔÏ× X, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÏÂßÅËÔ F (X) × T2 ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎ ÄÌÑ G. ôÏÇÄÁ ×ÓÅ ÜÔÉ ÏÂßÅËÔÙ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÙ
ÄÌÑ G ◦ F , ÆÕÎËÔÏÒ RF ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ×ÓÀÄÕ, ÆÕÎËÔÏÒ RG ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ImRF É R(G ◦ F ) ∼= RG ◦RF .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÁË ËÁË × T1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ F ÏÂßÅËÔÏ×, ÔÏ RF ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ×ÓÀÄÕ.
ôÁË ËÁË ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ X × T1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ s : X → X1, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ s ∈ S(N1), X1 ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎ ÄÌÑ F , Á
F (X1) ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎ ÄÌÑ G, ÔÏ RF (X) ∼= RF (X1) ∼= F (X1), Á RG ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ RF (X1) ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ. úÎÁÞÉÔ
RG ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ImRF .
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ T0 ⊂ T1 | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ F ÏÂßÅËÔÏ×
X0, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ F (X0) ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎ ÄÌÑ G. üÔÁ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ (ÔÁË ËÁË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅ-
ÎÉÅÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ). ÷ ÓÉÌÕ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ
F (T0 ∩ N1) = 0, ÚÎÁÞÉÔ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ G(F (T0 ∩ N1)) = 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ T1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒ-
ÆÉÚÍ s : X → X0 × S(N1), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ X0 ∈ T0. úÎÁÞÉÔ R(G ◦ F ) ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ É R(G ◦ F )(X) = G(F (X0)).
÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X ∈ T0 ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ X0 = X, ÔÁË ÞÔÏ R(G ◦ F )(X) = G(F (X)). ¤

þÁÓÔØ 42. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÙ

ðÕÓÔØ X•;• | ÂÉËÏÍÐÌÅËÓ ÎÁÄ A, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂßÅËÔ ÎÁÄ A Ó Ä×ÕÍÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ dI :
Xm;n → Xm+1;n É dII : Xm;n → Xm;n+1, ÔÁËÉÍÉ ÞÔÏ

d2
I = 0; d2

II = 0; É dI ◦ dII = dII ◦ dI :
ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅ×Õ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Com2(A).
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ Ó×ÅÒÔËÉ tot⊕; tot� : Com2(A) → Com(A) ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

tot⊕(X•;•; dI ; dII) = (⊕m+n=kXm;n; dk|Xm;n = dm;nI + (−1)mdm;nII );
tot�(X•;•; dI ; dII) = (∏m+n=kXm;n; dkm;n = dm−1;n

I + (−1)mdm;n−1
II ):

þÔÏÂÙ ÐÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÂÙÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÏÌÖÎÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ,
Á ÞÔÏÂÙ ×ÔÏÒÏÊ ÂÙÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÜÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ ×ÓÅÇÄÁ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÞÌÅÎÏ× (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÉÈ ÐÒÏÓÔÏ tot).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 42.1. ðÕÓÔØ f : X• → Y • | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. ðÏÌÏÖÉÍ Z−1;n = Xn, Z0;n = Y n, Zm;n = 0
ÐÒÉ m 6= −1; 0, d−1;n

II = dnX , d0;n
I = dnY , Á d−1;n

II = fn. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ tot(Z•;•) = C(f).

îÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓÏ× ÅÓÔØ Ä×Á ÆÕÎËÔÏÒÁ ÓÄ×ÉÇÁ | ÐÏ ÐÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ É ÐÏ ×ÔÏÒÏÊ (ÍÅÎÑÀÝÉÅ ÚÎÁË
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ [1]I É [1]II ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ
[1]I ◦ [1]II = [1]II ◦ [1]I .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 42.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ× �I : tot∗ ◦ [1]I → [1] ◦ tot∗ É �I :
tot∗ ◦ [1]I → [1] ◦ tot∗, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

tot∗ ◦ [1]I ◦ [1]II
�I //

�II
²²

[1] ◦ tot∗ ◦ [1]II
�II

²²
[1] ◦ tot∗ ◦ [1]I

�I // [2] ◦ tot∗
ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ (∗ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ⊕ ÌÉÂÏ �).
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âÉÆÕÎËÔÏÒ F : T1 × T2 → T ÍÅÖÄÕ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ

• ÚÁÄÁÎÙ ÉÚÏÍÏÒÆÚÍÙ �1 : F ◦ [1]T1 → [1]T ◦ F É �2 : F ◦ [1]T2 → [1]T ◦ F , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

F ◦ [1]T1 ◦ [1]T2
�1 //

�2
²²

[1] ◦ F ◦ [1]T2

�2
²²

[1] ◦ F ◦ [1]T1
�1 // [2] ◦ F

ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ;
• ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X1 → X2 → X3 → X1[1]T1 × T1 É ÌÀÂÏÇÏ Y ∈ T2 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË
F (X1; Y ) → F (X2; Y ) → F (X3; Y ) → F (X1; Y )[1]T ×ÙÄÅÌÅÎ × T ;

• ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Y1 → Y2 → Y3 → Y1[1]T2 × T2 É ÌÀÂÏÇÏ X ∈ T1 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË
F (X;Y1) → F (X;Y2) → F (X;Y3) → F (X;Y1)[1]T ×ÙÄÅÌÅÎ × T .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 42.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÁ F : A1 × A2 → A ÂÉÆÕÎËÔÏÒ
F∗ : Hot∗(A1)×Hot∗(A2) → Hot∗(A), ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(X•; Y •) 7→ tot∗(F (X•; Y •))
ÔÏÞÅÎ.

ðÕÓÔØ F : T1 × T2 → T | ÂÉÆÕÎËÔÏÒ, Á N1 ⊂ T1, N2 ⊂ T2 | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ. âÉÆÕÎËÔÏÒ
RF : (T1=N1)×(T2=N2) → T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÏÊ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÁ F , ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍ ÂÉÆÕÎËÔÏ-
ÒÏ× � : F → RF ◦Q, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÁ G : (T1=N1)× (T2=N2) → T É ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÏ×
� : F → G ◦Q ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÏ× �′ : RF → G, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ �′ ◦ � = �.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 42.4. ðÒÅÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ T1 = (I1;N1), Á ÆÕÎËÔÏÒ
F ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ I1 × N2 × ÎÏÌØ. ôÏÇÄÁ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ RF É RF (X;Y ) = F (XI ; Y ), ÇÄÅ XI |
ÐÒÏÅËÃÉÑ X ÎÁ I.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 42.5. ðÒÅÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ T01 ⊂ T1 É T02 ⊂ T2
ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÅÓÌÉ N0i = T0i ∩Ni, ÔÏ F (N01×T02) = 0 É F (T01×N02) = 0, É ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ× X ∈ T1, Y ∈ T2
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ s : X → X0, t : Y → Y0, ÌÅÖÁÝÉÅ × S(N1) É S(N2) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ RF , ÐÒÉÞÅÍ RF (X;Y ) = F (X0; Y0).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 42.6. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÍ ÆÕÎËÔÏÒÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÂÉÆÕÎËÔÏ-
ÒÏ×.

þÁÓÔØ 43. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ

ðÕÓÔØ X | ÓÈÅÍÁ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÌÉ U ⊂ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, j : U → X | ×ÌÏÖÅÎÉÅ, Á
F | Ë×ÁÚÉËÏÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ U , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ, ÔÏ j∗F | ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÏÂßÅËÔ
× QCoh(X); (b) ÅÓÌÉ X Ë×ÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÁ (ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ),
ÔÏ × QCoh(X) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÙÊ ÓÐÒÁ×Á ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ QCoh(X)
ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÎÁ D+(QCoh(X)).

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X Ë×ÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÁ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ � ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎË-
ÔÏÒ R� ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D+(QCoh(X)), áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ Ë×ÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÓÈÅÍÙ X,
ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ Rf∗ : D+(QCoh(X)) → D+(QCoh(Y )).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ Ë×ÁÚÉÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÓÈÅÍÁ Ë×ÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÁ.

ó ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ QCoh(X) ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÁÑ | ÉÈ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ ÎÅÔ ×ÏÏÂÝÅ
(ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅ | ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ). ïÄÎÁËÏ, ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÌÅ×ÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÇÏ
ÆÕÎËÔÏÒÁ ÏÔ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ É ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏ×.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÌÁÓÓ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏ× ÎÁ X ÞÅÒÅÚ LF(X).
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õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43.3. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ LF(Y ) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ
ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 41.3 ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ f∗ : QCoh(Y ) → QCoh(X). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÎÁ Y ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ
Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏ×, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÅ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ Lf∗ : D−(QCoh(Y )) → D−(QCoh(X))).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÊ Ë×ÁÚÉÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÓÈÅÍÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄ-
ÎÙÈ ÐÕÞËÏ×.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43.5. ðÕÓÔØ T1 = T2 = Hot−(QCoh(X)), N1 = N2 = Acycl−(QCoh(X)), T = D−(QCoh(X)),
Á F (F•;G•) = Q(tot⊕(F• ⊗ G•)). ðÕÓÔØ ÎÁ X ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏ×. ðÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÅÓÌÉ T01 = Hot−(LF(X)), T02 = T2, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 42.5 (ÄÌÑ ÌÅ×ÙÈ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÊ) ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ. ÷
ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÅ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ

L⊗ : D−(QCoh(X))×D−(QCoh(X)) → D−(QCoh(X)).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43.6. ðÕÓÔØ T1 = Hot−(QCoh(X)), T2 = Hot+(QCoh(X)), N1;2 = Acycl∓(QCoh(X)), T =
D+(QCoh(X)), Á F (F•;G•) = Q(tot�(Hom(F•;G•))).
(a) ðÕÓÔØ ÎÁ X ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏ×. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ T01 = Hot−(LF(X)),
T02 = T2, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 42.5 ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ
RHom : D−(QCoh(X))◦ ×D+(QCoh(X)) → D+(QCoh(X)).
(b) ðÕÓÔØ X Ë×ÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ T01 = T1, T02 = Hot+(Inj(QCoh(X))), ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÕÐÒÁÖÎÅ-
ÎÉÑ 42.5 ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ É ÆÕÎËÔÏÒ RHom : D−(QCoh(X))◦ ×D+(QCoh(X)) → D+(QCoh(X)) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43.7. ðÕÓÔØ T1 = Hot−(QCoh(X)), T2 = Hot+(QCoh(X)), N1;2 = Acycl∓(QCoh(X)), T =
D+(Ab), Á F (F•;G•) = Q(tot�(Hom(F•;G•))). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÈÅÍÁ X Ë×ÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÁ, Á T01 = T1,
T02 = Hot+(Inj(QCoh(X))), ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 42.5 ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ RHom : D−(QCoh(X))◦ ×D+(QCoh(X)) → D+(Ab).

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÔ ×ÓÅÈ ×ÙÛÅÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÎÁ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÄÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÔÉÐÁ ÔÅÏÒÅÍÙ óÐÁÌØÔÅÎÛÔÅÊÎÁ.
íÅÖÄÕ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÏÐÒÑ-
ÖÅÎÎÏÓÔÉ.
ìÅÍÍÁ 43.8. æÕÎËÔÏÒ Lf∗ ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ Rf∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÏ× f∗ É f∗. ¤

ìÅÍÍÁ 43.9. æÕÎËÔÏÒ − L⊗F ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ RHom(F ;−).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÏ× −⊗F É Hom(F ;−). ¤

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43.10. ðÕÓÔØ f : X → Y É g : Y → Z | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÈÅÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) L(g ◦ f)∗ ∼=
Lf∗ ◦ Lg∗; (b) R(g ◦ f)∗ ∼= Rg∗ ◦Rf∗; (c) R�(X;−) ∼= R�(Y;−) ◦Rf∗.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43.11. ðÕÓÔØ X | ÓÈÅÍÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) R�(X;RHom(F ;G)) ∼= RHom(F ;G);
(b) (F L⊗ G)

L⊗H ∼= F L⊗ (G L⊗H); (c) F L⊗ G ∼= G L⊗F .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43.12. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Lf∗(F L⊗ G) ∼= (Lf∗F)
L⊗ (Lf∗G).

ìÅÍÍÁ 43.13. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ. ôÏÇÄÁ (a) Rf∗RHom(Lf∗F ;G) ∼= RHom(F ; Rf∗G);
(b) (ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÒÏÅËÃÉÉ) Rf∗(Lf∗F

L⊗ G) ∼= F L⊗Rf∗G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ×ÎÁÞÁÌÅ (a). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

Hom(H; Rf∗RHom(Lf∗F ;G)) ∼= Hom(Lf∗H; RHom(Lf∗F ;G)) ∼= Hom(Lf∗H L⊗ Lf∗F ;G) ∼=
∼= Hom(Lf∗(H L⊗F);G) ∼= Hom(H L⊗F ; Rf∗G) ∼= Hom(H; RHom(F ; Rf∗G)):

úÎÁÞÉÔ ÎÁÛÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.
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ôÅÐÅÒØ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ (b). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

Hom(F L⊗Rf∗G; Rf∗(Lf∗F
L⊗ G)) ∼= Hom(Lf∗(F L⊗Rf∗G); Lf∗F L⊗ G) ∼= Hom(Lf∗F L⊗ Lf∗Rf∗G; Lf∗F

L⊗ G):

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ Lf∗Rf∗G → G ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ F L⊗Rf∗G → Rf∗(Lf∗F
L⊗G). ìÅÇËÏ ×É-

ÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ F | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ó×ÅÒÈÕ ËÏÍÐÌÅËÓ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏ×, Á
G | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ ËÏÍÐÌÅËÓ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ×. üÔÏ ÄÁÅÔ ÉÓËÏÍÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
ÎÁ D−(QCoh(Y )) × D+(QCoh(X)) × ÓÉÌÕ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÏÅËÃÉÉ | f∗(f∗F ⊗ G) ∼= F ⊗ f∗G, ÄÌÑ ÌÏ-
ËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ F . íÏÖÎÏ ÄÁÌÅÅ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁ ×ÓÅÊ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43.14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ RHom(G;H L⊗ F) ∼= RHom(G;H)
L⊗ F ∼= RHom(G L⊗ F∨;H), ÄÌÑ ×ÓÅÈ

F ∈ Dperf(X), ÇÄÅ F∨ = RHom(F ;OX).
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çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 11
03.12.2008

ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ É t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ
þÁÓÔØ 44. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ

äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÏÂßÅËÔÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÒÅÄËÏ
ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ Ñ×ÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÉÌÉ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ. ëÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ
ÎÅËÏÔÏÒÁÑ \ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ" ÜÔÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÎÁ \ÆÁËÔÏÒÁÈ" ÜÔÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ.
ðÒÁ×ÄÁ ÏÂÙÞÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ × ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ ××ÉÄÕ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á.
ìÅÍÍÁ 44.1. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ × ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T . åÓÌÉ f | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ,
ÔÏ f | ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ, Á ÅÓÌÉ f | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ f | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÎÑÔÉÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ, ÔÁË ËÁË ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁÔÅ-
ÇÏÒÉÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ. ðÕÓÔØ f | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ. úÎÁÞÉÔ ÆÕÎËÔÏÒ Z 7→ Ker(Hom(Z;X) → Hom(Z; Y )) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ
É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅËÔÏÍ 0. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Z ÍÏÒÆÉÚÍ Hom(Z;X) → Hom(Z; Y ) | ×ÌÏÖÅÎÉÅ.
äÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Z → X → Y → Z[1]. ôÁË ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Z → X → Y
ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Z → X ÔÏÖÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. úÎÁÞÉÔ f | ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ. óÌÕÞÁÊ
ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ¤

æÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ ÎÁ ÏÂßÅËÔÅ X ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ
: : : // F p+1X //

²²

F pX //

²²

F p−1X //

²²

: : :

: : : X X X : : :
æÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ pÀ 0 ÍÏÒÆÉÚÍ F pX → X | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, Á ÐÒÉ p¿ 0 F pX = 0.
ëÏÎÕÓÙ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× F p+1X → F pX ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÁÍÉ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ:

grpF X = C(F p+1X → F pX):
ïÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ (ÎÅËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.
åÓÔØ Ä×Á ×ÁÖÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ X• × ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Hot(A).
çÌÕÐÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ ÎÁ X• ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ F pX = �>pX, ÇÄÅ

(�>pX)k =
{
Xk; ÅÓÌÉ k > p
0; ÅÓÌÉ k < p

ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ ÎÁ X• ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ F pX = �6−pX, ÇÄÅ

(�6−pX)k =





Xk; ÅÓÌÉ k < −p
Ker dpX ; ÅÓÌÉ k = p
0; ÅÓÌÉ k < p

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 44.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ grp�X ∼= Xp, grp� X ∼= Hp(X).

ïÂÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙ × ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ | ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → Y
ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ �>pf : �>pX → �>pY É �6−pf : �6−pX → �6−pY , ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÍÏÒÆÉÚ-
ÍÁÍÉ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ. ïÄÎÁËÏ, ÐÒÉ ÐÏÐÙÔËÅ ÏÐÕÓÔÉÔØ ÜÔÉ ÆÉÌÔÒÁÃÉÉ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ
ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÌÕÐÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ
ÎÅ ÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ÔÁË ËÁË Õ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ
ÒÁÚÎÙÅ ÞÌÅÎÙ.
ìÅÍÍÁ 44.3. åÓÌÉ s : X → Y Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ �6−ps : �6−pX → �6−pY | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ

�6−pX
�6−ps //

²²

�6−pY

²²
X s // Y

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ

Hk(�6−pX)
Hk(�6−ps) //

²²

Hk(�6−pY )

²²
Hk(X)

Hk(s) // Hk(Y )
åÓÌÉ k 6 −p, ÔÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. îÉÖÎÑÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. úÎÁÞÉÔ É
×ÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉ k > −p ÉÍÅÅÍ Hk(�6−pX) = Hk(�6−pY ) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ
×ÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. úÎÁÞÉÔ �6−ps | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ¤

óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÆÕÎËÔÏÒÙ �>−p ÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ.
úÎÁÞÉÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X × D(A) ÉÍÅÅÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÀ �>−pX, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ grp� X ∼= Hp(X),
ÐÒÉÞÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÕÀ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 44.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÖÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ �>q : D(A) → D(A) É ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏ-
ÒÏ× �6q → id → �>g+1 → [1] ◦ �6q, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ X ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �6qX → X → �>q+1X → (�6qX)[1]
×ÙÄÅÌÅÎ.

þÁÓÔØ 45. óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ

ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÏÂÒÅÚÁÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÀÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅÍ t-
ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T | ÜÔÏ ÐÁÒÁ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÈ
(ÎÏ ÎÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ!) ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÊ (T 60; T >0), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

T 6t := T 60[−t]; T >t := T >0[−t]:
ôÏÇÄÁ

(1) T 6−1 ⊂ T 60, T >1 ⊂ T >0;
(2) Hom(T 60; T >1) = 0;
(3) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ T ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË X60 → X → X>1 → X60[1], ÔÁËÏÊ

ÞÔÏ X60 ∈ T 60, Á X>1 ∈ T >1.

t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ (T 60; T >0) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ⋂∞
t=−∞ T 6t = ⋂∞

t=−∞ T >t = 0.
åÓÌÉ T = D(A) | ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÎÁ ÎÅÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ.
ìÅÍÍÁ 45.1. ðÏÌÏÖÉÍ

D60(A) := {X ∈ D(A) | Hp(X) = 0∀p > 0 }; D>0(A) := {X ∈ D(A) | Hp(X) = 0∀p < 0 }:
ôÏÇÄÁ (D60(A);D>0(A)) | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ó×ÏÊÓÔ×Ï (1) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Á Ó×ÏÊÓÔ×Ï (3) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Ï (2). ðÕÓÔØ X ∈ D60(A), Y ∈ D>1(A). íÅÎÑÑ X ÎÁ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ÅÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓ �60X ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,
ÞÔÏ ÞÌÅÎÙ ËÏÍÐÌÅËÓÁ X ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Hom(X;Y ) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÌÅ×ÙÈ ÄÒÏÂÅÊ X f→ Z s← Y , ÇÄÅ s | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÁË ËÁË Y ∈ D>1(A),
ÔÏ É Z ∈ D>1(A), ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍ Z → �>1Z | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÓÑËÁÑ ÔÁËÁÑ ÄÒÏÂØ ÜË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÁ ÄÒÏÂÉ X → �>1Z ← Y . îÏ Õ ËÏÍÐÌÅËÓÁ �>1Z ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ × ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, Á
Õ ËÏÍÐÌÅËÓÁ X | ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ × ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
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Hom(X; �>1Z) = 0. úÎÁÞÉÔ ×ÓÑËÁÑ ÄÒÏÂØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÎÕÌÀ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÅÒÅÄ ÎÁÍÉ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. åÅ ÎÅ-
×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ | ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, Á ÏÎÉ × ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ¤
ìÅÍÍÁ 45.2. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× X;Y ∈ A ÉÍÅÅÍ

HomD(A)(X;Y [t]) ∼=
{

0; ÅÓÌÉ t < 0
ExttI(X;Y ); ÅÓÌÉ t > 0

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ A → D(A) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÊ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-
ÎÏÓÔØ A É ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ D0(A) := D60(A) ∩ D>0(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ t < 0, ÔÏ ÚÁÎÕÌÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ. ðÕÓÔØ t > 0. úÁÍÅÎÑÑ
× ÌÅ×ÏÊ ÄÒÏÂÉ X f→ Z s← Y [t], ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X → Y [t] ÏÂßÅËÔ Z ÎÁ �>−tZ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,
ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ Z ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ × ÓÔÅÐÅÎÑÈ > −t. ëÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ s | ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ 0 → Y → Z−t →
Z1−t → : : : . ôÁË ËÁË s | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÎ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÒÆÉÚÍ Y → Z−t | ×ÌÏÖÅÎÉÅ,
Á ËÏÍÐÌÅËÓ 0 → Y → Z−t → · · · → Z−1 → Ker d0

Z → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÚÁÄÁÀÝÁÑ ËÌÁÓÓ
�s ∈ ExttI(Ker d0

Z ; Y ). íÏÒÆÉÚÍ f : X → Z ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ X → Ker d0
Z , ËÏÍÐÏÎÉÒÕÑ ËÏÔÏÒÙÊ Ó �s

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÌÁÓÓ �s ◦ f ∈ ExttI(X;Y ).
ïÂÒÁÔÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ 0 → Y → Z−t → · · · → Z−1 → X → 0. ðÏÌÏÖÉÍ Z0 = X, ÔÏÇÄÁ Z• |
ËÏÍÐÌÅËÓ, ×ÌÏÖÅÎÉÅ Y → Z−t ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ s : Y [t] → Z, Á ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ X → Z0 | ÍÏÒÆÉÚÍ
X → Z. ÷ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÌÅ×ÕÀ ÄÒÏÂØ X f→ Z s← Y [t].
ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ HomD(A)(X;Y [t]) É ExttI(X;Y ).
÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÎÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ t : Z → V | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ-
ÎÙÈ × ÓÔÅÐÅÎÑÈ > −t. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ
ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÄÁÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÌÅ×ÙÈ ÄÒÏÂÅÊ.
ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÕÀ ÏÂÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ôÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÍÐÏÚÉ-
ÃÉÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ | ÅÓÌÉ ÍÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏ ÎÅÍÕ ÌÅ×ÕÀ ÄÒÏÂØ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÏ ÎÅÊ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ
| ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏ ÖÅ, Ó ÞÅÇÏ É ÎÁÞÁÌÉ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÌÅ×ÏÊ ÄÒÏÂÉ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏ ÎÅÊ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, Á
ÚÁÔÅÍ ÌÅ×ÕÀ ÄÒÏÂØ, ÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÏÍÐÌÅËÓ Z ÚÁÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÒÆÎÙÊ ÅÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓ Z ′, ÐÒÉÞÅÍ ÍÏÒ-
ÆÉÚÍÙ s : Y [t] → Z É f : X → Z ÐÒÏÐÕÓÔÑÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Z ′. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÌÅ×ÁÑ ÄÒÏÂØ ÂÕÄÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ
ÉÓÈÏÄÎÏÊ.

ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅÃ, t = 0. ÷ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X → Y ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÌÅ×ÏÊ ÄÒÏÂÉ X f→ Z s← Y , ÇÄÅ
ËÏÍÐÌÅËÓ Z ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ × ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ. ëÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ s | ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ 0 → Y → Z0 →
Z1 → : : : . ôÁË ËÁË s | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÎ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Hom(X;Y ) →
Hom(X;Z0) → Hom(X;Z1) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅ×Á. îÏ ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ X × C(s) É
× C(s)[−1] ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÎÕÌÀ! éÚ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ × Hot(A) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ C(s)[−1] → Y → Z → C(s) ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hom(X;Y ) ∼= Hom(X;Z). üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÔÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ A → D(A) ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ.
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ D0(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,
ÏÂÒÁÚ A ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÌÅÖÉÔ × D0(A). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ X ∈ D0(A), ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ X → �>0X É �60�>0X
| Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, Á �60�>0X | ËÏÍÐÌÅËÓ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ × ÓÔÅÐÅÎÉ 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÅÖÁÝÉÊ × ÏÂÒÁÚÅ
ÆÕÎËÔÏÒÁ. úÎÁÞÉÔ ×ÓÑËÉÊ ÏÂßÅËÔ × D0(A) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÏÂßÅËÔÕ × A. ¤
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 45.3. ðÕÓÔØ X;Y ∈ A. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ Ei(X;Y ) = HomD(A)(X;Y [i]) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-
ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÏ ÏÂÏÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ × A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÔÏ ÏÎ
ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, Á ÅÓÌÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ, ÔÏ ÐÏ ×ÔÏÒÏÍÕ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ É ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÁÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ÷ÓÅ ÏÎÉ ÔÏÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ.
ðÕÓÔØ (T 60; T >0) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ T [a;b] := T >a ∩ T 6b. t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ,
ÅÓÌÉ T = ⋃

a6b T [a;b].
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 45.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ D∗(A) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ⇐⇒ ∗ = b.
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þÁÓÔØ 46. ó×ÏÊÓÔ×Á t-ÓÔÒÕËÔÕÒ

ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÐÏÎÑÔÉÅ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÅ ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.
ïÔÌÉÞÉÅ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ ÓÄ×ÉÇÏ×, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ.
ìÅÍÍÁ 46.1. åÓÌÉ (T 60; T >0) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÆÕÎË-
ÔÏÒÙ �6t : T → T 6t, �>t : T → T >t, É ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ× �6t → id → �>t+1 → [1] ◦ �6t, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ X ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �6tX → X → �>t+1X → (�6tX)[1] ×ÙÄÅÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÌÕÞÁÊ t = 0. äÌÑ ×ÓÑËÉÈ X;Y ∈ T ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ (3) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ X60 → X → X>1 → X60[1] É Y60 → Y → Y>1 → Y60[1]
× ËÏÔÏÒÙÈ X60; Y60 ∈ T 60, Á X>1; Y>1 ∈ T >1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hom(X60; Y>1) = 0 ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ (2), ÐÏÜÔÏÍÕ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : X → Y ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f60 : X60 → Y60 É f>1 : X>1 → Y>1, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ
ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, Hom(X60; Y>1[−1]) = 0 ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ (2), ÔÁË ËÁË Y>1[1] ∈ T >2 ⊂ T >1 ÐÏ
Ó×ÏÊÓÔ×Õ (1), Á X60 ∈ T 60. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ
X 7→ X60, f 7→ f60 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ T → T 60 (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ �60), Á ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ X 7→ X>1, f 7→ f61
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ T → T >0 (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ �>0). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ ÚÁÄÁÀÔ ÉÓËÏÍÙÅ
ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÏÖÉ× �6t := [−t] ◦ �60 ◦ [t], �>t+1 := [−t] ◦ �>1 ◦ [t], ÐÏÌÕÞÉÍ
ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 46.2. ðÕÓÔØ (T 60; T >0) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) T 60[1] ⊂ T 60, Á T >0[−1] ⊂ T >0;
(b) T 60 É T >0 ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ (ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ C ⊂ T ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅ-
ÎÉÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → Z → X[1] Ó X;Z ∈ C ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ Y ∈ C);
(c) ÆÕÎËÔÏÒ �60 ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÐÒÁ×Á Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ ×ÌÏÖÅÎÉÑ T 60 → T , Á ÆÕÎËÔÏÒ �>0 ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ
×ÌÏÖÅÎÉÑ T >0 → T .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 46.3. ðÕÓÔØ (T 60; T >0) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
(a) �6p ◦ [q] ∼= [q] ◦ �6p+q, �>p ◦ [q] ∼= [q] ◦ �>p+q;
(b) ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× �6p → id ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ T 6p ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

÷ÓÑËÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÊ T 60 ÉÌÉ T >0.
ìÅÍÍÁ 46.4. ðÕÓÔØ T 60 ⊂ T | ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ

• T 60[1] ⊂ T 60;
• T 60 ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ;
• ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ T 60 → T ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ.

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ (T 60; T >0) ÎÁ T Ó T >1 = (T 60)⊥.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ T >0 ËÁË (T 60)⊥[1]. ôÏÇÄÁ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (1) ÄÌÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T 60 ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ
ÅÇÏ ÄÌÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T >0. ðÕÓÔØ Y ∈ T >1. îÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Y ∈ T >0, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ Y [−1] ∈ T >1, ÔÏ ÅÓÔØ
ÞÔÏ Hom(X;Y [−1]) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ X ∈ T 60. îÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Hom(X;Y [−1]) = Hom(X[1]; Y ) = 0, ÔÁË ËÁË
X[1] ∈ T 60[1] = T 6−1 ⊂ T 60, Á Y ∈ T >1. äÁÌÅÅ, Ó×ÏÊÓÔ×Ï (2) ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T >1.
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ (3). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ T 60 → T ÞÅÒÅÚ i, Á ÅÇÏ ÐÒÁ×ÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÞÅÒÅÚ
i!. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ X ÉÍÅÅÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ii!X → X. úÁÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Y ∈ T 60, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Y → X ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ
Y → ii!X.
äÏÐÏÌÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÒÆÉÚÍ ii!X → X ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ii!X → X → X ′ → ii!X[1]. ðÏËÁÖÅÍ,
ÞÔÏ X ′ ∈ T >1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ Y ∈ T 60 É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f : Y → X ′. äÏÐÏÌÎÉÍ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ Y → X ′ → ii!X[1] ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×

ii!X // ~Y //

~f
²²

f̂

~~}
}

}
}

Y //

f
²²

ii!X[1]

ii!X // X // X ′ // ii!X[1]
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ôÁË ËÁË T 60 ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ, ~Y ∈ T 60. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÒÆÉÚÍ ~f : ~Y → X ÐÏÄÎÉÍÁ-
ÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f̂ : ~Y → ii!X. á ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÄÎÑÔÉÑ, ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÌÅ×ÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ. éÚ ÎÅÅ ÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ii!X → ~Y | ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ,
Á ÚÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Y → ii!X ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. îÏ ÜÔÏ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒ-
ÆÉÚÍÁ Y → X, ËÏÔÏÒÙÊ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Y → ii!X. úÎÁÞÉÔ f ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ii!X → X → X ′, Á ÚÎÁÞÉÔ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. ¤

úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ
ôÅÏÒÅÍÁ 46.5. ðÕÓÔØ (T 60; T >0) | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T .
ôÏÇÄÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T 0 = T 60 ∩ T >0 | ÁÂÅÌÅ×Á.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÏÂßÅËÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ, Á ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T 60 É T >0 ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. úÎÁÞÉÔ T 0 ÔÏÖÅ ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ, É × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, T 0 | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ × T .
ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÑÄÅÒ É ËÏÑÄÅÒ × T 0. ðÕÓÔØ X;Y ∈ T 0, Á f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ. äÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÄÏ
×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

U u //X f //Y v //U [1]:
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ U ∈ T [0;1]. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, X;Y [−1] ∈ T [0;1], Á T [0;1] = T >0 ∩ T 61 ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ K = �60U , C = �>0(U [1]) = (�>1U)[1] É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ K → U → X É
Y → U [1] → C. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÑÄÒÏÍ É ËÏÑÄÒÏÍ f ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ Z ∈ T 0

É g : Z → X | ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÞÔÏ f ◦ g = 0:
Z
g

²²

g′

ÄÄÄ
Ä

Ä
Ä

U u // X
f // Y v // U [1]

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ g′ : Z → U , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ u ◦ g′ = g. ðÒÉ ÜÔÏÍ Hom(Z; Y [−1]) = 0, ÔÁË ËÁË Z ∈ T 0 ⊂ T 60,
Á Y [−1] ∈ T 0[−1] ⊂ T >0[−1] = T >1. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ g′ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ. îÁËÏÎÅÃ, ÔÁË ËÁË Z ∈ T 0

ÍÏÒÆÉÚÍ g′ : Z → U ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ g′′ : Z → �60U = K. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÑÄÒÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ. ôÁË ÖÅ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÏÑÄÒÁ.
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÑÄÒÏ ÑÄÒÁ ÒÁ×ÎÏ ÑÄÒÕ ËÏÑÄÒÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ

K // U //

²²

C[−1] //

²²

K[1]

K // X //

²²

V //

²²

K[1]

²²
Y

²²

Y //

²²

U [1]

U [1] // C
ôÁË ËÁË X ∈ T 0, Á K[1] ∈ T −1, ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ V ∈ T [−1;0]. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, C[−1] ∈ T 1,
Y ∈ T 0 ÚÎÁÞÉÔ V ∈ T [0; 1]. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ V ∈ T [−1;0] ∩ T [0;1] ⊂ T 60 ∩ T >0 = T 0. ïÓÔÁÅÔÓÑ
ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÑÄÒÏ ÑÄÒÁ | ÜÔÏ �>0V ∼= V , Á ÑÄÒÏ ËÏÑÄÒÁ | �60V ∼= V , ÔÁË ÞÔÏ É ËÏÑÄÒÏ ÑÄÒÁ É ÑÄÒÏ
ËÏÑÄÒÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó V . ¤

áÂÅÌÅ×Á ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅÒÄÃÅ×ÉÎÏÊ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (T 60; T >0). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÅÒÄÃÅ×ÉÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ
t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ D(A) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó A.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 46.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ A ⊂ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÒÄÃÅ×ÉÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ
t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ T ⇐⇒ Hom(A;A[−t]) = 0 ÄÌÑ t > 0, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ∈ T ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ
ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ F •X, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ grpF (X) ∈ A[p] ÄÌÑ ×ÓÅÈ p.
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åÓÌÉ T = D(A), ÔÏ ÐÏÍÉÍÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÒÕÇÉÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ t-ÓÔÒÕËÔÕÒ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ Á×ÔÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 46.7. ïÐÉÛÉÔÅ ×ÓÅ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ × Db(k−mod).

âÙ×ÁÀÔ É ÂÏÌÅÅ ÜËÚÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 46.8. ðÕÓÔØ T = D(Z−mod) | ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ.
ðÕÓÔØ

T 60 = {X ∈ D(Z−mod) | Ht(X) = 0 ÐÒÉ t > 0, Á H0(X) | ÇÒÕÐÐÁ ËÒÕÞÅÎÉÑ }
T >1 = {X ∈ D(Z−mod) | Ht(X) = 0 ÐÒÉ t < 0, Á H0(X) | ÇÒÕÐÐÁ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ }

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (T 60; T >0) | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ.

ìÅÍÍÁ 46.9. ðÕÓÔØ (T 60; T >0) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. åÓÌÉ X;Y ∈ T 0, ÔÏ Hom(X;Y [1]) ∼= Ext1
I(X;Y ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f : X → Y [1] | ÍÏÒÆÉÚÍ. äÏÓÔÒÏÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Y → Z →
X → Y [1]. ôÏÇÄÁ Z ∈ T 0, Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Y → Z → X → 0 × T 0 ÔÏÞÎÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ËÌÁÓÓ × Ext1

I(X;Y ).

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ 0 → Y → Z → X → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ × T 0. äÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Y → Z × T ÄÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Y → Z → X ′ → Y [1]. ôÁË ËÁË Y → Z | ×ÌÏÖÅÎÉÅ × T 0, ÔÏ X ′ ÅÓÔØ ËÏÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÔÏ
ÅÓÔØ X ′ ∼= X. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ X ∼= X ′ → Y [1]. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ
ÏÂÒÁÔÎÙ. ¤

ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Exti(X;Y ) := Hom(X;Y [i]). ÷ ÏÔÌÉÞÉÉ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ i = 1, ÄÌÑ
i > 1 ÏÎ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ | ÎÁÓËÏÌØËÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÏÔ ÓÅÒÄÃÅ×ÉÎÙ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÏÔ ÉÓÈÏÄ-
ÎÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ ÚÄÅÓØ | ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÁ D(T 0) → T ,
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ T 0. ÷ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ (××ÉÄÕ ÎÅ-
ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ). þÔÏÂÙ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÎÕÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T .
úÄÅÓØ ÅÓÔØ ÒÁÚÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÊ | ÓÔÒÕËÔÕÒÁ f -ËÁÔÅÇÏÒÉÉ (ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÁÃÉÑ ÆÉÌØ-
ÔÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ). ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ | ÎÁÄÏ
ÞÔÏÂÙ ÍÏÒÆÉÚÍ ExtiI(X;Y ) → HomT (X;Y [i]), ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÜÔÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ, ÂÙÌ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. üÔÏ
ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÁËÏÍÕ: ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X → Y [i] × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T , ÇÄÅ X;Y ∈ T 0 ÒÁÓ-
ËÌÁÄÙ×ÁÌÓÑ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ X → X1[1] → X2[2] → · · · → Xi−1[i − 1] → Y [i], ÇÄÅ X1; X2; : : : ; Xi−1 ∈ T 0 (ÉÎÁÞÅ
ÇÏ×ÏÒÑ Ext• × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ Ext1).

þÁÓÔØ 47. ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ

ìÅÍÍÁ 47.1. ðÕÓÔØ (T 60; T >0) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ a 6 b ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ× �6a�6b ∼= �6b�6a ∼= �6a É �>a�>b ∼= �>b�>a ∼= �>b.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÕÎËÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ T 6a → T ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ T 6a → T 6b → T . ðÏÜÔÏÍÕ
ÅÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ �6a ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ �6a�6b. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ
�6b ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÅÎ ÎÁ T 6b, Á ÏÂÒÁÚ �6a ÌÅÖÉÔ × T 6a ⊂ T 6b, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ¤

ìÅÍÍÁ 47.2. ðÕÓÔØ (T 60; T >0) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ a 6 b ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× �6b�>a ∼= �>a�6b.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �6a−1�6b ∼= �6a−1 ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ

�6a−1X // �6bX //

²²

�>a�6bX //

²²

�6a−1X[1]

�6a−1X // X //

²²

�>aX //

²²

�6a−1X[1]

�>b+1X

²²

�>b+1X

²²
�6bX[1] // �>a�6bX[1]

éÚ ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �>a�6bX ⊂ T >b. ðÒÉ ÜÔÏÍ �>b+1X ∈ T >b+1. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÔÉÊ ÓÔÏÌÂÅÃ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÏÂßÅËÔÁ �>aX ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÁÒÙ (T 6b; T >b+1). ôÁË ËÁË ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ,
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �>a�6bX ∼= �6b�>a, ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ. ¤

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ a = b É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
Ha(X) = (�6a�>aX)[a]:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 47.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÆÕÎËÔÏÒÙ Ha Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÆÕÎË-
ÔÏÒÁÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 47.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X ∈ T 6p, Y ∈ T >p, ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X → Y ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ

X = �6pX → �>p�6pX = Hp(X)[−p] → Hp(Y )[−p] = �6p�>pY → �>pY = Y:
÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ Hom(X;Y ) = Hom(Hp(X); Hp(Y )).
ìÅÍÍÁ 47.5. ðÕÓÔØ (T 60; T >0) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ôÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hp+q(X) ∼= Hp(X[q]). ëÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ X → Y → Z → X[1] | ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÔÏ

· · · → Hp(X) → Hp(Y ) → Hp(Z) → Hp+1(X) → : : :
| ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 46.3:
Hp(X[q]) = (�6p�>p(X[q]))[p] ∼= (�6p+q�>p+qX)[p+ q] = Hp+q(X):

õÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. ðÒÏËÒÕÞÉ×ÁÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÍÏÖÎÏ ×ÓÅ Ó×ÅÓÔÉ
Ë ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ H0(X) → H0(Y ) → H0(Z) × ÓÒÅÄÎÅÍ ÞÌÅÎÅ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ
ÆÁËÔ | ÅÓÌÉ X ∈ T 60, ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �60X → �60Y → �60Z → (�60X)[1] ×ÙÄÅÌÅÎ, Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
H0(X) → H0(Y ) → H0(Z) → 0 ÔÏÞÎÁ ÓÐÒÁ×Á. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ

�60X // �60Y //

²²

U //

²²

(�60X)[1]

X // Y //

²²

Z //

²²

X[1]

�>1Y
²²

�>1Y
²²

(�60Y )[1] // U [1]

éÚ ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ U ∈ T 60. ðÒÉ ÜÔÏÍ �>1Y ∈ T >1. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
�>1Y ∼= �>1Z, U ∼= �60Z. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. ÷ÏÚØÍÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÙÊ V ∈ T 0 É ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(−; V ). ðÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

Hom((�60X)[1]; V ) → Hom(�60Z; V ) → Hom(�60Y; V ) → Hom(�60X;V ):
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úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ Hom((�60X)[1]; V ) = 0, ÔÁË ËÁË (�60X)[1] ∈ T 6−1, Á V ∈ T >0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÕÐÒÁÖ-
ÎÅÎÉÑ 47.4 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Hom(�60X;V ) = Hom(H0(�60X); H0(V )) = Hom(H0(X); V ) É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ
X ÎÁ Y É Z. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → Hom(H0(Z); V ) → Hom(H0(Y ); V ) → Hom(H0(X); V ):
ôÁË ËÁË V ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÓÐÒÁ×Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ H0(X) → H0(Y ) → H0(Z) → 0.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Z ∈ T >0, ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �>0X → �>0Y → �>0Z → (�>0X)[1] ×ÙÄÅÌÅÎ, Á
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → H0(X) → H0(Y ) → H0(Z) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅ×Á.
ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÁËÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ

�60X // X //

²²

�>1X //

²²

(�60X)[1]

�60X // Y //

²²

W //

²²

(�60X)[1]

Z
²²

Z
²²

X[1] // (�>1X)[1]

ôÁË ËÁË �60X ∈ T 60 É H0(�60X) = H0(X) ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
H0(X) → H0(Y ) → H0(W ) → 0. ôÁË ËÁË (�>1X)[1] ∈ T >0 É H0((�>1X)[1]) = H1(X) ÉÚ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → H0(W ) → H0(Z) → H1(X). óËÌÅÉ×ÁÑ ÉÈ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ H0(X) → H0(Y ) → H0(Z) → H1(X). ¤
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 47.6. ðÕÓÔØ (T 60; T >0) | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
(a) X = 0 ⇐⇒ ∀p Hp(X) = 0; (b) ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → Y | ÉÚÏÆÍÏÒÆÉÚÍ ⇐⇒ ∀p Hp(f) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

æÕÎËÔÏÒ H : T → A ÉÚ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ × ÁÂÅÌÅ×Õ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ
×ÓÑËÏÇÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → Z → X[1] ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ · · · → Hp(X) → Hp(Y ) →
Hp(Z) → Hp+1(X) → : : : ÔÏÞÎÁ. ðÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÌÅÍÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ
ÆÕÎËÔÏÒ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ | ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ. äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ
ÆÕÎËÔÏÒÁ | ÆÕÎËÔÏÒ Hom(U;−).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 47.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ É ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ | ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅ-
ÓËÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ.

ðÕÓÔØ (T 60; T >0) | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, Á Hi | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. åÓÔÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ | ÎÁÓËÏÌØËÏ ÏÂßÅËÔ X ∈ T ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ Hi(X). åÓÌÉ X ÉÍÅÅÔ
ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÕÀ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÀ Hi(X), ÔÏ ÏÎ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Hi(X)[−i].
ìÅÍÍÁ 47.8. åÓÌÉ X ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Hi(X) É Hj(X) × ÓÔÅÐÅÎÑÈ i < j, ÔÏ
X ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Hj(X) → Hi(X)[j − i+ 1].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �6iX → X → �>i+1X → �6iX[1]. ôÁË ËÁË �6iX É �>i+1X ÉÍÅÀÔ
ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÀ, ÔÏ �6iX ∼= Hi(X)[−i], �>i+1X ∼= Hj(X)[−j]. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
Hi(X) → X → Hj(X)[−j] → Hi(X)[1− i]. ôÁË ËÁË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ)
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Hj(X)[−j] → Hi(X)[1− i], ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Hj(X) → Hi(X)[j + 1− i]. ¤

íÏÒÆÉÚÍ Hj(X) → Hi(X)[j − i+ 1] ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÓËÌÅÊËÉ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 47.9. ïÐÉÛÉÔÅ, ËÁËÉÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅËÔ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ
ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 47.10. ðÕÓÔØ A | ÁÂÅÌÅ×Á ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 (ÔÏ ÅÓÔØ ExtiI(X;Y ) = 0
ÄÌÑ i > 2 É ×ÓÅÈ X;Y ∈ A). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÏÂßÅËÔ X ∈ D(A) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ⊕iHi(X)[−i].
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DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
þÁÓÔØ 48. DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ É DG-ÆÕÎËÔÏÒÙ

÷ÁÖÎÙÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ | ÜÔÏ Z-
ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A, ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ËÏÔÏÒÏÊ ××ÅÄÅÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× (ÔÏ ÅÓÔØ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁ É
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÓÔÅÐÅÎÉ 1), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÏÊ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ
ÐÒÁ×ÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ X;Y ∈ A ÚÁÄÁÎ ËÏÍÐÌÅËÓ (Hom•(X;Y ); d•X;Y ), ÔÁË ÞÔÏ

• ÅÓÌÉ f ∈ Homk(X;Y ), g ∈ Homl(Y; Z), ÔÏ g ◦ f ∈ Homk+l(X;Z);
• ÅÓÌÉ f ∈ Homk(X;Y ), g ∈ Homl(Y; Z), ÔÏ dX;Z(g ◦ f) = (dY;Zg) ◦ f + (−1)lg ◦ (dX;Y f).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÏÂÑÚÁÎ ÉÍÅÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÏÌØ É ÂÙÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ
idX = ∑ ei, ei ∈ Homi(X;X). ôÏÇÄÁ ei = idX ◦ei = ∑ ej ◦ ei, ÏÔËÕÄÁ e0 ◦ ei = ei. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉ
e0 = e0 ◦ idX = ∑ e0 ◦ ei = ∑ ei, ÏÔËÕÄÁ ei = 0 ÐÒÉ i 6= 0. îÁËÏÎÅÃ, ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ìÅÊÂÎÉÃÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
d(idX) = d(idX ◦ idX) = d(idX) ◦ idX + idX ◦d(idX) = 2d(idX), ÏÔËÕÄÁ d(idX) = 0.
DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÂßÅËÔÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ DG-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.
÷ÓÑËÕÀ Z-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ××ÏÄÑ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÕÀ ÇÒÁÄÕÉ-
ÒÏ×ËÕ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ. äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. ðÕÓÔØ B | ÁÂÅÌÅ×Á ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. òÁÓÓÍÏ-
ÔÒÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Cdg(B), ÏÂßÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ËÏÍÐÌÅËÓÙ ÎÁÄ B, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÆÏÒÍÕÌÏÊ

Homk(X•; Y •) =
∏

i∈Z
HomB(Xi; Y i+k); dX;Y (f) = (dY ◦ f − (−1)kf ◦ dX); ÅÓÌÉ f ∈ Homk(X•; Y •):

ïÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ, ÔÁË ËÁË

(dY;Zg)f + (−1)lg(dX;Y f) = (dZg − (−1)lgdY )f + (−1)lg(dY f − (−1)kfdX) =
= dZgf − (−1)lgdY f + (−1)lgdY f − (−1)k+lgfdX) = dZgf − (−1)k+lgfdX) = dX;Z(gf):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 48.1. ðÕÓÔØ A | DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A◦ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× f ∈ Homk É g ∈ Homl ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ (−1)kl, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 48.2. ðÕÓÔØ A É A′ | DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A⊗A′ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ÏÂßÅËÔÏ×
A×A′ É ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ Hom•((X;X ′); (Y; Y ′)) = Hom•

A(X;Y )⊗Hom•
A′(X ′; Y ′) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ.

÷ÓÑËÏÊ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ Ä×Å Z-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Z0(A) É H0(A) Ó ÔÅÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÂßÅËÔÏ×
É ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ

HomZ0(A)(X;Y ) = Ker d0
X;Y ⊂ Hom0(X;Y ); HomH0(A)(X;Y ) = H0(Hom•(X;Y ); dX;Y ):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 48.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z0(Cdg(B)) = Com(B), H0(Cdg(B)) = Hot(B).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 48.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) H0(A◦) = H0(A)◦; (b) H0(A1 ×A2) = H0(A1)×H0(A2).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H0(A) ÄÌÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.
åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ | × ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H0(A) ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ. ïÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ÎÅÇÏ ÐÏÍÏÇÁÀÔ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ.

þÁÓÔØ 49. DG-ÆÕÎËÔÏÒÙ É DG-ÍÏÄÕÌÉ

æÕÎËÔÏÒ F : A → A′ ÍÅÖÄÕ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ X;Y ∈ A ÏÔÏÂÒÁÖÅ-
ÎÉÅ F : Hom•

A(X;Y ) → Hom•
A′(F (X); F (Y )) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÕ

É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ).
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ðÕÓÔØ F;G : A → A′ | DG-ÆÕÎËÔÏÒÙ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Homn(F;G) ËÁË ×ÓÅ ÎÁÂÏÒÙ �X ∈ Homn
A′(F (X); G(X)),

ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ∈ Hom•
A(X;Y ) ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

F (X) F (f) //

�X
²²

F (Y )

�Y
²²

G(X) G(f) // G(Y )
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ × Hom•

A′(F (X); G(X)) ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÎÁ Hom•(F;G) = ⊕n Homn(F;G) ÓÔÒÕË-
ÔÕÒÕ ËÏÍÐÌÅËÓÁ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 49.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
(a) ×ÓÑËÉÊ DG-ÆÕÎËÔÏÒ F : A → A′ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ H0(F ) : H0(A) → H0(A′);
(b) ÅÓÌÉ F;G|DG-ÆÕÎËÔÏÒÙ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅH0(Hom•(F;G)) ⊂ Hom(H0(F ); H0(G)).

ðÕÓÔØ A | DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ìÅ×ÙÍ DG-ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒ A → Cdg(k) ÉÚ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A × DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. ðÒÁ×ÙÍ DG-ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒ A◦ → Cdg(k).
ðÒÉÍÅÒ 49.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ A ËÁË DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÂßÅËÔÏÍ, ÉÍÅÀÝÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ ÜÎÄÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍÏ× A. ôÏÇÄÁ DG-ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A | ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ X• É ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× f : A → Hom•(X;X), ÓÏ-
ÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÊ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. ôÁË ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ A ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ × ÓÔÅÐÅÎÉ 0, ÍÏÒÆÉÚÍ f ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ
A→ Hom0(X;X) = ∏

i Hom(Xi; Xi). åÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ fi : A→ Hom(Xi; Xi) ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ××ÅÓÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ A ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ Xi, ÐÒÉÞÅÍ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ËÏÍÐÌÅËÓÁ X ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎ Ó ÜÔÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ X ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÁ A-ÍÏÄÕÌÅÊ.

ðÕÓÔØ A | ÍÁÌÁÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ÷ÓÅ DG-ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ A ÏÂÒÁÚÕÀÔ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, × ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ Hom•

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓ ÄÌÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒÏ×. üÔÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A−DGMod.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 49.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A | ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ A−DGMod ∼= Cdg(A−Mod).

÷ÓÑËÏÍÕ ÏÂßÅËÔÕ X ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÌÅ×ÙÊ É ÐÒÁ×ÙÊ DG-ÍÏÄÕÌÉ
hX = Hom•(X;−); hX = Hom•(−; X):

üÔÉ DG-ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ (ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ DG-ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ A |
ÜÔÏ A, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ × ÓÔÅÐÅÎÉ 0). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ h• : X 7→ hX É
h• : X 7→ hX | DG-ÆÕÎËÔÏÒÙ A◦ → A−DGMod É A → DGMod−A ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 49.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ h• É h• ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙ.
ìÅÍÍÁ 49.5. åÓÌÉ A | ÍÁÌÁÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H(A) := H0(A−DGMod) | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ M | DG-ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ M [1](X) = M(X)[1]. ñÓÎÏ, ÞÔÏ [1] | Á×ÔÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A−DGMod. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÕÓÔØ f : M → N | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ A-DG-ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 0,
ÔÏ ÅÓÔØ f ∈ HomZ0(A−DGMod)(M;N). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ X ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÏÎ ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×
f(A) : M(A) → N(A). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ DG-ÍÏÄÕÌØ C(f) ÆÏÒÍÕÌÏÊ

C(f)(A) = C(f(A)):
÷ ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, C(f) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A × Cdg(k), ÔÏ ÅÓÔØ DG-ÍÏÄÕÌÅÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË

M → N → C(f) →M [1]:
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ É ËÌÁÓÓ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ,
ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ H(A) = H0(A−DGMod) ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÐÒÏÈÏÄÉÔ É × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ | ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ
ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØÀ (ÐÏ A) ×ÓÅÈ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×. ¤
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þÁÓÔØ 50. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

íÏÒÆÉÚÍ A-DG-ÍÏÄÕÌÅÊ f : M → N (ÚÁÍËÎÕÔÙÊ, ÓÔÅÐÅÎÉ 0) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ
×ÓÅÈ X ∈ A ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× fX : M(X) → N(X) | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ
ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 50.1. ðÕÓÔØ A | ÍÁÌÁÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
H(A) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ïÒÅ É ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ.

ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ H(A) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ËÁÔÅÇÏ-
ÒÉÉ A-DG-ÍÏÄÕÌÅÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ D(A). ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÏÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ, Á ÆÕÎËÔÏÒ
ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ H(A) → D(A) | ÔÏÞÅÎ.
DG-ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÄ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ X ∈ A ËÏÍÐÌÅËÓ M(X) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
ÞÅÒÅÚ Acycl(A) ⊂ H(A) ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ DG-ÍÏÄÕÌÅÊ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ D(A) = H(A)=Acycl(A).
ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÏÔ ÍÁÌÙÈ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÊ | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ËÌÁÓÓ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏ-
ÒÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X | ÓÈÅÍÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ (Ë×ÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÁÑ É Ë×ÁÚÉÏÔÄÅÌÉ-
ÍÁÑ), ÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ D(QCoh(X)) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D(A) ÄÌÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÂßÅËÔÏÍ! ÷×ÉÄÕ
×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.
ôÅÏÒÅÍÁ 50.2 (Keller). ðÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Acycl(A) ⊂ H(A) ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÑËÉÊ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ
F : H(A) → T ÉÍÅÅÔ ÌÅ×ÙÊ É ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ RF;LF : D(A) → T .

ðÒÁ×ÙÊ É ÌÅ×ÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÙ Ë Acycl(A) × H(A) (ÔÏ ÅÓÔØ h-ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ É h-ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ) ÏÐÉÓÁÔØ
ÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ. èÏÔÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ h-ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, Á ×ÓÑËÉÊ ËÏÐÒÅÄÓÔÁ×É-
ÍÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ h-ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ.

þÁÓÔØ 51. ðÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H0(A) ÓÁÍÁ ÂÙ×ÁÅÔ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ.
ìÅÍÍÁ 51.1. ÷ÌÏÖÅÎÉÅ h• : A → DGMod−A ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ H0(A) → H0(DGMod−A) = H(A),
Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ DG-ÌÅÍÍÅ éÏÎÅÄÁ (ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 49.4) ÆÕÎËÔÏÒ h• ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍ-
ÐÌÅËÓÏ× Hom•(X;Y ) → Hom•(hX ; hY ), ÚÎÁÞÉÔ H0(h•) ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÈ ÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. ¤

æÕÎËÔÏÒ H0(A) → H(A) ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ A = A | ËÁÔÅ-
ÇÏÒÉÑ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÂßÅËÔÏÍ, ÔÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ | ÓÁÍ ËÏÍÐÌÅËÓ A. úÁÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÅÇÏ ÌÅÇËÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ËÒÉÔÅÒÉÊ
ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ H0(A). âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ DG-ÍÏÄÕÌØ M ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ,
ÅÓÌÉ M ∼= hX × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ H(A) ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ X ∈ A.
ìÅÍÍÁ 51.2. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ H0(A) ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ, ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ:

• ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ X ∈ A, t ∈ Z ÐÒÁ×ÙÊ DG-ÍÏÄÕÌØ hX [t] ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ;
• ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ HomZ0(A)(X;Y ) ÐÒÁ×ÙÊ DG-ÍÏÄÕÌØ C(hf : hX → hY ) ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õËÁÚÁÎÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ H0(A) × H(A) ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÏ× É ËÏÎÕÓÏ× ÍÏÒÆÉÚÍÏ×, Á ÚÎÁÞÉÔ ÅÇÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ. îÏ ÔÁË ËÁË ×ËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÊ
ÆÕÎËÔÏÒ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H0(A) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ Ó×ÏÅÍÕ ÏÂÒÁÚÕ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÓÁÍÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ. ¤

DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÅÍÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 51.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A;A′ ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, Á F : A → A′ |
DG-ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ H0(F ) : H0(A) → H0(A′) ÔÏÞÅÎ.
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äÌÑ ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H0(A) ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ
ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ × H(A) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ H0(A). ïÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Atr.
óËÒÕÞÅÎÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ÎÁÄ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (⊕ni=1Xi[ri]; q), ÇÄÅ

• X1; : : : ; Xn ∈ A;
• r1; : : : ; rn ∈ Z; É
• q = (qij), qij ∈ Homri−rj+1(Xj ; Xi),

ÔÁËÉÈ ÞÔÏ dq + q2 = 0 (ÔÏ ÅÓÔØ dqij + ∑n
k=1 qikqkj = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j). óËÒÕÞÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍ, ÅÓÌÉ qij = 0 ÄÌÑ i > j (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ q ÓÔÒÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ). ÷ÓÑËÉÊ ÏÂßÅËÔ X
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÐÏÌÁÇÁÑ n = 1, X1 = X, r1 = 0,
q11 = 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÑËÉÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → Y × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË
ÓËÒÕÞÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÐÏÌÁÇÁÑ n = 2, X1 = Y , X2 = X, r1 = r2 = 0, q12 = f .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 51.4. ÷×ÅÄÉÔÅ ÎÁ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÁÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎ-
ÎÉÅ É ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ × ÎÅÊ DG-ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ.

ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× ÎÁÄ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Tw(A), Á ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÈ
ËÏÍÐÌÅËÓÏ× | Tw+(A).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 51.5. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÊ DG-ÆÕÎËÔÏÒ tot : Tw(A) → DGMod−A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ tot|A = h•.
ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ H0(tot) : H0(Tw(A)) → H(A) ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ, É ÞÔÏ H0(Tw+(A)) = Atr. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Tw+(A) ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 51.6. ðÕÓÔØ A | ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ A →
Tw+(A) ÉÍÅÅÔ Ë×ÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙÊ DG-ÆÕÎËÔÏÒ tot+ : Tw+(A) → A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ tot ∼= h• ◦ tot+. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ
ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ f ∈ HomZ0(A)(X;Y ) 7→ C(f) := tot+(X ⊕ Y; f) ∈ A (\ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ") DG-ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.

þÁÓÔØ 52. ïÓÎÁÝÅÎÉÑ

ïÓÎÁÝÅÎÉÅÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A É ÔÏÞÎÁÑ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ � : H0(A) → T . ïÓÎÁÝÅÎÉÅÍ ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ F : T → T ′ ÍÅÖÄÕ ÏÓÎÁÝÅÎÎÙÍÉ ÔÒÉÁÎÇÕ-
ÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒ ~F : A → A′ ÍÅÖÄÕ ÏÓÎÁÝÅÎÉÑÍÉ É ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×
�F : F ◦ �→ �′ ◦H0( ~F ), ÄÅÌÁÀÝÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

H0(A) H0( ~F ) //

�
²²

H0(A′)
�′

²²
T F // T ′

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ. ïÓÎÁÝÅÎÉÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ � : F → G ÏÓÎÁÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ
DG-ÆÕÎËÔÏÒÏ× ~� : ~F → ~G, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

F ◦ � �F //

�
²²

�′ ◦ ~F
H0(~�)

²²
G ◦ � �G // �′ ◦ ~G

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.
îÁÌÉÞÉÅ ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ ÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÏÅ.
ìÅÍÍÁ 52.1. ðÕÓÔØ T | ÏÓÎÁÝÅÎÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÙÊ ÂÉÆÕÎË-
ÔÏÒ RHom : T ◦ × T → Db(k), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Hi(RHom(X;Y )) = Hom(X;Y [i]).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ (A; �) | ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ ÄÌÑ T . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÉÍÅÅÍ ÂÉÆÕÎËÔÏÒ
Hom• : A◦ × A → Cdg(k). ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë H0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÙÊ ÂÉÆÕÎËÔÏÒ H0(A◦) × H0(A) → H0(Cdg(k)).
îÏ H0(Cdg(k)) = Hot(k) = D(k), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÂÉÆÕÎËÔÏÒ. ¤
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áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁÌÉÞÉÅ ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÅ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏ.
ìÅÍÍÁ 52.2. ðÕÓÔØ � : F → G | ÍÏÒÆÉÍÚÍ ÏÓÎÁÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× T → T ′, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ.
ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ H : T → T ′ É ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏ×  : G → H, � : H → F [1], ÔÁËÉÅ
ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ X × T ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË F (X) → G(X) → H(X) → F (X)[1] ÔÏÞÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ~F; ~G | ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× F;G, Á ~� : ~F → ~G | ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÁ �. ðÏÌÏ-
ÖÉÍ ~H(X) = C(~�X : ~F (X) → ~G(X)) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ~ X , ~�X ÍÏÒÆÉÚÍÙ × ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ

~F (X)
~�X // ~G(X)

~ X // ~H(X)
~�X // ~F (X)[1]

÷×ÉÄÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ, ~H | DG-ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ A × A′, Á ~ É ~� | ÍÏÒÆÉÚÍÙ DG-ÆÕÎËÔÏÒÏ×.
ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë H0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ. ¤


