çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 1 18.09.2008

ëÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÆÕÎËÔÏÒÙ

òÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ (ËÏ)ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÏŒÓÅÍÅÓÔÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ,

(1) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÕÞËÅ) | Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ; (2) ÇÒÕÐÐÁ âÒÁÕÜÒÁ H^2(Gal(k); k^∗) | Œ ÔÅÏÒÉÉ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ; (3) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÐÒÏËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ | Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ; (4) ÇÒÕÐÐÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ Ext^1(M; N) | Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ; (5) ÔÅÏÒÉÑ ÄÅÆÆÏÒÍÁÃÉÊ É ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÊ | Œ ÌÀÂÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏŒÏÌØÎÏ ŒÁÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ É ÉÍÅÔØ ÕÄÏÂÎÙÅ ÓÒÅÄÓÔŒÁ ÄÌÑ ÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÒÅÄÏÊ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. éÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÌÀÂÙÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË- ÔÏÒÁÍÉ, ÄÁÅÔ ÕÄÏÂÎÙÅ ÓÒÅÄÓÔŒÁ ÄÌÑ ÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ Œ ÄÒÕÇÕÀ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÜÔÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÊ ÑÚÙË ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ŒÏÐÒÏÓÏŒ.

þÁÓÔØ 1. ëÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÆÕÎËÔÏÒÙ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C | ÜÔÏ

• ËÌÁÓÓ Ob C, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ C;

• ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ X; Y ∈ Ob C ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Hom_C (X; Y ), ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ Œ C É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ Œ : X → Y ;

• ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ X; Y; Z ∈ Ob C ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Hom_C (X; Y ) × Hom_C (Y; Z) → Hom_C (X; Z), ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Œ; → Œ = ∘ Œ;

ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÄŒÕÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ

C1: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ X ∈ Ob C ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ id_X ∈ Hom_C (X; X), ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ id_X ∘Œ = Œ É ∘ id_X = ÄÌÑ ŒÓÅÈ Y ∈ Ob C É Œ ∈ Hom_C (Y; X), ∈ Hom_C (X; Y );

C2: ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ | Ø ∘ ( ∘ Œ) = (Ø ∘ ) ∘ Œ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X; Y; Z; W ∈ Ob C É Ø ∈ Hom_C (X; Y ), ∈ Hom_C (Y; Z), Œ ∈ Hom_C (Z; W ).

éÎÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ X ∈ C ŒÍÅÓÔÏ X ∈ Ob C É Œ ∈ Hom(X; Y ) ŒÍÅÓÔÏ Œ ∈ Hom_C (X; Y ) (ÅÓÌÉ ÑÓÎÏ Ï ËÁËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ).

ìÀÂÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.1. (1) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Sets;

(2) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Top;

(3) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÄ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ Var=k; (4) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÇÒÕÐÐ Gr;

(5) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ Ab; (6) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÌÅÃ Rings;

(7) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ Comm;

(8) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÌÅŒÙÈ É ÐÒÁŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R−mod É mod−R; (9) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ VB(X); (10) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÐÕÞËÏŒ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ Sh(X);

(11) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Qcoh(X);

(12) ÐÕÓÔØ I | ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ; ÐÏÌÏÖÉÍ Ob I = I, Hom_I (i; j) = { { ∗ }; ÅÓÌÉ i � j ∅; ÉÎÁÞÅ . (13) ÐÕÓÔØ Q | ËÏÌÞÁÎ (ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ); ÐÏÌÏÖÉÍ Ob Q = { ŒÅÒÛÉÎÙ Q }, Hom_Q = { ÐÕÔÉ Œ Q }. (14) ÐÕÓÔØ M | ÍÏÎÏÉÄ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ; ÐÏÌÏÖÉÍ Ob ∗_M = { ∗ }, Hom_{∗M} (∗; ∗) = M. 1

úÄÅÓØ { ∗ } ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

óŒÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÏÓÕÝÅÓŒÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ. ëÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ D | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ob C → Ob D, X → F (X) É Hom_C (X; Y ) → Hom_D(F (X); F (Y )), Œ → F (Œ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ X; Y ∈ Ob C, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ

F (Œ ∘ ) = F (Œ) ∘ F (); ÄÌÑ ŒÓÅÈ X; Y; Z ∈ Ob C É ∈ Hom_C (X; Y ), Œ ∈ Hom_C (Y; Z); F (id_X ) = id_{F (X)}; ÄÌÑ ŒÓÅÈ X ∈ Ob C.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.2. (1) ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ id_C : C → C;

(2) ÆÕÎËÔÏÒÙ ŒÌÏÖÅÎÉÑ i : Ab → Gr, Comm → Rings;

(3) ÆÕËÎÔÏÒÙ ÚÁÂŒÅÎÉÑ fg : Var=k → Top → Sets, R−mod → Ab, Gr → Sets, Qcoh(X) → Sh(X); (4) ÆÕÎËÔÏÒÙ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ fr : Sets → Ab; Gr; Rings; Comm; (5) ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÕ cm : Gr → Ab; (6) ÆÕÎËÔÏÒ ÓÅÞÅÎÉÊ ` : VB(X) → Sh(X);

(7) ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ 1.1(12) Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C | ÜÔÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂSSÅËÔÏŒ Œ C; (8) ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ 1.1(13) Œ C | ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÌÞÁÎÁ Q Œ C;

(9) ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ 1.1(14) Œ C | ÜÔÏ ÏÂSSÅËÔ Œ C Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ M (ÉÌÉ M-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ).

ôÁËÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ, ÍÅÎÑÀÝÉÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. úÄÅÓØ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÏÎÑ- ÔÉÅ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. åÓÌÉ C | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C^∘ ÔÁË: Ob C^∘ = Ob C; Hom_C∘ (X; Y ) = Hom_C (Y; X):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C^∘ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ.

ëÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ C Œ D | ÜÔÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ C^∘ Œ D. ðÒÉÍÅÒÙ 1.4. (1) ËÏÌØÃÏ ÆÕÎËÃÉÊ Top^∘; (Var=k)^∘ → Comm;

(2) ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ (Fields=k)^∘ → Gr.

æÕÎËÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ËÏÍÐÏÎÉÒÏŒÁÔØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÄŒÕÈ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÉÌÉ ÄŒÕÈ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÁ, Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ É ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÁ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ.

æÕÎËÔÏÒ F : C → D ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

• ÓÔÒÏÇÉÍ, ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ F : Hom_C (X; Y ) → Hom_D(F (X); F (Y )) | ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X; Y ∈ C; • ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ F : Hom_C (X; Y ) → Hom_D(F (X); F (Y )) | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X; Y ∈ C; • ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÍ ÉÌÉ ŒÐÏÌÎÅ ÓÔÒÏÇÉÍ, ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ F : Hom_C (X; Y ) → Hom_D(F (X); F (Y )) | ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X; Y ∈ C.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.6. (1) ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÏŒ 1.2(1) É (2) ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÅ;

(2) ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÏŒ 1.2(3) É (4) ÓÔÒÏÇÉÅ, ÎÏ ÎÅ ÐÏÌÎÙÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÅËÁÒÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ C É D. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

Ob(C × D) = Ob C × Ob D; Hom_{C×D}((X_1; Y_1); (X_2; Y_2)) = Hom_C (X_1; X_2) × Hom_D(Y_1; Y_2): æÕÎËÔÏÒ F : C_1 × C_2 → D ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÏÍ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Hom_C : C^∘ × C → Sets | ÂÉÆÕÎËÔÏÒ.

þÁÓÔØ 2. íÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ

ðÕÓÔØ F; G : C → D | ÆÕÎËÔÏÒÙ. íÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ (ÉÌÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ) ff : F → G | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ff_X ∈ Hom_D(F (X); G(X)) ÄÌÑ ŒÓÅÈ X ∈ C, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (Œ) ∘ ff_X = ff_Y ∘ G(Œ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ X; Y ∈ C É Œ ∈ Hom_C (X; Y ).

íÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÍÏÖÎÏ ËÏÍÐÏÎÉÒÏŒÁÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É Ó ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. (a) ðÕÓÔØ F; G; H : C → D, Á ff : F → G É fi : G → H | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ fi ∘ ff : F → H | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. (b) ðÕÓÔØ F : C_1 → C_2, G; G^′ : C_2 → C_3 É H : C_3 → C_4 | ÆÕÎËÔÏÒÙ, Á ff : G → G^′ | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H ∘ ff : H ∘ G → H ∘ G^′ É ff ∘ F : G ∘ F → G^′ ∘ F | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ (a) id_{Sets} → fg ∘ fr; (b) fr ∘ fg → id; (c) id_{Gr} → i ∘ cm; (d) cm ∘ i → id_{Ab}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C | ÍÁÌÁÑ (ÔÏ ÅÓÔØ Ob C | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D ŒÓÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚ C Œ D ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Fun(C; D).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Fun(C; D)^∘ ∼= Fun(C^∘; D^∘).

íÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ff : F → G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ fi : G → F , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ fi ∘ ff = id_F , ff ∘ fi = id_G.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.5. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅ ÍÁÌÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ó ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁ- ÔÅÇÏÒÉÀ Cats. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÅÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË 2-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ | ÐÏÍÉÍÏ ÏÂSSÅËÔÏŒ É ÍÏÒ- ÆÉÚÍÏŒ Œ ÎÅÊ ÅÓÔØ 2-ÍÏÒÆÉÚÍÙ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÍÅÖÄÕ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ | Œ ÎÁÛÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ). ðÒÉ ÜÔÏÍ Cats ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏÊ 2-ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ (ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ 1-ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÁÓ- ÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ), ÈÏÔÑ ŒÏÏÂÝÅ Œ 2-ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ 1-ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÔÏÌØËÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 2-ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

æÕÎËÔÏÒ F : C → D ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ G : D → C, ÔÁË ÞÔÏ F ∘ G ∼= id_D É G ∘ F ∼= id_C . æÕÎËÔÏÒ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë F .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.6. âÏÌÅÅ ÐÒÉŒÙÞÎÏ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ, Œ ÏÔÌÉÞÉÉ ÏÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÝÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ F ∘ G = id_D É G ∘ F = id_C . ïÄÎÁËÏ, ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ ŒÅÓØÍÁ ÍÎÏÇÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.7. ðÕÓÔØ Cov(X) | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X, Á G-Sets | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G = ß_1(X; x_0), ÇÄÅ x_0 ∈ X | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ (p : Y → X) → p^{−1}(x_0) | ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ (ÎÏ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ!) ÜÔÉÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Fun(C_1 × C_2; D) ∼= Fun(C_1; Fun(C_2; D)).

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ É ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÂSSÅËÔÏŒ. œÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ.

ìÅÍÍÁ 2.9. æÕÎËÔÏÒ F : C → D ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ ⇐⇒ F ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ É ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÀÒSS- ÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ ∀Y ∈ D ∃X ∈ C ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (X) ∼= Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ.

þÁÓÔØ 3. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

ðÕÓÔØ C | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. œÓÑËÏÍÕ ÏÂSSÅËÔÕ X ∈ C ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ

h_X : C^∘ → Sets; Y → Hom(Y; X); h^X : C → Sets; Y → Hom(X; Y ):

æÕÎËÔÏÒ F : C^∘ → Sets ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÕÎËÔÏÒÕ h_X ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ X ∈ C. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÆÕÎËÔÏÒ F : C → Sets ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÕÎËÔÏÒÕ h^X ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ- ÌÉÂÏ X ∈ C. ïÂSSÅËÔ X Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÍ (ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÍ) ÆÕÎËÔÏÒ F .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÆÕÎËÔÏÒÙ ÚÁÂŒÅÎÉÑ fg : Top; Gr; Ab; Rings; Comm → Sets ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙ;

(b) ÆÕÎËÔÏÒ Top^∘ �Comm^{fg} � Sets ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ.

ïÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅÍÍÁ éÏÎÅÄÙ.

ìÅÍÍÁ 3.2. (a) äÌÑ ŒÓÅÈ X ∈ C, F ∈ Fun(C; Sets) ÉÍÅÅÍ Hom(h^X ; F ) ∼= F (X). (b) äÌÑ ŒÓÅÈ X ∈ C, F ∈ Fun(C^∘; Sets) ÉÍÅÅÍ Hom(h_X ; F ) ∼= F (X). (c) Hom(h^X ; h^Y ) ∼= Hom(Y; X), Hom(h_X ; h_Y ) ∼= Hom(X; Y ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÐÕÎËÔ (b) (ÐÕÎËÔ (a) ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Á (c) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (a) É (b)). ðÕÓÔØ s ∈ F (X), Y ∈ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ s_Y : h_X (Y ) = Hom(Y; X) → F (Y ), Œ → F (Œ)(s) (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ F (Œ) ∈ Hom(F (X); F (Y )) ÔÁË ËÁË F ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÅÎ). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ s_Y ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ h_X → F . ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ff : h_X → F | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ôÏÇÄÁ ff_X : h_X (X) → F (X) | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ h_X (X) = Hom(X; X) ∋ id_X . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ s = ff_X (id_X ) ∈ F (X).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Hom(h_X ; F ) É F (X). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, s_X (id_X ) = F (id_X )(s) = id_{F (X)}(s) = s. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ff_Y = s_Y ÄÌÑ ŒÓÅÈ Y . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Œ ∈ Hom(Y; X) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

h_X (X)^{ffX} �

h_X (Œ) � F (X)

F (Œ) � h_X (Y )^{ffY} � F (Y )

ñÓÎÏ, ÞÔÏ id_X ∈ Hom(X; X) = h_X (X) ŒÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ Œ s, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÁŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ ÐÅÒÅŒÏ- ÄÉÔÓÑ Œ F (Œ)(s). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÅŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ id_X ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ Œ Œ ∈ Hom(Y; X) = h_X (Y ), ËÏÔÏÒÙÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ Œ ff_Y (Œ). úÎÁÞÉÔ ff_Y (Œ) = F (Œ)(s) = s_Y (Œ). □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.3. åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ F : C^∘ → Sets ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ, ÔÏ ÏÂSSÅËÔ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÅÇÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ôÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÁÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ h_X ∼= F ∼= h_Y . ôÏÇÄÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ h_X ∼= h_Y ÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ X ∼= Y . □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ C | ÍÁÌÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ h_∗ : C → Fun(C^∘; Sets), X → h_X É h^∗ : C^∘ → Fun(C; Sets), X → h^X | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ.

ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÌÑ ËÁÔÅÇÏÒÎÏÊ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕË- ÃÉÊ. ðÕÓÔØ X_1; X_2 ∈ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ h_{X1} ×h_{X2} : C^∘ → Sets, X → Hom(X; X_1)×Hom(X; X_2). ïÂSSÅËÔ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÔÏÒ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÏÂSSÅËÔÏŒ X_1 É X_2. áÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÏ, ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÏÂSSÅËÔÏŒ X_1 É X_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂSSÅËÔ, ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ h^{X1} × h^{X2} (ÅÓÌÉ ÏÎ ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ É ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÂSSÅËÔÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. (a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ Sets, Gr, Ab, Rings, Comm, R−mod, Qcoh(X) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ É ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÂSSÅËÔÏŒ. (b) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Comp ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ.

äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÎÁÞÁÌØÎÙÊ É ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÂSSÅËÔÙ. îÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ | ÜÔÏ ÏÂSSÅËÔ 0_C , ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ I(X) = { ∗ } ÄÌÑ ŒÓÅÈ X ∈ C, Á ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ | ÜÔÏ ÏÂSSÅËÔ 1_C , ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ T (X) = { ∗ } ÄÌÑ ŒÓÅÈ X ∈ C.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Hom(1_C ; 0_C ) ≠ ∅, ÔÏ 0_C ∼= 1_C. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ É ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÂSSÅËÔÙ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ Sets É ÄÒÕÇÉÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ.

þÁÓÔØ 4. óÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

ðÕÓÔØ F : C → D É G : D → C | ÆÕÎËÔÏÒÙ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ F | ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅŒÁ Ë G, Á G | ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÐÒÁŒÁ Ë F , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X ∈ C, Y ∈ D ÚÁÄÁÎÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ¸_{X;Y} : Hom(F (X); Y ) ∼= Hom(X; G(Y )) ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ ÐÏ ÏÂÏÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ (ÔÏ ÅÓÔØ, ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ X ÍÏÒÆÉÚÍÙ ¸_{X;−} : Hom(F (X); −) → Hom(X; G(−)) ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙ, É ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ Y ÍÏÒÆÉÚÍÙ ¸_{−;Y} : Hom(F (−); Y ) → Hom(−; G(Y )) ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙ).

ðÒÉÍÅÒÙ 4.1. (1) ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÁÍ ÓÅÂÅ;

(2) ÆÕÎËÔÏÒ cm : Gr → Ab ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1.2(5) ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅŒÁ Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ ŒÌÏÖÅÎÉÑ i : Ab → Gr; (3) ÆÕÎËÔÏÒÙ fr ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1.2(4) ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÓÌÅŒÁ Ë ÆÕÎËÔÏÒÁÍ fg ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1.2(3). (4) ÅÓÌÉ F : C → D | ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, Á G : D → C | ËŒÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏ G ÓÏÐÒÑÖÅÎ Ë F É ÓÐÒÁŒÁ É ÓÌÅŒÁ.

ìÅÍÍÁ 4.2. ðÕÓÔØ (F; G) | ÐÁÒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ffl : id_C → G ∘ F É ȷ : F ∘ G → id_D, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ¸_{X;Y} (Œ) = G(Œ) ∘ ffl_X , Á ¸^{−1}_{X;Y} () = ȷ_Y ∘ F ().

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hom(X; G(F (X))) ∼= Hom(F (X); F (X)) ÐÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÈ ffl_X ∈ Hom(X; G(F (X))) ÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍÕ id_{F (X)} ∈ Hom(F (X); F (X)). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ȷ_Y ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ id_{G(Y )} ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ Hom(F (G(Y )); Y ) ∼= Hom(G(Y ); G(Y )). œ ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ¸ ÉÍÅÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

Hom(F (X); F (X))^{¸X;F (X)} � Œ � Hom(X; G(F (X)))

G(Œ) � Hom(F (X); Y )^{¸X;Y} � Hom(X; G(Y ))

íÏÒÆÉÚÍ id_X ÏÄÎÏÊ ÐÁÒÏÊ ÓÔÒÅÌÏË ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ Œ ¸_{X;Y} (Œ), Á ÄÒÕÇÏÊ | Œ G(Œ) ∘ ffl_X . œÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. □

ìÅÍÍÁ 4.3. æÕÎËÔÏÒÙ F É G ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ⇐⇒ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ffl : id_C → G ∘ F É

ȷ : F ∘G → id_D, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ F^{F ffl} �F ∘ G ∘ F^{ȷF} �F É G^{fflG} �G ∘ F ∘ G^{Gȷ} �G ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ŒÎÁÞÁÌÅ F ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅŒÁ Ë G. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ffl É ȷ ËÁË Œ ÌÅÍÍÅ 4.2. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ ∈ Hom(F (X); Y ) ÉÍÅÅÍ Œ = ¸^{−1}_{X;Y} (¸_{X;Y} (Œ)) = ȷ_Y ∘F (G(Œ)∘ffl_X ) = ȷ_Y ∘F (G(Œ))∘F (ffl_X ). ðÏÄÓÔÁŒÉÍ Y = F (X), Œ = id_{F (X)}. ðÏÌÕÞÉÍ id_{F (X)} = ȷ_{F (X)} ∘F (G(id_X ))∘F (ffl_X ) = ȷ_{F (X)} ∘F (ffl_X ), ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ. ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F É G ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ, Á ffl É ȷ ÚÁÄÁÎÙ. úÁÄÁÄÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ¸_{X;Y} : Hom(F (X); Y ) → Hom(X; G(Y )) É ¸^′_{X;Y} : Hom(X; G(Y )) → Hom(F (X); Y ) ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ¸_{X;Y} (Œ) = G(Œ) ∘ ffl_X É ¸^′_{X;Y} () = ȷ_Y ∘ F (). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

F (X)^{F (fflX )} �

id_{F (X)} � � � F (G(F (X)))^{F (G(Œ))}�

ȷ_{F (X)} � F (G(Y ))

ȷ_Y � F (X)^Œ � Y œ ÎÅÊ ËŒÁÄÒÁÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÅÎ Œ ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ȷ, Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË | ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ = Œ ∘ id_{F (X)} = ȷ_Y ∘ F (G(Œ)) ∘ F (ffl_X ) = ȷ_Y ∘ F (G(Œ) ∘ ffl_X ) = ¸^′_{X;Y} (¸_{X;Y} (Œ)). òÁŒÅÎÓÔŒÏ ¸_{X;Y} (¸^′_{X;Y} ()) = ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. □

ìÅÍÍÁ 4.4. æÕÎËÔÏÒ F ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ⇐⇒ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(F (−); Y ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ Y ∈ D. æÕÎËÔÏÒ G ÉÍÅÅÔ ÌÅŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ⇐⇒ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(X; G(−)) ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X ∈ C.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Hom(F (−); Y ) ∼= h_Y ′ ÄÌÑ ŒÓÅÈ Y ∈ D É ÐÏÌÏÖÉÍ G(Y ) = Y^′.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ : Y_1 → Y_2. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ h_{G(Y1)} ∼= Hom(F (−); Y1)^Œ � Hom(F (−); Y2) ∼= h_{G(Y2)} ÉÎ- ÄÕÃÉÒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ G(Y_1) → G(Y_2), ÞÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÄÅÊÔÓŒÉÅ G ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ. æÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. □

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ 2.9. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ F ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ É ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ Y ∈ D ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ X ∈ C, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (X) ∼= Y , ÚÎÁÞÉÔ Hom(F (−); Y ) ∼= Hom(F (−); F (X)) ∼= Hom(−; X) = h_X | ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÁŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë F ÆÕÎËÔÏÒ G. ðÕÓÔØ ffl : id_C → G ∘ F É ȷ : F ∘ G → id_D | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÏÒ- ÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÍÏÒÆÉÚÍ ffl_X : X → G(F (X)). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(X^′; −) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Hom(X^′; X) → Hom(X^′; G(F (X)), ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ËÏÍÐÏÚÉ- ÃÉÅÊ ÍÏÒÆÉÚÍÁ F : Hom(X^′; X) → Hom(F (X^′); F (X)) É ¸_X ′_{;F (X)} : Hom(F (X^′); F (X)) → Hom(X^′; G(F (X)), É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. úÎÁÞÉÔ ffl_X ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ h_X ∼= h_{G(F (X))}, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÓÁÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÒÆÉÚÍ ȷ_Y : F (G(Y )) → Y . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎË- ÔÏÒ Hom(F (X); −) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Hom(F (X); F (G(Y ))) → Hom(F (X); Y ). åÇÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ F : Hom(X; G(Y )) → Hom(F (X); F (G(Y ))) ÒÁŒÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÕ ¸^{−1}_{X;Y} : Hom(X; G(Y )) → Hom(F (X); Y ), ÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. îÏ ŒÓÑËÉÊ ÏÂSSÅËÔ Y^′ ∈ D ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÏÂSSÅËÔÕ F (X) ÄÌÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ

X, ÚÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Hom(Y^′; F (G(Y ))) → Hom(Y^′; Y ) ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ȷ_Y ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ h_{F (G(Y ))} ∼= h_Y , Á ÚÎÁÞÉÔ É ÓÁÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

œ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÅ, ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÞÅÒÅÚ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ I | ÍÁÌÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ËÁË ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÉÎÄÅËÓÏŒ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ÐÒÏÅËÃÉÉ C × I → C. œ ÓÉÌÕ õÐÒ. 2.8 ÏÎ ÄÁÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ C → Fun(I; C), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ´. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ F ∈ Fun(I; C) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ C → Sets Y → Hom(´(Y ); F ) É Y → Hom(F; ´(Y )) :

(ÐÅÒŒÙÊ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÅÎ, ŒÔÏÒÏÊ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÅÎ). åÓÌÉ ÜÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ (ËÏ)ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙ, ÔÏ (ËÏ)ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀ- ÝÉÊ ÏÂSSÅËÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÅÄÅÌÏÍ) ÆÕÎËÔÏÒÁ F ÐÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ I É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ lim_{←−I} F (i) Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, É ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ (ÉÌÉ ËÏÐÒÅÄÅÌÏÍ) ÆÕÎËÔÏÒÁ F ÐÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ I É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ lim_{−→I} F (i) ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ. œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ F , ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ lim_{←−I} : Fun(I; C) → C É lim_{−→I} : Fun(I; C) → C ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. (a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ I ÄÉÓËÒÅÔÎÁ (ÔÏ ÅÓÔØ Hom_I (i; j) = ∅ ÄÌÑ i ≠ j), ÔÏ lim_{←−I} ∼= ∏ I É lim_{−→I} ∼= ∐ I . (b) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I_{discr} ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Ó Ob I_{discr} = Ob I. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ lim_{←−I} → ∏ I_{discr} É ∐ I_{discr} → lim−→ I .

çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 2 18.09.2008

áÂÅÌÅŒÙ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

þÁÓÔØ 5. áÄÄÉÔÉŒÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

ëÁÔÅÇÏÒÉÑ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Z-ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ, ÅÓÌÉ

AB1: ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ Hom_C (X; Y ) ÚÁÄÁÎÙ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Hom_C (X; Y ) × Hom_C (Y; Z) → Hom_C (X; Z) ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ.

áÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ | ÜÔÏ Z-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A, Œ ËÏÔÏÒÏÊ

AB2: ÎÁÞÁÌØÎÙÊ 0_A É ËÏÎÅÞÎÙÊ 1_A ÏÂSSÅËÔ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÒÁŒÎÙ, Ô.Å. Hom_A(0_A; X) = Hom_A(X; 0_A) = 0; AB3: ÓÕÝÅÓÔÕÀÔ ÐÏÐÁÒÎÙÅ (Á ÚÎÁÞÉÔ É ËÏÎÅÞÎÙÅ) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. ëÁÔÅÇÏÒÉÉ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ Ab, ÌÅŒÙÈ É ÐÒÁŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R−mod É mod−R, ŒÅË- ÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ VB(X), ÐÕÞËÏŒ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ Sh(X) É ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔ- ÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Qcoh(X) ÁÄÄÉÔÉŒÎÙ. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ∗_M ÑŒÌÑÅÔÓÑ Z-ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ⇐⇒ M | ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2. åÓÌÉ A | ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Fun(C; A) ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÌÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C.

ìÅÍÍÁ 5.3. œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ: X ⊔ Y ∼= X × Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Hom(Z; X × Y ) = Hom(Z; X) × Hom(Z; Y ). íÏÒÆÉÚÍ id_{X×Y} ÄÁÅÔ ÐÁÒÕ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ p_X : X×Y → X É p_Y : X×Y → Y , ÐÒÉÞÅÍ ŒÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ∈ Hom(Z; X× Y ) Œ (p_X ∘Œ; p_Y ∘Œ) (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ éÏÎÅÄÙ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hom(Z; U) = h_U (Z) ∼= F (Z) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ F (Œ) : F (U) → F (Z) Ë ÏÂÒÁÚÕ id_U ∈ h_U (U) Œ F (U)). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ i_X : X → X × Y ÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÁÒÅ (id_X ; 0) ∈ Hom(X; X) × Hom(X; Y ), Á ÞÅÒÅÚ i_Y : Y → X × Y ÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÁÒÅ (0; id_Y ) ∈ Hom(Y; X) × Hom(Y; Y ). ôÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ŒÙÛÅÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÉÍÅÅÍ

(1) p_X ∘ i_X = id_X ; p_Y ∘ i_X = 0; p_X ∘ i_Y = 0; p_Y ∘ i_Y = id_Y :

úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

(2) i_X ∘ p_X + i_Y ∘ p_Y = id_{X×Y} :

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, p_X ∘ (i_X ∘ p_X + i_Y ∘ p_Y ) = (p_X ∘ i_X ) ∘ p_X + (p_X ∘ i_Y ) ∘ p_Y = id_X ∘p_X + 0 ∘ p_Y = p_X É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ p_Y ∘ (i_X ∘ p_X + i_Y ∘ p_Y ) = p_Y . ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÍÅÖÄÕ Hom(X; Z) × Hom(Y; Z) É Hom(X × Y; Z) ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (Œ; ) → Œ ∘ p_X + ∘ p_Y ; Ø → (Ø ∘ i_X ; Ø ∘ i_Y ):

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ø∘i_X ∘p_X +Ø∘i_Y ∘p_Y = Ø∘(i_X ∘p_X +i_Y ∘p_Y ) = Ø, (Œ∘p_X +∘p_Y )∘i_X = Œ∘p_X ∘i_X +∘p_Y ∘i_X = Œ É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (Œ ∘ p_X + ∘ p_Y ) ∘ i_Y = . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ h^{X×Y} ∼= h^X × h^Y , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÌÀÂÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ ÏÔÌÉ- ÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ (ËÏ)ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ Œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÚÎÁËÏÍ ⊕.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.5. ðÕÓÔØ Z | ÏÂSSÅËÔ Œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A É ÄÁÎÙ ÍÏÒÆÉÚÍÙ i^′_X : X → Z, i^′_Y : Y → Z, p^′_X : Z → X, p^′_Y : Z → Y , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (1) É (2). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ : Z → X × Y , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ p_X ∘ Œ = p^′_X , p_Y ∘ Œ = p^′_Y , Œ ∘ i^′_X = i_X , Œ ∘ i^′_Y = i_Y .

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ X; Y Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ´_X = id_X × id_X : X → X × X É ∇_Y = id_Y ⊔ id_Y : Y ⊔ Y → Y . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f ∈ Hom(X_1; Y_1), g ∈ Hom(X_1; Y_2) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÍÏÒÆÉÚÍ f × g : Hom(X_1 × X_2; Y_1 × Y_2) (ÏÎ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍ f ∘ p_{X1} : X_1 × X_2 → X_1 → Y_1 É g ∘ p_{X2} : X_1 × X_2 → X_2 → Y_2).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.6. ðÕÓÔØ A | ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ, f; g ∈ Hom(X; Y ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f + g = ∇_Y ∘ (f × g) ∘ ´_X .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.7. ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ | ÜÔÏ ÎÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, Á ÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ. ëÁÔÅÇÒÉÑ C ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ ⇐⇒ Œ C ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ Ó ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ, É ÏÐÅÒÁÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÌÉ A ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ, ÔÏ A^∘ ÔÏÖÅ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ; (b) ÅÓÌÉ A É B ÁÄÄÉÔÉŒÎÙ, ÔÏ A × B ÔÏÖÅ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ.

þÁÓÔØ 6. áÄÄÉÔÉŒÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

æÕÎËÔÏÒ F : A → B ÍÅÖÄÕ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ, ÅÓÌÉ F : Hom(X; Y ) → Hom(F (X); F (Y )) | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X; Y ∈ A.

ðÒÉÍÅÒÙ 6.1. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙ:

(1) ÆÕÎËÔÏÒ ÚÁÂŒÅÎÉÑ fg : R−mod → Ab; (2) ÆÕÎËÔÏÒ ÓÅÞÅÎÉÊ ` : VB(X) → Sh(X); (3) ÆÕÎËÔÏÒ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ⊕ : A × A → A;

(4) ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ R-ÍÏÄÕÌØ R−mod → Ab (ÅÓÌÉ R ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ, ÔÏ R−mod → R−mod); (5) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÓËÁÌÑÒÏŒ B−mod → A−mod, ÅÓÌÉ B | A-ÁÌÇÅÂÒÁ; (6) ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÓËÁÌÑÒÏŒ A−mod → B−mod, ÅÓÌÉ B | A-ÁÌÇÅÂÒÁ;

(7) ÆÕÎËÔÏÒÙ ÐÒÑÍÏÇÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ f_∗ : Sh(X) → Sh(Y ), f^∗ : VB(Y ) → VB(X), ÅÓÌÉ f : X → Y ÍÏÒÆÉÚÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ ŒÁÖÎÏÇÏ ÎÅÁÄÄÉÔÉŒÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ | ÆÕÎËÔÏÒ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ M → M ⊗M, R−mod → R−mod, ÇÄÅ R | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ.

ìÅÍÍÁ 6.2. åÓÌÉ F : A → B | ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ F (X ⊕ Y ) ∼= F (X) ⊕ F (Y ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë (1) É (2) ÆÕÎËÔÏÒ F É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 5.5. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Fun_{add}(A; B) ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÏÊ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ Œ Fun(A; B).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Fun(A × B; C) ∼= Fun(A; Fun(B; C)) ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ ÐÏÄËÁ- ÔÅÇÏÒÉÉ Fun_{add}(A × B; C) É Fun_{add}(A; Fun_{add}(B; C)).

åÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ, ÔÏ h_X (Y ) = Hom(Y; X) | ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ. úÎÁÞÉÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ h_X ÍÙ ÍÏÖÅÍ (É ÂÕÄÅÍ!) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ A^∘ → Ab (Á ÆÕÎËÔÏÒ h_X Œ ÓÔÁÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ Ó fg : Ab → Sets). ôÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÁÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (ËÏ)ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ h_∗ : A → Fun_{add}(A^∘; Ab) É h^∗ : A^∘ → Fun_{add}(A; Ab) ÁÄÄÉÔÉŒÎÙ.

ìÅÍÍÁ 6.6. ðÕÓÔØ F : A → B | ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ. åÓÌÉ F ÏÂÌÁ- ÄÁÅÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ G, ÔÏ G ÔÁËÖÅ ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ, Á ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎ ÓÏ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÁÍÉ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÚÂÅÒÅÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ G | ÐÒÁŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë F . ôÏÇÄÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ Hom(X; G(Y )) → Hom(F (X); Y ) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ → ȷ_Y ∘ F (), ÇÄÅ ȷ : F ∘ G → id_B | ËÏÅÄÉÎÉÃÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ → F () ÁÄÄÉÔÉŒÎÏ, ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ F ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ → ȷ_Y ∘ Œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏ, ÔÁË ËÁË ËÁÔÅÇÏÒÉÑ B ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ. îÁËÏÎÅÃ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÁ G ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÐÒ. 6.4 | ÆÕÎËÔÏÒ Hom(−; G(−)) ∼= Hom(F (−); −) : A^∘ × B → Ab ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ Œ ÓÉÌÕ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ F , ÚÎÁÞÉÔ G ÔÏÖÅ ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ. □

þÁÓÔØ 7. áÂÅÌÅŒÙ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

ðÕÓÔØ A É B | ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, Á ff : F → G | ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÉÚ A Œ B. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ Ker ff ÆÏÒÍÕÌÏÊ Ker ff(X) := Ker(F (X)^{ffX} �G(X)):

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ : X → Y ÉÍÅÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 � Ker ff(X) � � � � F (X)

ff_X �

F (Œ) � G(X)

G(Œ) � 0 � Ker ff(Y ) � F (Y )^{ffY} � G(Y ) ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÕÎËÔÉÒÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÑÄÒÁ, Á ÔÁËÖÅ ÅÇÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ ÞÔÏ ÉÚ ÆÕÎËÔÏÒÁ Ker ff ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÆÕÎËÔÏÒ F , ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A. ñÄÒÏÍ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂSSÅËÔ Ker f, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ Ker h_f : h_X → h_Y (ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ), Á ËÏÑÄÒÏÍ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂSSÅËÔ Coker f, ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ Ker h^f : h^Y → h^X (ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Ker h_f → h_X É Ker h^f → h^Y ÐÏ ÌÅÍÍÅ éÏÎÅÄÙ ÄÁÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ˇ : Ker f → X É fl : Y → Coker f.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ Ab, R−mod, mod−R ËÁÔÅÇÏÒÎÙÅ ÑÄÒÁ É ËÏÑÄÒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÑÄÒÁÍÉ É ËÏÑÄÒÁÍÉ.

ó ËÏÑÄÒÁÍÉ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÕÞËÏŒ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÓÌÏÖÎÅÅ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÉŒÎÏÅ ËÏÑÄÒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÕÞËÏŒ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ (ÏÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÅÄÐÕÞÏË). ïÄÎÁËÏ, ÆÕÎËÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Sh(X) → PreSh(X) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÕÞËÏŒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÐÒÅÄÐÕÞËÏŒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÅŒÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ a : PreSh(X) → Sh(X) (ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÕÞËÏŒÉÚÁÃÉÉ) É ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÕÞËÏŒÉÚÁÃÉÑ ÎÁÉŒÎÏÇÏ ÑÄÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ Œ ËÁÔÅÇÏÒÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.2. ðÕÓÔØ A ⊂ B | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, É ÐÕÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ i : A → B (ÏÎ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÅŒÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ a : B → A. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ i(f) : i(X) → i(Y ) ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÏ Œ B, ÔÏ a(Ker i(f)) | ÑÄÒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f Œ A.

ìÅÍÍÁ 7.3. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ.

(a) åÓÌÉ ∃ Ker f É g : X^′ → X, ÔÏ f ∘ g = 0 ⇐⇒ g = ˇ ∘ g^′ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ g^′ : X^′ → Ker f. (b) åÓÌÉ ∃ Coker f É h : Y → Y^′, ÔÏ h ∘ f = 0 ⇐⇒ h = h^′ ∘ fl ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ h^′ : Coker f → Y^′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ (a). ñÓÎÏ, ÞÔÏ f ∘ g = 0 ⇐⇒ g ∈ h_X (X^′) ÌÅÖÉÔ Œ ÑÄÒÅ h_f : h_X (X^′) → h_Y (X^′), ÔÏ ÅÓÔØ Œ (Ker h_f )(X^′), ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ g = ˇ ∘ g^′ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g^′ : X^′ → Ker f. ôÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ g^′ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÅÎ, ÔÁË ËÁË (Ker h_f )(X^′) ⊂ h_X (X^′). □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.4. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÑÄÒÁ Õ ŒÓÅÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. ðÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (f : X → Y ) → (ˇ : Ker f → X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÌÞÁÎÁ • → • Œ A (ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÔÒÅÌÏË Œ A) Œ ÓÅÂÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ËÏÑÄÅÒ.

ëÏÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÑÄÒÏ ÑÄÒÁ f (ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Ker f → X), Á ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f | ÑÄÒÏ ËÏÑÄÒÁ f (ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Y → Coker f):

Coim f = Coker(Ker f → X); Im f = Ker(Y → Coker f):

ìÅÍÍÁ 7.5. åÓÌÉ Õ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : X → Y ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÂÒÁÚ É ËÏÏÂÒÁÚ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ —f : Coim f → Im f, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

Ker f^ˇ � X^f �

fl^′ � Y^fl � Coker f

Coim f^{f̄} � Im f

ˇ^′ �

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 7.3(a) ÉÍÅÅÍ f∘ˇ = 0. úÎÁÞÉÔ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 7.3(b) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f^′ : Coim f → Y , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f = f^′ ∘ fl^′. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ fl ∘ f^′ = 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, fl ∘ f^′ ∘ fl^′ = fl ∘ f = 0 ÐÏ ÌÅÍÍÅ 7.3(b), ÎÏ Œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ fl ∘ 0 = 0. úÎÁÞÉÔ Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ Œ ÌÅÍÍÅ 7.3(b) ÉÍÅÅÍ fl ∘ f^′ = 0. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÐÅÒØ ÌÅÍÍÕ 7.3(a), ÎÁÈÏÄÉÍ —f. □

áÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ, ÅÓÌÉ

AB4: Õ ŒÓÅÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÑÄÒÁ É ËÏÑÄÒÁ, Á ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÏÂÒÁÚÁ Œ ÏÂÒÁÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ab, R−mod, Rmod−, Sh(X), Qcoh(X) ÁÂÅÌÅŒÙ, Á VB(X) | ÎÅ ÁÂÅÌÅŒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A É B ÁÂÅÌÅŒÙ, ÔÏ (a) A^∘ ÁÂÅÌÅŒÁ; (b) A × B ÁÂÅÌÅŒÁ; (c) Fun(C; A) ÁÂÅÌÅŒÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÌÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C.

íÏÒÆÉÚÍ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÑÄÒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÉÌÉ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÉÎSSÅËÃÉÅÊ), Á ÍÏÒÆÉÚÍ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ËÏÑÄÒÏÍ | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÉÌÉ ÓÀÒSSÅËÃÉÅÊ). ïÂSSÅËÔ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÎ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ X → Y , ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÏÂSSÅËÔÏÍ Œ Y (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ X ⊂ Y ), Á ÏÂSSÅËÔ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÎ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ Y → X, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÂSSÅËÔÏÍ ÏÂSSÅËÔÁ Y (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Y ↠ X). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÏÄÏÂSSÅËÔÏŒ É ÆÁËÔÏÒÏÂSSÅËÔÏŒ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ É ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ- ÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.8. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Ker f → X ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, Á Y → Coker f | ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ; (b) f | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ⇐⇒ f ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ É ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.9. ðÕÓÔØ f : X → Y É g : Y → Z | ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) Ker f ⊂ Ker(g ∘ f), Á ÅÓÌÉ Ker g = 0, ÔÏ Ker f = Ker(g ∘ f); (b) Coker(g ∘ f) ↠ Coker g, Á ÅÓÌÉ Coker f = 0, ÔÏ Coker(g ∘ f) = Coker g; (c) ÅÓÌÉ f ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ g = 0 ⇐⇒ g ∘ f = 0; (d) ÅÓÌÉ g ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ f = 0 ⇐⇒ g ∘ f = 0.

ìÅÍÍÁ 7.10. œÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → Y Œ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÓÀÒSSÅËÃÉÉ f^′ : X → I É ÉÎSSÅËÃÉÉ f^{′′} : I → Y . ðÒÉ ÜÔÏÍ I ∼= Coim f ∼= Im f, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ f^′ É f^{′′} ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó fl^′ É ˇ^′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ fl^′ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, Á ˇ^′ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ Œ ÓÉÌÕ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

Ker f^ˇ � X^f �

fl^′ �

f^′ � � � � Y fl � Coker f

I f^{′′} � � � � i^{′′} � Coim f^{f̄}_{∼=} �

i^′ �

Im f

ˇ^′

�

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ fl ∘ f^{′′} = 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, fl ∘ f^{′′} ∘ f^′ = fl ∘ f = 0, ÎÏ f^′ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ fl ∘ f^{′′} = 0. úÎÁÞÉÔ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ i^{′′} : I → Im f, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f^{′′} = ˇ^′ ∘ i^{′′}, ÐÒÉÞÅÍ ÉÚ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ f^{′′} ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ i^{′′}. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ i^′ : Coim f → I. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ˇ^′ ∘ i^{′′} ∘ i^′ ∘ fl^′ = f^{′′} ∘ f^′ = f, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ —f ÐÏÌÕÞÁÅÍ i^{′′} ∘ i^′ = —f. ôÁË ËÁË —f ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ i′ É ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ i′′. úÎÁÞÉÔ ÏÂÁ ÏÎÉ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. éÔÁË, f^′ = i^′ ∘ fl^′, f^{′′} = ˇ^′ ∘ i^{′′} = ˇ^′ ∘ —f ∘ (i^′)^{−1}. □

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ : : : �X^{i−1 f i−1} �X^{i f i} �X^{i+1} � : : : ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ f^i ∘ f^{i−1} = 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ | ËÏÍÐÌÅËÓ ⇐⇒ Im f^{i−1} ⊂ Ker f^i.

ëÏÍÐÌÅËÓ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ Œ ÞÌÅÎÅ X^i, ÅÓÌÉ Im f^{i−1} = Ker f^i. ëÏÍÐÌÅËÓ ŒÉÄÁ 0 → X → Y → Z → 0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

• ÔÏÞÎÙÍ ÓÌÅŒÁ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÔÏÞÅÎ Œ X É Y ; • ÔÏÞÎÙÍ ÓÐÒÁŒÁ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÔÏÞÅÎ Œ Y É Z; • ÔÏÞÎÙÍ Œ ÓÅÒÅÄÉÎÅ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÔÏÞÅÎ Œ Y ; • ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÔÏÞÅÎ Œ X, Y É Z.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÙÅ ÓÌÅŒÁ ÔÒÏÊËÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ 0 → Ker f → X^f→ Y , Á ÔÏÞÎÙÅ ÓÐÒÁŒÁ ÔÒÏÊËÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ X^f→ Y → Coker f → 0.

ìÅÍÍÁ 7.12. ôÒÏÊËÁ 0 → X → Y → Z ÔÏÞÎÁ ÓÌÅŒÁ ⇐⇒ 0 → Hom(A; X) → Hom(A; Y ) → Hom(A; Z) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅŒÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ A. ôÒÏÊËÁ X → Y → Z → 0 ÔÏÞÎÁ ÓÐÒÁŒÁ ⇐⇒ 0 → Hom(Z; A) → Hom(Y; A) → Hom(X; A) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅŒÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÏÞÎÏÓÔØ ÓÌÅŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → Hom(Z; A) → Hom(Y; A) → Hom(X; A) ÐÒÉ ŒÓÅÈ A ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ h^Z = Ker h^f , ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Z = Coker f, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÐÒÁŒÁ ÔÒÏÊËÉ 0 → X → Y → Z → 0. ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. □

þÁÓÔØ 8. ôÏÞÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

æÕÎËÔÏÒ F : A → B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

• ÔÏÞÎÙÍ ÓÌÅŒÁ, ÅÓÌÉ ÏÎ ŒÓÑËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÎÕÀ ÓÌÅŒÁ; • ÔÏÞÎÙÍ ÓÐÒÁŒÁ, ÅÓÌÉ ÏÎ ŒÓÑËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÎÕÀ ÓÐÒÁŒÁ; • ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ŒÓÑËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ.

ðÒÉÍÅÒÙ 8.1. (1) ÆÕÎËÔÏÒÙ fg, ⊕ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÏŒ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 6.1 ÔÏÞÎÙ;

(2) ÆÕÎËÔÏÒÙ ` É f_∗ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 6.1 ÔÏÞÎÙ ÓÌÅŒÁ;

(3) ÆÕÎËÔÏÒÙ ⊗, f^∗ É ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÏŒ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 6.1 ÔÏÞÎÙ ÓÐÒÁŒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ (ÓÐÒÁŒÁ) ⇐⇒ ÏÎ ŒÓÑËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÓÌÅŒÁ (ÓÐÒÁŒÁ) ÔÒÏÊËÕ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÔÒÏÊËÕ ÔÏÞÎÕÀ ÓÌÅŒÁ (ÓÐÒÁŒÁ).

ìÅÍÍÁ 8.3. æÕÎËÔÏÒÙ h_A = Hom(−; A) : A^∘ → Ab É h^A = Hom(A; −) : A → Ab ÔÏÞÎÙ ÓÌÅŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 7.12. □

ìÅÍÍÁ 8.4. ðÕÓÔØ (F; G) | ÐÁÒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ôÏÇÄÁ F ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ, Á G ÓÌÅŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X → Y → Z → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÓÐÒÁŒÁ ÔÒÏÊËÁ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÏÊËÕ F (X) → F (Y ) → F (Z) → 0. œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 7.12 ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ A ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Hom(F (Z); A) → Hom(F (Y ); A) → Hom(F (X); A) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅŒÁ. îÏ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØÀ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ 0 → Hom(Z; G(A)) → Hom(Y; G(A)) → Hom(X; G(A)), É ÅÅ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÌÅÍÍÙ. □ çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 3 01.10.2008

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

þÁÓÔØ 9. ôÅÏÒÅÍÁ ŒÌÏÖÅÎÉÑ É ÄÉÁÇÒÁÍÎÙÊ ÐÏÉÓË

œ ÐÒÉŒÙÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ, ÔÁËÉÈ ËÁË Ab É R−mod ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÒÁÌÉÞÎÙÅ ÓÏ- ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ É ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÄÉÁÇÒÁÍÎÙÊ ÐÏÉÓË (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ \ÜÌÅÍÅÎÔÙ" ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ ÉÌÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ). œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÏÂSSÅËÔÙ ÕÖÅ ÎÅ ÉÍÅÀÔ \ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ" Œ ÎÁÉŒÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ- ÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉÂÏ ÂÏËÁÚÙŒÁÔØ ŒÓÅ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ, ÌÉÂÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄŒÕÈ (ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙÈ) ÔÒÀËÏŒ.

ðÅÒŒÙÊ | ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ X ∈ A ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÇÏ Y -ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÇÄÅ Y | ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂSSÅËÔ) ËÁË Hom(Y; X) É ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ŒÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ Y -ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÍÉ Y . ðÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ A Ó ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Fun(A^∘; Ab), Á ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÐÒÏŒÅÒÑÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÏ- ÔÏÞÅÞÎÏ.

äÒÕÇÏÊ ÐÏÄÈÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ íÉÔÞÅÌÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 9.1. ðÕÓÔØ A_0 | ÍÁÌÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÌØÃÏ R É ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÊ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : A_0 → R−Mod.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ íÉÔÞÅÌÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÅ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, É Ô.Ä., ŒËÌÀÞÁÀÝÅÅ Œ ÓÅÂÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂSSÅËÔÏŒ É ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ É ŒÅÒÎÏÅ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ, ŒÅÒÎÏ É Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÌÎÕÀ ÁÂÅÌÅŒÕ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ A_0 Œ A, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ, ÆÉÇÕÒÉ- ÒÕÀÝÉÍÉ Œ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒ F : A_0 → R−Mod, É ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÅÇÏ ÓÔÒÏÇÏÊ ÐÏÌÎÏÔÏÊ É ÔÏÞÎÏÓÔØÀ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 � X1 �

f_1 � Y_1 �

g_1 � Z_1 �

h_1 � 0

0 � X2 � Y2 � Z2 � 0

Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏÞËÁÍÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÏÅË). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Ker f_1 → Ker g_1 → Ker h_1 → Coker f_1 → Coker g_1 → Coker h_1 → 0.

ëŒÁÄÒÁÔ

X^f � g � Y p � Z^q � W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ Hom(−; X) = { (Œ; ) ∈ Hom(−; Y )×Hom(−; Z) | pŒ = q }) (X ÅÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Y É Z ÎÁÄ W ); É ËÏÄÅËÁÒÔÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ Hom(W; −) = { (Œ; ) ∈ Hom(Y; −)×Hom(Z; −) | Œf = g }) (W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÎÙÍ ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ Y É Z ÐÏÄ X).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

(∗) 0 �X

(^f_g) � Y ⊕ Z^{(p;−q)}�W �0

(a) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ⇐⇒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËŒÁÄÒÁÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÅÎ; (b) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅŒÁ ⇐⇒ ËŒÁÄÒÁÔ ÄÅËÁÒ- ÔÏŒ; (c) ÔÏÞÎÁ ÓÐÒÁŒÁ ⇐⇒ ËŒÁÄÒÁÔ ËÏÄÅËÁÒÔÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.4. ðÕÓÔØ H^0, H^1 É H^2 | ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (∗). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) H^0 = Ker(g : Ker f → Ker q); (b) H^2 = Coker(p : Coker f → Coker q);

(c) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ 0 → Coker(g : Ker f → Ker q) → H^1 → Ker(p : Coker f → Coker q) → 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ËŒÁÄÒÁÔ ÄÅËÁÒÔÏŒ ⇐⇒ g ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ker f ∼= Ker q, Á p ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ Coker f ,→ Coker q; (b) ËŒÁÄÒÁÔ ËÏÄÅËÁÒÔÏŒ ⇐⇒ p ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Coker f ∼= Coker q, Á g ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ Ker f ↠ Ker q.

ïÄÎÁËÏ, ÐÒÉ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ íÉÔÞÅÌÁ ÎÁÄÏ ÓÏÂÌÀÄÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ R−Mod ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÏÅË ÔÏÞÎÏ, Á Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Sh(X) ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ ÎÅÔ.

þÁÓÔØ 10. éÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ

ïÂSSÅËÔ P Œ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(P; −) ÔÏÞÅÎ. ïÂSSÅËÔ I Œ ÁÂÅ- ÌÅŒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(−; I) ÔÏÞÅÎ. ôÁË ËÁË ÆÕÎËÔÏÒÙ Hom(X; −) É Hom(−; X) ŒÓÅÇÄÁ ÔÏÞÎÙ ÓÌÅŒÁ, ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÓÔØ P ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÀÒSSÅËÃÉÉ Y ↠ Z É ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ : P → Z ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ ~Œ : P → Y , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ P Œ � � � � Œ̃ � Y � Z � 0 ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ I ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÎSSÅËÃÉÉ X ,→ Y É ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ : X → I ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ ~Œ : Y → I, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

0 � X Œ � � � � � � Y Œ̃ � I ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ Œ A ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ Œ A^∘.

ìÅÍÍÁ 10.2. (a) P ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÀÒØÅËÃÉÉ p : X ↠ P ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ X ∼= X^′ ⊕ P , ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ p = p_P ; (b) I ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÎØÅËÃÉÉ i : I ,→ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ X ∼= X^′ ⊕ I, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ i = i_P .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÐÅÒŒÏÅ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ =⇒ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. åÓÌÉ p : X ↠ P | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ i : P → X, ÔÁË ÞÔÏ p ∘ i = id_P . ðÏÌÏÖÉÍ X^′ = Ker p É ÐÕÓÔØ i^′ : X^′ → X | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ (ÔÏÇÄÁ p ∘ i^′ = 0). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ p ∘ (id_X −i ∘ p) = p − p ∘ i ∘ p = p − p = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ p^′ : X → X^′, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ id_X −i∘p = i^′ ∘p^′. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ p^′ ∘i^′ = id_X ′ , p^′ ∘i = 0. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ (id_X −i∘p)∘i^′ = i^′ −i∘p∘i^′ = i^′ É (id_X −i ∘ p) ∘ i = i − i ∘ p ∘ i = i − i = 0. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ (⇐=). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ß : Y ↠ Z | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ, Á Œ : P → Z | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÌÏÖÉÍ X = Ker((−ß; Œ) : Y ⊕ P → Z) É ÐÕÓÔØ p : X → P É q : X → Y | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ X → Y ⊕P → P É X → Y ⊕P → Y . éÚ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ß ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ p (ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÎÙÍ ÐÏÉÓËÏÍ | ÐÕÓÔØ x ∈ P , ÎÁÊÄÅÍ y ∈ Y , ÔÁË ÞÔÏ ß(y) = Œ(x); ÔÏÇÄÁ (y; x) ∈ X É p(y; x) = x). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, X ∼= X^′ ⊕P . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ s : P → X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ p∘s = id_P . ðÕÓÔØ ~Œ = q ∘ s. ôÏÇÄÁ ß ∘ ~Œ = ß ∘ q ∘ s = Œ ∘ p ∘ s = Œ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. □

ïÂSSÅËÔ Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÏÂSSÅËÔÁ Z Ó ÐÏÍÏÝØÀ X, ÅÓÌÉ ÄÁÎÁ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ 0 → X → Y → Z → 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ËÌÁÓÓÙ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ É ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ É ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ; (b) ËÌÁÓÓÙ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ É ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ŒÚÑÔÉÑ ÐÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ; (c) ËÌÁÓÓ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÑÄÅÒ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚ- ÍÏŒ; (d) ËÌÁÓÓ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÑÄÅÒ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ R−Mod ŒÓÅÇÄÁ ÍÎÏÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ.

ìÅÍÍÁ 10.4. óŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ Ó ÌÀÂÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ R⟨S⟩ | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ S. ôÏÇÄÁ Hom(R⟨S⟩; M) = Hom(S; fg(M)) = ∏ s∈S M | ÔÏÞÅÎ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.5. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ R-ÍÏÄÕÌÉ | ÜÔÏ ÐÒÑÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ R-ÍÏÄÕÌÑÈ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.6. œÓÑËÉÊ R-ÍÏÄÕÌØ ÎÁËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ M | R-ÍÏÄÕÌØ. œÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÄÌÑ M (ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ S = M) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ R⟨S⟩ → M, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ S → M. ïÎ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. □

ïÐÉÓÁÔØ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÓÌÏÖÎÅÅ. îÏ ÄÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ.

ìÅÍÍÁ 10.7. ìÅŒÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ I ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ : a → I ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÌÅŒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ a ⊂ R ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÚ ~Œ : R → I.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. =⇒ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. äÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ. ðÕÓÔØ X ⊂ Y É Œ : X → I. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÁÒ (X^′; Œ^′), ÇÄÅ X ⊂ X^′ ⊂ Y É Œ^′ : X^′ → I, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Œ = Œ^′_{|X} . ðÏ ÌÅÍÍÅ ãÏÒÎÁ Œ ÎÅÍ ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (X_0; Œ_0). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ X_0 = Y . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÎÁÞÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ y ∈ Y \X_0. ðÕÓÔØ X_1 = X_0+Ry ⊂ Y . ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → a → X_0 ⊕ R → X_1 → 0. éÚ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ X_0 → X_1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÁ a → R, ÚÎÁÞÉÔ a | ÉÄÅÁÌ Œ R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ : a → X_0^{Œ0}→ I É ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÅÅ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ~ : R → I. ôÁË ËÁË X_1 | ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ X_0 É R ÐÏÄ a, ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ_0 É ~ ÄÁÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ_1 : X_1 → I, ÐÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ X_0 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó Œ_0. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔØÀ ÐÁÒÙ (X_0; Œ_0). úÎÁÞÉÔ X_0 = Y , Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÐÒÏÄÏÌÖÉÌÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Y → I. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.8. áÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ Q=Z ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. áÂÅÌÅŒÙ ÇÒÕÐÐÙ | ÜÔÏ Z-ÍÏÄÕÌÉ, Á ŒÓÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ Z ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ nZ. íÏÒÆÉÚÍ nZ → Q=Z ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ t ∈ Q=Z (ÏÂÒÁÚÏÍ n), Á ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÅÇÏ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Z → Q=Z, ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ t^′ ∈ Q=Z, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ nt^′ = t, ÞÔÏ Œ ÇÒÕÐÐÅ Q=Z ÚÁŒÅÄÏÍÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ. □

ìÅÍÍÁ 10.9. ðÕÓÔØ F : A → B É G : B → A | ÐÁÒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. åÓÌÉ F ÔÏÞÅÎ, ÔÏ G ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ G ÔÏÞÅÎ, ÔÏ F ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÓÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÐÅÒŒÏÅ. ðÕÓÔØ I ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ Œ B. ôÏÇÄÁ Hom(−; G(I)) ∼= Hom(F (−); I) | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÚÎÁÞÉÔ G(I) ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ. □

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÔÏÞÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÍÅÖÄÕ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ R−Mod É (Mod−R)^∘. ôÏÇÄÁ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ Œ (Mod−R)^∘ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÁŒÙÅ R-ÍÏÄÕÌÉ) ÐÅÒÅÊÄÕÔ Œ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ Œ R−Mod. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ

D : R−Mod → (Mod−R)^∘ É D^′ : (Mod−R)^∘ → R−Mod; M → Hom_Z(M; Q=Z):

ìÅÍÍÁ 10.10. æÕÎËÔÏÒÙ D É D^′ ÔÏÞÎÙ É ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÏÞÎÏÓÔØ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ Q=Z. äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÌÅŒÏÇÏ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ c_M : M → D^′(D(M)) (ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ m ∈ M Œ ÍÏÒÆÉÚÍ DM → Q=Z, f ∈ Hom_Z(M; Q=Z) → f(m)), Á ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÒÁŒÏÇÏ R-ÍÏÄÕÌÑ ÍÏÒÆÉÚÍ c^′_M : M → D(D^′(M)), ËÏÔÏÒÙÅ ËÁË ÎÅ ÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÚÁÄÁÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ c^′_M ∈ Hom_{(Mod−R)}∘ (D(D^′(M)); M). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ c É c^′ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ D É D^′. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉ-

ÃÉÉ DM^{c′DM}→ DD^′DM^{DcM}→ DM É D^′M^{cD′ M}→ D^′DD^′M^{D′ c′M}→ D^′M ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ D É D^′ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÐÅÒŒÏÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ c^′_{DM} ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ f ∈ DM Œ ÍÏÒÆÉÚÍ D^′DM → Q=Z, x ∈ Hom(D^′M; Q=Z) → x(f). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Dc_M ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ¸ ∈ DD^′DM Œ ÍÏÒÆÉÚÍ m → ¸(c_M (m)). úÎÁÞÉÔ Dc_M ∘ c^′_{DM} ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ f Œ m → f(c_M (m)) = f(m), ÔÏ ÅÓÔØ Œ f. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.11. œÓÑËÉÊ R-ÍÏÄÕÌØ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ M | ÌÅŒÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ DM | ÐÒÁŒÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ. œÙÂÅÒÅÍ ÓÀÒSSÅËÃÉÀ P → DM ÉÚ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÁŒÏÇÏ R-ÍÏÄÕÌÑ P É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ M → D^′DM → D^′P . œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ËÁË ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ŒÙÛÅ, P | ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ Œ (Mod−R)^∘, ÚÎÁÞÉÔ Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍ 10.9 É 10.10 ÏÂSSÅËÔ DD^′P ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ Œ R − Mod. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ M → D^′P ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ. äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ c_M : M → D^′DM ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ∈ M ÎÁÊÄÅÔÓÑ f : M → Q=Z, ÔÁË ÞÔÏ f(m) ≠ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ⟨m⟩ Œ M, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ m. åÓÌÉ ⟨m⟩ ∼= Z, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ f : ⟨m⟩ → Q=Z, ÐÏÌÏÖÉŒ f(m) = 1=2, Á ÅÓÌÉ ⟨m⟩ ∼= Z=nZ | ÐÏÌÏÖÉŒ f(m) = 1=n, Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÎÁ ŒÓÅ M, ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØÀ Q=Z. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ c_M ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ D^′ ÔÏÞÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÓÀÒSSÅËÃÉÀ P → DM Œ ÉÎSSÅËÃÉÀ D^′DM → D^′P . □

þÁÓÔØ 11. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

ïÓÎÏŒÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÒÅÄÓÔŒÏÍ Œ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ó ÉÈ ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÅ. ïÓÎÏŒÎÕÀ ÖÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÉ ŒÙ- ÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÅ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ | ÅÓÌÉ ÎÁÄÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒ F Ë ÏÂSSÅËÔÕ X, ŒÙÒÁ- ÖÅÎÎÏÍÕ, ÓËÁÖÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → X → X_1 → X_2 → 0, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → F (X) → F (X_1) → F (X_2) → 0 ÕÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ F (X) ÎÅ ÂÕÄÅÔ ŒÙÒÁÖÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ F (X_1) É F (X_2). þÔÏÂÙ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÉÔÕÁÃÉÀ ŒŒÏÄÑÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÎÉ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ, ÓÁÍÉ ÄÁÀÔ ŒÁÖÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ.

éÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÔÏÒ F : A → B ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ. ôÏÇÄÁ ÌÅŒÙÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÔ F | ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ L_iF : A → B, L_0F ∼= F É ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ffi_i : L_{i+1}F (X^{′′}) → L_iF (X^′) ÍÅÖÄÕ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ (0 → X^′ → X → X^{′′} → 0) → L_{i+1}F (X^{′′}) É (0 → X^′ → X → X^{′′} → 0) → L_iF (X^′);

ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÏÅË Œ A Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ B, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ 0 → X^′ → X → X^{′′} → 0 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

· · · → L_2F (X^{′′})^{ffi1}→ L_1F (X^′) → L_1F (X) → L_1F (X^{′′})^{ffi0}→ L_0F (X^′) → L_0F (X) → L_0F (X^{′′}) → 0 ÔÏÞÎÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 11.1. ôÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ T_i (ÂÅÚ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ T_0 ∼= F ) É ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÆÕÎË- ÔÏÒÏŒ ffi_i : T_{i+1}(X^{′′}) → T_i(X^′) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ffi-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ.

óŒÏÊÓÔŒÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁË: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÅŒÏÇÏ ffi-ÆÕÎËÔÏÒÁ (T_•; ffi_•) É ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ f_0 : L_0F → T_0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ f_i : L_iF → T_i, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÁÑ Ó ffi.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÒÁŒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÔ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÌÅŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ. ðÒÁŒÙÊ ffi-ÆÕÎËÔÏÒ | ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ T^i : A → B É ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ffi^i : T^i(X^{′′}) → T^{i+1}(X^′) ÍÅÖÄÕ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ (0 → X^′ → X → X^{′′} → 0) → T^i(X^{′′}) É (0 → X^′ → X → X^{′′} → 0) → T^{i+1}(X^′);

ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÏÅË Œ A Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ B, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ 0 → X^′ → X → X^{′′} → 0 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → T^0(X^′) → T^0(X) → T^0(X^{′′})^{ffi0}→ T^1(X^′) → T^1(X) → T^1(X^{′′})^{ffi1}→ T^2(X^′) → : : : ÔÏÞÎÁ.

ðÒÁŒÙÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ F | ÜÔÏ ÐÒÁŒÙÊ ffi-ÆÕÎËÔÏÒ (R^iF; ffi^i) Ó R^0F ∼= F , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÁŒÏÇÏ ffi-ÆÕÎËÔÏÒÁ (T^•; ffi^•) É ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ f^0 : T^0 → R^0F ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ f^i : T^i → R^iF , ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÁÑ f^0 É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÁÑ Ó ffi.

œÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. åÓÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ. óÁÍÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ É ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÔÁËÏŒÁ. ðÕÓÔØ,

ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÔÏÒ F ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ É ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅË- ÔÏŒ (ÔÏ ÅÓÔØ ŒÓÑËÉÊ ÏÂSSÅËÔ ÎÁËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ). œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ X ∈ A É ÐÏÓÔÒÏÉÍ

ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ · · · → P^{−3 d−3}→ P^{−2 d−2}→ P^{−1 d−1}→ P^0 → X → 0, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÏÂSSÅËÔÙ P^i ÐÒÏÅË-

ÔÉŒÎÙ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ · · · → F (P^{−3})^{F (d−3)}→ F (P^{−2})^{F (d−2)}→ F (P^{−1})^{F (d−1)}→ F (P^0) → 0. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÆÏÒÍÕÌÁ L_iF = Ker F (d^{−i})= Im F (d^{−i−1}) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ. îÏ ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÙ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ F : A → B ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ, Á Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÚÁÍÅÎÑÑ ÌÅŒÕÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÎÁ ÐÒÁŒÕÀ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÕÀ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÁŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ F .

çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 4 08.10.2008

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ | ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ

þÁÓÔØ 12. ëÏÍÐÌÅËÓÙ

ðÕÓÔØ (X^•; d^•) | ËÏÍÐÌÅËÓ Œ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H^i(X^•) := Ker d^i= Im d^{i−1} = Coker(Im d^{i−1} → Ker d^i) ∼= Ker(Coker d^{i−1} → Coim d^i) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÁ Œ ÞÌÅÎÅ X^i. ôÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ËÏÇÏÍÏÌÏ- ÇÉÉ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. ôÁËÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍÉ. íÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f^• : X^• → Y^• | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f^i : X^i → Y^i, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ d^i_Y ∘ f^i = f^{i+1} ∘ d^i_X :

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÆÒÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ H^i(f^•) : H^i(X^•) → H^i(Y^•). õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A ÁÂÅÌÅŒÁ, ÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ Com(A) ÔÏÖÅ ÁÂÅÌÅŒÁ; (b) H^i : Com(A) → A | ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏÞÎÙÊ ÐÏÓÅÒÅÄÉÎÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.2 (ìÅÍÍÁ Ï ÚÍÅÅ). ðÕÓÔØ 0 → X^{• f •}→ Y^{• g•}→ Z^• → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → X^i → Y^i → Z^i → 0 ÔÏÞÎÁ). (a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ · · · → H^{i−1}(Z^•)^{ffii−1}→ H^i(X^•) → H^i(Y^•) → H^i(Z^•)^{ffii}→ H^{i+1}(X^•) → : : :

(b) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÒÏÊËÁ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÍÁ (ÔÏ ÅÓÔØ Y^k ∼= X^k ⊕ Z^k ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k, ÔÁË ÞÔÏ f^k É g^k | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ É ÐÒÏÅËÃÉÑ), ÔÏ ffi^k ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ p_X k+1 ∘ d^k_Y ∘ i_Zk .

îÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ t, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÁË [t], X^• → X^•[t]. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (X^•[t])^k = X^{k+t}; d^k_X •_{[t]} = (−1)^td^{k+t}_X :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) [t] | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, ÐÒÉÞÅÍ [t] ∘ [s] = [t + s] ÄÌÑ ŒÓÅÈ t; s ∈ Z; (b) H^i(X[t]) ∼= H^{i+t}(X).

íÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f^• : X^• → Y^• ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ H^i(f^•) : H^i(X^•) → H^i(Y^•) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÉ ŒÓÅÈ i.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X^• ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ⇐⇒ ÎÕÌÅŒÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X^• → X^• | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

íÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f^•; g^• : X^• → Y^• ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ (ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ f ∼ g), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ h^i : X^i → Y^{i+1}, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f^i − g^i = d^{i−1}_Y ∘ h^i + h^{i+1} ∘ d^i_X :

ëÏÍÐÌÅËÓÙ X^• É Y^• ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f^• : X^• → Y^• É g^• : Y^• → X^•, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ g^• ∘ f^• ∼ id_X , f^• ∘ g^• ∼ id_Y .

ìÅÍÍÁ 12.5. çÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. œ ÞÁÓÔÎÏ- ÓÔÉ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÊ ÎÕÌÀ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. ðÕÓÔØ f^i = d^{i−1}_Y ∘ h^i + h^{i+1} ∘ d^i_X . ôÏÇÄÁ f^i_{| Ker diX} = d^{i−1}_Y ∘ h^i | ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Im d^{i−1}_Y , ÔÏ ÅÓÔØ H^i(f^•) = 0. □ œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ, ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÌÀÂÙÈ ÁÄÄÉ- ÔÉŒÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. åÓÌÉ ÄŒÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁ (ËÏÍÐÌÅËÓÁ) ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, ÏÎÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÍÅ- ÎÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ,

þÁÓÔØ 13. ëÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ

ïÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ | ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. ðÕÓÔØ f^• : X^• → Y^• | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. ðÏÌÏÖÉÍ C(f)^k = Y^k ⊕ X^{k+1}; d^k_{C(f )} =

(_{dkY f k+1}

0 −d^{k+1}_X ) : ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁËÖÅ i^k =

(_{idY k} 0 ) : Y^k → C(f)^k ; p^k = (0; id^{k+1}_X ) : C(f)^k → X^{k+1}:

ìÅÍÍÁ 13.1. (C(f)^•; d^•_{C(f )}) | ËÏÍÐÌÅËÓ, Á i^• : Y^• → C(f)^• É p^• : C(f)^• → X^•[1] | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

(†) : : : �H^{i−1}(C(f)^•)^H

i−1 (p^•) �

H^i(X^•)^H

i (f^•)�

H^i(Y^•)^H

i (i^•)�

H^i(C(f)^•)^H

i (p^•) �

H^i(X^•) � : : : ÔÏÞÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁŒÅÎÓÔŒÁ d^{k+1}_{C(f )} ∘ d^k_{C(f )} = 0, d^k_{C(f )} ∘ i^k = i^{k+1} ∘ d^k_Y É p^{k+1} ∘ d^k_{C(f )} = d^k_{X[1]} ∘ p^k ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ p^• ∘ i^• = 0, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ i^• ∘ f^• É f^•[1] ∘ p^• ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÎÕÌÀ (ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ

(_0

id_{Xk} ) : X^k → C(f)^{k−1} É (^{id}_Y k^0 ) : C(f)^k → (Y^•[1])^{k−1} ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (†) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ i^• : Y^• → C(f)^• É p^• : C(f)^• → X^•[1] ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ 0 → Y^• → C(f)^• → X^•[1] → 0:

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍÍÏÊ Ï ÚÍÅÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ŒÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÅÍÍÙ Ï ÚÍÅÅ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÎÅÊ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ f. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 13.2. íÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f^• : X^• → Y^• | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ⇐⇒ ÅÇÏ ËÏÎÕÓ C(f) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ.

œÓÑËÉÊ ÏÂSSÅËÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ Œ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÅ ÎÕÌØ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁ- ÃÉÑÍÉ ŒÚÑÔÉÑÍÉ ËÏÎÕÓÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÓÄŒÉÇÁ ÉÚ ÏÂSSÅËÔÏŒ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.4. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÃÉÌÉÎÄÒ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f ÆÏÒÍÕÌÏÊ Cyl(f) = C(i[−1] : C(f)[−1] → X^•), ÉÌÉ ÑŒÎÏ

Cyl(f)^k = Y^k ⊕ X^k ⊕ X^{k+1}; d^k_{Cyl(f )} =

(_{dkY 0 f k+1}

0 d^k_X − id_{Xk+1} 0 0 −d^{k+1}_X ) : ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ X^{• f̄}→ Cyl(f)^ß→ C(f) É ÍÏÒÆÉÚÍÙ Y^{• ff}→ Cyl(f)^fi→ Y^•, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ fi ∘ ff = id_Y • , ff ∘ fi ∼ id_{Cyl(f )}, fi ∘ —f = f, ß ∘ ff = i.

þÁÓÔØ 14. òÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ

òÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÏÂSSÅËÔÁ X ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ X.

åÓÌÉ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÏÂSSÅËÔ X ∈ A ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ Œ ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ: · · · → P^{−3} → P^{−2} → P^{−1} → P^0 → 0:

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 14.1. ðÕÓÔØ X^• | ËÏÍÐÌÅËÓ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓŒÅÒÈÕ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓ P^•, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ É ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ f^• : P^• → X^•.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ P^i É f^i ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ. äÌÑ ÔÁËÉÈ k, ÞÔÏ X^i = 0 ÐÒÉ i � k, ÐÏÌÏÖÉÍ P^k = 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ P^i É ÍÏÒÆÉÚÍÙ f^i Ó i ¿ k ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÁË ËÏÎÕÓ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ Œ ÓÔÅÐÅÎÑÈ � k + 1.

P^{k d} k P � f^k � P^{k+1 d} k+1 P � f^{k+1} � P^{k+2} �

f^{k+2} � : : :

: : : � X k−1^{dk−1X} � X k^{dkX} � X k+1^{dk+1X} � X k+2 � : : :

ðÕÓÔØ Y = Ker

((_{dkX f k+1}

0 −d^{k+1}_P ) : X^k ⊕ P^{k+1} → X^{k+1} ⊕ P^{k+2} ) . œÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÕÀ P^k → Y É ÐÕÓÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ P^k → Y → X^k ⊕ P^{k+1} ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ f^k : P^k → X^k É −d^k_P : P^k → P^{k+1}. ôÏÇÄÁ

(_{dkX f k+1}

0 −d^{k+1}_P

) (_{f k}

−d^k_P ) = (_{dkX f k −f k+1dkP}

d^{k+1}_P d^k_P ) , ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÀÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ d^k_X f^k = f^{k+1}d^k_P É d^{k+1}_P d^k_P = 0. úÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f^k É d^k_P ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÅÇÏ ËÏÎÕÓ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ÔÁËÖÅ É Œ ÓÔÅÐÅÎÉ k. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P^• | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÏÂSSÅËÔÁ X, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ffl : P_0 → X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ · · · → P^{−3} → P^{−2} → P^{−1} → P^{0 ffl}→ X → 0 ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. ìÅÍÍÁ 14.3. ðÕÓÔØ P^• | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÄÌÑ X, Á Q^• | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÄÌÑ Y . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : X → Y ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f^• : P^• → Q^•, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ H^0(f^•) = f.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f^i : P^i → Q^i, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó f^0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ P^1 = X, d^0_P = ffl_X , Q^1 = Y , d^0_Q = ffl_Y , f^1 = f É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f^i Ó i ¿ k ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ.

: : : � P k−1^{dk−1P} � P k^{dkP} �

f^k � Œ^k � � � � P^{k+1}

d^{k+1}_P �

f^{k+1} � P^{k+2} �

f^{k+2} � : : :

: : : � Qk−1^{dk−1Q} � Qk^{dkQ} � Qk+1^{dk+1Q} � Qk+2 � : : :

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ^k = f^{k+1} ∘ d^k_P . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ d^{k+1}_Q ∘ Œ^k = d^{k+1}_Q ∘ f^{k+1} ∘ d^k_P = f^{k+2} ∘ d^{k+1}_P ∘ d^k_P = 0. îÏ ÔÁË ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓ Q^• ÔÏÞÅÎ, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ÞÔÏ Im Œ^k ⊂ Ker d^{k+1}_Q = Im d^k_Q. ôÁË ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍ Q^k → Im d^k_Q ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, Á P^k ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ f^k : P^k → Q^k, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Œ^k = d^k_Q ∘ f^k. ðÏŒÔÏÒÑÑ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÓÔÒÏÉÍ f^•.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f^• É g^• | ÄŒÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ H^0(f^•) = H^0(g^•). âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ h^i ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó h^0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Q^1 = Y , d^0_Q = ffl_Y É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ h^i Ó i ¿ k ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ.

: : : � P k−1^{dk−1P} � P k^{dkP} �

h^k

�^g k �^f k � P^{k+1 d} k+1 P � h^{k+1} � � � � � g^{k+1}

�^f k+1 � P^{k+2} �

h^{k+2} � � � �_{gk+2} �^f k+2 � : : :

: : : � Qk−1_{dk−1} Q � Qk_{dk} Q � Qk+1_{dk+1} Q � Qk+2 � : : :

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ d^k_Q ∘ (f^k − g^k − h^{k+1} ∘ d^k_P ) = (f^{k+1} − g^{k+1} − d^k_Q ∘ h^{k+1}) ∘ d^k_P = h^{k+2} ∘ d^{k+1}_P ∘ d^k_P = 0. îÏ ÔÁË ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓ Q^• ÔÏÞÅÎ, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ÞÔÏ Im(f^k − g^k − h^{k+1} ∘ d^k_P ) ⊂ Ker d^k_Q = Im d^{k−1}_Q . ôÁË ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍ Q^k → Im d^k_Q ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, Á P^k ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ h^k : P^k → Q^k, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f^k − g^k − h^{k+1} ∘ d^k_P = d^{k−1}_Q ∘ h^k. ðÏŒÔÏÒÑÑ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÓÔÒÏÉÍ h^•. □

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÁÓØ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÓÔØ Q^i É ÔÏÞÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÁ P^•. ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÒÏŒÎÏ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 14.4. œÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÓŒÅÒÈÕ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅË- ÔÏŒ Œ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÎÕÌÀ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ŒÅÒÎÙ ÄÌÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎSSÅË- ÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ.

ìÅÍÍÁ 14.5. ðÕÓÔØ X^• | ËÏÍÐÌÅËÓ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓ I^•, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ É ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ f^• : X^• → I^•. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÑËÉÊ ÏÂSSÅËÔ X ∈ A ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ Œ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ:

0 → I^0 → I^1 → I^2 → I^3 → : : :

åÓÌÉ I^• | ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÄÌÑ ÏÂSSÅËÔÁ X, Á J^• | ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÄÌÑ Y , ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : X → Y ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f^• : I^• → J^•, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ H^0(f^•) = f. œÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÁÃÉËÌÉÞÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ ËÏÍÐÌÅËÓ ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÎÕÌÀ.

þÁÓÔØ 15. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ

ôÅÏÒÅÍÁ 15.1. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒ F : A → B ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ, Á Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒ- ÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ X ∈ A ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ P^• ∼= X É ÐÏÌÏÖÉÍ L_iF (X) = H^{−i}(F (P^•)). ôÏÇÄÁ L_iF | ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÆÕÎËÔÏÒÁ F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÄÏËÁÖÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ P^• ∼= X É Q^• ∼= Y | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÒÅÚÏÌØ- ŒÅÎÔÙ, Á f : X → Y | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÕÓÔØ f^• : P^• → Q^• | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ H^0(f^•) = f. ðÏÌÏÖÉÍ L_iF (f) = H^{−i}(F (f^•)). îÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ f^•. îÏ ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÒÁÚÎÙÅ f^• ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÎÙÅ F (f^•) ÔÏÖÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ L_iF (X) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ Q^• → X | ÄÒÕÇÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ id_X : X → X ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f^• : P^• → Q^• É g^• : Q^• → P^•, ÐÒÉÞÅÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ g^• ∘ f^• : P^• → P^• É f^• ∘ g^• : Q^• → Q^• ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ F ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÙ F (P^•) É F (Q^•) ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ffi. ðÕÓÔØ 0 → X^f→ Y^g→ Z → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ Œ A. œÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ P^• ∼= X É Q^• ∼= Y É ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ f ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ f^• : P^• → Q^•. ðÕÓÔØ R^• = C(f). éÚ ÌÅÍÍÙ 13.1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ P^• ∼= Z. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÓÅ R^k = Q^k ⊕ P^{k+1} ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ R^• | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÄÌÑ ÏÂSSÅËÔÁ Z. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÔÒÕÇÏÌØÎÉËÕ P^• → Q^• → R^• → P^•[1] ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÏÊËÕ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ F (P^•) → F (Q^•) → F (R^•) → F (P^•[1]). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ F ÉÍÅÅÍ F (R^•) = F (C(f)) ∼= C(F (f)); F (P^•[1]) = F (P^•)[1]:

ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ÌÅÍÍÕ 13.1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

· · · → L_2F (Z)^{ffi1}→ L_1F (X) → L_1F (Y ) → L_1F (Z)^{ffi0}→ L_0F (X) → L_0F (Y ) → L_0F (Z) → 0

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ

0 � X^f � ¸ � Y^g � ȷ � Z � ı � 0

0 � X1^{f1} � Y1^{g1} � Z1 � 0

ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÏÅË. ðÕÓÔØ P^• ∼= X, Q^• ∼= Y , P^•_1 ∼= X_1, Q^•_1 ∼= Y_1 | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ, Á f^• : P^• → Q^• É f^•_1 : P^•_1 → Q^•_1 | ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ f É f_1. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ ¸^• : P^• → P^•_1 É ȷ^• : Q^• → Q^•_1 | ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ¸ É ȷ. ôÏÇÄÁ f^•_1 ∘ ¸^• ∼ ȷ^• ∘ f^•. ðÕÓÔØ h^k : P^k → Q^{k−1}_1 | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ

ȷ^k ∘ f^k − f^k_1 ∘ ¸^k = d^{k−1}_{Q1} ∘ h^k + h^{k+1} ∘ d^k_P :

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fl_k : R^k = Q^k ⊕ P^{k+1} → R^k_1 = Q^k_1 ⊕ P^{k+1}_1 ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(_{ȷk hk+1}

0 ¸^k ) . ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ fl^k | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ

P^{• f} • � ¸^• � Q^{• i} �

ȷ^• � R^{• p} �

fl^• � P^•[1]

¸^•[1] � P^•_1^f • 1 � Q^•_1^{i1} � R^•_1^{p1} � P^•_1

ÐÅÒŒÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÅÎ, Á ÄŒÁ ÄÒÕÇÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙ. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÉÎÄÕ- ÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ, É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ¸^• É ȷ^• ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ¸ : X → X_1 É ȷ : Y → Y_1, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ fl^• ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ı : Z → Z_1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, H^{−i}(F (¸^•)) = L_iF (¸), H^{−i}(F (ȷ^•)) = L_iF (ȷ), É H^{−i}(F (fl^•)) = L_iF (ı). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ffi_k ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÙ ÍÏÒÆÉÚ- ÍÁÍÉ p É p_1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÐÒÁŒÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÈ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ L_iF ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ffi-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÅÇÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ.

ìÅÍÍÁ 15.2. åÓÌÉ ÏÂSSÅËÔ P ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ L_0F (P ) ∼= P , L_iF (P ) = 0 ÐÒÉ i ¿ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ P ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÚÑÔØ ËÏÍÐÌÅËÓ P^• Ó P^0 = P , P^i = 0 ÐÒÉ i ≠ 0. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ F (P ) Œ ÓÔÅÐÅÎÉ 0, Á ÅÇÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÍÅÀÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ŒÉÄ. □

ìÅÍÍÁ 15.3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ X ÉÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ L_0F (X) ∼= F (X).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ X ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ P^• ∼= X. ïÎÁ ÄÁÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ÓÐÒÁŒÁ ÔÒÏÊËÕ P^{−1} → P^0 → X → 0. ðÒÉÍÅÎÑÑ F ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ F (P^{−1}) → F (P^0) → F (X) → 0, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÁËÖÅ ÔÏÞÎÁ ÓÐÒÁŒÁ (ÔÁË ËÁË F ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ). ïÔÓÀÄÁ H^0(F (P^•)) = Coker(F (P^{−1}) → F (P^0)) ∼= F (X). æÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ. □

ìÅŒÙÊ (ÐÒÁŒÙÊ) ffi-ÆÕÎËÔÏÒ (E_•; ffi_•) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÉÒÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i ¿ 0 É ŒÓÑËÏÇÏ X ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÀÒSSÅËÃÉÑ Y → X (ÉÎSSÅËÃÉÑ X → Y ), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ E_i(Y ) = 0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ L_•F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÉÒÁÀÝÉÍ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ (Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ Y ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÕÀ), ÐÒÉÞÅÍ L_0F ∼= F . ðÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ. □

ôÅÏÒÅÍÁ 15.4. ðÕÓÔØ (E_i; ffi_i) | ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ ffi-ÆÕÎËÔÏÒ Ó E_0 ∼= F . ôÏÇÄÁ ÏÎ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ (T_i; ffi_i) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ffi-ÆÕÎËÔÏÒ, Á f_0 : T_0 → E_0 | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ðÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f_i : T_i → E_i ÐÒÉ i ¡ k ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ. ðÏÓÔÒÏÉÍ f_k : T_k → E_k. ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ, Á Y → X | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ E_k(Y ) = 0. ðÏÌÏÖÉÍ X^′ = Ker(Y → X) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ 0 → X^′ → Y → X → 0:

ðÏÌÕÞÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ

(‡) : : : � T_k(Y ) � T_k(X)^{ffik−1} � � � � T^{k−1}(X^′) � f_{k−1;X}′ � T_{k−1}(Y )

f_{k−1;Y} � : : : � E_k(Y ) � E_k(X)^{ffik−1} � E_{k−1}(X^′) � E_{k−1}(Y )

îÏ E_k(Y ) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ E_k (X) = Ker(E_{k−1}(X^′) → E_{k−1}(Y )), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÍÏÒÆÉÚÍ T_k(X) → T_{k−1}(X^′) → E_{k−1}(X^′) ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ E_k (X), ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÕÎËÔÉÒÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ, ÄÅÌÁÀÝÁÑ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ f_{kX} .

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÅÊ Y É ÞÔÏ f_k É f_{k−1} ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó ffi_{k−1}. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

(?) 0 � X^′_1 �

Œ^′ � Y_1 � � X_1 � Œ � 0

0 � X^′_2 � Y2 � X2 � 0

Œ ËÏÔÏÒÏÊ E_k(Y_1) = 0. ïÎÁ ÄÁÅÔ ËÕÂÉÞÅÓËÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

T_k(X_1)^ffi �

f_{kX1}

�

T_k (Œ) � � � � � T_{k−1}(X^′_1)

f_{k−1;X}′_1 �

T_{k−1}(Œ^′ ) � � � � �

T_k(X_2)^ffi �

f_{kX2}

�

T_{k−1}(X^′_2)

f_{k−1;X}′_2

�

E_k(X_1)_ffi �

E_k (Œ) � � � � � E_{k−1}(X^′_1)

E_{k−1} (Œ^′) � � � �

E_k(X_2)_ffi � E_{k−1}(X^′_2)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÇÒÁÎÉ ËÒÏÍÅ ÌÅŒÏÊ É ÐÅÒÅÄÎÅÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙ (ŒÅÒÈÎÑÑ É ÎÉÖÎÑÑ | ÔÁË ËÁË T_• É E_• | ffi-ÆÕÎËÔÏÒÙ, ÐÒÁŒÁÑ | Œ ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ f_{k−1}, Á ÚÁÄÎÑÑ | ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ f_k).

åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ E_k(Y_2) = 0, ÔÏ ÐÅÒÅÄÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÔÏÖÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

ffi ∘ f_{kX2} ∘ T_k(Œ) = f_{k−1;X} ′_2 ∘ ffi ∘ T_k(Œ) = f_{k−1;X} ′_2 ∘ T_{k−1}(Œ^′) ∘ ffi = = E_{k−1}(Œ^′) ∘ f_{k−1;X} ′_1 ∘ ffi = E_{k−1}(Œ^′) ∘ ffi ∘ f_{kX1} = ffi ∘ E_k(Œ) ∘ f_{kX1} :

îÏ ÔÁË ËÁË E_k (Y_2) = 0 ÍÏÒÆÉÚÍ ffi : E_k(X_2) → E_{k−1}(X^′_2) ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÚÎÁÞÉÔ f_{kX2} ∘ T_k(Œ) = E_k(Œ) ∘ f_{kX1} , ÔÏ ÅÓÔØ ÌÅŒÁÑ ÇÒÁÎØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. úÎÁÞÉÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍ f_k : T_k → E_k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ.

þÔÏÂÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f_{kX} ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ Ó X_1 = X_2 = X É Œ = id_X É E_k(Y_1) = E_k(Y_2) = 0. ôÁË ËÁË T_k(Œ) = id_{Tk (X)}, E_k(Œ) = id_{Ek (X)}, ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÌÅŒÏÊ ÇÒÁÎÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f_{kX} : T_k(X) → E_k(X), ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÐÏ Y_1 É Y_2. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÉÈ Y_1 → X É Y_2 → X, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ E_k(Y_1) = E_k (Y_2) = 0, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÁÑ Y → X, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ E_k (Y ) = 0 É ÍÏÒÆÉÚÍÙ Y_1; Y_2 → X ÐÒÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Y (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ Y = Y_1 ⊕ Y_2). éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ T_k(X) → E_k (X), ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÐÏ Y_1 É Y_2, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÐÏ Y , Á ÚÎÁÞÉÔ É ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÌÅŒÁÑ ÇÒÁÎØ ŒÓÅÇÄÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ (?) ÄÌÑ X_1 = X_2 = X, Œ = id_X É E_k(Y_1) = 0, É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÕÀ ÅÊ ËÕÂÉÞÅÓËÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ. ëÁË ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ ŒÙÛÅ Œ ÎÅÊ ŒÅÒÈÎÑÑ, ÎÉÖÎÑÑ, ÐÒÁŒÁÑ É ÚÁÄÎÑÑ ÇÒÁÎÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙ, Á ÌÅŒÁÑ ÇÒÁÎØ ÔÏÖÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ Œ ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ f_k. îÏ ÔÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÄÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÔÏÖÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, ÞÔÏ É ÄÁÅÔ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ f_• É ffi_•. □

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 15.5. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒ F : A → B ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ, Á Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ X ∈ A ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ I^• ∼= X É ÐÏÌÏ- ÖÉÍ R^iF (X) = H^i(F (I^•)). ôÏÇÄÁ R^•F | ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ ffi-ÆÕÎËÔÏÒ Ó R^0F ∼= F . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ R^•F | ÐÒÁŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÆÕÎËÔÏÒÁ F . åÓÌÉ X ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ R^iF (X) = 0 ÐÒÉ i ¿ 0.

çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 5 15.10.2008

ðÒÉÍÅÒÙ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ

þÁÓÔØ 16. æÕÎËÔÏÒÙ Ext

œÁÖÎÅÊÛÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÔ ÆÕÎËÔÏÒÁ Hom. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, ÅÓÔØ ŒÙÂÏÒ | ÐÏ ËÁËÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÔŒÅÔ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÎÏ ÔÁË ËÁË ÁÐÒÉÏÒÉ ÜÔÏ ÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Ext^i_1(X; Y ) = (R^i Hom(−; Y ))(X); Ext^i_2(X; Y ) = (R^i Hom(X; −))(Y ):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hom(X; −) : A → Ab | ÔÏÞÎÙÊ ÓÌÅŒÁ ÆÕÎËÔÏÒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÅÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÄÏ ÏÂSSÅËÔ Y ÚÁÍÅÎÑÔØ ÎÁ ÅÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ Œ A. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Hom(−; Y ) : A^∘ → Ab | ÔÏÞÎÙÊ ÓÌÅŒÁ ÆÕÎËÔÏÒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÅÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÄÏ ÏÂSSÅËÔ X ÚÁÍÅÎÑÔØ ÎÁ ÅÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ Œ A^∘, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ Œ A.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Ext^k_1 (X; Y ) ∼= Ext^k_2 (X; Y ) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÔØÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ éÏÎÅÄÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E^k(X; Y ) ŒÓÅÈ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ŒÉÄÁ 0 → Y → Z_k → Z_{k−1} → · · · → Z_2 → Z_1 → X → 0:

äŒÅ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Z_• É Z^′_• ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

0 � Y � Zk � � Z_{k−1} � � : : : � Z_2 � � Z_1 � � X � 0

0 � Y � Z^′_k � Z^′_{k−1} � : : : � Z^′_2 � Z^′_1 � X � 0

äÁÌÅÅ, ÄŒÅ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Z_• É W_• ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ Z_• ∼ Z^′_• ∼ · · · ∼ Z^{(n)}_• ∼ W_• (Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ!). ðÒÉ k � 1 ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ Ext^k_I (X; Y ) ËÁË ÆÁËÔÏÒ E^k(X; Y ) ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Á ÐÒÉ k = 0 ÐÏÌÏÖÉÍ Ext^0_I (X; Y ) = Hom(X; Y ).

ìÅÍÍÁ 16.1. Ext^k_I (X; Y ) | ÂÉÆÕÎËÔÏÒ, ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÐÏ Y É ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÐÏ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓÓ Œ Ext^k_I (X; Y ), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ Z_• É ÐÕÓÔØ X^′ → X | ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÕÓÔØ Z^′_1 = Ker(Z_1 ⊕ X^′ → X) | ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Z_1 É X^′ ÎÁÄ X, É Z^′_i = Z_i ÐÒÉ 2 � i � k. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Z^′_• ÚÁÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ Œ E^k(X^′; Y ), ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ Z_• ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Z^′_• ÔÏÖÅ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^∗ : Ext^k_I (X; Y ) → Ext^k_I (X^′; Y ), ÐÒÉÞÅÍ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ g : X^{′′} → X^′ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ (f ∘ g)^∗ = g^∗ ∘ f^∗, ÔÁË ÞÔÏ Ext^k_I (X; Y ) ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌÅÎ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. æÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. □

ôÅÏÒÅÍÁ 16.2. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Ext^k_1 (X; Y ) ∼= Ext^k_I (X; Y ) ∼= Ext^k_2 (X; Y ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓÔÒÏÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒŒÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ Ext^•_I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÉ- ÒÁÀÝÉÍ ffi-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. œÎÁÞÁÌÅ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ Ext^i_I (P; Y ) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ Y É i � 1. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÁË ËÁË ŒÓÑËÁÑ ÓÀÒSSÅËÃÉÑ Z_1 → P ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÏÅËÃÉÉ Z_1 = Z^′_1 ⊕ P → P , ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ E^i(P; Y ) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÕ, ÉÍÅÀÝÅÍÕ ŒÉÄ 0 → Y → Y ⊕ P → P → 0, ÅÓÌÉ i = 1 É 0 → Y → Y → 0 → · · · → 0 → P → P → 0, ÅÓÌÉ i � 2, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÕÌÅÍ.

ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ffi. ðÕÓÔØ 0 → X^{′ f}→ X^g→ X^{′′} → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Z^′_• ÚÁÄÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ E^{k−1}(X^′; Y ). ðÏÌÏÖÉÍ Z^{′′}_1 = X, Á Z^{′′}_{i+1} = Z^′_i ÐÒÉ 1 � i � k − 1. ôÏÇÄÁ Z^{′′}_• ∈ E^k(X^{′′}; Y ). ðÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ E^{k−1}(X^′; Y ) → E^k(X^{′′}; Y ). ïÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÎÁÛÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ffi^{k−1} : Ext^{k−1}_I (X^′; Y ) → Ext^k_I (X^{′′}; Y ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ffi ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ · · · → Ext^{k−1}_I (X; Y )^{f ∗}→ Ext^{k−1}_I (X^′; Y )^{ffik−1}→ Ext^k_I (X^{′′}; Y )^{g∗}→ Ext^k_I (X; Y ) → : : :

ÔÏÞÎÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ext^•_I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÉÒÁÀÝÉÍ ffi-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ ÉÚ ÐÒÅ- ÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Ext^k_1 (X; Y ) ∼= Ext^k_I (X; Y ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ŒÔÏÒÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 16.5. æÕÎËÔÏÒÙ Ext^k_I ÁÄÄÉÔÉŒÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.6. ïÐÉÛÉÔÅ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ Ext^k_I (X; Y ) Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.7. ðÕÓÔØ P^• ∼= X | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ É f : P^k → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ Œ Ext^k_1 (X; Y ). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏ ÎÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ E^k(X; Y ), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ Œ Ext^k_I (X; Y ).

ôÁË ËÁË Ext^k_1 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Ext^2_k, ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÈ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ, É ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ Ext^k. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ab ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Ext^i(X; Y ) = 0 ÐÒÉ i � 2. œÙÞÉÓÌÉÔÅ Ext^i(X; Y ) ÄÌÑ X; Y = Z, Z=nZ, Q, Q=Z.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.9. ðÕÓÔØ 0 → X^′ → X → X^{′′} → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÍÏÒÆÉÚÍ X^′ → Y ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ X → Y ⇐⇒ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ Œ Ext^1(X^{′′}; Y ) ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ; (b) ÍÏÒÆÉÚÍ Y → X^{′′} ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Y → X ⇐⇒ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ Œ Ext^1(Y; X^′) ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÏÂSSÅËÔ P ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ Ext^1(P; Y ) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ Y ; (b) ÏÂSSÅËÔ I ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ Ext^1(X; I) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ X.

þÁÓÔØ 17. æÕÎËÔÏÒÙ Tor

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ R−mod É mod−R ÌÅŒÙÈ É ÐÒÁŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R É ÆÕÎËÔÏÒ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁÄ R: ⊗_R : (mod−R) × (R−mod) → Ab, (M; N) → M ⊗_R N. ìÅÍÍÁ 17.1. æÕÎËÔÏÒ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÉÍÅÅÍ Hom(M ⊗_RN; L) ∼= Hom_R(N; Hom(M; L)), ÚÎÁÞÉÔ ÆÕÎËÔÏÒ M ⊗_R − : R−mod → Ab ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅŒÁ Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ Hom(M; −) : Ab → R−mod. îÏ ÌÅŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ŒÓÅÇÄÁ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ. úÎÁÞÉÔ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÏÞÎÏ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. ôÏÞÎÏÓÔØ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÎÏ. □

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ Ó ÆÕÎËÔÏÒÏÍ Hom ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÌÅŒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ É ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. ïÐÑÔØ ÖÅ, ÁÐÒÉÏÒÉ ÉÈ ÓŒÑÚØ ÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏËÁ Tor^1_i (X; Y ) = R^i(− ⊗_R Y )(X); Tor^2_i (X; Y ) = R^i(X ⊗_R −)(Y ):

ôÁË ËÁË ⊗_R | ÔÏÞÎÙÊ ÓÐÒÁŒÁ ÆÕÎËÔÏÒ, ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Tor ÎÁÄÏ ÏÂSSÅËÔÙ X É Y ÚÁÍÅÎÑÔØ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ Tor^1_i (X; Y ) ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ Y .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÌÉ P ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ Tor^1_i (X; P ) = 0, Á ÆÕÎËÔÏÒ − ⊗_R P | ÔÏÞÅÎ; (b) ÅÓÌÉ P^• | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÄÌÑ X, Á 0 → Y_1 → Y_2 → Y_3 → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ 0 → P^• ⊗ Y_1 → P^• ⊗ Y_2 → P^• ⊗ Y_3 → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ; (c) Tor^1_•(X; −) | ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ ffi-ÆÕÎËÔÏÒ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ.

éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Tor^1_i (X; Y ) ∼= Tor^2_i (X; Y ), ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÈ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ, Á ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ Tor_i(X; Y ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ab ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Tor_i(X; Y ) = 0 ÐÒÉ i � 2. œÙÞÉÓÌÉÔÅ Tor_i(X; Y ) ÄÌÑ X; Y = Z, Z=nZ, Q, Q=Z.

þÁÓÔØ 18. ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÇÒÕÐÐ

ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, Á G−mod | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÇÒÕÐÐÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ Z[G] (= ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G = ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÉÚ ∗_G Œ Ab). ñÓÎÏ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ É ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ É ËÏÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ G−mod → Ab,

M → M^G := { m ∈ M | gm = m ∀g ∈ G }; M → M^G := M=⟨m − gm⟩_{m∈M; g∈G}:

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ, Á ËÏÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ | ÓÐÒÁŒÁ. éÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÎÁÚÙŒÁÅÀÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ É ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ G-ÍÏÄÕÌÅ M ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ

H^i(G; M) = R^i(−^G)(M); H_i(G; M) = L_i(−_G)(M):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 18.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H^i(G; M) ∼= Ext^i(Z; M), H_i(G; M) = Tor_i(Z; M), ÇÄÅ Z | ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ G-ÍÏÄÕÌØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 18.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ G | ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ H^{i+2}(G; M) ∼= H^i(G; M), H_{i+2}(G; M) ∼= H_i(G; M) ÐÒÉ i � 1 (ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄÌÑ Z ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ).

þÁÓÔØ 19. áÃÉËÌÉÞÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒ F : A → B ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ. ïÂSSÅËÔ Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ L_iF (Y ) = 0 ÄÌÑ i ¿ 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÂSSÅËÔ Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍ ÄÌÑ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÌÅŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ F , ÅÓÌÉ R^iF (Y ) = 0 ÄÌÑ i ¿ 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÐÒÁŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ F ŒÓÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙ, Á ÄÌÑ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÌÅŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ F ŒÓÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙ.

ìÅÍÍÁ 19.2. åÓÌÉ F ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ, ÔÏ ÑÄÒÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. □

ìÅÍÍÁ 19.3. åÓÌÉ F ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ, Á Y^• | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓŒÅÒÈÕ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÓÏÔÏÑÝÉÊ ÉÚ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ F (Y^•)-ÁÃÉËÌÉÞÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Z^i = Ker(d^i : Y^i → Y^{i+1}). ôÏÇÄÁ ÍÏÒÆÉÚÍ d^i ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ Y^i ↠ Z^{i+1} ,→ Y^{i+1}, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ 0 → Z^i → Y^i → Z^{i+1} → 0 ÔÏÞÎÁ. õÂÙ- ŒÁÀÝÅÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ i ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ Z^i ÑŒÌÑÀÔÓÑ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → F (Z^i) → F (Y^i) → F (Z^{i+1}) → 0 ÔÏÞÎÁ. îÏ f(d^i) ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ F (Y^i) → F (Z^{i+1}) → F (Y^{i+1}), ÚÎÁÞÉÔ ËÏÍÐÌÅËÓ F (Y^•)-ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. □

ôÅÏÒÅÍÁ 19.4. åÓÌÉ Y^• ∼= X | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÓÐÒÁŒÁ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ, ÔÏ L_iF (X) ∼= H^{−i}(F (Y^•)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ Y^• ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ P^•. ôÏÇÄÁ P^• ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÄÌÑ X. ðÕÓÔØ f : P^• → Y^• | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË P^• → Y^• → C(f). éÚ ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ C(f) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÓŒÅÒÈÕ (ÐÏÓËÏÌØËÕ É Y^• É P^• ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÓŒÅÒÈÕ), É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ ÅÇÏ ÞÌÅÎ | ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ Y^i É P^{i+1}. úÎÁÞÉÔ ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ F (C(f)) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. îÏ F (C(f)) ∼= C(F (f)), ÚÎÁÞÉÔ F (f) : F (P^•) → F (Y^•) | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÅÓÔØ H^{−i}(F (Y^•)) ∼= H^{−i}(F (P^•)) =: L_iF (X). □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Y ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Hom(−; X) ÄÌÑ ŒÓÅÈ X, ÔÏ ÏÎ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÅÎ (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ Y ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Hom(X; −) ÄÌÑ ŒÓÅÈ X, ÔÏ ÏÎ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ).

R-ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ − ⊗_R N ÄÌÑ ŒÓÅÈ N.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ŒÓÑËÉÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÐÌÏÓËÉÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÌÏÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ; (b) ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Tor ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÌÏÓËÉÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ.

äÌÑ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ M ÐÌÏÓËÉÊ ⇐⇒ ÏÎ ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ. ïÄÎÁËÏ ÂÙŒÁÀÔ ÎÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ, ÎÏ ÐÌÏÓËÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ.

þÁÓÔØ 20. æÕÎËÔÏÒÙ ÍÅÖÄÕ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÐÕÞËÏŒ

ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á A = Sh(X) | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÐÕÞËÏŒ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÎÁ X. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ PreSh(X) | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÐÒÅÄÐÕÞËÏŒ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÎÁ X. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, Sh(X) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ PreSh(X). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ i : Sh(X) → PreSh(X) | ÆÕÎËÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ. èÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÅŒÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ a : PreSh(X) → Sh(X) (ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÕÞËÏŒÉÚÁÃÉÉ). æÕÎË- ÔÏÒ a ÔÏÞÅÎ, Á ÆÕÎËÔÏÒ i ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ!

ìÅÍÍÁ 20.1. œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÕÞËÏŒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ G_x É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~G = ⊔_{x∈X} G_x Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. ðÕÓÔØ ß : ~G → X | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÐÕÞÏË ÓÅÞÅÎÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÐÕÞÏË G ÎÁ X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ G(U) = { s : X → ß^{−1}(U) ⊂ ~G | ß ∘ s = id_U }. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÕÞÏË. ðÕÞËÉ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÕÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÙŒÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ X. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F_x = lim_{−→x∈U} F(U)

| ÅÇÏ ÓÌÏÊ Œ ÔÏÞËÅ x. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hom(F; G) = ∏ x∈X Hom(F_x; G_x). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ Œ : F → G, ÔÏ ÄÌÑ

ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ F_x^{Œx}→ G_x^{evx}→ G_x ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ F_x → G_x. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ { Œ_x }_{x∈X} | ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ F_x → G_x ÐÏÌÏÖÉÍ Œ(s)(x) = Œ_x(s_x), ÇÄÅ s ∈ F(U), x ∈ U, É s_x | ÏÂÒÁÚ s Œ F_x. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Œ | ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏŒ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ Hom(F; G) É ∏ x∈X Hom(F_x; G_x) | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÇÒÕÐÐ G_x ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁ, ÔÏ É ÐÕÞÏË G ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ŒÌÏÖÉÔØ ÐÕÞÏË F Œ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÐÕÞÏË, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÎÁÊÔÉ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ F_x Œ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÕÀ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ G_x. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÕÞËÏŒ ÔÏÞÎÁ ⇐⇒ ÏÎÁ ÔÏÞÎÁ ÐÏÓÌÏÊÎÁ; (b) ÓÌÏÉ ÐÒÅÄÐÕÞËÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÓÏ ÓÌÏÑÍÉ ÅÇÏ ÐÕÞËÏŒÉÚÁÃÉÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ `(X; −) : Sh(X) → Ab. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ (Œ ÜÔÏÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÕÞËÁ). ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÕÞËÏŒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÏÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÒÁŒÙÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ X Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁÍÉ Œ ÐÕÞËÅ:

H^i(X; F) = R^i`(X; F):

œ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ F | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÐÕÞÏË (ÐÕÞËÏŒÉÚÁÃÉÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÐÕÞËÁ), ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ ÇÒÕÐÐÅ A, ÐÉÛÕÔ H^i(X; F) = H^i(X; A). äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÇÏÒÁÚÄÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÁÃÉ- ËÌÉÞÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ ŒÍÅÓÔÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ.

ðÕÓÔØ X ÐÁÒÁËÏÍÐÁËÔÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÄÅÌÉÍÏ É Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÅÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄ- ÐÏËÒÙÔÉÅ). ðÕÞÏË F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

• ŒÑÌÙÍ, ÅÓÌÉ ∀ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ U ⊂ X ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ F(X) → F(U) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ; • ÍÑÇËÉÍ, ÅÓÌÉ ∀ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ Y ⊂ X ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F(X) → F(Y ) := lim_{−→Y ⊂U} F(U) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ;

• ÔÏÎËÉÍ, ÅÓÌÉ ∀ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ Y_1; Y_2 ⊂ X, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ Y_1 ∩ Y_2 = ∅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÐÕÞËÁ F, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Œ_{|Y1} = id, Œ_{|Y2} = 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ŒÑÌÙÅ, ÍÑÇËÉÅ É ÔÏÎËÉÅ ÐÕÞËÉ `-ÁÃÉËÌÉÞÎÙ; (b) ÐÕÞËÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÇÌÁÄËÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÍÑÇËÉÅ; (c) ÐÕÞËÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÍÑÇËÉÅ.

éÚ ÐÕÎËÔÁ (b) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË ÇÌÁÄËÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ˙^i_X ÎÁ X ÍÑÇËÉÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓ ÄÅ òÁÍÁ ˙^•_X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÑÇËÏÊ (Á ÚÎÁÞÉÔ ÁÃÉËÌÉÞÎÏÊ) ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ R. ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 20.4 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÅ òÁÍÁ). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ H^i(X; R) ∼= H^i(`(X; ˙^•_X )).

þÁÓÔØ 21. ðÒÑÍÏÊ É ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ

ðÕÓÔØ f : X → Y ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, F | ÐÕÞÏË ÎÁ X, Á G | ÐÕÞÏË ÎÁ Y . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÕÞÏË f_∗F ÎÁ Y É ÐÕÞÏË f^{−1}G ÎÁ X ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ f_∗F(U) = F(f^{−1}(U)); f^{−1}G = a(U → lim_{−→f (U)⊂V} G(V )):

ìÅÍÍÁ 21.1. æÕÎËÔÏÒ f^{−1} : Sh(Y ) → Sh(X) ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅŒÁ Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ f_∗ : Sh(X) → Sh(Y ). æÕÎËÔÏÒ f^{−1} ÔÏÞÅÎ, Á ÆÕÎËÔÏÒ f_∗ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÅÄÐÕÞÏË U → lim_{−→f (U)⊂V} G(V ) ÞÅÒÅÚ f^′G. ðÕÓÔØ Œ : f^{−1}G → F | ÍÏÒÆÉÚÍ

ÐÕÞËÏŒ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ f^{−1}G(f^{−1}(U)) → F(f^{−1}(U)). ëÏÍÐÏÎÉÒÕÑ ÅÇÏ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ ÐÒÅÄ- ÐÕÞËÁ f^′G Œ ÅÇÏ ÐÕÞËÏŒÉÚÁÃÉÀ f^{−1}G, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ G(U) = f^′G(f^{−1}(U)) → F(f^{−1}(U)) = f_∗F(U), ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÍÏÒÆÉÚÍ G → f_∗F.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ : G → f_∗F | ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏŒ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ U ⊂ X, V ⊂ Y ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(U) ⊂ V , ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ G(V ) → f_∗F(V ) = F(f^{−1}(V )) → F(U). ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÏ V ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÐÕÞËÏŒ f^′G → F, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÕÞËÏŒÉÚÁÃÉÉ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ a(f^′G) = f^{−1}G.

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. äÁÌÅÅ, ÆÕÎËÔÏÒ f_∗ ÂÕÄÕÞÉ ÐÒÁŒÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ, Á f^{−1} ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ f^{−1} ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ (f^{−1}G)_x = lim_{−→x∈U⊂f −1(V )}G(V ) = G_{f (y)} É ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏŒ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ ⇐⇒ ÏÎ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ

ÓÌÏÑÈ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 21.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ f_∗ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÕÞËÉ Œ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 21.3. ðÕÓÔØ X_d | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË X Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, Á ¸ : X_d → X | ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÁ ÔÏÞËÁÈ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) Sh(X_d) ∼= Fun_{add}(X; Ab), ÇÄÅ X ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÄÉÓ- ËÒÅÔÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ (ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÒÏÍÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÈ); (b) Inj(Sh(X_d)) = Fun_{add}(X; Inj(Ab)); (c) ÐÕÞÏË ÒÁÚÒÙŒÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÐÕÞËÁ F ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ¸_∗¸−1F.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 21.4. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÕÞÏË f_!F ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ f_!F(U) = { s ∈ F(f^{−1}(U)) | supp(s) ÓÏÂÓÔŒÅÎÅÎ ÎÁÄ U }. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ f_! ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅŒÁ Ë f^{−1}.

ðÕÓÔØ { U_i }_{i∈I} | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ X. œÙÂÅÒÅÍ ÎÁ I ÐÏÌÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ { i_0 ¡ i_1 ¡ · · · ¡ i_n } ∈ I ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_{i0;:::;in} = U_{i0} ∩ · · · ∩ U_{in} É ÐÕÞÏË F_{i0;:::;in} = j_∗j^{−1}F, ÇÄÅ j : U_{i0 ;:::;in} → X | ŒÌÏÖÅÎÉÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i_k ¡ i ¡ i_{k+1} ÐÕÓÔØ i : U_{i0 ;:::;ik ;i;ik+1 ;:::;in} → U_{i0 ;:::;in} | ŒÌÏÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F_{i0;:::;in} = j_∗j^{−1}F → j_∗i_∗i^{−1}j^{−1}F, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØÀ i_∗ É i^{−1}. ðÏÌÏÖÉÍ C^n({ U_i }; F) = ∏ i_0 ¡i_1 ¡···¡i_n

F_{i0;:::;in}

É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ffi : C^n({ U_i }; F) → C^{n+1}({ U_i }; F) ÆÏÒÍÕÌÏÊ

ff = (ff_{i0 ;:::;in} ) → (ffiff)_{i0 ;:::;in+1} := n+1∑ k=0 (−1)^kff_{i0 ;:::;îk ;:::;in} ;

ÇÄÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÑŒÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ C^•({ U_i }; F) | ËÏÍÐÌÅËÓ. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ þÅÈÁ ÐÕÞËÁ F.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 21.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ËÏÍÐÌÅËÓ þÅÈÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÐÕÞËÁ F; (b) ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ U_{i0 ;:::;in} ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÙ, ÔÏ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ þÅÈÁ | `-ÁÃÉËÌÉÞÎÁ.

þÁÓÔØ 22. æÕÎËÔÏÒÙ ÍÅÖÄÕ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ

ðÕÓÔØ X | ÓÈÅÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏËÏÌØÃÏŒÁÎÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÁÆ- ÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÐÅËÔÒÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ. ðÕÞÏË ËÏÌÅÃ ÎÁ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ O_X . ðÕÞÏË F ÎÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ O_X -ÍÏÄÕÌÅÊ, ÅÓÌÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÅ F(U) ÚÁÄÁÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ

ËÏÌØÃÏÍ O_X (U), ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÍÏÄÕÌÅÊ. ðÕÞÏË O_X -ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ F(U) ∼= F(V ) ⊗_{OX (V )} O_X (U) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÅÎØËÉÈ U ⊂ V ⊂ X, É ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ É F(U) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÎÁÄ O_X (U) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÅÎØ- ËÉÈ U. ëÁÔÅÇÏÒÉÉ QCoh(X) ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ É Coh(X) ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓŒÑÚÕÀÝÉÍ ÚŒÅÎÏÍ ÍÅÖÄÕ ÁÌÇÅÂÒÏÊ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ.

ìÅÍÍÁ 22.1. åÓÌÉ X = Spec A | ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ `(X; −) : QCoh(X) → A−Mod | ÔÏÞÎÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ, ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÝÁÑ Coh(X) Ó A−mod.

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉŒÏÄÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ, Á ÔÁËÖÅ ÄÒÕÇÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ Ë ÏÓÎÏŒÁÎÉÑÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. œÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ËÒÁÔËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÏ- ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ É ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÉÈ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ.

œ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ (ÔÉÐÁ Ext É Tor), ÔÁË É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ (ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÐÒÑÍÙÅ É ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ). îÁÞÎÅÍ Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ.

æÕÎËÔÏÒÙ Hom É Ext. ëÁË É ŒÏ ŒÓÑËÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÕÎËÔÏÒ Hom. èÏÔÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ Œ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÔ, ÎÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ (Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÍÏÖÎÏ ŒÍÅÓÔÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÕÞËÉ O_X -ÍÏÄÕÌÅÊ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÆÕÎËÔÏÒÙ Ext.

æÕÎËÔÏÒÙ Hom É Ext. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Hom É Ext. ðÕÓÔØ F É G ËŒÁÚÉËÏÇÒÅÎÔÎÙÅ ÐÕÞËÉ, Á U ⊂ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ F(U) É G(U) | O_X (U)- ÍÏÄÕÌÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÇÒÕÐÐÁ Hom_{OX (U)}(F(U); G(U)) ÔÏÖÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ O_X (U)-ÍÏÄÕÌÑ (ÔÁË ËÁË O_X (U) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ). íÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ U, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÉ ÍÏÄÕÌÉ ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ Œ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Hom(F; G). æÕÎËÔÏÒ Hom ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÏÄÕÌÉ Ext^i_{OX (U)}(F(U); G(U)) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË Ext^i(F; G). ìÅÇËÏ ÕÂÅ- ÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Ext^i | ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ ffi-ÆÕÎËÔÏÒ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÙÍ ÏÔ Hom. äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Ext^i ÕÄÏÂÎÅÅ ŒÓÅÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ ÐÅÒŒÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ (ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÐÕÞËÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏ Hom(−; F)-ÁÃÉËÌÉÞÎÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ F).

æÕÎËÔÏÒÙ Hom É Ext ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ (ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙ, ÔÏ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÇÅÒÅÎ- ÔÅÎ).

ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ÆÕÎËÔÏÒÙ Tor. ðÕÓÔØ F É G ËŒÁÚÉËÏÇÒÅÎÔÎÙÅ ÐÕÞËÉ, Á U ⊂ X | ÁÆ- ÆÉÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ F(U) É G(U) | O_X (U)-ÍÏÄÕÌÉ, ÚÎÁÞÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ O_X (U)-ÍÏÄÕÌØ F(U) ⊗_{OX (U)} G(U). íÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ U, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÉ ÍÏÄÕÌÉ ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ Œ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ F ⊗_{OX} G ÉÌÉ F ⊗G. æÕÎËÔÏÒ ⊗ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÏÄÕÌÉ Tor^{OX (U)}_i (F(U); G(U)) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË Tor_i(F; G). ìÅÇËÏ ÕÂÅ- ÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Tor_i | ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ ffi-ÆÕÎËÔÏÒ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍ ÏÔ ⊗. äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Tor_i ÕÄÏÂÎÅÅ ŒÓÅÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ (ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÐÕÞËÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ⊗-ÁÃÉËÌÉÞÎÙ).

æÕÎËÔÏÒÙ ⊗ É Tor ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ (ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙ, ÔÏ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 22.2. æÏÒÍÕÌÁ (F ⊗ G)(U) ∼= F(U) ⊗_{OX (U)} G(U) É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ Tor_i, Hom É Ext^i ŒÅÒÎÙ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ U ⊂ X.

çÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ. ôÁË ËÁË ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÕÎËÔÏÒ `(X; −) : QCoh(X) → Ab. ðÕÓÔØ R = `(X; O_X ). ôÏÇÄÁ R | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, Á ÆÕÎËÔÏÒ ` ÐÒÏÐÕÓ- ËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ R-ÍÏÄÕÌÅÊ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X | ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, ÔÏ ` ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ k-ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

æÕÎËÔÏÒ ` ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ É ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ H^i(X; −). äÌÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ X ÆÕÎËÔÏÒ ` ÔÏÞÅÎ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ H^i(X; −) = 0 ÄÌÑ i ¿ 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ F ÔÏÞÅÎ, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉŒ T_0 = F , T_i = 0 ÐÒÉ i ¿ 0, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ ffi-ÆÕÎËÔÏÒ, ÚÎÁÞÉÔ L_iF = 0 ÄÌÑ i ¿ 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÐÒÁŒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ.

îÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÈÅÍÅ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÕÞËÏŒ ÍÏÖÎÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ (ŒÑÌÙÅ, ÍÑÇËÉÅ, É Ô.Ä.) ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÁÎÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ { U_i } ÓÈÅÍÙ X, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ŒÓÅ U_{i0 ;:::;in} ÔÏÖÅ ÁÆÆÉÎÎÙ (ÜÔÏ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÈÅÍÁ X ÏÔÄÅÌÉÍÁ), ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ þÅÈÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ `-ÁÃÉËÌÉÞÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÐÕÞËÁ É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ H^i(X; F) ÑŒÌÑÀÔÓÑ `(X; O_X )-ÍÏÄÕÌÑÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.4. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ þÅÈÁ, ÐÏÓÞÉÔÁÊÔÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÕÞËÏŒ O(i) ÎÁ P^n.

ðÒÉ i ¿ dim X ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ: H^i(X; F) = 0 ÐÒÉ i ¿ dim X, ÅÓÌÉ F ∈ QCoh(X):

ðÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÌÀÓ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏŒ ËÏÌÅÃ f^# : f^{−1}O_Y → O_X . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ ÓÌÕÞÁÀ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÕÎËÔÏÒ f_∗ : QCoh(X) → Ab. ðÒÉ ÜÔÏÍ f_∗F(U) = F(f^{−1}(U)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ O_X (f^{−1}(U))-ÍÏÄÕÌÅÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍ f^# ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ ÎÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ f^{−1}O_Y (f^{−1}(U)) = O_Y (U). ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ U, ÐÏÜÔÏÍÕ f_∗F | ÐÕÞÏË O_Y -ÍÏÄÕÌÅÊ, ÅÓÌÉ F ∈ QCoh(X). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ f_∗F ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ ÄÁÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ f_∗ : QCoh(X) → QCoh(Y ).

æÕÎËÔÏÒ f_∗ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ É ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ R^if_∗. åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÁÆÆÉÎÎÙÊ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ f_∗ ÔÏÞÅÎ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ R^if_∗ = 0 ÄÌÑ i ¿ 0.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÐÒÑÍÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ÍÏÖÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÍÐÌÅËÓÁ þÅÈÁ (ÅÓÌÉ ÄÁÎÏ ÁÆ- ÆÉÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ { U_i } ÓÈÅÍÙ X, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ŒÓÅ U_{i0 ;:::;in} ÔÏÖÅ ÁÆÆÉÎÎÙ , ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ þÅÈÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ f_∗- ÁÃÉËÌÉÞÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÐÕÞËÁ). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ R^if_∗F ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍÉ ÐÕÞËÁÍÉ.

åÓÌÉ ÓÌÏÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n, ÔÏ R^if_∗F = 0 ÐÒÉ i ¿ n, ÅÓÌÉ F ∈ QCoh(X):

åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ, ÔÏ (ŒÙÓÛÉÅ) ÐÒÑÍÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ, ÔÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ.

ïÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ. åÓÌÉ F | ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË, ÔÏ f^{−1}F ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ O_X -ÍÏÄÕÌÑ. ïÄÎÁËÏ, ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ f^{−1}O_Y -ÍÏÄÕÌÅÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ f^# ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ O_X -ÍÏÄÕÌÑ ÎÁ f^∗F := f^{−1}F ⊗_f −1_{OY} O_X :

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ f^∗F ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 22.5. œÁÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÄÌÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ ÔÁË, ËÁË ÄÌÑ ÐÕÞËÏŒ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÄÒÕÇÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ!

æÕÎËÔÏÒ f^∗ ÒÁŒÅÎ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ f^{−1} É ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÐÒÁŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ L_if^∗. åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÐÌÏÓËÉÊ (ÔÏ ÅÓÔØ O_X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ f^{−1}O_Y -ÍÏÄÕÌÅÍ), ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ f^∗ ÔÏÞÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ L_if^∗ = 0 ÄÌÑ i ¿ 0.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ F | ÐÌÏÓËÉÊ O_Y -ÍÏÄÕÌØ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ F ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ), ÔÏ L_if^∗F = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ÍÏÖÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ L_if^∗F ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍÉ ÐÕÞËÁÍÉ.

ïÂÒÁÔÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ É ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ.

íÅÖÄÕ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ ÅÓÔØ ÍÁÓÓÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÐÏËÁ ÎÅ ÏÂÓÕÖÄÁÅÍ, ÔÁË ËÁË ÜÔÏ ÇÏÒÁÚÄÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ÓÄÅÌÁÔØ Œ ÒÁÍËÁÈ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÌÉÛØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÆÕÎËÔÏÒ f^∗ ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅŒÁ Ë f_∗; (b) ⊗ ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅŒÁ Ë Hom.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f | ÏÔËÒÙÔÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÏ f^∗ = f^{−1}.

çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 6 22.10.2008

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

þÁÓÔØ 23. ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A | ÜÔÏ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ Com(A) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÁÓÓÁ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÎÅÔÒÉ- ŒÉÁÌØÎÏÅ ÍÅÓÔÏ ÚÄÅÓØ | ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ëÁË ÜÔÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ, ÚÄÅÓØ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÐÏÄÈÏÄÁ.

œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÅÓÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ, ÏÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ, ÍÁÌÏ ÔÏÌËÕ. ïÄÎÁËÏ ÏÎÏ ÞÁÓÔÏ ÏÞÅÎØ ÕÄÁÞÎÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Ó ÅÇÏ ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅÇËÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚ ÌÏËÁÌÉÚÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ).

œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÅÓÔØ ÑŒÎÁÑ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ) ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÌÏËÁÌÉÚÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÎÁÞÁÌÕ ÓÉÌØÎÏ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÖÉÚÎØ. ïÄÎÁËÏ, ÜÔÏ ÜÆÆÅËÔ ÞÉÓÔÏ ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ | ÑŒÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Iso(C) ËÌÁÓÓ ŒÓÅÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏŒ Œ C. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ C | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á S | ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ËÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ C. ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÁÓÓÁ S ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C[S^{−1}] É ÆÕÎËÔÏÒÁ Q : C → C[S^{−1}], ÔÁËÉÅ ÞÔÏ (1) Q(S) ⊂ Iso(C[S^{−1}]);

(2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ F : C → C^′, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ F (S) ⊂ Iso(C^′) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÕÎËÔÏÒ F^′ : C[S^{−1}] → C^′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F^′ ∘ Q ∼= F .

ìÅÍÍÁ 23.1. åÓÌÉ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ C[S^{−1}] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Q_1 : C → C_1 É Q_2 : C → C_2 | ÄŒÅ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ËÌÁÓÓÁ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ S. ôÁË ËÁË Q_1(S) ⊂ Iso(C_1) É Q_2(S) ⊂ Iso(C_2), ÐÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ F : C_1 → C_2 É G : C_2 → C_1, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ F ∘ Q_1 ∼= Q_2 É G ∘ Q_2 ∼= Q_1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, G ∘ F ∘ Q_1 ∼= Q_1, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÁ Œ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍ ÓŒÏÊÓÔŒÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ G ∘ F ∼= id_{C1} . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ F ∘ G ∼= id_{C2} . úÎÁÞÉÔ F É G ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÜËŒÉŒÁÌÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 23.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÌÉ S ⊂ Iso(C), ÔÏ C[S^{−1}] ∼= C, Q ∼= id_C ; (b) ÅÓÌÉ S = Hom(C), ÔÏ C[S^{−1}] ∼= ß_0(C), ÇÄÅ ß_0(C) | ÜÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Ob(ß_0(C)) | ÜÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÂSSÅËÔÏŒ Œ C, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÔÏÌØËÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÅ.

åÓÌÉ S | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ S, Iso(C), É ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ∘ g = h É ÄŒÁ ÉÚ ÔÒÅÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f, g É h ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ S, ÔÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ É ÔÒÅÔÉÊ. ëÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ S ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÓÙÝÅÎÙÍ, ÅÓÌÉ S = S.

ìÅÍÍÁ 23.3. åÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ C[S^{−1}] É C[S^{−1}] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ŒÔÏÒÁÑ É ÏÎÉ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ C[S^{−1}] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, Q : C → C[S^{−1}] ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ, Á F : C → C^′ | ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (S) ⊂ Iso(C^′). ôÁË ËÁË S ⊂ S, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F^′ : C[S^{−1}] → C^′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F ∼= F^′ ∘ Q. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Q(S) ⊂ Q(S) ⊂ Iso = Iso. ðÏÜÔÏÍÕ C[S^{−1}] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ C Œ S.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ C[S^{−1}] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, Q : C → C[S^{−1}] ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ, Á F : C → C^′ | ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (S) ⊂ Iso(C^′). ôÏÇÄÁ F (S) ⊂ F (S) ⊂ Iso = Iso, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F^′ : C[S^{−1}] → C^′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F ∼= F^′ ∘ Q. ðÒÉ ÜÔÏÍ Q(S) ⊂ Q(S) ⊂ Iso. ðÏÜÔÏÍÕ C[S^{−1}] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ C Œ S. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 23.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ S ⊂ T , ÔÏ C[T^{−1}] ∼= C[S^{−1}][Q_S (T )^{−1}].

þÁÓÔØ 24. éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÞÁÓÔÎÙÈ

ñŒÎÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C[S^{−1}] ÓÔÒÏÉÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ \ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÞÁÓÔÎÙÈ". äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ËÌÁÓÓ S ÎÁÓÙÝÅÎÎÙÍ. ðÕÓÔØ X; Y ∈ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ Z X f � � Y s� É X Y Z^f � � s �

Œ ËÏÔÏÒÙÈ s ∈ S, Á f | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÅÒŒÕÀ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÌÅŒÏÊ S-ÄÒÏÂØÀ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ s^{−1} ∘f, Á ŒÔÏÒÕÀ | ÐÒÁŒÏÊ S-ÄÒÏÂØÀ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ f ∘s^{−1}. ðÒÉ ÜÔÏÍ f ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÍ ÄÒÏÂÉ, Á s | ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ŒÉÄÁ

Z_1 Z_2 : : : Zn−1 Z_n X f_1 � � W_1

s_1� f2 �

�^{s2} � � : : :

f_{n−1} � � � W_{n−1}

s_{n−1} � �^{fn} � � Y s_n� � Œ ËÏÔÏÒÙÈ s_i ∈ S, Á f_i | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ. ôÁËÉÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÌÏÖÎÙÍÉ S-ÄÒÏÂÑÍÉ. äŒÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

• ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ Œ ÃÅÐÏÞËÕ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ s^{−1} ∘ s ÉÌÉ s ∘ s^{−1} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s ∈ S; • ÚÁÍÅÎÏÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ g ∘ id^{−1} ∘f ÎÁ (g ∘ f); • ÚÁÍÅÎÏÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ s^{−1} ∘ id ∘t^{−1} ÎÁ (t ∘ s)^{−1};

É ÐÒÏÓÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÃÅÐÏÞËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ.

íÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C[S^{−1}] ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÂSSÅËÔÙ Œ C[S^{−1}] | ÜÔÏ ÏÂSSÅËÔÙ Œ C, ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ X Œ Y | ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÌÏÖÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ Œ X É ËÏÎÞÁÀÝÉÅÓÑ Œ Y , Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ | ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ (ÏÎÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÅŒÁÑ ÄÒÏÂØ id^{−1} ∘ id ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ | ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÏÂÒÁÚÏŒÙŒÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á ÂÕÄÕÔ ÏÂÒÁÚÏŒÙŒÁÔØ ÌÉÛØ ËÌÁÓÓ. þÔÏÂÙ ÂÏÒÏÔØÓÑ Ó ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ, ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ŒŒÏÄÉÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÌÉÛØ ÍÁÌÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ C. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C ÍÁÌÁÑ, ÔÏ ŒÓÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

ìÅÍÍÁ 24.1. åÓÌÉ C | ÍÁÌÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C[S^{−1}] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ S.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ Q : C → C[S^{−1}], ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÁ ÏÂSSÅËÔÁÈ É ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ f Œ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ id^{−1} ∘f. ôÁË ËÁË id^{−1} ∘g ∘ id^{−1} ∘f ∼ id^{−1} ∘(g ∘ f) ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÔÏÒ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F : C → C^′ | ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (S) ⊂ Iso(C^′). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ F^′ : C[S^{−1}] → C^′ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. îÁ ÏÂSSÅËÔÁÈ F^′ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó F , Á ÄÒÏÂØ s^{−1}_n ∘ f_n ∘ · · · ∘ s^{−1}_1 ∘ f_1 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÍÏÒÆÉÚÍ F (s_n)^{−1} ∘ F (f_n) ∘ · · · ∘ F (s_1)^{−1} ∘ F (f_1). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÍÏÒÆÉÚÍ, É ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÔÏÖÅ ÑÓÎÁ. □

þÔÏÂÙ ÓÏËÒÁÝÁÔØ ÓÌÏÖÎÙÅ ÄÒÏÂÉ, ÎÁÄÏ ÕÍÅÔØ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔØ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ ÉÌÉ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ.

ìÅÍÍÁ 24.2. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ W_1^{s1}→ Z_1^g→ Z É W_1^{f2}→ Z_2^t→ Z ÒÁŒÎÙ, ÐÒÉÞÅÍ s_1; t ∈ S. ôÏÇÄÁ s^{−1}_2 ∘ f_2 ∘ s^{−1}_1 ∘ f_1 ∼ (t ∘ s_2)^{−1} ∘ (g ∘ f_1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

s^{−1}_2 ∘ f_2 ∘ s^{−1}_1 ∘ f_1 ∼ s^{−1}_2 ∘ id ∘ id^{−1} ∘f_2 ∘ s^{−1}_1 ∘ f_1 ∼ s^{−1}_2 ∘ id ∘t^{−1} ∘ t ∘ id^{−1} ∘f_2 ∘ s^{−1}_1 ∘ f_1 ∼

∼ (ts_2)^{−1} ∘ (tf_2) ∘ s^{−1}_1 ∘ f_1 = (ts_2)^{−1} ∘ (gs_1) ∘ s^{−1}_1 ∘ f_1 ∼ (ts_2)^{−1} ∘ g ∘ id^{−1} ∘s_1 ∘ s^{−1}_1 ∘ f_1 ∼

∼ (ts_2)^{−1} ∘ g ∘ id^{−1} ∘f_1 ∼ (ts_2)^{−1} ∘ (gf_1): □ ìÅÍÍÁ 24.3. åÓÌÉ C ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÂSSÅËÔ 0_C, ÔÏ ÏÎ ÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ Œ C[S^{−1}].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÌÅŒÁÑ ÄÒÏÂØ 0^0→ Z^s← X ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÄÒÏÂÉ 0^0→ X^{id}← X. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ s^{−1} ∘0 ∼ s^{−1} ∘s∘id^{−1} ∘0 ∼ id^{−1} ∘0. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÄÒÏÂÉ Ó ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÖÎÏ ÓŒÅÒÎÕÔØ s^{−1} ∘ f ∘ id^{−1} ∘0 ∼ (id s)^{−1} ∘ (f0) = s^{−1} ∘ 0. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍÉ ÄŒÕÍÑ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑÍÉ ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Hom_{C[S}−1_](0; Y ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ 0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ŒÓÑËÁÑ ÌÅŒÁÑ ÄÒÏÂØ X^f→ Z^0← 0 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÄÒÏÂÉ X^0→ 0^0← 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ 0^{−1} ∘ f ∼ 0^{−1} ∘ 0 ∘ 0^{−1} ∘ f ∼ 0^{−1} ∘ 0 (ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÏÓØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 0 = id ∈ Hom_C (0; 0)). ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÄÒÏÂÉ Ó ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÖÎÏ ÓŒÅÒÎÕÔØ 0^{−1}∘0∘s^{−1}∘f ∼ 0^{−1}∘f. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Hom_{C[S}−1_](X; 0) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ 0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ. □

þÁÓÔØ 25. õÓÌÏŒÉÑ ïÒÅ

ïÄÎÁËÏ, ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÂÏÌØÛÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÉ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏÖÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÏÓÔÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ É ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÅÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÓÈÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ, ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ, ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C[S^{−1}]. ïÂÅ ÜÔÉ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÉÓÞÅÚÁÀÔ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ (ÌÅŒÙÅ) ÕÓÌÏŒÉÑ ïÒÅ:

(1) ËÌÁÓÓ S ÎÁÓÙÝÅÎ;

(2) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÒÁŒÏÊ S-ÄÒÏÂÉ g ∘ t^{−1} ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÌÅŒÁÑ S-ÄÒÏÂØ s^{−1} ∘ f : X → Y , ÔÁË ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ Z X f � � Y s�

W t � g � � ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ;

(3) ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f; g ÎÁÊÄÅÔÓÑ s ∈ S, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ fs = gs, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ É t ∈ S, ÔÁË ÞÔÏ tf = tg.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 25.1. œÍÅÓÔÏ ÕÓÌÏŒÉÊ (2) É (3) ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÒÁŒÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ïÒÅ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅŒÙÅ ÄÒÏÂÉ ÍÅÎÑÀÔÓÑ Ó ÐÒÁŒÙÍÉ ÒÏÌÑÍÉ.

ìÅÍÍÁ 25.2. åÓÌÉ ËÌÁÓÓ S ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÌÅŒÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ, ÔÏ Hom_{C[S}−1_](X; Y ) ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ ÌÅŒÙÈ S-ÄÒÏÂÅÊ ÉÚ X Œ Y ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: s^{−1} ∘ f ≈ (ts)^{−1} ∘ (tf), ÇÄÅ t ∈ S.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÓÑËÕÀ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÓÌÏÖÎÕÀ. ôÁË ËÁË s^{−1} ∘ f ∼ s^{−1} ∘ id ∘ id^{−1} ∘f ∼ s^{−1} ∘ id ∘t^{−1} ∘ t ∘ id^{−1} ∘f ∼ (ts)^{−1} ∘ (tf);

ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ÌÅŒÙÍ ÄÒÏÂÑÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÄÒÏÂÉ, ÚÎÁÞÉÔ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÌÅŒÙÈ ÄÒÏÂÅÊ Œ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÌÏÖÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ s^{−1}_n ∘ f_n ∘ · · · ∘ s^{−1}_1 ∘ f_1 | ÓÌÏÖÎÁÑ ÄÒÏÂØ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ïÒÅ (2), ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÁŒÏÊ ÄÒÏÂÉ f_i ∘ s^{−1}_{i−1} ÎÁÊÄÅÍ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ s^{−1}_{i−1;i} ∘ f_{i−1;i}. úÁÔÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÁŒÏÊ ÄÒÏÂÉ f_{i;i+1} ∘ s^{−1}_{i−1;i} ÎÁÊÄÅÍ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ s^{−1}_{i−1;i+1} ∘ f_{i−1;i+1}, É Ô.Ä. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ŒÉÄÁ

Z_{15}

Z_{14}

f_{15} � � Z_{25}

s_{15}�

Z_{13}

f_{14} � � Z_{24}

s_{14}� f25 � � Z_{35}

s_{25}�

Z_{12}

f_{13} � � Z_{23}

s_{13}� f24 � � Z_{34}

s_{24}� f35 � � Z_{45}

s_{35}�

Z_1

f_{12} � � Z_2

s_{12}� f23 � � Z_3

s_{23}� f34 � � Z_4

s_{34}� f45 � � Z_5

s_{45}�

X f_1 � � W_1

s_1� f2 � � W_2

s_2� f3 � � W_3

s_3� f4 � � W_4

s_4� f5 � � Y s_5�

ðÏÌÏÖÉÍ f = f_{1n} ∘ f_{1;n−1} ∘ · · · ∘ f_{12} ∘ f_1 É s = s_{1n} ∘ s_{2n} ∘ · · · ∘ s_{n−1;n} ∘ s_n. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÅŒÁÑ ÄÒÏÂØ s^{−1} ∘ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÐÒÉ ÄÒÕÇÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ s_{ij} , f_{ij} É ÚÁÍÅÎÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÄÒÏÂÉ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÍÅÎÑÅÍ ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ s^{−1}_{12} ∘f_{12} ÎÁ t^{−1}_{12} ∘g_{12} (ÔÁË ÞÔÏ f_{12}s_1 = s_{12}f_2 É g_{12}s_1 = t_{12}f_2). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÁŒÕÀ ÄÒÏÂØ s_{12} ∘t^{−1}_{12} É ÎÁÊÄÅÍ ÄÌÑ ÎÅÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ u^{−1} ∘v. ôÏÇÄÁ vt_{12} = us_{12}, ÐÒÉÞÅÍ u ∈ S. œ ÓÉÌÕ ÎÁÓÙÝÅÎÎÏÓÔÉ S ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÖÅ v ∈ S. ôÅÐÅÒØ vg_{12}s_1 = vt_{12}f_2 = us_{12}f_2 = uf_{12}s_1. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ïÒÅ (3), ÎÁÈÏÄÉÍ w ∈ S, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ wvg_{12} = wuf_{12}. úÎÁÞÉÔ

(s_{12}s_2)^{−1} ∘ (f_{12}f_1) ≈ (wus_{12}s_2)^{−1} ∘ (wuf_{12}f_1) = (wvt_{12}s_2)^{−1} ∘ (wvg_{12}f_1) ≈ (t_{12}s_2)^{−1} ∘ (g_{12}f_1): ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁÛÅÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ) ÏÔ ÚÁÍÅÎÙ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÌÅŒÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÍÙ ÍÅÎÑÅÍ s^{−1}_i ∘ f_i ÎÁ (t_is_i)^{−1} ∘ (t_if_i). îÁÊÄÅÍ ÄÌÑ ÐÒÁŒÙÈ ÄÒÏÂÅÊ t_i ∘ s^{−1}_{i−1;i} É f_{i;i+1} ∘ t^{−1}_i ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÌÅŒÙÅ ÄÒÏÂÉ u^{−1} ∘ t_{i−1;i} É t^{−1}_{i;i+1} ∘ g. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ t_{i−1;i} ∈ S. ôÅÐÅÒØ ÍÅÎÑÅÍ ÌÅŒÙÅ ÄÒÏÂÉ s^{−1}_{i−1;i} ∘ f_{i−1;i} É s^{−1}_{i;i+1} ∘ f_{i;i+1} ÎÁ (t_{i−1;i}s_{i−1;i})^{−1} ∘ (t_{i−1;i}f_{i−1;i}) É (t_{i;i+1}s^{−1}_{i;i+1}) ∘ (t_{i;i+1}f_{i;i+1}) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÔÅÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÚÁÍÅÎÉÍ ŒÓÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ, Œ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ ÂÕÄÅÔ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÂÕÄÅÔ ÚÁÍÅÎÅÎ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÎÁÛÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÔÎÁÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙ.

óÌÕÞÁÊ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ ÏÞÅŒÉÄÅÎ. åÓÌÉ ÍÙ ÂÅÒÅÍ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÅÅ ËÁË ÓÌÏÖÎÕÀ, ÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ, É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ | ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÌÅŒÁÑ ÄÒÏÂØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 24.2 ÌÅŒÁÑ ÄÒÏÂØ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÐÏ ÓÌÏÖÎÏÊ ÄÒÏÂÉ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÅÊ ËÁË ÓÌÏÖÎÁÑ ÄÒÏÂØ. □

äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ | ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.3. ðÏÌÏÖÉÍ Ob C^′ = Ob C, Hom_C′ (X; Y ) | ÆÁËÔÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÌÅŒÙÈ S-ÄÒÏÂÅÊ ÉÚ X Œ Y ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ∼. (a) œŒÅÄÉÔÅ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ. (b) ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÅÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ. (c) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C^′ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ïÒÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔØ ÄÒÏÂÉ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ, ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÉÈ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ.

ìÅÍÍÁ 25.4. ðÕÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ, Á ÄÌÑ S ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ ïÒÅ. ôÏÇÄÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C[S^{−1}] É ÆÕÎËÔÏÒ Q : C → C[S^{−1}] ÁÄÄÉÔÉŒÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÅÄÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ Hom_{C[S}−1_](X; Y ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ s^{−1} ∘f É t^{−1} ∘g | ÄŒÅ ÌÅŒÙÈ ÄÒÏÂÉ ÉÚ X Œ Y . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÁŒÕÀ ÄÒÏÂØ s ∘ t^{−1} É ÎÁÊÄÅÍ ÄÌÑ ÎÅÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ u^{−1} ∘ v. ôÏÇÄÁ w := vt = us, ÐÒÉÞÅÍ u ∈ S. œ ÓÉÌÕ ÎÁÓÙÝÅÎÎÏÓÔÉ S ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÖÅ v ∈ S. ðÏÌÏÖÉÍ s^{−1} ∘ f + t^{−1} ∘ g := w^{−1} ∘ (uf + vg):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ; (b) ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ; (Ó) ÆÕÎËÔÏÒ Q : C → C[S^{−1}] ÌÉÎÅÅÎ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ Y_1; Y_2 ∈ Y ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÃÉÉ p_k : Y_1 × Y_2 → Y_k É ŒÌÏÖÅÎÉÑ i_k : Y_k → Y_1 × Y_2. ôÏÇÄÁ p_ki_l = ffi_{kl}, i_1p_1 + i_2p_2 = id. ôÁË ËÁË Q ÌÉÎÅÅÎ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚ- ÍÁÈ, ŒÓÅ ÔÅ ÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ É Œ C[S^{−1}], ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Y_1 × Y_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (Á ÔÁËÖÅ É ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ) ÏÂSSÅËÔÏŒ Y_1 É Y_2 Œ C[S^{−1}]. □

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÏ ËÌÁÓÓÕ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ, ÁÄÄÉ- ÔÉŒÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÌÉ ÁÂÅÌÅŒÏÓÔØ. ïÔŒÅÔ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÇÄÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ, Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÏÈÒÁÎÑÔÓÑ ÄÒÕ- ÇÏÅ ŒÁÖÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔØ | ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÌÏÈÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÓÔÉ. ðÏËÁ ÖÅ ŒÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.

þÁÓÔØ 26. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÁË ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ

éÔÁË, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ D(A) ÁÂÅÌÅŒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A | ÜÔÏ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ Com(A) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÁÓÓÁ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Qis: D(A) := Com(A)[Qis^{−1}]:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 26.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ Qis ÎÁÓÙÝÅÎ.

ïÄÎÁËÏ, ËÌÁÓÓ Qis Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÎÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÐÒÑÍÕÀ ŒÏÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÔØÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. ïÄÎÁËÏ, ŒÓÅ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÌÕÞÛÅ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.

çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ Hot(A) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

Ob Hot(A) = Ob Com(A); Hom_{Hot(A)}(X; Y ) = Hom_{Com(A)}(X; Y )= ∼_h;

ÇÄÅ ∼_h | ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 26.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÎÕÌÀ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ Œ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ). œ ÞÁÓÔ- ÎÏÓÔÉ, ÎÁ Hot(A) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H : Com(A) → Hot(A) (ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÁ ÏÂSSÅËÔÁÈ É ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅ- ÇÏÒÉÑ Hot(A) É ÆÕÎËÔÏÒ H ÁÄÄÉÔÉŒÎÙ.

ìÅÍÍÁ 26.3. æÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ Q : Com(A) → D(A) ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ Q = Q^′ ∘ H, ÇÄÅ Q^′ : Hot(A) → D(A). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ

D(A) ∼= Hot(A)[H(Qis)^{−1}];

ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Q^′ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÕÎËÔÏÒÕ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ Q_H : Hot(A) → Hot(A)[H(Qis)^{−1}].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ Q_H ∘ H : Com(A) → Hot(A) → Hot(A)[H(Qis)^{−1}] ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËŒÁ- ÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, É, ÚÎÁÞÉÔ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎËÔÏÒ F : D(A) → Hot(A)[H(Qis)^{−1}]. äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ Q : Com(A) → D(A) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÍÏÒ- ÆÉÚÍÙ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÎÕÌÀ Œ ÎÕÌØ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ f : X → Y É f ∼_h 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÕÓ C(id_X ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ c^k = (f^k; h^{k+1}) : C(id_X )^k = X^k ⊕ X^{k+1} → Y^k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ c : C(id_X ) → Y , ÐÒÉÞÅÍ f = c ∘ i : X → C(id_X ) → Y . úÎÁÞÉÔ Q(f) = Q(c)Q(i). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÏÍÐÌÅËÓ C(id_X ) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÎÕÌÅŒÏÍÕ, Á ÚÎÁÞÉÔ Q(C(id_X )) ∼= 0 Œ D(A). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÒÆÉÚÍ Q(f) ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÂSSÅËÔ, É ÚÎÁÞÉÔ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÔÏÒ Q ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ Q^′ ∘H. ðÒÉ ÜÔÏÍ Q^′(H(Qis)) = Q(Qis) ⊂ Iso, ÐÏÜÔÏÍÕ Q^′ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ Q^′ = G ∘ Q_H . ðÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ

Com(A)^H � Q � Hot(A)

Q^′ � � � � Q_H � Com(A)[Qis]^{−1 F} � Hot(A)[H(Qis)^{−1}] G � ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ F É G ËŒÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, G ∘ F ∘ Q = G ∘ Q_H ∘ H = Q^′ ∘ H = Q, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÉÌÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ G ∘ F ∼= id. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, F ∘ G ∘ Q_H = F ∘ Q^′ = Q_H , ÏÔËÕÄÁ F ∘ G ∼= id. □

ìÅÍÍÁ 26.4. œ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Hot(A) ËÌÁÓÓ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ É ÌÅŒÙÍ É ÐÒÁŒÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÌÅŒÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ïÒÅ. îÁÓÙÝÅÎÎÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. äÏ- ËÁÖÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (2). ðÕÓÔØ, g : W → Y , t : W → X | ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ Com(A) (ÌÀÂÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ Hot(A) ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÄÎÉÍÁÀÔÓÑ), ÐÒÉÞÅÍ t ∈ Qis. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ = t ⊕ g : W → X ⊕ Y É ÐÏÌÏÖÉÍ Z = C(Œ). ðÏÌÕÞÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ i_Œ : X ⊕ Y → Z, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ i_Œ ∘ Œ ∼_h 0 Œ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 26.5. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, Á i : Y → C(f) É p : C(f) → X[1] | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ i ∘ f ∼_h 0 É f[1] ∘ p ∼_h 0.

ðÕÓÔØ i_Œ = f ⊕ s, ÇÄÅ f : X → Z É s : Y → Z. ôÏÇÄÁ i_Œ ∘ Œ = f ∘ t + s ∘ g ∼_h 0, ÏÔËÕÄÁ (−f) ∘ t ∼_h s ∘ g. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ s | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÐÉÛÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

· · · → H^{k−1}(Z) → H^k(W )^{Hk (Œ)}→ H^k(X) ⊕ H^k(Y )^{Hk (iŒ )}→ H^k(Z) → H^{k+1}(W ) → : : :

ôÁË ËÁË Œ = t⊕g, Á t | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÍÏÒÆÉÚÍ H^k(W ) → H^k(X)⊕H^k(Y ) ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÚÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ H^k(Z) → H^{k+1}(W ) ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÚÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÏÞÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ

0 → H^k(W )^{Hk (Œ)}→ H^k(X) ⊕ H^k(Y )^{Hk (iŒ)}→ H^k(Z) → 0: ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔ

H^k(W )^H

k (t) �

H^k (g) � H^k(X)

−H^k (f ) � H^k(Y )^H

k (s) �

H^k(Z)

ÄÅËÁÒÔÏŒ É ËÏÄÅËÁÒÔÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ H^k(t) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ H^k(s) ÔÁËÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (3). œ ÓÉÌÕ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ f : X → Y ÎÁÊÄÅÔÓÑ s : Z → X, s ∈ Qis, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ fs ∼_h 0, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ É t : Y → W , t ∈ Qis, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ tf = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÕÓ C(s) É ÍÏÒÆÉÚÍ i : X → C(s). ðÕÓÔØ h | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÄÌÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁ fs, ÔÁË ÞÔÏ fs = dh + hd. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ g^k = (f^k; h^{k+1}) : C(s)^k = X^k ⊕ Z^{k+1} → Y^k. ôÏÇÄÁ gd_{C(s)} = (f; h)

(_{d s}

0 −d ) = (fd; fs − hd) = (df; dh) = d(f; h) = d_Y g; gi_f = (f; h) (^1_0 ) = f;

ÚÎÁÞÉÔ g | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ É g∘i_f = f. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ W = C(g) É t = i_g : X → W . ôÏÇÄÁ tf = i_ggi_f ∼_h 0 ÔÁË ËÁË i_gg ∼_h 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, C(s) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ, ÔÁË ËÁË s ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ C(g) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ t ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 26.6. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ D(A) ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ.

œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ Com(A) ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÈ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÊ:

• Com^b(A) | ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ; • Com^+(A) | ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÓÎÉÚÕ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ; • Com^−(A) | ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÓŒÅÒÈÕ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÚÑÔÉÅ ËÏÎÕÓÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÎÉÍÙ É Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D^b(A) = Com^b(A)[Qis^{−1}], D^+(A) = Com^+(A)[Qis^{−1}] É D^−(A) = Com^−(A)[Qis^{−1}], ËÏÔÏÒÙÅ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÙÈ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ Hot^b(A), Hot^+(A) É Hot^−(A), É Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙ.

åÝÅ ÏÄÉÎ ŒÁÒÉÁÎÔ | ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ n-ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ (É n-ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ). ïÎÁ ÄÁÓÔ n-ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ.

çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 7 29.10.2008

ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

þÁÓÔØ 27. áËÓÉÏÍÙ

ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ | ÜÔÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ

• ÁŒÔÏÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [1] : T → T , X → X[1]; • ËÌÁÓÓÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ŒÉÄÁ X^u→ Y^v→ Z^w→ X[1];

(ÁŒÔÏÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÓÄŒÉÇÁ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ

TR1: (1) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ X ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË 0 → X^{idX}→ X → 0[1] ŒÙÄÅÌÅÎ;

(2) ŒÓÑËÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ŒÙÄÅÌÅÎ;

(3) ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ u : X → Y ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ;

TR2: ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË X^u→ Y^v→ Z^w→ X[1] ŒÙÄÅÌÅÎ ⇐⇒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Y^v→ Z^w→ X[1]^{−u[1]}→ Y [1] ŒÙÄÅÌÅÎ; TR3: ÅÓÌÉ ÔÒÅËÇÏÌØÎÉËÉ X^u→ Y^v→ Z^w→ X[1] É X^{′ u′}→ Y^{′ v′}→ Z^{′ w′}→ X^′[1] ŒÙÄÅÌÅÎÙ, Á f : X → X^′ É g : Y → Y^′ | ÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ gu = u^′f, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ h : Z → Z^′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ hv = v^′g É f[1]w = w^′h X^u � f � Y^v � g � Z^w � h � � � X[1]

f [1] � X^{′ u′} � Y^{′ v′} � Z^{′ w′} � X^′[1]

TR4: ÅÓÌÉ X^u→ Y^v→ Z^w→ X[1] É Y^f→ Y^{′ g}→ W^h→ Y [1] | ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÒÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

X^u �

id_X � Y^v � f � Z^w � p � X[1]

id_X � X^{u′} � Y^{′ v′} � g � Z^′ q �

w^′ � X[1]

u[1] � W^{idW} � h � W^h � r � Y [1]

Y [1]^{v[1]} � Z[1]

Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÄŒÅ ŒÅÒÈÎÉÅ ÓÔÒÏËÉ É ÄŒÁ ÓÒÅÄÎÉÈ ÓÔÏÌÂÃÁ | ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ.

ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÉÚ ÁËÓÏÍ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ ÏËÔÁÜÄÒÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÏËÔÁÜÄÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓŒÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: Z w � � � � � X u^′ � � � u � Y v �

f �

? ? □ □ W r � � � � �_h � � � �

Y^′ g � � � �

Z w � � � � �_p � X u^′ � � � � Z^′

w^′� � � � q � □

□

?

? W r � � � � �

Y^′

v^′ � g � � � � úÄÅÓØ ŒÏÌÎÉÓÔÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ ÏÂSSÅËÔ ÓÄŒÉÎÕÔÙÊ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙ, Á ÚŒÅÚÄÏÊ | ŒÙÄÅÌÅÎÙ.

ðÒÉÍÅÒ 27.1. œŒÅÄÅÍ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ k−mod ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÌÏÖÉÍ [1] = id, Á ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ŒÉÄÁ U ⊕ V → V ⊕ W → W ⊕ U → U ⊕ V , ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ŒÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ É ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÅÒŒÏÇÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 27.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 27.3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ T ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ, ÔÏ T^∘ ÔÏÖÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ.

þÁÓÔØ 28. óŒÏÊÓÔŒÁ

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, ÚÎÁÞÉÔ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËŒÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ ÆÕÎËÔÏÒ [−1] : T → T , ÔÁË ÞÔÏ X[1][−1] ∼= X ∼= X[−1][1]. çÏÒÁÚÄÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ÓÞÉÔÁÔØ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, Á ÆÕÎËÔÏÒ [−1] ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ. üÔÏÇÏ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÚÁÍÅÎÉŒ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 28.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T^′, ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ [1] : T^′ → T^′ É ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ˘ : T^′ → T , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ˘ ∘ [1] ∼= [1] ∘ ˘. (õËÁÚÁÎÉÅ: Ob T^′ = { (X_i; Œ_i)_{i∈Z} | X_i ∈ Ob T ; Œ_i : X_i[1]^{∼=}→ X_{i+1} }, Hom_T ′ ((X_i; Œ_i); (Y_i; _i)) = { (f_i ∈ Hom_T (X_i; Y_i)) | f_{i+1} ∘ Œ_i = _i ∘ f_i[1] }, (X_i; Œ_i)[1] := (X_{i+1}; Œ_{i+1}), ˘(X_i; Œ_i) := X_0, ˘(f_i) := f_0.) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ T ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ, ÔÏ É T^′ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÆÕÎË- ÔÏÒÏÍ ÓÄŒÉÇÁ É ÁËÓÉÏÍÏÊ (TR2) ŒÓÑËÉÊ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

· · ·^{w[−2]}→ X[−1]^{−u[−1]}→ Y [−1]^{−v[−1]}→ Z[−1]^{−w[−1]}→ X^u→ Y^v→ Z^w→ X[1]^{−u[1]}→ Y [1]^{−v[1]}→ Z[1]^{−w[1]}→ X[2]^{u[2]}→ : : : ; Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÀÂÏÊ ÞÅÔÙÒÅÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÊ ÓÅÇÍÅÎÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ. ôÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÉÒÁÌØÀ, Á ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÎÅÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ | ŒÉÔËÁÍÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 28.2. ðÕÓÔØ X^u→ Y^v→ Z^w→ X[1] | ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÕÇÏÌØÎÉË. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ U ∈ T ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

· · · → Hom(U; X[i])^{u∗[i]}→ Hom(U; Y [i])^{v∗[i]}→ Hom(U; Z[i])^{w∗[i]}→ Hom(U; X[i + 1])^{u∗[i+1]}→ Hom(U; Y [i + 1]) → : : : ;

· · · → Hom(Z[i]; U)^{v∗[i]}→ Hom(Y [i]; U)^{u∗[i]}→ Hom(X[i]; U)^{w∗[i−1]}→ Hom(Z[i − 1]; U)^{v∗[i−1]}→ Hom(Y [i − 1]; U) → : : : ÔÏÞÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÐÅÒŒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÔÏÞÎÏÓÔØ Œ ÞÌÅÎÅ Hom(U; Y ). ðÕÓÔØ g = u_∗(f) : U → Y , ÇÄÅ f : U → X. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

U^{idU} � f � U � g � 0 � U[1]

f [1] � X^u � Y^v � Z^w � X[1] œÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏÞËÁ | ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÐÏ (TR1) É (TR2), Á ËŒÁÄÒÁÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÅÎ. úÎÁÞÉÔ, ÐÏ (TR3) ÏÎÁ ÄÏÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ h : 0 → Z ÄÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, v_∗(g) = vg = h0 = 0. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ v_∗(g) = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ U � g � 0 � � U[1]^{− idU} � U[1]

g[1] � Y^v � Z^w � X[1]^{−u[1]} � X[1] œÅÒÈÎÑÑ É ÎÉÖÎÑÑ ÓÔÒÏÞËÉ ŒÙÄÅÌÅÎÙ ÐÏ (TR1) É (TR2), Á ËŒÁÄÒÁÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÅÎ. úÎÁÞÉÔ, ÐÏ (TR3) ÏÎÁ ÄÏÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ f^′ : U[1] → X[1] ÄÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, −g[1] = −u[1] ∘ f[1], ÏÔËÕÄÁ g = uf = u_∗(f). ôÏÞÎÏÓÔØ ŒÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 28.3. åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f É g Œ ÁËÓÉÏÍÅ (TR3) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÔÏ h ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ U É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÉÚ ÄŒÕÈ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ

Hom(U; X)^{u∗} �

f_∗ � Hom(U; Y )^{v∗} �

g_∗ � Hom(U; Z)^{w∗} �

h_∗ � Hom(U; X[1])^{u∗[1]} �

f [1]_∗ � Hom(U; Y [1])

g[1]_∗ � Hom(U; X^′)^u ′ ∗ � Hom(U; Y ′)^{v′∗} � Hom(U; Z′)^{w′∗} � Hom(U; X ′[1])^{u′∗[1]} � Hom(U; Y ′[1]) ïÎÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÔÒÅÌËÉ f_∗, g_∗ f[1]_∗ É g[1]_∗ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. úÎÁÞÉÔ ÐÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÐÑÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÍÏÒÆÉÚÍ h_∗ ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. úÎÁÞÉÔ h_∗ : h_Z → h_Z′ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÔËÕÄÁ h : Z → Z^′ ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 28.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ vu = 0, wv = 0 É u[1]w = 0. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 28.5. œÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÄÏÐÏÌÎÑÀÝÉÊ ÐÏ ÁËÓÉÏÍÅ (TR1) ÍÏÒÆÉÚÍ u : X → Y , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 28.6. ðÕÓÔØ ÔÒÅËÇÏÌØÎÉËÉ X^u→ Y^v→ Z^w→ X[1] É X^{′ u′}→ Y^{′ v′}→ Z^{′ w′}→ X^′[1] ŒÙÄÅÌÅÎÙ, Á g : Y → Y^′ | ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ v^′gu = 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f : X → X^′ É h : Z → Z^′, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏ Hom(X; Z^′[−1]) = 0, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ gu : X → Y^′. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ v^′_∗(gu) = v^′gu = 0, ÚÎÁÞÉÔ ÎÁÊÄÅÔÓÑ f : X → X^′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ gu = u^′_∗(f) = u^′f. ôÅÐÅÒØ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÁËÓÉÏÍÏÊ (TR3) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ h. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Hom(X; Z^′[−1]) = 0. œ ÓÉÌÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÍÏÒÆÉÚÍ f, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ u^′_∗(f) = gu ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ w^′[−1]_∗(Hom(X; Z^′[−1])) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁ h ÉÍÅÅÍ v^∗(h) = v^′g, ÐÏÜÔÏÍÕ h ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ w^{′∗}(Hom(X[1]; Z^′)) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. □

œÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ!

þÁÓÔØ 29. ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Hot(A) ÁÂÅÌÅŒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ [1] : Hot(A) → Hot(A), ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÓÄŒÉÇÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. îÁÚÏŒÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Œ Hot(A) ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Œ Hot(A) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ŒÉÄÁ X^u→ Y^{iu}→ C(u)^{pu}→ X[1].

îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. îÁÞÎÅÍ Ó ÌÅÍÍÙ. ìÅÍÍÁ 29.1. ðÕÓÔØ 0 → X^u→ Y^v→ Z → 0 | ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÍÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, Á s^n : Z^n → Y^n É p^n : Y^n → X^n | ÎÁÂÏÒ ÒÁÓÝÅÐÌÑÀÝÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. ðÏÌÏÖÉÍ w^n = −p^{n+1} ∘ d^n_Y ∘ s^n : Z^n → X^{n+1}. ôÏÇÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË X^u→ Y^v→ Z^w→ X[1] ŒÙÄÅÌÅÎ Œ Hot(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ uw = −upd_Y s = (sv − id_Y )d_Y s = svd_Y s − d_Y s = sd_Z vs − d_Y s = sd_Z − d_Y s;

wv = −pd_Y sv = −pd_Y (id_Y −up) = −pd_Y + pd_Y up = −pd_Y + pud_X p = −pd_Y + d_X p: ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ud_X w = d_Y uw = d_Y (sd_Z − d_Y s) = d_Y sd_Z = (sd_Z − uw)d_Z = −uwd_Z ;

É ÔÁË ËÁË u ŒÌÏÖÅÎÉÅ, w | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ Z → X[1]. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f^n : Z^n → C(u)^n É g^n : C(u)^n → Z^n, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ f^n =

(_{sn}

w^n ) ; g^n = (v^n; 0) ôÏÇÄÁ d_C f − fd_Z =

(_{dY s+uw−sdZ}

−d_X w−wd_Z ) = 0; gd_C − d_Z g = (vd_Z − d_Z v; vu) = 0;

ÚÎÁÞÉÔ f É g | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

X^u � Y^v � Z^w � f � X[1]

X^u � Y^{iu} � C(u) g � p_u �

X[1]

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ i_u − fv =

(_{idY −sv} −wv ) = (_{up}

pd_Y −d_X p ) = d_C

(_0 p ) + (_0 p ) d_Y ;

ÔÁË ÞÔÏ fv ∼_h i_u. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, wg − p_u = (wv; − id_X ) = (−pd_Y + d_X p; − id_X ) = (p; 0)d_C + d_{X[1]}(p; 0);

ÔÁË ÞÔÏ wg ∼_h p_u. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ p_uf = w É gi_u = v, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒŒÅÒÈ É ŒÎÉÚ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ gf = vs = id_Z , Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË

id_C −fg =

(_{idY −sv 0}

−wv id_X ) = (_{up ; 0}

pd_Y −d_X p ; id_X ) = d_C

(_{0 0} p 0 ) + (_{0 0} p 0 ) d_C ;

ÔÏ ÅÓÔØ fg ∼_h id_C . □

ôÅÏÒÅÍÁ 29.2. çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ŒÓÑËÉÊ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉË Œ Hot(A) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÍÕÓÑ ÉÚ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÍÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ ËÏÍÐÌÅË- ÓÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ C(0 → X) = X, ÐÏÜÔÏÍÕ (TR1.1) ŒÅÒÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ (TR1.2) É (TR1.3) ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏŒÅÒÉÍ (TR2). ðÕÓÔØ ÐÅÒŒÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ X^u→ Y^{iu}→ C(u)^{pu}→ X[1]. ôÏÇÄÁ ŒÔÏÒÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ Y^{iu}→ C(u)^{pu}→ X[1]^{−u[1]}→ Y [1]. îÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ 0 → Y^{iu}→ C(u)^{pu}→ X[1] → 0 ÔÏÞÎÁ É ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÍÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ w, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ Œ ÌÅÍÍÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó −u[1].

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ŒÔÏÒÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ŒÙÄÅÌÅÎ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÄŒÁÖÄÙ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË X[1]^{−u[1]}→ Y [1]^{−v[1]}→ Z[1]^{−w[1]}→ X[2] ÔÏÖÅ ŒÙÄÅÌÅÎ. îÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÓÄŒÉÇÁ, ÓËÏÍÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ÚÎÁËÁ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔ ŒÔÏÒÕÀ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ. ôÅÐÅÒØ ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÁËÓÉÏÍÕ (TR3). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÐÅÒŒÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ X^u→ Y^{iu}→ C(u)^{pu}→ X[1], Á ŒÔÏÒÏÊ | X^{′ u′}→ Y^{′ iu′}→ C(u^′)^{pu′}→ X^′[1]. ðÕÓÔØ f : X → X^′ É g : Y → Y^′ | ÔÁËÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÅÎ Œ Hot(A), ÔÏ ÅÓÔØ gu − u^′f = dh + hd. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C(u)^n = Y^n ⊕ X^{n+1} → Y^{′n} ⊕ X^{′n+1} = C(u^′)^n, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ

c(h) =

(_{g h} 0 f ) : ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ d_{C(u}′_)c(h) − c(h)d_{C(u)} =

(_{dg−gd ; dh+hd+u′f −gu}

0 ; f d−df ) = 0;

ÚÎÁÞÉÔ c(h) | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏ c(h)i_u = i_u′ g, p_u′ c(h) = f[1]p_u, ÔÁË ÞÔÏ c(h) ÄÁÅÔ ÉÓËÏÍÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ.

îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÁËÓÉÏÍÕ (TR4). œŒÉÄÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÝÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÏÂÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÍÙÈ ÔÒÏÅË ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÍÅÅÍ

Y^{′n} = X^n ⊕ Z^n ⊕ W^n; d_Y ′ =

(_{dX x y}

0 d_Z z 0 0 d_W ) :

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F_{[i;j]} ÐÏÄÆÁËÔÏÒ ËÏÍÐÌÅËÓÁ Y^′ ÎÁÔÑÎÕÔÙÊ ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÏÔ i ÄÏ j, ÔÁË ÞÔÏ Y^′ = F_{[0;2]}. ðÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ 0 � 0 � 0 � F0 � F[0;1] � � F_1 � � 0

0 � F0 � F[0;2] � � F_{[1;2]} � � 0

F_2 � F_2 � 0 0 Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ É ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ. ðÒÏÓÔÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÄÏÓÔÒÁÉŒÁÀÝÉÅ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÙ ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

x : F_1 → F_0[1]; (x; y) : F_{[1;2]} → F_0[1]; (^y_z ) : F_2 → F_{[0;1]}[1]; É z : F_2 → F_1[1]:

ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÏËÔÁÜÄÒÁ, Á ÄÌÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ (_{0 y} 0 z ) : F_{[1;2]} → F_{[0;1]}[1] É (^{x y}_{0 0} ) : F_{[1;2]} → F_{[0;1]}[1]

ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ÎÕÌÀ. îÏ

(^{0 0}_{1 0} ) d_{F[1;2]} + d_{F[0;1] [1]} (^{0 0}_{1 0} ) = (^{0 0}_{1 0} )

(_{d z} 0 d ) − (_{d x} 0 d ) (^{0 0}_{1 0} ) =

(_{−x 0} 0 z ) ; ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. □

þÁÓÔØ 30. ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, T | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, S | ËÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ T , Á T [S^{−1}] | ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ. íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ S ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ, ÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T [S^{−1}] ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ. œÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ.

óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ S ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁ

(4) s ∈ S ⇐⇒ s[1] ∈ S;

(5) ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f É g Œ ÁËÓÉÏÍÅ (TR3) ÌÅÖÁÔ Œ S, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ h ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÌÅÖÁÝÉÍ Œ S.

ìÅÍÍÁ 30.1. ðÕÓÔØ T | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á ËÌÁÓÓ S ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ É ÓÏÇÌÁ- ÓÏŒÁÎ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. ôÏÇÄÁ T [S^{−1}] ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÞÁÔØ ÎÁÄÏ Ó ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ T [S^{−1}]. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ. îÁ ÏÂSSÅËÔÁÈ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÔÁË ÖÅ ËÁË É Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T , Á ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ s^{−1} ∘f ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ Œ s[1]^{−1} ∘f[1]. œ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏŒÉÑ (4) ÜÔÏ ÏÐÑÔØ ÌÅŒÁÑ ÄÒÏÂØ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÁËÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÒÏÂÅÊ, Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÌÅŒÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÜÎÄÏÆÕÎËÔÏÒ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T [S^{−1}]. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÁŒÔÏÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ (ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ Œ T ).

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Œ T [S^{−1}] ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ Œ T .

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÁËÓÉÏÍÙ. áËÓÉÏÍÙ (TR1.1), (TR1.2) É (TR2) ÏÞÅŒÉÄÎÙ. ðÒÏŒÅÒÉÍ (TR1.3). ðÕÓÔØ s^{−1} ∘ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ, ÇÄÅ s : Y → Y^′, f : X → Y^′. äÏÐÏÌÎÉÍ Œ T ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → Y^′ ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X^f→ Y^{′ g}→ Z^h→ X É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ T [S^{−1}] ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

X^s

−1 ∘f �

id_X � Y^{gs} � s � Z^h �

id_Z � X[1]

id_{X[1]} � X^f � Y^{′ g} � Z^h � X[1]

ïÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ŒÙÄÅÌÅÎÁ Œ T [S^{−1}].

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏŒÅÒÉÍ (TR3). íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

X^u � f � Y^v � g � Z^w � X[1]

f [1] � X^{′′} Y^{′′} X^{′′}[1]

X^{′ u′} � s �

Y^{′ v′} � t �

Z^{′ w′} � X^′[1]

s[1] �

Œ ËÏÔÏÒÏÊ s; t ∈ S É u^′ ∘ s^{−1} ∘ f = t^{−1} ∘ g ∘ u. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ t ∘ u^′ ∘ s^{−1} : X^{′′} → Y^{′′} Œ T [S^{−1}]. âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ŒÉÄÅ r^{−1} ∘ u^{′′}, ÇÄÅ u^{′′} : X^{′′} → Y^{′′′}, r : Y^{′′} → Y^{′′′}, r ∈ S. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ t^{−1} ∘ g ∘ u = (rt)^{−1} ∘ (rg) ∘ u, ÐÒÉ ÜÔÏÍ u^{′′} ∘ s = (rt) ∘ u^′ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÏÔËÕÄÁ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (rg) ∘ u = (rt) ∘ t^{−1} ∘ g ∘ u = (rt) ∘ u^′ ∘ s^{−1} ∘ f = u^{′′} ∘ s ∘ s^{−1} ∘ f = u^{′′} ∘ f. ðÏÜÔÏÍÕ, ÚÁÍÅÎÑÑ Y^{′′} ÎÁ Y^{′′′}, g ÎÁ rg, Á t ÎÁ rt, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ u^{′′} : X^{′′} → Y^{′′}, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÏÂÁ ËŒÁÄÒÁÔÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙ. äÏÓÔÒÁÉŒÁÑ ÜÔÏÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÄÏ ÔÏÞÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

X^u � f � Y^v � g � Z^w � X[1]

f [1] � X^{′′ u′′} � Y^{′′ v′′} � Z^{′′ w′′} � X^{′′}[1]

X^{′ u′} � s �

Y^{′ v′} � t �

Z^{w′} � X^′[1]

s[1] �

ðÒÉÍÅÎÑÑ (TR3) Œ T ÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ h : Z → Z^{′′} É q : Z^′ → Z^{′′}, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÁÌÉÓØ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ. œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁ (5) ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ q ∈ S. úÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ s^{−1} ∘ f, t^{−1} ∘ g É q^{−1} ∘ h ÚÁÄÁÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ŒÅÒÈÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Œ ÎÉÖÎÉÊ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T [S^{−1}], ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (TR4). ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÄŒÁ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ Œ T [S^{−1}] ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÏÂÝÅÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ, ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÍÕ Œ T . ðÏÌØÚÕÑÓØ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ïÒÅ É ÔÅÍÉ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ, ÞÔÏ Í Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ (TR1.3), ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÉÍ Œ T ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÏÂÝÅÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ. ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÑÑ (TR4) Œ T ÓÔÒÏÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÄÁÅÔ ÉÓËÏÍÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ T [S^{−1}]. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 30.2. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ Hot(A) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (4) É (5). õÓÌÏŒÉÅ (4) ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÁË ËÁË H^i(s[1]) = H^{i+1}(s). äÌÑ ÕÓÌÏŒÉÑ (5) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f ÉÌÉ g ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ, Á ŒÔÏÒÏÊ | ËÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ h ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÕÓÔØ f = id_X . äÏÓÔÒÏÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË X → Y → Z → X[1] É ÍÏÒÆÉÚÍ g : Y → Y^′ ÄÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÏËÔÁÜÄÒÁ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÎÅÊ ŒÔÏÒÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ŒÔÏÒÏÍÕ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ p : Z → Z^′ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. îÏ ÔÁË ËÁË g ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, W ÁÃÉËÌÉÞÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ p | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ g = id_Y . äÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → X^′ ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → X^′ → X^{′′} → X[1], ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÜÔÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË X^′ → Y^′ → Z^′ → X^′[1] ÄÏÓÔÒÏÉÍ ÄÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÏËÔÁÜÄÒÁ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÔÏÒÁÑ ÓÔÒÏËÁ Œ ÎÅÊ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÅÒŒÏÍÕ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Z → Z^′ Œ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ X^{′′} → Z → Z^′ → X^{′′}[1] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. îÏ ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÁË ËÁË X^{′′} ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ÐÏÓËÏÌØËÕ f : X → X^′ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. □

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÙ.

çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 8 12.11.2008

ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÉ

þÁÓÔØ 31. ôÏÞÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

ðÕÓÔØ T É T^′ | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. áÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : T → T^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ

• ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ` : F ∘ [1] → [1] ∘ F ;

• F ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Œ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X^u→ Y^v→ Z^w→ X[1] Œ T ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË F (X)^{F (u)}→ F (Y )^{F (v)}→ F (Z)^{`X ∘F (w)}→ F (X)[1] ŒÙÄÅÌÅÎ Œ T^′.

âÏÌÅÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÏÞÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÁÒÕ (F; `).

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ (É ŒÓÅ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÉ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍÉ. äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÔÁËÏÊ.

ìÅÍÍÁ 31.1. åÓÌÉ F : A → B | ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÁÂÅÌÅŒÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ, ÔÏ ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : Hot(A) → Hot(B).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÞÌÅÎÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ F Ë ËÏÍÐÌÅËÓÁÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎËÔÏÒ Com(A) → Com(B). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÇÏÍÏÔÏ- ÐÉÞÅÓËÉÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÓÄŒÉÇÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ, É ÚÎÁÞÉÔ ÔÏÞÅÎ. □

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÍÅÖÄÕ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ T É T^′ ÞÅÒÅÚ Fun_{ex}(T ; T^′).

ìÅÍÍÁ 31.2. ðÕÓÔØ F : T → T^′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ G : T^′ → T ÓÏÐÒÑÖÅÎ Ë F , ÔÏ ÏÎ ÔÁËÖÅ ÔÏÞÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÎÁÐÒÉÍÅÒ G ÓÏÐÒÑÖÅÎ Ë F ÓÐÒÁŒÁ. œÎÁÞÁÌÅ ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÐÅÒŒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X ∈ T , Y ∈ T^′. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

Hom(X; G(Y [1])) ∼= Hom(F (X); Y [1]) ∼= Hom(F (X)[−1]; Y ) ∼= ∼= Hom(F (X[−1]); Y ) ∼= Hom(X[−1]; G(Y )) ∼= Hom(X; G(Y )[1])

(ÐÅÒŒÙÊ É ÞÅÔŒÅÒÔÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, ŒÔÏÒÏÊ É ÐÑÔÙÊ ÏÞÅŒÉÄÎÙ, Á ÔÒÅÔÉÊ | ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÅ F ÓÏ ÓÄŒÉÇÏÍ). ðÏ ÌÅÍÍÅ éÏÎÅÄÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ G(Y [1]) ∼= G(Y )[1], ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÊ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ŒÔÏÒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X → Y → Z → X[1] | ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉË Œ T^′. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË G(X) → G(Y ) → G(Z) → G(X)[1], ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÁ G Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G(X[1]) ∼= G(X)[1], ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ. äÏÐÏÌÎÉÍ ÔÁËÖÅ ÍÏÒ- ÆÉÚÍ G(X) → G(Y ) ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ G(X) → G(Y ) → W → G(X)[1]. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ W → G(Z), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

G(X) � id � G(Y ) � id � W � � � � G(X)[1] id � G(X) � G(Y ) � G(Z) � G(X)[1]

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

F (G(X)) � ȷ � F (G(Y )) � ȷ � F (W ) � � � � F (G(X))[1] ȷ � X � Y � Z � X[1]

ÇÄÅ ȷ : F ∘ G → id | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ. ðÏ ÁËÓÉÏÍÅ (TR3) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ F (W ) → Z, ÄÅÌÁÀÝÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍ W → G(Z). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÔÁËÖÅ ÄÅÌÁÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ U ∈ T É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

Hom(U; G(X)) � id � Hom(U; G(Y )) � id � Hom(U; W ) � � Hom(U; G(X)[1]) � id � Hom(U; G(Y )[1]) id � Hom(U; G(X)) � Hom(U; G(Y )) � Hom(U; G(Z)) � Hom(U; G(X)[1]) � Hom(U; G(Y )[1])

åÅ ŒÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÔÏÞÎÁ ÔÁË ËÁË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË G(X) → G(Y ) → W → G(X)[1] ŒÙÄÅÌÅÎ, Á ÎÉÖÎÑÑ ÔÏÞÎÁ ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ÐÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓÔÒÏËÅ

Hom(F (U); X) → Hom(F (U); Y ) → Hom(F (U); Z) → Hom(F (U); X[1]) → Hom(F (U); Y [1]);

ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÉÚ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → Z → X[1]. ðÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÐÑÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÚÁ- ËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ Hom(U; W ) → Hom(U; G(Z)) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÚÎÁÞÉÔ W → G(Z) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. □

þÁÓÔØ 32. ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ

ðÕÓÔØ T | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ðÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ S ⊂ T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÏÄËÁÔÅÇÏ- ÒÉÅÊ, ÅÓÌÉ ÎÁ S ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅÎ.

ìÅÍÍÁ 32.1. ðÕÓÔØ S ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏ ŒÓÑËÉÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÅÍÕ Œ T ÏÂSSÅËÔÙ). ôÏÇÄÁ S ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ ⇐⇒ S ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÓÄŒÉÇÁ É ŒÚÑÔÉÑ ËÏÎÕÓÁ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÎÁ S ÚÁÄÁÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅÎ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ X ∈ S ÉÍÅÅÍ X[1]_S ∼= X[1]_T . ìÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÌÅÖÉÔ Œ S, ÚÎÁÞÉÔ É ÐÒÁŒÁÑ ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ, ÔÁË ÞÔÏ S ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ Œ S. äÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ Œ S ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → Z → X[1]. ôÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÖÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÂÕÄÅÔ ŒÙÄÅÌÅÎ Œ T , ÔÁË ÞÔÏ ËÏÎÕÓ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÏÂSSÅËÔÕ Z, ÌÅÖÁÝÅÍÕ Œ S. úÎÁÞÉÔ S ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÚÑÔÉÑ ËÏÎÕÓÏŒ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ S ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÓÄŒÉÇÁ É ŒÚÑÔÉÑ ËÏÎÕÓÁ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÄŒÉÇ Œ S ËÁË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ S ÓÄŒÉÇÁ Œ T , Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ŒÙÄÅÌÅÎ Œ T . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÁËÓÉÏÍÙ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ (ÄÌÑ (TR1.3) É (TR4) ÎÕÖÎÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ S ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÚÑÔÉÑ ËÏÎÕÓÏŒ, ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÏÌÎÏÔÙ). □

äÁÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÇÏ ÎÏŒÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 32.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ Hot^∗(A), ÇÄÅ ∗ ∈ { +; −; b } | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁ- ÔÅÇÏÒÉÉ Œ Hot(A).

ðÕÓÔØ E ⊂ A | ËÌÁÓÓ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, Á Hot^∗(E) | ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ Hot^∗(A), ÏÂSSÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ËÏÍÐÌÅËÓÙ, ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ Œ E.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 32.3. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ Hot^∗(E) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ Hot^∗(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ ÏÞÅŒÉÄÎÁ, Á ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÕÓÏŒ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÉÚ ÑŒÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ËÏÎÕÓÁ Œ Hot(A). □

äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÔÁËÏÊ. ðÕÓÔØ B ⊂ A | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÁÂÅÌÅŒÁ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ Œ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → A_1 → A_2 → A_3 → 0 ÏÂSSÅËÔÙ A_1 É A_3 ÌÅÖÁÔ Œ B, ÔÏ A_2 ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ Œ B). ðÕÓÔØ Hot^∗_B(A) | ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ Hot^∗(A), ÏÂSSÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ËÏÍÐÌÅËÓÙ, ŒÓÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ Œ B.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 32.4. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ Hot^∗_B(E) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ Hot^∗(E).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ ÏÞÅŒÉÄÎÁ, Á ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÕÓÏŒ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÉÚ ÑŒÎÏÊ ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Œ Hot(A). □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 32.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ Hot_B(E)^∗ ⊂ Hot_B(E) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ Œ Hot(A).

ðÏÚÖÅ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Hot_B(E)^∗ É Hot^∗_B(E) ÞÁÓÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

ðÕÓÔØ T | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á E ⊂ T | ËÁËÏÅ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÅ ÏÂSSÅËÔÏŒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ⟨E⟩ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÕÀ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ Œ T , ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ E. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 32.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ⟨E⟩ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ É ËÏÎÕÓÏŒ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 32.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D^b(A) = ⟨A⟩. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 32.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) D^b(Z−mod) = ⟨Z⟩;

(b) ÅÓÌÉ ËÏÌØÃÏ R ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÔÏ D^b(R−mod) = ⟨Proj(R)⟩; (c) ÅÓÌÉ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ D^b(CohX) = ⟨VB(X)⟩.

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ⟨Proj(A)⟩ ⊂ D^b(A) (ÉÌÉ ⟨VB(X)⟩ ⊂ D^b(CohX) Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ) ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÅ D^{perf} (A) É D^{perf} (X) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

þÁÓÔØ 33. ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ

ðÕÓÔØ S | ËÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ É ÓÏÇÌÁÓÏ- ŒÁÎÎÙÊ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 33.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ (a) ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ Q : T → T [S^{−1}] ÔÏÞÅÎ; (b) ÅÓÌÉ F : T → T^′ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (S) ⊂ Iso, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ F^′ : T [S^{−1}] → T^′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F = F^′ ∘ Q ÔÏÖÅ ÔÏÞÅÎ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ T^′ ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ðÏÌÏÖÉÍ S^′ = T^′ ∩ S. ìÅÍÍÁ 33.2. ðÕÓÔØ ÌÉÂÏ S ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÌÅŒÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ É ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (6) ÅÓÌÉ X ∈ T^′, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ s ∈ S, s : X → Y , ÎÁÊÄÅÔÓÑ s^′ ∈ S, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ s^′s ∈ S^′, ÌÉÂÏ S ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÒÁŒÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ É ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ

(6^′) ÅÓÌÉ X ∈ T^′, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ s ∈ S, s : Y → X, ÎÁÊÄÅÔÓÑ s^′ ∈ S, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ss^′ ∈ S^′, ôÏÇÄÁ ËÌÁÓÓ S^′ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ (ÌÅŒÙÍ ÉÌÉ ÐÒÁŒÙÍ) ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ É ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÏÊ Œ T^′, Á ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T^′[S^{′−1}] ⊂ T [S^{−1}] | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÌÅŒÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ïÒÅ É ÕÓÌÏŒÉÅ (6). îÁÓÙÝÅÎÎÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ S^′ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. ðÕÓÔØ X^t← W^g→ Y | ÐÒÁŒÁÑ S^′-ÄÒÏÂØ Œ T^′. ðÕÓÔØ X^f→ Z^s← Y ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅÊ ÌÅŒÁÑ S-ÄÒÏÂØ Œ T . îÁÊÄÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ s^′ : Z → Z^′ Œ S, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Z^′ ∈ T^′. ôÏÇÄÁ X^{s′ f}→ Z^{′ s′ s}← Y | ÌÅŒÁÑ S^′-ÄÒÏÂØ Œ T^′, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ s^′sg = s^′ft. ôÒÅÔØÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ïÒÅ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. óÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÏÞÅŒÉÄÎÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÔÏÒ T^′[S^{′−1}] → T [S^{−1}], ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ T^′ → T → T [S^{−1}] (ËÏÔÏÒÙÊ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ S^′ Œ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÅÎ ÎÁ ÏÂSSÅËÔÁÈ, Á ÎÁ ÍÏÒ- ÆÉÚÍÁÈ ÕÓÔÒÏÅÎ ÔÁË: ÌÅŒÁÑ S^′-ÄÒÏÂØ s^{−1} ∘ f ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÔÕ ÖÅ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÕÀ ËÁË S-ÄÒÏÂØ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÅŒÙÅ S^′-ÄÒÏÂÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ËÁË S-ÄÒÏÂÉ, É ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ S-ÄÒÏÂØ (Ó ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ Œ T^′) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ S^′-ÄÒÏÂÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ s^{−1}_1 ∘ f_1 ∼_S s^{−1}_2 ∘ f_2, ÇÄÅ s_i ∈ S^′. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ t ∈ S, ÔÁË ÞÔÏ ts_1 = ts_2, tf_1 = tf_2. îÏ ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ (6) ÎÁÊÄÅÔÓÑ t^′ ∈ S, ÔÁË ÞÔÏ t^′t ∈ S^′, ÐÒÉÞÅÍ t^′ts_1 = t^′ts_2, t^′tf_1 = t^′tf_2, ÔÁË ÞÔÏ s^{−1}_1 ∘ f_1 ∼_S′ s^{−1}_2 ∘ f_2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÕÓÔØ s^{−1} ∘ f | ÌÅŒÁÑ S-ÄÒÏÂØ Ó ËÏÎÃÏÍ Œ T^′. îÁÊÄÅÍ s^′ ∈ S, ÔÁË ÞÔÏ s^′s ∈ S^′. ôÏÇÄÁ s^{−1} ∘ f ∼_S (s^′s)^{−1} ∘ (s^′f), Á ÜÔÏ ÌÅŒÁÑ S^′-ÄÒÏÂØ. □ üÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÁÓÓÕ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ B ⊂ A | ÁÂÅÌÅŒÁ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á D^∗_B(A) = Hot^∗_B(A)[Qis^{−1}].

ìÅÍÍÁ 33.3. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ D^∗_B(A) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ D^∗(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hot^∗_B(A) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ Hot^∗(A) (Œ ÓÉÌÕ 32.4). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÕÓÌÏŒÉÅ (6) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ Õ ËÏÍÐÌÅËÓÁ X ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÌÅÖÁÔ Œ B, Á Y ÅÍÕ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÅÎ, ÔÏ Õ Y ÔÏÖÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÌÅÖÁÔ Œ B. □

œÌÏÖÅÎÉÅ B → A ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Hot^∗(B) → Hot^∗(A), ËÏÔÏÒÏÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Hot^∗_B(A).

ìÅÍÍÁ 33.4. ðÕÓÔØ B ⊂ A ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÜÐÉÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ f : A → B, ÇÄÅ A ∈ A, B ∈ B ÎÁÊÄÅÔÓÑ B^′ ⊂ A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ B^′ ∈ B É f_{|B}′ : B^′ → B | ÜÐÉÍÏÆÒÉÚÍ. ôÏÇÄÁ D^−_B (A) ∼= D^−(B) É D^b_B(A) ∼= D^b(B).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hot^∗(B) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ Hot^∗(A) (Œ ÓÉÌÕ 32.4). ðÒÏŒÅÒÉÍ ÐÒÉ ∗ = −; b ÕÓÌÏŒÉÅ (6). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓŒÅÒÈÕ ËÏÍÐÌÅËÓ A^• Ó ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ Œ B, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ÅÍÕ ÐÏÄËÏÍÐÌÅËÓ B ∈ Com(B). âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ B ÐÏÞÌÅÎÎÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓŒÅÒÈÕ. ðÕÓÔØ A^k = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ k ¿ n. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÏÇÄÁ É B^k = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ k ¿ n. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ B^k ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÐÒÉ k � m ÔÁË, ÞÔÏ H^k(B) = H^k(A) ÐÒÉ k � m + 1, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H^m(B) → H^m(A) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ. ðÏÓÔÒÏÉÍ B^{m−1}. ðÕÓÔØ I^m = Im(A^{m−1} → A^m) ⊂ A^m, K^{m−1} = Ker(A^{m−1} → A^m). îÁÊÄÅÍ B^{m−1}_0 ⊂ A^{m−1}, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ B^{m−1}_0 → A^{m−1} → I^m | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ ÎÁ I^m∩B^m = Ker(B^m → A^m=I^m) ⊂ I^m (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÕ Ker(A^{m−1} ⊕ (I^m ∩ B^m) → I^m) → I^m ∩ B^m). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÊÄÅÍ Œ K^{m−1} ÐÏÄÏÂSSÅËÔ B^{m−1}_1 ⊂ K^{m−1}, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ B^{m−1}_1 → H^{m−1}(A) | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÌÏÖÉÍ B^{m−1} = B^{m−1}_0 + B^{m−1}_1 = Im(B^{m−1}_0 ⊕ B^{m−1}_1 → A^{m−1}). ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ H^m(B) = H^m(A), Á ÍÏÒÆÉÚÍ H^{m−1}(B) → H^{m−1}(A) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ B.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÌÉ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (6), ËÏÔÏÒÏÅ ŒÌÅÞÅÔ ÓÔÒÏÇÕÀ ÐÏÌÎÏÔÕ ÆÕÎËÔÏÒÁ ŒÌÏÖÅÎÉÑ D^∗(B) → D^∗(A), ÎÏ É ÐÒÏŒÅÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ ÎÁ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ D^∗_B(A). úÎÁÞÉÔ D^∗(B) ∼= D^∗_B(A). □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 33.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÌÅÍÍÙ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÄÌÑ ŒÌÏÖÅÎÉÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ R−mod ⊂ R−Mod É Coh(X) ⊂ QCoh(X). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ D^−(R−mod) ∼= D^−_{R−mod}(R−Mod) É D^−(Coh(X)) ∼= D^−_{Coh(X)}(QCoh(X)).

þÁÓÔØ 34. ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÉ

ðÕÓÔØ T ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á N ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ôÒÉ- ÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ T =N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÞÎÙÍ ÆÕÎË- ÔÏÒÏÍ Q : T → T =N , ÔÁË ÞÔÏ Q(N ) = 0 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T^′ É ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ F : T → T^′, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ F (N ) = 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÆÕÎËÔÏÒ F^′ : T =N → T^′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F ∼= F^′ ∘ Q.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÑ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ S(N ) | ËÌÁÓÓ ŒÓÅÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ s : X → Y , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÔÒÅÔØÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → Z → X[1] ÌÅÖÉÔ Œ N .

ìÅÍÍÁ 34.1. ëÌÁÓÓ S(N ) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ É ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, Á ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T [S(N )^{−1}] Ó ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ Q : T → T [S(N )^{−1}] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ T =N .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑ ïÒÅ. îÁÞÎÅÍ Ó ÕÓÌÏŒÉÑ (1). ðÕÓÔØ f = gh. äÏÐÏÌÎÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ g É h ÄÏ ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÁËÓÉÏÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ

X^h � Y � g � Z � � X[1]

X^f � Y^′ � � Z^′ �

� X[1]

h[1] � W � W � � Y [1]

Y [1] � Z[1]

åÓÌÉ ÄŒÁ ÉÚ ÔÒÅÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f, g É h ÌÅÖÁÔ Œ S(N ), ÔÏ ÄŒÅ ÉÚ ÔÒÅÈ ŒÅÒÛÉÎ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Z → Z^′ → W → Z[1] ÌÅÖÁÔ Œ N . îÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÒÅÔØÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÌÅÖÉÔ ÔÁÍ ÖÅ, ÔÁË ËÁË N ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÔÒÅÔÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÌÅÖÉÔ Œ S(N ).

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏŒÅÒÉÍ (2). äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ X^t← W^g→ Y | ÐÒÁŒÁÑ S(N )-ÄÒÏÂØ. äÏÐÏÌÎÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ W ( t g ) → X ⊕ Y

ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ W ( t g ) → X ⊕ Y^{(−f;s)}→ Z → W [1]. ôÁË ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÎÕÌÅŒÁÑ | ÉÍÅÅÍ sg = ft, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ s ∈ S(N ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÁËÓÉÏÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ Y → X ⊕ Y → X → Y [1] É X ⊕ Y → Z → W [1]:

Y � X ⊕ Y � � X � � Y [1]

Y^s � Z � � N � � Y [1] � W [1] � W [1] �

t[1] � X[1] ⊕ Y [1]

X[1] ⊕ Y [1] � X[1]

ôÁË ËÁË t ∈ S(N ), ÏÂSSÅËÔ N ÌÅÖÉÔ Œ N , ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ s ∈ S(N ).

ðÒÏŒÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ (3). ðÕÓÔØ fs = 0, s ∈ S(N ), s : X → Y , f : Y → Z. äÏÐÏÌÎÉÍ s ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → N → X[1]. ôÏÇÄÁ N ∈ N . éÚ fs = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ g : N → Z, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Y → N → Z ÒÁŒÎÁ f. äÏÐÏÌÎÉÍ g ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ N → Z → W → N[1]. ôÏÇÄÁ ÍÏÒÆÉÚÍ t : Z → W ÌÅÖÉÔ Œ S(N ), Á ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ tf = 0.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. õÓÌÏŒÉÅ (4) ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ f; g ∈ S(N). äÏÐÏÌÎÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ u^′f = gu : X → Y^′ ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y^′ → W . ðÒÉÍÅÎÑÑ

ÁËÓÉÏÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

X^u � Y^v � g � Z^w �

h_1 � X[1] � X^{gu} � Y^′ � � W � � X[1]

N_1 � N_1 � Y [1] � Z[1]

É

Y^′ � W �

h_2 � X[1]

f [1] �

(u^′ f )[1]�

Y^′[1]

Y^{′ v′} � Z^{′ w′} � � X^′[1]^u

′[1] �

� Y^′[1]

N_2 � N_2 � W [1] � X[2]

åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍÙ g : Y → Y^′ É f : X → X^′ ÌÅÖÁÔ Œ S(N ), ÔÏ N_1; N_2 ∈ N , ÚÎÁÞÉÔ h_1; h_2 ∈ S(N ), ÐÏÜÔÏÍÕ h_2h_1 : Z → Z^′ | ÉÓËÏÍÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T [S(N )^{−1}] Ó ÆÕÎËÔÏÒÏÍ Q : T → T [S(N )^{−1}] ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÉ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Q(N ) = 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ N ∈ N , ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ 0 → N ÌÅÖÉÔ Œ S(N ) (ÔÁË ËÁË ÅÇÏ ËÏÎÕÓ ÒÁŒÅÎ N), ÚÎÁÞÉÔ 0 = Q(0) ∼= Q(N). œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÐÕÓÔØ F : T → T^′ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (N ) = 0. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ s : X → Y , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ s ∈ S(N ) É ÄÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → N → X[1] (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ N ∈ N ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÌÁÓÓÁ S(N )). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÏÌÕÞÉÍ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ (Œ ÓÉÌÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÁ F ) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË F (X) → F (Y ) → F (N) → F (X)[1] Œ T^′. ôÁË ËÁË F (N) = 0, ÍÏÒÆÉÚÍ F (s) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. úÎÁÞÉÔ F (S(N )) ⊂ Iso, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÔÏÒ F ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ F ∼= F^′ ∘ Q, ÐÒÉÞÅÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 34.2. ðÕÓÔØ X → Y → Z → X[1] | ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ Z → X[1] | ÎÕÌÅŒÏÊ, ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ X^{iX}→ X ⊕ Z^{pZ}→ Z^0→ X[1]; (b) ÅÓÌÉ Z = 0, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ X → Y | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 34.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D^∗(A) = Hot^∗(A)= Acycl^∗(A).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 34.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ker Q : T → T =N ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ Ë N ÐÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

ðÏÌÅÚÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÌÅÍÍÕ 33.2.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 34.5. ðÕÓÔØ F : T^′ → T | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, Á N ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ðÏÌÏÖÉÍ N^′ = F^{−1}(N ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F^′ : T^′=N^′ → T =N , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F^′ ∘Q^′ ∼= Q ∘ F . ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ É ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ

(6^{′′}) ÅÓÌÉ X ∈ T^′, N ∈ N ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ N → F (X) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ N → F (N^′) → F (X), ÇÄÅ N^′ ∈ N^′ ÉÌÉ (6^{′′′}) ÅÓÌÉ X ∈ T^′, N ∈ N ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ F (X) → X ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ F (X) → F (N^′) → N, ÇÄÅ N^′ ∈ N^′,

ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ F^′ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

ìÅÍÍÁ 34.6. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Hot^∗(Proj A) → Hot^∗(A) É ÐÒÏÅËÃÉÉ Q : Hot^∗(A) → D^∗(A) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ∗ = −; b. åÓÌÉ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ Œ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÔÏ Hot^−(Proj A) ∼= D^−(A), Hot^−(Proj A)^b ∼= D^b(A).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÆÕÎËÔÏÒ Hot^∗(Inj A) → Hot^∗(A) → D^∗(A) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ∗ = +; b, Á ÅÓÌÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ Œ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÔÏ Hot^+(Inj A) ∼= D^+(A), Hot^+(Inj A)^b ∼= D^b(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Acycl^−(A) ∩ Hot^−(Proj A) = 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ P^• | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓŒÅÒÈÕ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÔÏ ÏÎ ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÎÕÌÀ (É P^• É 0 ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁÍÉ ÎÕÌÑ, Á ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÏÔÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ

ÕÓÌÏŒÉÅ (6^{′′′}) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÓŒÅÒÈÕ ËÏÍÐÌÅËÓÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ Œ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÎÕÌÀ. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓŒÅÒÈÕ ËÏÍÐÌÅËÓ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ, ÚÎÁÞÉÔ ÆÕÎËÔÏÒ Hot^∗(A) → D^∗(A) ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. □

éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ D^{sing}(A) := D^b(A)=D^{perf} (A), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 34.7. ðÕÓÔØ A = k[x]=x^2 −mod. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D^{sing}(A) ∼= k−mod.

çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 9 19.11.2008

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ | ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ

þÁÓÔØ 35. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ

ðÕÓÔØ F : A → B | ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÁÂÅÌÅŒÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÔÁËÖÅ ÞÅÒÅÚ F : Hot(A) → Hot(B). ìÅÍÍÁ 35.1. æÕÎËÔÏÒ F ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ⇐⇒ F ÔÏÞÅÎ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÔÏÞÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ 0 → X^u→ Y^v→ Z → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ. úÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ v ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ËŒÁÚÉÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÁ { X → Y } É Z. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ F (v) ÄÏÌÖÅÎ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÔØ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ { F (X) → F (Y ) } É F (Z), ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → F (X) → F (Y ) → F (Z) → 0 ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÔÏÞÎÁ. □

åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ F : Hot(A) → Hot(B) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ D(F ) : D(A) → D(B), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ (∗) D(F ) ∘ Q_A ∼= Q_B ∘ F: œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÔÏÒ D(F ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍ ÏÔ ÆÕÎËÔÏÒÁ F .

ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ F : A → B ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒ D(F ), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÕ (∗), ÎÅÌØÚÑ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ | ÜÔÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ. ôÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ RF : D(A) → D(B) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍ ÏÔ F , ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ (†) æ_F : Q_B ∘ F → RF ∘ Q_A; ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ:

• ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ G : D(A) → D(B) É ŒÓÑËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Œ : Q_B ∘ F → G ∘ Q_A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Œ^′ : RF → G, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ Q_B ∘ F^{æF} � Œ � � � RF ∘ Q_A

Œ^′�

G ∘ Q_A ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ LF : D(A) → D(B) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍ ÏÔ ÆÕÎËÔÏÒÁ F , ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ (‡) ˘_F : LF ∘ Q_A → Q_B ∘ F; ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ:

• ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ G : D(A) → D(B) É ŒÓÑËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Œ : G ∘ Q_A → Q_B ∘ F ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Œ^′ : G → LF , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ G ∘ Q_{A Œ} � � � Œ^′ �

LF ∘ Q_{A ˘F} � Q_B ∘ F ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F : A → B ÔÏÞÅÎ, ÔÏ D(F ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ É ÐÒÁŒÙÍ É ÌÅŒÙÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÏÔ F ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÙÊ (ÉÌÉ ÌÅŒÙÊ) ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ (ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ).

þÁÓÔØ 36. ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ É ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÏÎÑÔÉÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÆÕÎËÔÏÒÁ. ðÕÓÔØ T É T^′ | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, F : T → T^′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, Á N ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ. åÓÌÉ F (N ) = 0, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ T =N . œ ÏÂÝÅÍ ÖÅ ÓÌÕÞÁÅ, ÔÁËÏÇÏ ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ.

ôÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ RF : T =N → T^′ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æ : F → RF ∘ Q ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÏÊ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ F ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ N , ÅÓÌÉ ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ F → G ∘ Q (ÇÄÅ G : T =N → T^′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ) ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÅÒÅÚ ÍÏÒÆÉÚÍ RF → G. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ LF : T =N → T^′ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ˘ : LF ∘ Q → F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅŒÏÊ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ F ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ N , ÅÓÌÉ ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ G ∘ Q → F (ÇÄÅ G : T =N → T^′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ) ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÅÒÅÚ ÍÏÒÆÉÚÍ G → LF . F^{æF} � Œ � � � � RF ∘ Q

Œ^′�

G ∘ Q

G ∘ Q_Œ � � � � Œ^′ �

LF ∘ Q_{˘F} � F

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ T = Hot(A), N = Acycl(A), T^′ = D(B) ÐÒÁŒÁÑ (ÌÅŒÁÑ) ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ Q_B ∘ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ (ÌÅŒÙÍ) ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÏÐÒÏÓ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ŒÏÐÒÏÓÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, ÉÍÅÅÍ ìÅÍÍÁ 36.1. åÓÌÉ F (N ) = 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ F^′ : T =N → T^′, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ É ÐÒÁŒÏÊ É ÌÅŒÏÊ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ F ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ F (N ) = 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ F^′ : T =N → T^′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F^′ ∘ Q = F . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ æ É ˘ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ F → F^′ ∘ Q É F^′ ∘ Q → F . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÄÁÀÔ ÉÓËÏÍÙÅ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ. □

þÕÔØ ÓÌÏÖÎÅÅ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 36.2. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ N → T ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ T → N . ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÉÊ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : T → T^′ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÕÀ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÀ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÁ.

ìÅÍÍÁ 36.3. ðÕÓÔØ A ⊂ T É B ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ • Hom(B; A) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ A ∈ A, B ∈ B;

• ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ X ∈ T ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË B_X → X → A_X → B_X [1], Œ ËÏÔÏÒÏÍ A_X ∈ A, Á B_X ∈ B.

ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒÙ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ff : A → T É fi : B → T ÉÍÅÀÔ ÌÅŒÙÊ É ÐÒÁŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒÙ ff^∗ : T → A É fi^! : T → B ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌÅÎ É ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ fifi^!X → X → ffff^∗X → fifi^!X[1];

Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØÀ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X; Y ∈ T , Á B_X → X → A_X → B_X [1] É B_Y → Y → A_Y → B_Y [1] | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ B_X → X → Y → A_Y ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ (ÔÁË ËÁË Hom(B_X ; A_Y ) = 0), ÐÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ B_X �

B_f � � � X � f � A_X �

A_f � � � B^X [1]

B_Y � Y � A_Y � B_Y [1] ôÁË ËÁË Hom(B_X ; A_Y [−1]) = 0 ÔÁËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X → A_X , f → A_f , Á ÔÁËÖÅ X → B_X , f → B_f ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ T → A É T → B ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ B_X → X → A_X → B_X [1] ÆÕÎËÔÏÒ Hom(B; −) Ó B ∈ B. ôÁË ËÁË Hom(B; A_X ) = 0, ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hom(fi(B); X) ∼= Hom(B; B_X ). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ X → B_X ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÐÒÁŒÁ Ë fi. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ X → A_X ÓÏÐÒÑÖÅÎ Ë ff ÓÌÅŒÁ. □

åÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ ÌÅÍÍÙ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ A, B ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T É ÐÉÛÕÔ T = ⟨A; B⟩.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ N ⊂ T | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N^⊥ ⊂ T ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ Œ T , ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ŒÓÅÈ X ∈ T , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ Hom_T (N; X) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ N ∈ N . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ^⊥N ⊂ T ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ Œ T , ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ŒÓÅÈ X ∈ T , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ Hom_T (X; N) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ N ∈ N . üÔÉ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÅŒÙÍ É ÐÒÁŒÙÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÏÍ Ë N ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 36.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ N^⊥ É^⊥N | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ.

ìÅÍÍÁ 36.5. åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ N → T ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏ T = ⟨N^⊥; N ⟩ | ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ N → T ÉÍÅÅÔ ÌÅŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏ T = ⟨N ;^⊥N ⟩ | ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÌÅÍÍÙ 36.3 ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ. ðÅÒŒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÁ. äÌÑ ŒÔÏÒÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hom(N; ffff^!X) = Hom(N; ff^!X) ∼= Hom(ffN; X) = Hom(N; X) ÄÌÑ ŒÓÅÈ N ∈ N , ÐÒÉÞÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ffff^!X → X. äÏ- ÐÏÌÎÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ffff^!X → X ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ffff^!X → X → X^′ → ffff^!X[1]:

ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÅÍÕ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(N; −) Ó N ∈ N , ÐÏÌÕÞÁÅÍ Hom(N; X^′) = 0, ÚÎÁÞÉÔ X^′ ∈ N^⊥. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÔÏÖÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ. □

ðÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÆÕÎËÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÊ ÓÐÒÁŒÁ, Á ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÆÕÎËÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ÌÅŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÊ ÓÌÅŒÁ. åÓÌÉ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ É ÓÌÅŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ, ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 36:2. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ N ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ ÓÐÒÁŒÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ T = ⟨N^⊥; N ⟩ | ÐÏÌÕÏÒÔÏ- ÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ N É N^⊥ ÞÅÒÅÚ ff É fi ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ fifi^!X → X → ffff^∗X → fifi^!X[1] ÆÕÎËÔÏÒ Q. ôÁË ËÁË Q(N ) = 0, Á Im fi ⊂ N , ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË 0 → Q(X) → Qffff^∗(X) → 0, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Q ∼= Qffff^∗.

ðÕÓÔØ F : T → T^′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. ðÏÌÏÖÉÍ ~F = F ffff^∗ É ÐÕÓÔØ æ : F → F ffff^∗ | ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎÄÕÃÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÊ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ id → ffff^∗. ðÕÓÔØ Œ : F → GQ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ëÏÍÐÏÎÉÒÕÑ Ó ffff^∗, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ^′ : ~F = F ffff^∗ → GQffff^∗ ∼= GQ, ÐÒÉÞÅÍ Œ ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ Œ^′ = Œ ∘ æ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ Œ^′ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ~F (N ) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ~F ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁ- ÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ T^Q→ T =N^{RF}→ T^′. ôÏÇÄÁ RF | ÉÓËÏÍÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. □

þÁÓÔØ 37. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ É ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 36.2 (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ) ÄÁÅÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ.

ìÅÍÍÁ 37.1. ðÕÓÔØ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ. ôÏÇÄÁ Hot^+(A) = ⟨Hot^+(Inj(A)); Acycl^+(A)⟩ | ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ F : A → B ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D^+(A) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÐÒÁŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ RF .

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÕÓÔØ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ. ôÏÇÄÁ Hot^−(A) = ⟨Acycl^−(A); Hot^−(Proj(A))⟩

| ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ F : A → B ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D^−(A) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÌÅŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ LF .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ I^• | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ ËÏÍÐÌÅËÓ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, Á X^• | ÁÃÉËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍ- ÐÌÅËÓ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ I^• → X^• ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÎÕÌÀ (ÜÔÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÌÉ Œ ÌÅËÃÉÉ 4, ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ). ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ X^• | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÔÏ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ X^• → I^•. åÇÏ ËÏÎÕÓ | ÁÃÉ- ËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ É Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÅÓÔØ ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 36.2 É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÁŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ F . áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔ ŒÔÏÒÕÀ ÞÁÓÔØ ÌÅÍÍÙ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 37.2. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÁŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ RF ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÅ X, ÎÁÄÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ F ÐÏÞÌÅÎÎÏ Ë ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÅÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ: RF (X) = F (I(X)). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, LF (X) = F (P (X)).

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÄÈÏÄ Ó ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ŒÅÓØÍÁ ÓÉÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÎÁ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ.

ëÏÍÐÌÅËÓ X ∈ Hot(A) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ h-ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÌÅÖÉÔ Œ ÐÒÁŒÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅ Ë Acycl(A). áÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÏ, ËÏÍÐÌÅËÓ X ∈ Hot(A) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ h-ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÌÅÖÉÔ Œ ÌÅŒÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅ Ë Acycl(A). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ hInj(A) É hProj(A) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ h-ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ É h-ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ Œ Hot(A) ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

hInj(A) = Acycl(A)^⊥; hProj(A) =^⊥ Acycl(A):

ôÅÏÒÅÍÁ 37.3 (óÐÁÌØÔÅÎÛÔÅÊÎ). (i) ðÕÓÔØ R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. ôÏÇÄÁ

Hot(R−Mod) = ⟨Acycl(R−Mod); hProj(R−Mod)⟩

| ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ R − Mod ÉÍÅÅÔ ÌÅŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ.

(ii) ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á R | ÐÕÞÏË ËÏÌÅÃ ÎÁ X. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R − Mod ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÐÕÞËÏŒ R-ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁ X. ôÏÇÄÁ

Hot(R−Mod) = ⟨hInj(R−Mod); Acycl(R−Mod)⟩

| ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ R − Mod ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ.

åÓÔØ É ÒÁÚÎÙÅ ŒÁÒÉÁÃÉÉ ÎÁ ÜÔÕ ÔÅÍÕ.

þÁÓÔØ 38. óŒÑÚØ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ

ìÅÍÍÁ 38.1. ðÕÓÔØ F : A → B | ÔÏÞÎÙÊ ÓÌÅŒÁ ÆÕÎËÔÏÒ, Á RF : D^+(A) → D^+(B) | ÅÇÏ ÐÒÁŒÙÊ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÙÊ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ R^iF : A → B ÆÏÒÍÕÌÏÊ

R^iF (A) = H^i(RF (A));

ÇÄÅ H^i : D^+(B) → B | ÆÕÎËÔÏÒ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ i-ÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. ôÏÇÄÁ R^iF | ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÔ F . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ F : A → B | ÔÏÞÎÙÊ ÓÐÒÁŒÁ ÆÕÎËÔÏÒ, Á LF : D^−(A) → D^−(B) | ÅÇÏ ÌÅŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ, ÔÏ L_iF (A) = H^{−i}(LF (A));

| ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÔ F .

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÍ ÐÏËÁ ÎÅ ÈŒÁÔÁÅÔ ÔÅÈÎÉËÉ. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ (ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ) ÏÂSSÅËÔÏŒ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁË ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ŒÙÛÅ RF (A) = F (I(A)), ÇÄÅ I(A) | ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ. ôÏÇÄÁ H^i(RF (A)) = H^i(F (I(A))), ÞÔÏ ÒÁŒÎÏ R^iF (A) ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÌÅËÃÉÉ 4. □ þÁÓÔØ 39. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ äÅÌÉÎÑ

äÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÒÑÍÏÇÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎË- ÔÏÒÁ ÐÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÉÈ.

ðÕÓÔØ S | (ÍÁÌÁÑ) ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á F : S → Sets | ÆÕÎËÔÏÒ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ lim_{−→S} F := ⨆ s∈S F (s)={ x_s ∼ F (f)(x_s)_t }_{f ∈HomS (s;t)};

lim_{←−S} F := { (x_s)_{s∈S} ∈ ∏ s∈S F (s) | ∀f ∈ Hom_S (s; t) F (f)(x_s) = x_t }:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 39.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) lim_{−→} É lim_{←−} | ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Fun(S; Sets) Œ Sets; (b) lim_{−→} ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅŒÁ, Á lim_{←−} ÓÐÒÁŒÁ Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ Sets → Fun(S; Sets), X → F (s) := X; (c) Hom(lim_{−→S} F; X) = lim_{←−S} Hom(F (s); X).

åÓÌÉ ÖÅ ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C, ÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ lim_{−→S} F | ÜÔÏ ÏÂSS- ÅËÔ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ X → lim_{−→S} Hom(X; F (s)), Á lim_{←−S} F | ÜÔÏ ÏÂSSÅËÔ, ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ X → lim_{−→S} Hom(F (s); X):

h_{lim−→S F} = lim_{−→S} h_F ; h^{lim←−}S^F = lim_{−→S} h^F :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 39.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A | ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÏ (a) ÆÕÎËÔÏÒÙ lim_{−→}; lim_{←−} : Fun_{add}(S; A) → A ÁÄÄÉÔÉŒÎÙ; (b) Ker f = lim_{←−•→•}f, Coker = lim_{−→•→•}f.

æÕÎËÔÏÒ ˘ : T → S ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÆÉÎÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ s ∈ S

• ÎÁÊÄÅÔÓÑ t ∈ T , ÔÁË ÞÔÏ Hom(s; ˘(t)) ≠ ∅;

• ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ t_1; t_2 ∈ T É f_1 : s → ˘(t_1), f_2 : s → ˘(t_2) ÎÁÊÄÅÔÓÑ t ∈ T É ÍÏÒÆÉÚÍÙ g_1 : t_1 → t, g_2 : t_2 → t, ÔÁË ÞÔÏ ˘(g_1) ∘ f_1 = ˘(g_2) ∘ f_2.

ëÁÔÅÇÏÒÉÑ S ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÉÌØÔÒÏŒÁÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ ´ : S → S × S | ËÏÆÉÎÁÌØÎÙÊ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 39.3. åÓÌÉ ˘ : T → S ËÏÆÉÎÁÌØÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏ (a) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ lim_{−→T} (F ∘ ˘) → lim_{−→S} F | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ; (b) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ lim_{←−S∘} F → lim_{←−T ∘} (F ∘ ˘) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 39.4. åÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ S ÆÉÌØÔÒÏŒÁÎÁÑ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ lim_{−→S} : Fun_{add}(S; A) → A ÔÏÞÅÎ.

ðÕÓÔØ S | ËÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ X ∈ T ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S^X ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ s : X → Z, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ S, Á ÞÅÒÅÚ S_X | ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ s : Z → X, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ S. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 39.5. (a) åÓÌÉ S ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ, ÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ S^X É S^∘_X ÆÉÌØÔÒÏŒÁÎÙ, É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ s : X → Y ÌÅÖÁÝÅÇÏ Œ S ÆÕÎËÔÏÒÙ S^Y → S^X É S^∘_X → S^∘_Y ËÏÆÉÎÁÌØÎÙ. (b) åÓÌÉ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÒÑÍÙÅ ÐÒÅÄÅÌÙ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ X → lim_{−→SX} Z É X → lim_{←−SX} Z ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ S Œ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.

éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ X → lim_{−→SX} h_Z É X → lim_{←−SX} h_Z ÚÁÄÁÀÔ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ C[S^{−1}] Œ Fun(C; Sets).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ðÕÓÔØ S = S(N ) | ËÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ N . ðÕÓÔØ F : T → T^′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÕÀ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÀ RF . ðÕÓÔØ G | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ T =N → T^′, Á Œ : F → G ∘ Q

| ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ðÕÓÔØ s : X → Z | ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ S. ôÏÇÄÁ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

F (X)_{æF (X)} �

Œ(X) � F (s) � RF (Q(X))_{Œ′(X)} �

RF (Q(s)) ∼= � G(Q(X))

G(Q(s)) ∼= � F (Z)^{æF (Z)} �

Œ(Z) � RF (Q(Z))^Œ

′ (Z) �

G(Q(Z))

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Q(s) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ (RF (Q(s)))^{−1} ∘ æ_F (X) ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÍÏÒ- ÆÉÚÍ lim_{−→SX} F (Z) → RF (X), ËÏÔÏÒÙÊ Œ ÓÉÌÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ \ÄÏÌÖÅÎ ÑŒÌÑÔØÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ". ðÒÏŒÏÄÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÅŒÏÊ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (?) RF (X) ∼= lim_{−→SX} F (Z); LF (X) ∼= lim_{←−SX} F (Z):

óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÉÍÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ Z ∈ T ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ h_{F (Z)} : T^{′∘} → Ab. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ rF (X) : T^{′∘} → Ab É lF (X) : T^{′∘} → Ab ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ rF (X) := lim_{−→SX} h_{F (Z)}; lF (X) := lim_{←−SX} h_{F (Z)}

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F (N ) = 0, ÔÏ F ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÓÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ S Œ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÚÎÁÞÉÔ rF (X) ∼= h_{F (X)} ∼= lF (X).

ìÅÍÍÁ 39.6. åÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ X ∈ T ÆÕÎËÔÏÒ rF (X) ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÕÀ ÌÏËÁ- ÌÉÚÁÃÉÀ, ÐÒÉÞÅÍ h_{RF (X)} ∼= rF (X). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ X ∈ T ÆÕÎËÔÏÒ lF (X) ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÍÅÅÔ ÌÅŒÕÀ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÀ, ÐÒÉÞÅÍ h_{LF (X)} ∼= lF (X).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → X^′ Œ T . ðÕÓÔØ S^f | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ X^f � s � X^′

s^′ � Z^{f̃} � Z^′ ÇÄÅ s; s^′ ∈ S. éÍÅÅÍ ÏÞÅŒÉÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ S^f → S^X É S^{X ′} , ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÝÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÒÅÄÅÌÏŒ ff_f : lim_{−→Sf} h_{F (Z)} → lim_{−→SX} h_{F (Z)} = rF (X) É fi_f : lim_{−→Sf} h_{F (Z)} → lim_{−→SX′} h_{F (Z}′_) = rF (X^′)

(ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ ~f : Z → Z^′). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ff_f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ S^f → S^X ËÏÆÉÎÁÌÅÎ (ÜÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ ïÒÅ). ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ fi_f ∘ ff^{−1}_f ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ rF (X) → rF (X^′). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÕÎËÔÏÒ rF : X → rF (X). ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÌÅÖÉÔ Œ ËÌÁÓÓÅ S, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÆÕÎËÔÏÒ S^{X ′} → S^f ,

(s^′ : X^′ → Z^′) →

X^f �

s^′ f � X^′

s^′ � Z^{′ id} � Z^′ ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ S^{X ′} → S^f → S^{X ′} ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÁ, Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ S^f → S^{X ′} → S^f ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ

X^f � s � X^′

s^′ � Z^{f̃} � Z^′ → X^f �

s^′ f � X^′

s^′ � Z^{′ id} � Z^′ ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÆÉÎÁÌØÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ Œ S^f , ÏÔËÕÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÒÆÉÚÍ fi_f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ~F (X) ∈ T^′ | ÏÂSSÅËÔ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ rF (X). éÚ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ rF ÐÏ X É ÌÅÍÍÙ éÏÎÅÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ~F : T → T^′ | ÆÕÎËÔÏÒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÔÁË ËÁË rF ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ S Œ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÚÎÁÞÉÔ ÔÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ~F , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÏÎ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÀ ~F : T =N → T ′.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 39.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ~F ÔÏÞÅÎ.

ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ~F ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÐÒÁŒÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ Hom_T ′ (Y; ~F (X)) = rF (X)(Y ) = lim_{−→SX} h_{F (Z)}(Y ) = lim_{−→SX} Hom_T ′ (Y; F (Z)):

åÓÌÉ Y = F (X), ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ id_{F (X)} ∈ Hom_T ′ (F (X); F (X)) (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍÕ id_X : X → X ÉÚ S^X ) ÚÁÄÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÅÄÅÌÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ æ_F (X) : F (X) → ~F (X). ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏ ÐÏ X, ÐÏÜÔÏÍÕ æ_F | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ F → ~F ∘ Q. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Œ : F → G ∘ Q ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ^′ : ~F → G. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ Y ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÙ Hom_T ′ (Y; ~F (X)) → Hom_T ′ (Y; G(X)), ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ É ÐÏ X É ÐÏ Y . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍ s : X → Z ÉÚ S^X É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f : Y → F (Z). ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÚ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ ÓÔÒÏËÅ

Y^f �F (Z)^{ŒZ} �G(Q(Z)) G(Q(X))

G(Q(s)) � ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ G(Q(s))^{−1} ∘ Œ_Z ∘ f : Y → G(Q(X)). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ Hom_T ′ (Y; ~F (X)) = lim_{−→SX} Hom_T ′ (Y; F (Z)) → Hom_T ′ (Y; G(X)). åÇÏ ÆÕÎËÔÏ- ÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. þÔÏÂÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Œ^′ ∘ æ_F = Œ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ Y = F (X), æ = æ_F (X). óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ Œ^′ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÅÇÏ Œ ËÏÍÐÏ- ÚÉÃÉÀ G(Q(id_X ))^{−1} ∘ Œ_X ∘ id_{F (X)} = Œ_X , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ Œ^′ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÁË ËÁË Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ S^X ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ id_X : X → X, ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ^′ : lim_{−→SX} Hom_T ′ (Y; F (Z)) → Hom_T ′ (Y; G(X)) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Hom_T ′ (Y; F (X)) → Hom_T ′ (Y; G(X)), ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ F (X) → G(X), ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ Œ^′ ∘ æ_F . □

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ìÅÍÍÁ 39.8. ðÕÓÔØ Œ T ÅÓÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ T_0, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ F (N_0) = 0, Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ X ∈ T ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ X → X_0, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ X_0 ∈ T_0, ËÏÎÕÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÉÔ Œ N . ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ. ðÒÉÞÅÍ RF (X) ∼= F (X_0). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ F (N_0) = 0, Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ X ∈ T ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ X_0 → X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ X_0 ∈ T_0, ËÏÎÕÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÉÔ Œ N , ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÍÅÅÔ ÌÅŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ, ÐÒÉÞÅÍ LF (X) ∼= F (X_0).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÆÕÎËÔÏÒ rF (X) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÕÎËÔÏÒÕ rF (X_0). ðÕÓÔØ S_0 = S ∩ T . ôÏÇÄÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ S^{X0}_0 ⊂ S^{X0} ËÏÆÉÎÁÌØÎÁ (ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ!), ÐÏÜÔÏÍÕ rF_0(X_0) = lim_{−→SX00} h_{F (Z)} = lim_{−→SX0} h_{F (Z)} = rF (X_0),

ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÁ rF_0(X_0). îÏ ÔÁË ËÁË F_0(N_0) = 0, ÆÕÎËÔÏÒ rF_0(X_0) ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ F_0(X_0) = F (X_0), ÔÁË ÞÔÏ RF (X) ∼= F (X_0). □

ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÁÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÅÅ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 39.9. ðÕÓÔØ F : A → B | ÔÏÞÎÙÊ ÓÌÅŒÁ (ÓÐÒÁŒÁ) ÆÕÎËÔÏÒ. åÓÌÉ Œ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÔÏ F ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÙÊ (ÌÅŒÙÊ) ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D^+(A) (ÓÏÏÔŒ. D^−(A)), ÐÒÉÞÅÍ RF (X) = F (A(X)) (ÓÏÏÔŒ. LF (X) = F (A(X))), ÇÄÅ A(X) | F -ÁÃÉËÌÉÞÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Acycl^F (A) | F -ÁÃÉËÌÉÞÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ. ðÏÌÏÖÉÍ T_0 = Hot^∗(Acycl^F (A)), ÇÄÅ ∗ = ±. ôÏÇÄÁ ÕÓÌÏŒÉÑ ÌÅÍÍÙ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ (ÔÏ, ÞÔÏ F (N_0) = 0 ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ÌÅËÃÉÉ 5). □ ðÕÓÔØ (T =N )^F ⊂ T =N | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ T =N , ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ŒÓÅÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÔÏÒ rF (X) ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ, Á (T =N )_F ⊂ T =N | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ T =N , ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ŒÓÅÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÔÏÒ lF (X) ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 39.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ (T =N )^F É (T =N )_F Œ T =N | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ.

ïÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ RF (ÓÏÏÔŒ. LF ).

ôÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÎÅÊ, ÐÒÁŒÁÑ É ÌÅŒÁÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ŒÓÅÇÄÁ, ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (?), ÎÏ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÉ lim_{−→}T^′ ÉÌÉ lim_{←−}T^′ ËÁÔÅÇÏ- ÒÉÉ T^′ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ ÉÌÉ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÐÒÅÄÅÌÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ RF É LF | ÜÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ T^′ ⊂ lim_{−→}T^′ É T^′ ⊂ lim_{←−}T^′ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ RF É LF ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 10 26.11.2008

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ | ÓŒÏÊÓÔŒÁ É ÐÒÉÍÅÒÙ

þÁÓÔØ 40.

œ ÌÅËÃÉÉ ÐÒÏ ÔÏÞÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ, Ñ ÚÁÂÙÌ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ T → T^′ | ÜÔÏ ÐÁÒÁ (F; `_F ), ÇÄÅ `_F : F ∘ [1]_T → [1]_T ′ ∘ F | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. íÏÒÆÉÚÍ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Œ : (F; `_F ) → (G; `_G) | ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ F → G, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

F ∘ [1]_T^{Œ∘[1]T} �

`_F � G ∘ [1]_T

`_G � [1]_T ′ ∘ F^{[1]T ′ ∘Œ} � [1]_T ′ ∘ G

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 40.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ | ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎË- ÔÏÒÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 40.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F : T → T^′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, Á G : T^′ → T | ÅÇÏ ÐÒÁŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ (ÏÎ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÅÎ), ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ id_T → G ∘ F É F ∘ G → id_T ′ | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F : T → T^′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ, Á N ⊂ T | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÁŒÙÊ É ÌÅŒÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ RF; LF ÉÚ T =N Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T^′, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

Hom(Y; RF (X)) = lim_{−→(s:X→Z)∈S(N )} Hom(Y; F (Z)); Hom(LF (X); Y ) = lim_{−→(s:Z→X)∈S(N )} Hom(F (Z); Y ):

œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T =N ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ (ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ), ÎÁ ËÏÔÏ- ÒÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ T^′. üÔÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÎÁ ÜÔÕ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ. åÓÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÀÝÉÅ ÔÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ (ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÓÔØ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ N Œ T , ÉÌÉ ÎÁÌÉÞÉÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ T_0 ⊂ T ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 40.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÍÏÒÆÉÚÍÙ æ_F : F → RF ∘ Q É ˘_F : LF ∘ Q → F | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. (b) ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ : F → G ∘ Q | ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ^′ : RF → G | ÔÏÖÅ ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÌÅŒÏÊ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ).

œ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ T = Hot^∗(A), T^′ = D^∗(B), N = Acycl^∗(A), Á ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ A Œ B, ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ.

ðÕÓÔØ F; G : T → T^′ | ÔÏÞÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ, Á Œ : F → G | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ.

ìÅÍÍÁ 40.4. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ RŒ : RF → RG, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÁ

F^Œ �

æ_F � G æ_G � RF ∘ Q^{RŒ} � RG ∘ Q

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. ïÎ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ RŒ(X) = lim_{−→(s:X→Z)∈S(N )}Œ(Z). ðÒÉ ÜÔÏÍ RŒ ∘ R = R(Œ ∘ ).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÌÅŒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ æ_G ∘ Œ : F → RG ∘ Q. ðÏ ÕÎÉŒÒÓÁÌØÎÏÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎË- ÔÏÒÏŒ RŒ Ó ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ RŒ ∘ R = R(Œ ∘ ) ÔÏÖÅ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ŒÓÅ É ÉÚ ÑŒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ É ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÒÅÄÅÌÏŒ. □

ðÕÓÔØ F : S → T | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, Á G : T → S | ÅÇÏ ÌÅŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ (ÔÏÖÅ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÙÊ). ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ M ⊂ S É N ⊂ T | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ RF : S=M → T =N ÐÒÁŒÕÀ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÀ ÆÕÎËÔÏÒÁ Q_T ∘ F , Á ÞÅÒÅÚ LG : T =N → S=M ÌÅŒÕÀ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÀ ÆÕÎËÔÏÒÁ Q_S ∘ G.

ìÅÍÍÁ 40.5. åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ RF ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ Œ X, Á G ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ Œ Y , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

Hom_{S=M}(LGY; X) ∼= Hom_{T =N} (Y; RF X)

ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÊ ÐÏ X É Y . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ RF É LG ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÑŒÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. œ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÀ ÓÔÏÑÔ lim_{−→(W →Y )∈S(N )} Hom_S (G(W ); X) É lim_{−→(X→Z)∈S(M)} Hom_T (Y; F (Z))

ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ

lim_{−→(W →Y )∈S(N ); (X→Z)∈S(M)} Hom_S (G(W ); Z);

ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ S(M)^X × S(N )_Y . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÐÒÏÅËÃÉÉ S(M)^X × S(N )_Y → S(M)^X ; S(N )_Y ËÏÆÉÎÁÌØÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ÉÓÈÏÄÎÙÈ (ÔÁËÖÅ ÎÁÄÏ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ Hom_S (G(W ); X) ∼= Hom_T (Y; F (Z)) ŒŒÉÄÕ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ F É G). □

þÁÓÔØ 41. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ

ðÕÓÔØ T_1^F→ T_2^G→ T^′ | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, Á N_1 ⊂ T_1 É N_2 ⊂ T_2 | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÅ ÔÒÉÁÎ- ÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÁŒÙÅ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ RF : T_1=N_1 → T_2=N_2, RG : T_2=N_2 → T^′ É R(G ∘ F ) : T_1=N_1 → T^′ (ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ). åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ | ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ R(G ∘ F ) ∼= RG ∘ RF . ìÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË.

ðÒÉÍÅÒ 41.1. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÄÌÑ ÌÅŒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ k[x] → k, f(x) → f(0). ðÕÓÔØ F : k−mod → k[x]−mod | ÆÕÎËÔÏÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ, Á G : k[x]−mod → k−mod, M → k ⊗_{k[x]} M | ÆÕÎËÔÏÒ ÉÎÄÕËÃÉÉ (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ k[x]−mod = Coh(A^1), k−mod = Coh(pt), F = i_∗, G = i^∗,

ÇÄÅ i : pt → A^1 | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ LF = F , ÔÁË ËÁË F ÔÏÞÅÎ, Á LG(M) = k^L⊗_{k[x]} M. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ 0 → k[x]^x→ k[x] → k → 0;

ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ LG(LF (V )) ∼= V ⊕ V [1]. ðÒÉ ÜÔÏÍ G(F (V )) = V , ÔÁË ÞÔÏ L(G ∘ F ) = L id = id.

œŒÉÄÕ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÉÍÅÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ, ÇÁÒÁÎÔÒÉÕÀÝÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ËÏÍÐÏ- ÚÉÃÉÉ É ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÏÄÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ.

ðÕÓÔØ F : T → T^′ | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, Á Q : T → T =N | ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ. ïÂSSÅËÔ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÍ ÄÌÑ F , ÅÓÌÉ RF ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ X É ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ æ_F (X) : F (X) → RF (Q(X)) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 41.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÂSSÅËÔÙ, ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ F ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÕÀ ÔÒÉ- ÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ Œ T .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 41.3. ðÕÓÔØ F : A → B | ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÁÂÅÌÅŒÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ, Á E ⊂ A | ËÌÁÓÓ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ É ËÏÑÄÅÒ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ 0 → A_1 → A_2 → A_3 → 0, ÅÓÌÉ A_1 ∈ E, ÔÏ ÔÒÏÊËÁ 0 → F (A_1) → F (A_2) → F (A_3) → 0 ÔÏÞÎÁ. åÓÌÉ Œ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÉÚ E, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ ËÏÍÐÌÅËÓ Ó ÞÌÅÎÁÍÉ Œ E ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎ ÄÌÑ F Œ Hot^+(A), Á ÆÕÎËÔÏÒ RF ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ D^+(A).

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ F ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ X ∈ T ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÊ ÄÌÑ F ÏÂSSÅËÔ X_0 ∈ T É ÍÏÒÆÉÚÍ s : X → X_0, ÌÅÖÁÝÉÊ Œ S(N ) (Œ ÓÌÕÞÁÅ ÌÅŒÏÊ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÍÚ X_0 → X).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 41.4. ðÕÓÔØ T (F ) ⊂ T | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ŒÓÅÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ F . ôÏÇÄÁ F (T (F ) ∩ N ) = 0. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ F ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÔÏ RF ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ É RF (X) ∼= F (X_0), ÇÄÅ X_0 ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÊ ÄÌÑ F ÏÂSSÅËÔ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ s : X → X_0 Œ S(N ).

ìÅÍÍÁ 41.5. ðÕÓÔØ T_1^F→ T_2^G→ T^′ | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, Á N_1 ⊂ T_1 É N_2 ⊂ T_2 | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ðÕÓÔØ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T_1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ F ÏÂSSÅËÔÏŒ X, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÏÂSSÅËÔ F (X) Œ T_2 ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎ ÄÌÑ G. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÜÔÉ ÏÂSSÅËÔÙ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÙ ÄÌÑ G ∘ F , ÆÕÎËÔÏÒ RF ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ŒÓÀÄÕ, ÆÕÎËÔÏÒ RG ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ Im RF É R(G ∘ F ) ∼= RG ∘ RF .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË Œ T_1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ F ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÔÏ RF ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ŒÓÀÄÕ. ôÁË ËÁË ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ X Œ T_1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ s : X → X_1, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ s ∈ S(N_1), X_1 ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎ ÄÌÑ F , Á F (X_1) ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎ ÄÌÑ G, ÔÏ RF (X) ∼= RF (X_1) ∼= F (X_1), Á RG ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ RF (X_1) ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ. úÎÁÞÉÔ RG ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ Im RF .

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ T_0 ⊂ T_1 | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ F ÏÂSSÅËÔÏŒ X_0, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ F (X_0) ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎ ÄÌÑ G. üÔÁ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ (ÔÁË ËÁË ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅ- ÎÉÅÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ). œ ÓÉÌÕ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ F (T_0 ∩ N_1) = 0, ÚÎÁÞÉÔ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ G(F (T_0 ∩ N_1)) = 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ X ∈ T_1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒ- ÆÉÚÍ s : X → X_0 Œ S(N_1), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ X_0 ∈ T_0. úÎÁÞÉÔ R(G ∘ F ) ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ É R(G ∘ F )(X) = G(F (X_0)). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X ∈ T_0 ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ X_0 = X, ÔÁË ÞÔÏ R(G ∘ F )(X) = G(F (X)). □

þÁÓÔØ 42. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÙ

ðÕÓÔØ X^{•;•} | ÂÉËÏÍÐÌÅËÓ ÎÁÄ A, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ ÎÁÄ A Ó ÄŒÕÍÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ d_I : X^{m;n} → X^{m+1;n} É d_{II} : X^{m;n} → X^{m;n+1}, ÔÁËÉÍÉ ÞÔÏ d^2_I = 0; d^2_{II} = 0; É d_I ∘ d_{II} = d_{II} ∘ d_I :

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅŒÕ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Com^2(A).

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÓŒÅÒÔËÉ tot_⊕; tot_ß : Com^2(A) → Com(A) ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ tot_⊕(X^{•;•}; d_I ; d_{II} ) = (⊕_{m+n=k}X^{m;n}; d^k_{|X m;n} = d^{m;n}_I + (−1)^md^{m;n}_{II} ); tot_ß(X^{•;•}; d_I ; d_{II} ) = ( ∏ m+n=k X

m;n; d^k_{m;n} = d^{m−1;n}_I + (−1)^md^{m;n−1}_{II} ):

þÔÏÂÙ ÐÅÒŒÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÂÙÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÏÌÖÎÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ, Á ÞÔÏÂÙ ŒÔÏÒÏÊ ÂÙÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÜÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ ŒÓÅÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÌÅÎÏŒ (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÉÈ ÐÒÏÓÔÏ tot).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 42.1. ðÕÓÔØ f : X^• → Y^• | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. ðÏÌÏÖÉÍ Z^{−1;n} = X^n, Z^{0;n} = Y^n, Z^{m;n} = 0 ÐÒÉ m ≠ −1; 0, d^{−1;n}_{II} = d^n_X , d^{0;n}_I = d^n_Y , Á d^{−1;n}_{II} = f^n. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ tot(Z^{•;•}) = C(f).

îÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÓÄŒÉÇÁ | ÐÏ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ É ÐÏ ŒÔÏÒÏÊ (ÍÅÎÑÀÝÉÅ ÚÎÁË ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ [1]_I É [1]_{II} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ [1]_I ∘ [1]_{II} = [1]_{II} ∘ [1]_I .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 42.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ `_I : tot_∗ ∘ [1]_I → [1] ∘ tot_∗ É `_I : tot_∗ ∘ [1]_I → [1] ∘ tot_∗, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

tot_∗ ∘ [1]_I ∘ [1]_{II}^{`I} �

`_{II} � [1] ∘ tot_∗ ∘ [1]_{II}

`_{II} � [1] ∘ tot_∗ ∘ [1]_I^{`I} � [2] ∘ tot_∗

ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ (∗ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ⊕ ÌÉÂÏ ß).

âÉÆÕÎËÔÏÒ F : T_1 × T_2 → T ÍÅÖÄÕ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ

• ÚÁÄÁÎÙ ÉÚÏÍÏÒÆÚÍÙ `_1 : F ∘ [1]_{T1} → [1]_T ∘ F É `_2 : F ∘ [1]_{T2} → [1]_T ∘ F , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

F ∘ [1]_{T1} ∘ [1]_{T2}^{`1} �

`_2 � [1] ∘ F ∘ [1]_{T2}

`_2 � [1] ∘ F ∘ [1]_{T1}^{`1} � [2] ∘ F ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ;

• ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X_1 → X_2 → X_3 → X_1[1]_{T1} Œ T_1 É ÌÀÂÏÇÏ Y ∈ T_2 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË F (X_1; Y ) → F (X_2; Y ) → F (X_3; Y ) → F (X_1; Y )[1]_T ŒÙÄÅÌÅÎ Œ T ;

• ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Y_1 → Y_2 → Y_3 → Y_1[1]_{T2} Œ T_2 É ÌÀÂÏÇÏ X ∈ T_1 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË F (X; Y_1) → F (X; Y_2) → F (X; Y_3) → F (X; Y_1)[1]_T ŒÙÄÅÌÅÎ Œ T .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 42.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÇÏ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÁ F : A_1 × A_2 → A ÂÉÆÕÎËÔÏÒ F_∗ : Hot^∗(A_1) × Hot^∗(A_2) → Hot^∗(A), ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(X^•; Y^•) → tot_∗(F (X^•; Y^•))

ÔÏÞÅÎ.

ðÕÓÔØ F : T_1 × T_2 → T | ÂÉÆÕÎËÔÏÒ, Á N_1 ⊂ T_1, N_2 ⊂ T_2 | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ. âÉÆÕÎËÔÏÒ RF : (T_1=N_1)×(T_2=N_2) → T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÏÊ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÁ F , ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍ ÂÉÆÕÎËÔÏ- ÒÏŒ æ : F → RF ∘ Q, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÁ G : (T_1=N_1) × (T_2=N_2) → T É ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÏŒ Œ : F → G ∘ Q ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÂÉÆÕÎËÔÏÒÏŒ Œ^′ : RF → G, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Œ^′ ∘ æ = Œ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 42.4. ðÒÅÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ T_1 = (I_1; N_1), Á ÆÕÎËÔÏÒ F ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ I_1 × N_2 Œ ÎÏÌØ. ôÏÇÄÁ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ RF É RF (X; Y ) = F (X_I ; Y ), ÇÄÅ X_I | ÐÒÏÅËÃÉÑ X ÎÁ I.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 42.5. ðÒÅÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ T_{01} ⊂ T_1 É T_{02} ⊂ T_2 ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÅÓÌÉ N_{0i} = T_{0i} ∩ N_i, ÔÏ F (N_{01} × T_{02}) = 0 É F (T_{01} × N_{02}) = 0, É ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ X ∈ T_1, Y ∈ T_2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ s : X → X_0, t : Y → Y_0, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ S(N_1) É S(N_2) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÁŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ RF , ÐÒÉÞÅÍ RF (X; Y ) = F (X_0; Y_0).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 42.6. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÍ ÆÕÎËÔÏÒÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÂÉÆÕÎËÔÏ- ÒÏŒ.

þÁÓÔØ 43. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ

ðÕÓÔØ X | ÓÈÅÍÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ÅÓÌÉ U ⊂ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, j : U → X | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, Á F | ËŒÁÚÉËÏÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ U, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ, ÔÏ j_∗F | ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ Œ QCoh(X); (b) ÅÓÌÉ X ËŒÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÁ (ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ), ÔÏ Œ QCoh(X) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÙÊ ÓÐÒÁŒÁ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ QCoh(X) ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÎÁ D^+(QCoh(X)).

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X ËŒÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÁ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ` ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎË- ÔÏÒ R` ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D^+(QCoh(X)), áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ËŒÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÓÈÅÍÙ X, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÁŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ Rf_∗ : D^+(QCoh(X)) → D^+(QCoh(Y )).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËŒÁÚÉÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ËŒÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÁ.

ó ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ QCoh(X) ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÁÑ | ÉÈ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ ÎÅÔ ŒÏÏÂÝÅ (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅ | ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ). ïÄÎÁËÏ, ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÌÅŒÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÏÔ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ É ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÌÁÓÓ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÎÁ X ÞÅÒÅÚ LF(X).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43.3. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ LF(Y ) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 41.3 ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ f^∗ : QCoh(Y ) → QCoh(X). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÎÁ Y ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÅŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ Lf^∗ : D^−(QCoh(Y )) → D^−(QCoh(X))). õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ËŒÁÚÉÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÓÈÅÍÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄ- ÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43.5. ðÕÓÔØ T_1 = T_2 = Hot^−(QCoh(X)), N_1 = N_2 = Acycl^−(QCoh(X)), T = D^−(QCoh(X)), Á F (F^•; G^•) = Q(tot_⊕(F^• ⊗ G^•)). ðÕÓÔØ ÎÁ X ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ T_{01} = Hot^−(LF(X)), T_{02} = T_2, ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 42.5 (ÄÌÑ ÌÅŒÙÈ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÊ) ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÅŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ^L⊗ : D^−(QCoh(X)) × D^−(QCoh(X)) → D^−(QCoh(X)). õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43.6. ðÕÓÔØ T_1 = Hot^−(QCoh(X)), T_2 = Hot^+(QCoh(X)), N_{1;2} = Acycl^∓(QCoh(X)), T = D^+(QCoh(X)), Á F (F^•; G^•) = Q(tot_ß(Hom(F^•; G^•))).

(a) ðÕÓÔØ ÎÁ X ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ T_{01} = Hot^−(LF(X)), T_{02} = T_2, ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 42.5 ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÁŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ R Hom : D^−(QCoh(X))^∘ × D^+(QCoh(X)) → D^+(QCoh(X)).

(b) ðÕÓÔØ X ËŒÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ T_{01} = T_1, T_{02} = Hot^+(Inj(QCoh(X))), ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÕÐÒÁÖÎÅ- ÎÉÑ 42.5 ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ É ÆÕÎËÔÏÒ R Hom : D^−(QCoh(X))^∘ × D^+(QCoh(X)) → D^+(QCoh(X)) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43.7. ðÕÓÔØ T_1 = Hot^−(QCoh(X)), T_2 = Hot^+(QCoh(X)), N_{1;2} = Acycl^∓(QCoh(X)), T = D^+(Ab), Á F (F^•; G^•) = Q(tot_ß(Hom(F^•; G^•))). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÈÅÍÁ X ËŒÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÁ, Á T_{01} = T_1, T_{02} = Hot^+(Inj(QCoh(X))), ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 42.5 ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÁŒÙÊ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ R Hom : D^−(QCoh(X))^∘ × D^+(QCoh(X)) → D^+(Ab).

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÔ ŒÓÅÈ ŒÙÛÅÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÎÁ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÔÉÐÁ ÔÅÏÒÅÍÙ óÐÁÌØÔÅÎÛÔÅÊÎÁ. íÅÖÄÕ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ŒÙÛÅ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÏÓÔÉ.

ìÅÍÍÁ 43.8. æÕÎËÔÏÒ Lf^∗ ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅŒÁ Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ Rf_∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ f^∗ É f_∗. □

ìÅÍÍÁ 43.9. æÕÎËÔÏÒ −^L⊗ F ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅŒÁ Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ R Hom(F; −).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ − ⊗ F É Hom(F; −). □

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43.10. ðÕÓÔØ f : X → Y É g : Y → Z | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÈÅÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) L(g ∘ f)^∗ ∼= Lf^∗ ∘ Lg^∗; (b) R(g ∘ f)_∗ ∼= Rg_∗ ∘ Rf_∗; (c) R`(X; −) ∼= R`(Y; −) ∘ Rf_∗.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43.11. ðÕÓÔØ X | ÓÈÅÍÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) R`(X; R Hom(F; G)) ∼= R Hom(F; G); (b) (F^L⊗ G)^L⊗ H ∼= F^L⊗ (G^L⊗ H); (c) F^L⊗ G ∼= G^L⊗ F.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43.12. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Lf^∗(F^L⊗ G) ∼= (Lf^∗F)^L⊗ (Lf^∗G). ìÅÍÍÁ 43.13. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ. ôÏÇÄÁ (a) Rf_∗R Hom(Lf^∗F; G) ∼= R Hom(F; Rf_∗G); (b) (ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÒÏÅËÃÉÉ) Rf_∗(Lf^∗F^L⊗ G) ∼= F^L⊗ Rf_∗G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ŒÎÁÞÁÌÅ (a). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

Hom(H; Rf_∗R Hom(Lf^∗F; G)) ∼= Hom(Lf^∗H; R Hom(Lf^∗F; G)) ∼= Hom(Lf^∗H^L⊗ Lf^∗F; G) ∼= ∼= Hom(Lf^∗(H^L⊗ F); G) ∼= Hom(H^L⊗ F; Rf_∗G) ∼= Hom(H; R Hom(F; Rf_∗G)):

úÎÁÞÉÔ ÎÁÛÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏŒÅÒÉÍ (b). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

Hom(F^L⊗ Rf_∗G; Rf_∗(Lf^∗F^L⊗ G)) ∼= Hom(Lf^∗(F^L⊗ Rf_∗G); Lf^∗F^L⊗ G) ∼= Hom(Lf^∗F^L⊗ Lf^∗Rf_∗G; Lf^∗F^L⊗ G):

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ Lf^∗Rf_∗G → G ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ F^L⊗Rf_∗G → Rf_∗(Lf^∗F^L⊗G). ìÅÇËÏ ŒÉ- ÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ F | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓŒÅÒÈÕ ËÏÍÐÌÅËÓ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ, Á G | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ ËÏÍÐÌÅËÓ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ. üÔÏ ÄÁÅÔ ÉÓËÏÍÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ D^−(QCoh(Y )) × D^+(QCoh(X)) Œ ÓÉÌÕ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÏÅËÃÉÉ | f_∗(f^∗F ⊗ G) ∼= F ⊗ f_∗G, ÄÌÑ ÌÏ- ËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ F. íÏÖÎÏ ÄÁÌÅÅ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁ ŒÓÅÊ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43.14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R Hom(G; H^L⊗ F) ∼= R Hom(G; H)^L⊗ F ∼= R Hom(G^L⊗ F^∨; H), ÄÌÑ ŒÓÅÈ F ∈ D^{perf} (X), ÇÄÅ F^∨ = R Hom(F; O_X ).

çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 11 03.12.2008

ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ É t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ

þÁÓÔØ 44. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ

äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÏÂSSÅËÔÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÒÅÄËÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÑŒÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÉÌÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ. ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ \ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ" ÜÔÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÎÁ \ÆÁËÔÏÒÁÈ" ÜÔÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ. ðÒÁŒÄÁ ÏÂÙÞÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ Œ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ ŒŒÉÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÁ.

ìÅÍÍÁ 44.1. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T . åÓÌÉ f | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ f | ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ, Á ÅÓÌÉ f | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ f | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÎÑÔÉÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ, ÔÁË ËÁË ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ËÁÔÅ- ÇÏÒÉÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ. ðÕÓÔØ f | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ. úÎÁÞÉÔ ÆÕÎËÔÏÒ Z → Ker(Hom(Z; X) → Hom(Z; Y )) ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅËÔÏÍ 0. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Z ÍÏÒÆÉÚÍ Hom(Z; X) → Hom(Z; Y ) | ŒÌÏÖÅÎÉÅ. äÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Z → X → Y → Z[1]. ôÁË ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Z → X → Y ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Z → X ÔÏÖÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. úÎÁÞÉÔ f | ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ. óÌÕÞÁÊ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. □

æÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ ÎÁ ÏÂSSÅËÔÅ X ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ : : : � F p+1X � � F^pX � � F^{p−1}X � � : : :

: : : X X X : : :

æÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ p ≫ 0 ÍÏÒÆÉÚÍ F^pX → X | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, Á ÐÒÉ p ≪ 0 F^pX = 0. ëÏÎÕÓÙ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ F^{p+1}X → F^pX ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÁÍÉ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ: gr^p_F X = C(F^{p+1}X → F^pX):

ïÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ (ÎÅËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

åÓÔØ ÄŒÁ ŒÁÖÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ X^• Œ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Hot(A). çÌÕÐÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ ÎÁ X^• ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ F^pX = œ_{�p}X, ÇÄÅ

(œ_{�p}X)^k = { X^k; ÅÓÌÉ k � p 0; ÅÓÌÉ k ¡ p ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ ÎÁ X^• ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ F^pX = ø_{�−p}X, ÇÄÅ

(ø_{�−p}X)^k =

X^k; ÅÓÌÉ k ¡ −p Ker d^p_X ; ÅÓÌÉ k = p 0; ÅÓÌÉ k ¡ p õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 44.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ gr^p_œ X ∼= X^p, gr^p_ø X ∼= H^p(X).

ïÂÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙ Œ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ | ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → Y ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ œ_{�p}f : œ_{�p}X → œ_{�p}Y É ø_{�−p}f : ø_{�−p}X → ø_{�−p}Y , ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÍÏÒÆÉÚ- ÍÁÍÉ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ. ïÄÎÁËÏ, ÐÒÉ ÐÏÐÙÔËÅ ÏÐÕÓÔÉÔØ ÜÔÉ ÆÉÌÔÒÁÃÉÉ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÌÕÐÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÎÅ ÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ÔÁË ËÁË Õ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁÚÎÙÅ ÞÌÅÎÙ.

ìÅÍÍÁ 44.3. åÓÌÉ s : X → Y ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ø_{�−p}s : ø_{�−p}X → ø_{�−p}Y | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ ø_{�−p}X^{ø⩽−ps} � � ø_{�−p}Y � X^s � Y ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ

H^k(ø_{�−p}X)^H

k (ø_{⩽−p}s) �

� H^k(ø_{�−p}Y ) � H^k(X)^H

k (s) �

H^k(Y ) åÓÌÉ k � −p, ÔÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. îÉÖÎÑÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. úÎÁÞÉÔ É ŒÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉ k ¿ −p ÉÍÅÅÍ H^k(ø_{�−p}X) = H^k(ø_{�−p}Y ) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. úÎÁÞÉÔ ø_{�−p}s | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. □

óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÆÕÎËÔÏÒÙ ø_{�−p} ÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ. úÎÁÞÉÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ X Œ D(A) ÉÍÅÅÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÀ ø_{�−p}X, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ gr^p_ø X ∼= H^p(X), ÐÒÉÞÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÕÀ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 44.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÖÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ø_{�q} : D(A) → D(A) É ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏ- ÒÏŒ ø_{�q} → id → ø_{�g+1} → [1] ∘ ø_{�q} , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ X ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ø_{�q} X → X → ø_{�q+1}X → (ø_{�q} X)[1] ŒÙÄÅÌÅÎ.

þÁÓÔØ 45. óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ

óŒÏÊÓÔŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÏÂÒÅÚÁÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÀÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅÍ t- ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T | ÜÔÏ ÐÁÒÁ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÈ (ÎÏ ÎÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ!) ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÊ (T^{�0}; T^{�0}), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ T^{�t} := T^{�0}[−t]; T^{�t} := T^{�0}[−t]:

ôÏÇÄÁ

(1) T^{�−1} ⊂ T^{�0}, T^{�1} ⊂ T^{�0}; (2) Hom(T^{�0}; T^{�1}) = 0;

(3) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ X ∈ T ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË X_{�0} → X → X_{�1} → X_{�0}[1], ÔÁËÏÊ ÞÔÏ X_{�0} ∈ T^{�0}, Á X_{�1} ∈ T^{�1}.

t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ (T^{�0}; T^{�0}) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ

⋂_∞

t=−∞ T

�t =

⋂_∞

t=−∞ T

�t = 0.

åÓÌÉ T = D(A) | ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÎÁ ÎÅÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ. ìÅÍÍÁ 45.1. ðÏÌÏÖÉÍ

D^{�0}(A) := { X ∈ D(A) | H^p(X) = 0∀p ¿ 0 }; D^{�0}(A) := { X ∈ D(A) | H^p(X) = 0∀p ¡ 0 }: ôÏÇÄÁ (D^{�0}(A); D^{�0}(A)) | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óŒÏÊÓÔŒÏ (1) ÏÞÅŒÉÄÎÏ, Á ÓŒÏÊÓÔŒÏ (3) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏ (2). ðÕÓÔØ X ∈ D^{�0}(A), Y ∈ D^{�1}(A). íÅÎÑÑ X ÎÁ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ÅÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓ ø_{�0}X ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÞÌÅÎÙ ËÏÍÐÌÅËÓÁ X ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ Œ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Hom(X; Y ) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÌÅŒÙÈ ÄÒÏÂÅÊ X^f→ Z^s← Y , ÇÄÅ s | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÁË ËÁË Y ∈ D^{�1}(A), ÔÏ É Z ∈ D^{�1}(A), ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍ Z → ø_{�1}Z | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÁÑ ÔÁËÁÑ ÄÒÏÂØ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÁ ÄÒÏÂÉ X → ø_{�1}Z ← Y . îÏ Õ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ø_{�1}Z ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ Œ ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, Á Õ ËÏÍÐÌÅËÓÁ X | ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ Œ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

Hom(X; ø_{�1}Z) = 0. úÎÁÞÉÔ ŒÓÑËÁÑ ÄÒÏÂØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÕÌÀ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÅÒÅÄ ÎÁÍÉ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. åÅ ÎÅ- ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ | ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, Á ÏÎÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. □

ìÅÍÍÁ 45.2. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ X; Y ∈ A ÉÍÅÅÍ

Hom_{D(A)}(X; Y [t]) ∼= { 0; ÅÓÌÉ t ¡ 0 Ext^t_I (X; Y ); ÅÓÌÉ t � 0

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÕÎËÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ A → D(A) | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÊ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔØ A É ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ D^0(A) := D^{�0}(A) ∩ D^{�0}(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ t ¡ 0, ÔÏ ÚÁÎÕÌÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ. ðÕÓÔØ t ¿ 0. úÁÍÅÎÑÑ Œ ÌÅŒÏÊ ÄÒÏÂÉ X^f→ Z^s← Y [t], ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X → Y [t] ÏÂSSÅËÔ Z ÎÁ ø_{�−t}Z, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ Z ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ Œ ÓÔÅÐÅÎÑÈ � −t. ëÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ s | ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ 0 → Y → Z^{−t} → Z^{1−t} → : : : . ôÁË ËÁË s | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÎ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÒÆÉÚÍ Y → Z^{−t} | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, Á ËÏÍÐÌÅËÓ 0 → Y → Z^{−t} → · · · → Z^{−1} → Ker d^0_Z → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÚÁÄÁÀÝÁÑ ËÌÁÓÓ ffl_s ∈ Ext^t_I (Ker d^0_Z ; Y ). íÏÒÆÉÚÍ f : X → Z ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ X → Ker d^0_Z , ËÏÍÐÏÎÉÒÕÑ ËÏÔÏÒÙÊ Ó ffl_s ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÌÁÓÓ ffl_s ∘ f ∈ Ext^t_I (X; Y ).

ïÂÒÁÔÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ 0 → Y → Z^{−t} → · · · → Z^{−1} → X → 0. ðÏÌÏÖÉÍ Z^0 = X, ÔÏÇÄÁ Z^• | ËÏÍÐÌÅËÓ, ŒÌÏÖÅÎÉÅ Y → Z^{−t} ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ s : Y [t] → Z, Á ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ X → Z^0 | ÍÏÒÆÉÚÍ X → Z. œ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ X^f→ Z^s← Y [t].

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ Hom_{D(A)}(X; Y [t]) É Ext^t_I (X; Y ). œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ t : Z → V | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ- ÎÙÈ Œ ÓÔÅÐÅÎÑÈ � −t. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÄÁÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ ÌÅŒÙÈ ÄÒÏÂÅÊ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ŒÚÁÉÍÎÕÀ ÏÂÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÍÐÏÚÉ- ÃÉÊ ÏÞÅŒÉÄÎÁ | ÅÓÌÉ ÍÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏ ÎÅÍÕ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÏ ÎÅÊ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ | ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏ ÖÅ, Ó ÞÅÇÏ É ÎÁÞÁÌÉ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÌÅŒÏÊ ÄÒÏÂÉ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏ ÎÅÊ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, Á ÚÁÔÅÍ ÌÅŒÕÀ ÄÒÏÂØ, ÔÏ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÏÍÐÌÅËÓ Z ÚÁÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÒÆÎÙÊ ÅÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓ Z^′, ÐÒÉÞÅÍ ÍÏÒ- ÆÉÚÍÙ s : Y [t] → Z É f : X → Z ÐÒÏÐÕÓÔÑÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Z^′. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÌÅŒÁÑ ÄÒÏÂØ ÂÕÄÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ.

ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅÃ, t = 0. œÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X → Y ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÌÅŒÏÊ ÄÒÏÂÉ X^f→ Z^s← Y , ÇÄÅ ËÏÍÐÌÅËÓ Z ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ Œ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ. ëÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ s | ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ 0 → Y → Z^0 → Z^1 → : : : . ôÁË ËÁË s | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÎ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Hom(X; Y ) → Hom(X; Z^0) → Hom(X; Z^1) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅŒÁ. îÏ ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ X Œ C(s) É Œ C(s)[−1] ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÎÕÌÀ! éÚ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ Œ Hot(A) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ C(s)[−1] → Y → Z → C(s) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hom(X; Y ) ∼= Hom(X; Z). üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÔÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ A → D(A) ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ D^0(A) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂÒÁÚ A ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÌÅÖÉÔ Œ D^0(A). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ X ∈ D^0(A), ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ X → ø_{�0}X É ø_{�0}ø_{�0}X | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, Á ø_{�0}ø_{�0}X | ËÏÍÐÌÅËÓ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ Œ ÓÔÅÐÅÎÉ 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÅÖÁÝÉÊ Œ ÏÂÒÁÚÅ ÆÕÎËÔÏÒÁ. úÎÁÞÉÔ ŒÓÑËÉÊ ÏÂSSÅËÔ Œ D^0(A) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÏÂSSÅËÔÕ Œ A. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 45.3. ðÕÓÔØ X; Y ∈ A. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ E^i(X; Y ) = Hom_{D(A)}(X; Y [i]) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ffi- ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÏ ÏÂÏÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ Œ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÔÏ ÏÎ ÓÔÉÒÁÀÝÉÊ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, Á ÅÓÌÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ, ÔÏ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ É ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ŒÁÒÉÁÎÔÁÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. œÓÅ ÏÎÉ ÔÏÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ.

ðÕÓÔØ (T^{�0}; T^{�0}) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ T^{[a;b]} := T^{�a} ∩ T^{�b}. t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ T = ⋃ a�b T^{[a;b]}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 45.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ D^∗(A) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ⇐⇒ ∗ = b.

þÁÓÔØ 46. óŒÏÊÓÔŒÁ t-ÓÔÒÕËÔÕÒ

ëÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÐÏÎÑÔÉÅ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÅ ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. ïÔÌÉÞÉÅ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ Œ ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÈ ÓÄŒÉÇÏŒ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ.

ìÅÍÍÁ 46.1. åÓÌÉ (T^{�0}; T^{�0}) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÆÕÎË- ÔÏÒÙ ø_{�t} : T → T^{�t}, ø_{�t} : T → T^{�t}, É ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ø_{�t} → id → ø_{�t+1} → [1] ∘ ø_{�t}, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ X ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ø_{�t}X → X → ø_{�t+1}X → (ø_{�t}X)[1] ŒÙÄÅÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÓÌÕÞÁÊ t = 0. äÌÑ ŒÓÑËÉÈ X; Y ∈ T ÐÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ (3) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ X_{�0} → X → X_{�1} → X_{�0}[1] É Y_{�0} → Y → Y_{�1} → Y_{�0}[1] Œ ËÏÔÏÒÙÈ X_{�0}; Y_{�0} ∈ T^{�0}, Á X_{�1}; Y_{�1} ∈ T^{�1}. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hom(X_{�0}; Y_{�1}) = 0 ÐÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ (2), ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : X → Y ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f_{�0} : X_{�0} → Y_{�0} É f_{�1} : X_{�1} → Y_{�1}, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, Hom(X_{�0}; Y_{�1}[−1]) = 0 ÐÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ (2), ÔÁË ËÁË Y_{�1}[1] ∈ T^{�2} ⊂ T^{�1} ÐÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ (1), Á X_{�0} ∈ T^{�0}. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ X → X_{�0}, f → f_{�0} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ T → T^{�0} (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ø_{�0}), Á ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ X → X_{�1}, f → f_{�1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ T → T^{�0} (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ø_{�0}). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ ÚÁÄÁÀÔ ÉÓËÏÍÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÏÖÉŒ ø_{�t} := [−t] ∘ ø_{�0} ∘ [t], ø_{�t+1} := [−t] ∘ ø_{�1} ∘ [t], ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 46.2. ðÕÓÔØ (T^{�0}; T^{�0}) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) T^{�0}[1] ⊂ T^{�0}, Á T^{�0}[−1] ⊂ T^{�0}; (b) T^{�0} É T^{�0} ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ (ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ C ⊂ T ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅ- ÎÉÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → Z → X[1] Ó X; Z ∈ C ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Y ∈ C); (c) ÆÕÎËÔÏÒ ø_{�0} ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÐÒÁŒÁ Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ ŒÌÏÖÅÎÉÑ T^{�0} → T , Á ÆÕÎËÔÏÒ ø_{�0} ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅŒÁ Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ ŒÌÏÖÅÎÉÑ T^{�0} → T .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 46.3. ðÕÓÔØ (T^{�0}; T^{�0}) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ø_{�p} ∘ [q] ∼= [q] ∘ ø_{�p+q} , ø_{�p} ∘ [q] ∼= [q] ∘ ø_{�p+q} ;

(b) ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ø_{�p} → id ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ T^{�p} ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

œÓÑËÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÊ T^{�0} ÉÌÉ T^{�0}.

ìÅÍÍÁ 46.4. ðÕÓÔØ T^{�0} ⊂ T | ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ

• T^{�0}[1] ⊂ T^{�0};

• T^{�0} ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ;

• ÆÕÎËÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ T^{�0} → T ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÐÒÁŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ.

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ (T^{�0}; T^{�0}) ÎÁ T Ó T^{�1} = (T^{�0})^⊥.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ T^{�0} ËÁË (T^{�0})^⊥[1]. ôÏÇÄÁ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (1) ÄÌÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T^{�0} ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÅÇÏ ÄÌÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T^{�0}. ðÕÓÔØ Y ∈ T^{�1}. îÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Y ∈ T^{�0}, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ Y [−1] ∈ T^{�1}, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ Hom(X; Y [−1]) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ X ∈ T^{�0}. îÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Hom(X; Y [−1]) = Hom(X[1]; Y ) = 0, ÔÁË ËÁË X[1] ∈ T^{�0}[1] = T^{�−1} ⊂ T^{�0}, Á Y ∈ T^{�1}. äÁÌÅÅ, ÓŒÏÊÓÔŒÏ (2) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T^{�1}. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (3). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ T^{�0} → T ÞÅÒÅÚ i, Á ÅÇÏ ÐÒÁŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÞÅÒÅÚ i^!. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ X ÉÍÅÅÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ii^!X → X. úÁÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Y ∈ T^{�0}, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Y → X ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Y → ii^!X.

äÏÐÏÌÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÒÆÉÚÍ ii^!X → X ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ii^!X → X → X^′ → ii^!X[1]. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ X^′ ∈ T^{�1}. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ Y ∈ T^{�0} É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f : Y → X^′. äÏÐÏÌÎÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ Y → X^′ → ii^!X[1] ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ

ii^!X � ~Y � f̃ � f̂ � � � � Y � f � ii^!X[1]

ii^!X � X � X^′ � ii^!X[1] ôÁË ËÁË T^{�0} ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ, ~Y ∈ T^{�0}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÒÆÉÚÍ ~f : ~Y → X ÐÏÄÎÉÍÁ- ÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ^f : ~Y → ii^!X. á ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÄÎÑÔÉÑ, ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÌÅŒÏÇÏ ŒÅÒÈÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ. éÚ ÎÅÅ ÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ii^!X → ~Y | ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Y → ii^!X ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. îÏ ÜÔÏ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ Y → X, ËÏÔÏÒÙÊ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Y → ii^!X. úÎÁÞÉÔ f ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ii^!X → X → X^′, Á ÚÎÁÞÉÔ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. □

úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 46.5. ðÕÓÔØ (T^{�0}; T^{�0}) | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T . ôÏÇÄÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T^0 = T^{�0} ∩ T^{�0} | ÁÂÅÌÅŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ, Á ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T^{�0} É T^{�0} ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. úÎÁÞÉÔ T^0 ÔÏÖÅ ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ, É Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, T^0 | ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ T .

ðÒÏŒÅÒÉÍ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÑÄÅÒ É ËÏÑÄÅÒ Œ T^0. ðÕÓÔØ X; Y ∈ T^0, Á f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ. äÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

U^u �X^f �Y^v �U[1]:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ U ∈ T^{[0;1]}. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, X; Y [−1] ∈ T^{[0;1]}, Á T^{[0;1]} = T^{�0} ∩ T^{�1} ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ K = ø_{�0}U, C = ø_{�0}(U[1]) = (ø_{�1}U)[1] É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ K → U → X É Y → U[1] → C. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÑÄÒÏÍ É ËÏÑÄÒÏÍ f ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ Z ∈ T^0 É g : Z → X | ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÞÔÏ f ∘ g = 0: Z g � g^′ � � � � U^u � X^f � Y^v � U[1]

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ g^′ : Z → U, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ u ∘ g^′ = g. ðÒÉ ÜÔÏÍ Hom(Z; Y [−1]) = 0, ÔÁË ËÁË Z ∈ T^0 ⊂ T^{�0}, Á Y [−1] ∈ T^0[−1] ⊂ T^{�0}[−1] = T^{�1}. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ g^′ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ. îÁËÏÎÅÃ, ÔÁË ËÁË Z ∈ T^0 ÍÏÒÆÉÚÍ g^′ : Z → U ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ g^{′′} : Z → ø_{�0}U = K. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÑÄÒÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ. ôÁË ÖÅ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ËÏÑÄÒÁ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÑÄÒÏ ÑÄÒÁ ÒÁŒÎÏ ÑÄÒÕ ËÏÑÄÒÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ

K � U � � C[−1] � � K[1]

K � X � � V � � K[1] � Y � Y � � U[1]

U[1] � C

ôÁË ËÁË X ∈ T^0, Á K[1] ∈ T^{−1}, ÉÚ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ V ∈ T^{[−1;0]}. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, C[−1] ∈ T^1, Y ∈ T^0 ÚÎÁÞÉÔ V ∈ T [0; 1]. óÒÁŒÎÉŒÁÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ V ∈ T^{[−1;0]} ∩ T^{[0;1]} ⊂ T^{�0} ∩ T^{�0} = T^0. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÑÄÒÏ ÑÄÒÁ | ÜÔÏ ø_{�0}V ∼= V , Á ÑÄÒÏ ËÏÑÄÒÁ | ø_{�0}V ∼= V , ÔÁË ÞÔÏ É ËÏÑÄÒÏ ÑÄÒÁ É ÑÄÒÏ ËÏÑÄÒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó V . □

áÂÅÌÅŒÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T^0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÒÄÃÅŒÉÎÏÊ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (T^{�0}; T^{�0}). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÅÒÄÃÅŒÉÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ D(A) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó A.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 46.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ A ⊂ T ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÅÒÄÃÅŒÉÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ T ⇐⇒ Hom(A; A[−t]) = 0 ÄÌÑ t ¿ 0, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ X ∈ T ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ F^•X, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ gr^p_F (X) ∈ A[p] ÄÌÑ ŒÓÅÈ p.

åÓÌÉ T = D(A), ÔÏ ÐÏÍÉÍÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÒÕÇÉÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ t-ÓÔÒÕËÔÕÒ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ ÁŒÔÏÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 46.7. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Œ D^b(k−mod).

âÙŒÁÀÔ É ÂÏÌÅÅ ÜËÚÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 46.8. ðÕÓÔØ T = D(Z−mod) | ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ. ðÕÓÔØ

T^{�0} = { X ∈ D(Z−mod) | H^t(X) = 0 ÐÒÉ t ¿ 0, Á H^0(X) | ÇÒÕÐÐÁ ËÒÕÞÅÎÉÑ }

T^{�1} = { X ∈ D(Z−mod) | H^t(X) = 0 ÐÒÉ t ¡ 0, Á H^0(X) | ÇÒÕÐÐÁ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ }

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (T^{�0}; T^{�0}) | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ.

ìÅÍÍÁ 46.9. ðÕÓÔØ (T^{�0}; T^{�0}) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. åÓÌÉ X; Y ∈ T^0, ÔÏ Hom(X; Y [1]) ∼= Ext^1_I (X; Y ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f : X → Y [1] | ÍÏÒÆÉÚÍ. äÏÓÔÒÏÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Y → Z → X → Y [1]. ôÏÇÄÁ Z ∈ T^0, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Y → Z → X → 0 Œ T^0 ÔÏÞÎÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÌÁÓÓ Œ Ext^1_I (X; Y ).

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ 0 → Y → Z → X → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ Œ T^0. äÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Y → Z Œ T ÄÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Y → Z → X^′ → Y [1]. ôÁË ËÁË Y → Z | ŒÌÏÖÅÎÉÅ Œ T^0, ÔÏ X^′ ÅÓÔØ ËÏÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ X^′ ∼= X. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ X ∼= X^′ → Y [1]. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. □

ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Ext^i(X; Y ) := Hom(X; Y [i]). œ ÏÔÌÉÞÉÉ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ i = 1, ÄÌÑ i ¿ 1 ÏÎ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÑŒÌÑÔØÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ | ÎÁÓËÏÌØËÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÏÔ ÓÅÒÄÃÅŒÉÎÙ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÏÔ ÉÓÈÏÄ- ÎÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ ÚÄÅÓØ | ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÁ D(T^0) → T , ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ T^0. œ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ (ŒŒÉÄÕ ÎÅ- ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ). þÔÏÂÙ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÎÕÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T . úÄÅÓØ ÅÓÔØ ÒÁÚÎÙÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÊ | ÓÔÒÕËÔÕÒÁ f-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ (ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÁÃÉÑ ÆÉÌØ- ÔÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ). ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ | ÎÁÄÏ ÞÔÏÂÙ ÍÏÒÆÉÚÍ Ext^i_I (X; Y ) → Hom_T (X; Y [i]), ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÜÔÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ, ÂÙÌ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. üÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÁËÏÍÕ: ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X → Y [i] Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T , ÇÄÅ X; Y ∈ T^0 ÒÁÓ- ËÌÁÄÙŒÁÌÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ X → X_1[1] → X_2[2] → · · · → X_{i−1}[i − 1] → Y [i], ÇÄÅ X_1; X_2; : : : ; X_{i−1} ∈ T^0 (ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ Ext^• Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ Ext^1).

þÁÓÔØ 47. ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ

ìÅÍÍÁ 47.1. ðÕÓÔØ (T^{�0}; T^{�0}) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a � b ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ø_{�a}ø_{�b} ∼= ø_{�b}ø_{�a} ∼= ø_{�a} É ø_{�a}ø_{�b} ∼= ø_{�b}ø_{�a} ∼= ø_{�b}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. æÕÎËÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ T^{�a} → T ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ T^{�a} → T^{�b} → T . ðÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ø_{�a} ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ø_{�a}ø_{�b}. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ ø_{�b} ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÅÎ ÎÁ T^{�b}, Á ÏÂÒÁÚ ø_{�a} ÌÅÖÉÔ Œ T^{�a} ⊂ T^{�b}, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÔÏÒÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. □

ìÅÍÍÁ 47.2. ðÕÓÔØ (T^{�0}; T^{�0}) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a � b ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ø_{�b}ø_{�a} ∼= ø_{�a}ø_{�b}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ø_{�a−1}ø_{�b} ∼= ø_{�a−1} ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ ø_{�a−1}X � ø_{�b}X � � ø_{�a}ø_{�b}X � � ø_{�a−1}X[1]

ø_{�a−1}X � X � � ø_{�a}X � � ø_{�a−1}X[1]

ø_{�b+1}X � ø_{�b+1}X � ø_{�b}X[1] � ø_{�a}ø_{�b}X[1] éÚ ŒÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ø_{�a}ø_{�b}X ⊂ T^{�b}. ðÒÉ ÜÔÏÍ ø_{�b+1}X ∈ T^{�b+1}. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÔÉÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÏÂSSÅËÔÁ ø_{�a}X ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÁÒÙ (T^{�b}; T^{�b+1}). ôÁË ËÁË ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ø_{�a}ø_{�b}X ∼= ø_{�b}ø_{�a}, ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ. □

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ a = b É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÆÏÒÍÕÌÏÊ H^a(X) = (ø_{�a}ø_{�a}X)[a]:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 47.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÆÕÎËÔÏÒÙ H^a ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÆÕÎË- ÔÏÒÁÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 47.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X ∈ T^{�p}, Y ∈ T^{�p}, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X → Y ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ X = ø_{�p}X → ø_{�p}ø_{�p}X = H^p(X)[−p] → H^p(Y )[−p] = ø_{�p}ø_{�p}Y → ø_{�p}Y = Y:

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ Hom(X; Y ) = Hom(H^p(X); H^p(Y )).

ìÅÍÍÁ 47.5. ðÕÓÔØ (T^{�0}; T^{�0}) | t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ôÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ H^{p+q}(X) ∼= H^p(X[q]). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ X → Y → Z → X[1] | ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÔÏ · · · → H^p(X) → H^p(Y ) → H^p(Z) → H^{p+1}(X) → : : :

| ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 46.3: H^p(X[q]) = (ø_{�p}ø_{�p}(X[q]))[p] ∼= (ø_{�p+q} ø_{�p+q} X)[p + q] = H^{p+q} (X):

õÓÔÁÎÏŒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. ðÒÏËÒÕÞÉŒÁÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÍÏÖÎÏ ŒÓÅ ÓŒÅÓÔÉ Ë ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ H^0(X) → H^0(Y ) → H^0(Z) Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÞÌÅÎÅ. œÎÁÞÁÌÅ ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ | ÅÓÌÉ X ∈ T^{�0}, ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ø_{�0}X → ø_{�0}Y → ø_{�0}Z → (ø_{�0}X)[1] ŒÙÄÅÌÅÎ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ H^0(X) → H^0(Y ) → H^0(Z) → 0 ÔÏÞÎÁ ÓÐÒÁŒÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ ø_{�0}X � ø_{�0}Y � � U � � (ø_{�0}X)[1]

X � Y � � Z � � X[1]

ø_{�1}Y � ø_{�1}Y � (ø_{�0}Y )[1] � U[1] éÚ ŒÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ U ∈ T^{�0}. ðÒÉ ÜÔÏÍ ø_{�1}Y ∈ T^{�1}. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ø_{�1}Y ∼= ø_{�1}Z, U ∼= ø_{�0}Z. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. œÏÚØÍÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÊ V ∈ T^0 É ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(−; V ). ðÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Hom((ø_{�0}X)[1]; V ) → Hom(ø_{�0}Z; V ) → Hom(ø_{�0}Y; V ) → Hom(ø_{�0}X; V ):

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ Hom((ø_{�0}X)[1]; V ) = 0, ÔÁË ËÁË (ø_{�0}X)[1] ∈ T^{�−1}, Á V ∈ T^{�0}. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÕÐÒÁÖ- ÎÅÎÉÑ 47.4 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Hom(ø_{�0}X; V ) = Hom(H^0(ø_{�0}X); H^0(V )) = Hom(H^0(X); V ) É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ X ÎÁ Y É Z. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Hom(H^0(Z); V ) → Hom(H^0(Y ); V ) → Hom(H^0(X); V ):

ôÁË ËÁË V ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÓÐÒÁŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ H^0(X) → H^0(Y ) → H^0(Z) → 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Z ∈ T^{�0}, ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ø_{�0}X → ø_{�0}Y → ø_{�0}Z → (ø_{�0}X)[1] ŒÙÄÅÌÅÎ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → H^0(X) → H^0(Y ) → H^0(Z) ÔÏÞÎÁ ÓÌÅŒÁ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÁËÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ ø_{�0}X � X � � ø_{�1}X � � (ø_{�0}X)[1]

ø_{�0}X � Y � � W � � (ø_{�0}X)[1] Z � Z � X[1] � (ø_{�1}X)[1] ôÁË ËÁË ø_{�0}X ∈ T^{�0} É H^0(ø_{�0}X) = H^0(X) ÉÚ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ H^0(X) → H^0(Y ) → H^0(W ) → 0. ôÁË ËÁË (ø_{�1}X)[1] ∈ T^{�0} É H^0((ø_{�1}X)[1]) = H^1(X) ÉÚ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → H^0(W ) → H^0(Z) → H^1(X). óËÌÅÉŒÁÑ ÉÈ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ H^0(X) → H^0(Y ) → H^0(Z) → H^1(X). □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 47.6. ðÕÓÔØ (T^{�0}; T^{�0}) | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) X = 0 ⇐⇒ ∀p H^p(X) = 0; (b) ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → Y | ÉÚÏÆÍÏÒÆÉÚÍ ⇐⇒ ∀p H^p(f) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

æÕÎËÔÏÒ H : T → A ÉÚ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Œ ÁÂÅÌÅŒÕ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ X → Y → Z → X[1] ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ · · · → H^p(X) → H^p(Y ) → H^p(Z) → H^{p+1}(X) → : : : ÔÏÞÎÁ. ðÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÌÅÍÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ | ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ. äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ | ÆÕÎËÔÏÒ Hom(U; −).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 47.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ É ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ | ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ.

ðÕÓÔØ (T^{�0}; T^{�0}) | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁÁÑ t-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, Á H^i | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. åÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ | ÎÁÓËÏÌØËÏ ÏÂSSÅËÔ X ∈ T ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ H^i(X). åÓÌÉ X ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÕÀ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÀ H^i(X), ÔÏ ÏÎ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ H^i(X)[−i]. ìÅÍÍÁ 47.8. åÓÌÉ X ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÄŒÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ H^i(X) É H^j (X) Œ ÓÔÅÐÅÎÑÈ i ¡ j, ÔÏ X ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ H^j (X) → H^i(X)[j − i + 1].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ø_{�i}X → X → ø_{�i+1}X → ø_{�i}X[1]. ôÁË ËÁË ø_{�i}X É ø_{�i+1}X ÉÍÅÀÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÀ, ÔÏ ø_{�i}X ∼= H^i(X)[−i], ø_{�i+1}X ∼= H^j (X)[−j]. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ H^i(X) → X → H^j (X)[−j] → H^i(X)[1 − i]. ôÁË ËÁË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ H^j (X)[−j] → H^i(X)[1 − i], ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ H^j (X) → H^i(X)[j + 1 − i]. □

íÏÒÆÉÚÍ H^j (X) → H^i(X)[j − i + 1] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÓËÌÅÊËÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 47.9. ïÐÉÛÉÔÅ, ËÁËÉÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅËÔ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÒÏŒÎÏ ÔÒÉ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 47.10. ðÕÓÔØ A | ÁÂÅÌÅŒÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 (ÔÏ ÅÓÔØ Ext^i_I (X; Y ) = 0 ÄÌÑ i � 2 É ŒÓÅÈ X; Y ∈ A). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÏÂSSÅËÔ X ∈ D(A) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ⊕_iH^i(X)[−i].

çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 12 10.12.2008

DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

þÁÓÔØ 48. DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ É DG-ÆÕÎËÔÏÒÙ

œÁÖÎÙÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ | ÜÔÏ Z- ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A, ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÏÔÏÒÏÊ ŒŒÅÄÅÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ (ÔÏ ÅÓÔØ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÓÔÅÐÅÎÉ 1), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÏÊ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ X; Y ∈ A ÚÁÄÁÎ ËÏÍÐÌÅËÓ (Hom^•(X; Y ); d^•_{X;Y} ), ÔÁË ÞÔÏ

• ÅÓÌÉ f ∈ Hom^k(X; Y ), g ∈ Hom^l(Y; Z), ÔÏ g ∘ f ∈ Hom^{k+l}(X; Z);

• ÅÓÌÉ f ∈ Hom^k(X; Y ), g ∈ Hom^l(Y; Z), ÔÏ d_{X;Z} (g ∘ f) = (d_{Y;Z} g) ∘ f + (−1)^lg ∘ (d_{X;Y} f).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÏÂÑÚÁÎ ÉÍÅÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÏÌØ É ÂÙÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ id_X = ∑ e_i, e_i ∈ Hom^i(X; X). ôÏÇÄÁ e_i = id_X ∘e_i = ∑ e_j ∘ e_i, ÏÔËÕÄÁ e_0 ∘ e_i = e_i. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉ e_0 = e_0 ∘ id_X = ∑ e_0 ∘ e_i = ∑ e_i, ÏÔËÕÄÁ e_i = 0 ÐÒÉ i ≠ 0. îÁËÏÎÅÃ, ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ d(id_X ) = d(id_X ∘ id_X ) = d(id_X ) ∘ id_X + id_X ∘d(id_X ) = 2d(id_X ), ÏÔËÕÄÁ d(id_X ) = 0.

DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ DG-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

œÓÑËÕÀ Z-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ŒŒÏÄÑ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÕÀ ÇÒÁÄÕÉ- ÒÏŒËÕ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ. äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. ðÕÓÔØ B | ÁÂÅÌÅŒÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C_{dg}(B), ÏÂSSÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ËÏÍÐÌÅËÓÙ ÎÁÄ B, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÆÏÒÍÕÌÏÊ

Hom^k(X^•; Y^•) = ∏ i∈Z Hom_B(X^i; Y^{i+k} ); d_{X;Y} (f) = (d_Y ∘ f − (−1)^kf ∘ d_X ); ÅÓÌÉ f ∈ Hom^k(X^•; Y^•):

ïÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ, ÔÁË ËÁË

(d_{Y;Z} g)f + (−1)^lg(d_{X;Y} f) = (d_Z g − (−1)^lgd_Y )f + (−1)^lg(d_Y f − (−1)^kfd_X ) =

= d_Z gf − (−1)^lgd_Y f + (−1)^lgd_Y f − (−1)^{k+l}gfd_X ) = d_Z gf − (−1)^{k+l}gfd_X ) = d_{X;Z} (gf):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 48.1. ðÕÓÔØ A | DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A^∘ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f ∈ Hom^k É g ∈ Hom^l ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ (−1)^{kl}, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 48.2. ðÕÓÔØ A É A^′ | DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A ⊗ A^′ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ÏÂSSÅËÔÏŒ A × A^′ É ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ Hom^•((X; X^′); (Y; Y^′)) = Hom^•_A(X; Y ) ⊗ Hom^•_A′ (X^′; Y^′) ÑŒÌÑÅÔÓÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ.

œÓÑËÏÊ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÄŒÅ Z-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Z^0(A) É H^0(A) Ó ÔÅÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÂSSÅËÔÏŒ É ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ

Hom_Z0_{(A)}(X; Y ) = Ker d^0_{X;Y} ⊂ Hom^0(X; Y ); Hom_H0_{(A)}(X; Y ) = H^0(Hom^•(X; Y ); d_{X;Y} ):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 48.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z^0(C_{dg}(B)) = Com(B), H^0(C_{dg}(B)) = Hot(B).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 48.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) H^0(A^∘) = H^0(A)^∘; (b) H^0(A_1 × A_2) = H^0(A_1) × H^0(A_2).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H^0(A) ÄÌÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ | Œ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H^0(A) ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ. ïÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ÎÅÇÏ ÐÏÍÏÇÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ.

þÁÓÔØ 49. DG-ÆÕÎËÔÏÒÙ É DG-ÍÏÄÕÌÉ

æÕÎËÔÏÒ F : A → A^′ ÍÅÖÄÕ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X; Y ∈ A ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ F : Hom^•_A(X; Y ) → Hom^•_A′ (F (X); F (Y )) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ).

ðÕÓÔØ F; G : A → A^′ | DG-ÆÕÎËÔÏÒÙ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Hom^n(F; G) ËÁË ŒÓÅ ÎÁÂÏÒÙ Œ_X ∈ Hom^n_A′ (F (X); G(X)), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ Hom^•_A(X; Y ) ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

F (X)^{F (f )} �

Œ_X � F (Y )

Œ_Y � G(X)^{G(f )} � G(Y )

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ Œ Hom^•_A′ (F (X); G(X)) ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÎÁ Hom^•(F; G) = ⊕_n Hom^n(F; G) ÓÔÒÕË- ÔÕÒÕ ËÏÍÐÌÅËÓÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 49.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a) ŒÓÑËÉÊ DG-ÆÕÎËÔÏÒ F : A → A^′ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ H^0(F ) : H^0(A) → H^0(A^′); (b) ÅÓÌÉ F; G | DG-ÆÕÎËÔÏÒÙ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ H^0(Hom^•(F; G)) ⊂ Hom(H^0(F ); H^0(G)).

ðÕÓÔØ A | DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ìÅŒÙÍ DG-ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒ A → C_{dg}(k) ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A Œ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. ðÒÁŒÙÍ DG-ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒ A^∘ → C_{dg}(k).

ðÒÉÍÅÒ 49.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ A ËÁË DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ, ÉÍÅÀÝÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ ÜÎÄÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏŒ A. ôÏÇÄÁ DG-ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A | ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ X^• É ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f : A → Hom^•(X; X), ÓÏ- ÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÊ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. ôÁË ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ A ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ Œ ÓÔÅÐÅÎÉ 0, ÍÏÒÆÉÚÍ f ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ A → Hom^0(X; X) = ∏ i Hom(X_i; X_i). åÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ f_i : A → Hom(X_i; X_i) ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ŒŒÅÓÔÉ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ A ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ X_i, ÐÒÉÞÅÍ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ËÏÍÐÌÅËÓÁ X ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎ Ó ÜÔÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ X ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÁ A-ÍÏÄÕÌÅÊ.

ðÕÓÔØ A | ÍÁÌÁÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. œÓÅ DG-ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ A ÏÂÒÁÚÕÀÔ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ Hom^• ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓ ÄÌÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. üÔÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A−DGMod.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 49.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A | ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ A−DGMod ∼= C_{dg}(A−Mod).

œÓÑËÏÍÕ ÏÂSSÅËÔÕ X ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÌÅŒÙÊ É ÐÒÁŒÙÊ DG-ÍÏÄÕÌÉ

h^X = Hom^•(X; −); h_X = Hom^•(−; X):

üÔÉ DG-ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ (ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ DG-ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ A | ÜÔÏ A, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ Œ ÓÔÅÐÅÎÉ 0). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ h^• : X → h^X É h_• : X → h_X | DG-ÆÕÎËÔÏÒÙ A^∘ → A−DGMod É A → DGMod−A ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 49.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ h^• É h_• ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙ.

ìÅÍÍÁ 49.5. åÓÌÉ A | ÍÁÌÁÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H(A) := H^0(A−DGMod) | ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ M | DG-ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ M[1](X) = M(X)[1]. ñÓÎÏ, ÞÔÏ [1] | ÁŒÔÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A−DGMod. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÕÓÔØ f : M → N | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ A-DG-ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 0, ÔÏ ÅÓÔØ f ∈ Hom_Z0_{(A−DGMod)}(M; N). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ X ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÏÎ ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f(A) : M(A) → N(A). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ DG-ÍÏÄÕÌØ C(f) ÆÏÒÍÕÌÏÊ C(f)(A) = C(f(A)):

œ ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, C(f) ÑŒÌÑÅÔÓÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A Œ C_{dg}(k), ÔÏ ÅÓÔØ DG-ÍÏÄÕÌÅÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË M → N → C(f) → M[1]:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ É ËÌÁÓÓ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ, ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ H(A) = H^0(A−DGMod) ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÐÒÏÈÏÄÉÔ É Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ | ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØÀ (ÐÏ A) ŒÓÅÈ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. □ þÁÓÔØ 50. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

íÏÒÆÉÚÍ A-DG-ÍÏÄÕÌÅÊ f : M → N (ÚÁÍËÎÕÔÙÊ, ÓÔÅÐÅÎÉ 0) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X ∈ A ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f_X : M(X) → N(X) | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏŒÔÏÒÑÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 50.1. ðÕÓÔØ A | ÍÁÌÁÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ H(A) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ïÒÅ É ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎ Ó ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ.

ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ H(A) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ËÁÔÅÇÏ- ÒÉÉ A-DG-ÍÏÄÕÌÅÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ D(A). œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÏÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ, Á ÆÕÎËÔÏÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ H(A) → D(A) | ÔÏÞÅÎ.

DG-ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÄ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X ∈ A ËÏÍÐÌÅËÓ M(X) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Acycl(A) ⊂ H(A) ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ DG-ÍÏÄÕÌÅÊ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ D(A) = H(A)= Acycl(A).

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÏÔ ÍÁÌÙÈ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÊ | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ËÌÁÓÓ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏ- ÒÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X | ÓÈÅÍÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂÝÅÇÏ ŒÉÄÁ (ËŒÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÁÑ É ËŒÁÚÉÏÔÄÅÌÉ- ÍÁÑ), ÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ D(QCoh(X)) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D(A) ÄÌÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ! œŒÉÄÕ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 50.2 (Keller). ðÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Acycl(A) ⊂ H(A) ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÑËÉÊ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : H(A) → T ÉÍÅÅÔ ÌÅŒÙÊ É ÐÒÁŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ RF; LF : D(A) → T .

ðÒÁŒÙÊ É ÌÅŒÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÙ Ë Acycl(A) Œ H(A) (ÔÏ ÅÓÔØ h-ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ É h-ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ) ÏÐÉÓÁÔØ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ. èÏÔÑ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ h-ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ, Á ŒÓÑËÉÊ ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÉ- ÍÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ h-ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ.

þÁÓÔØ 51. ðÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H^0(A) ÓÁÍÁ ÂÙŒÁÅÔ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ.

ìÅÍÍÁ 51.1. œÌÏÖÅÎÉÅ h_• : A → DGMod − A ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ H^0(A) → H^0(DGMod − A) = H(A), ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ DG-ÌÅÍÍÅ éÏÎÅÄÁ (ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 49.4) ÆÕÎËÔÏÒ h_• ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÏŒ Hom^•(X; Y ) → Hom^•(h_X ; h_Y ), ÚÎÁÞÉÔ H^0(h_•) ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÈ ÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. □

æÕÎËÔÏÒ H^0(A) → H(A) ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ A = A | ËÁÔÅ- ÇÏÒÉÑ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ, ÔÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ | ÓÁÍ ËÏÍÐÌÅËÓ A. úÁÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÅÇÏ ÌÅÇËÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ H^0(A). âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ DG-ÍÏÄÕÌØ M ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ, ÅÓÌÉ M ∼= h_X Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ H(A) ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ X ∈ A.

ìÅÍÍÁ 51.2. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ H^0(A) ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÄŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ:

• ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ X ∈ A, t ∈ Z ÐÒÁŒÙÊ DG-ÍÏÄÕÌØ h_X [t] ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ; • ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ Hom_Z0_{(A)}(X; Y ) ÐÒÁŒÙÊ DG-ÍÏÄÕÌØ C(h_f : h_X → h_Y ) ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õËÁÚÁÎÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ H^0(A) Œ H(A) ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ É ËÏÎÕÓÏŒ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÅÇÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔØ. îÏ ÔÁË ËÁË ŒËÌÁÄÙŒÁÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H^0(A) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÓŒÏÅÍÕ ÏÂÒÁÚÕ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÓÁÍÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ. □

DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ ÌÅÍÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 51.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A; A^′ ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, Á F : A → A^′ | DG-ÆÕÎËÔÏÒ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ H^0(F ) : H^0(A) → H^0(A^′) ÔÏÞÅÎ.

äÌÑ ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ËÁÔÅÇÏÒÉÑ H^0(A) ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ Œ H(A) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ H^0(A). ïÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A^{tr}.

óËÒÕÞÅÎÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ÎÁÄ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (⊕^n_{i=1}X_i[r_i]; q), ÇÄÅ

• X_1; : : : ; X_n ∈ A; • r_1; : : : ; r_n ∈ Z; É • q = (q_{ij} ), q_{ij} ∈ Hom^{ri−rj +1}(X_j ; X_i),

ÔÁËÉÈ ÞÔÏ dq + q^2 = 0 (ÔÏ ÅÓÔØ dq_{ij} +

∑_n

k=1 q_{ik} q_{kj} = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i; j). óËÒÕÞÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍ, ÅÓÌÉ q_{ij} = 0 ÄÌÑ i � j (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ q ÓÔÒÏÇÏ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ). œÓÑËÉÊ ÏÂSSÅËÔ X ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÐÏÌÁÇÁÑ n = 1, X_1 = X, r_1 = 0, q_{11} = 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ŒÓÑËÉÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → Y Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÓËÒÕÞÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÐÏÌÁÇÁÑ n = 2, X_1 = Y , X_2 = X, r_1 = r_2 = 0, q_{12} = f.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 51.4. œŒÅÄÉÔÅ ÎÁ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÁÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎ- ÎÉÅ É ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ Œ ÎÅÊ DG-ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ.

ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÎÁÄ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Tw(A), Á ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ | Tw^+(A).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 51.5. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÎÙÊ DG-ÆÕÎËÔÏÒ tot : Tw(A) → DGMod−A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ tot_{|A} = h_•. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ H^0(tot) : H^0(Tw(A)) → H(A) ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÎ, É ÞÔÏ H^0(Tw^+(A)) = A^{tr}. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Tw^+(A) ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 51.6. ðÕÓÔØ A | ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ A → Tw^+(A) ÉÍÅÅÔ ËŒÁÚÉÏÂÒÁÔÎÙÊ DG-ÆÕÎËÔÏÒ tot^+ : Tw^+(A) → A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ tot ∼= h_• ∘ tot^+. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ f ∈ Hom_Z0_{(A)}(X; Y ) → C(f) := tot^+(X ⊕ Y; f) ∈ A (\ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ") DG-ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.

þÁÓÔØ 52. ïÓÎÁÝÅÎÉÑ

ïÓÎÁÝÅÎÉÅÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A É ÔÏÞÎÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ff : H^0(A) → T . ïÓÎÁÝÅÎÉÅÍ ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ F : T → T^′ ÍÅÖÄÕ ÏÓÎÁÝÅÎÎÙÍÉ ÔÒÉÁÎÇÕ- ÌÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ DG-ÆÕÎËÔÏÒ ~F : A → A^′ ÍÅÖÄÕ ÏÓÎÁÝÅÎÉÑÍÉ É ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ffl_F : F ∘ ff → ff^′ ∘ H^0( ~F ), ÄÅÌÁÀÝÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

H^0(A)^H

0 (F̃ ) �

ff � H^0(A^′)

ff^′ � T^F � T^′ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ. ïÓÎÁÝÅÎÉÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ : F → G ÏÓÎÁÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ DG-ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ~Œ : ~F → ~G, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

F ∘ ff^{fflF} � Œ � ff^′ ∘ ~F

H^0 (Œ̃) � G ∘ ff^{fflG} � ff^′ ∘ ~G ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

îÁÌÉÞÉÅ ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ ÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÏÅ.

ìÅÍÍÁ 52.1. ðÕÓÔØ T | ÏÓÎÁÝÅÎÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÙÊ ÂÉÆÕÎË- ÔÏÒ R Hom : T^∘ × T → D^b(k), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ H^i(R Hom(X; Y )) = Hom(X; Y [i]).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ (A; ff) | ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ ÄÌÑ T . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ DG-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÉÍÅÅÍ ÂÉÆÕÎËÔÏÒ Hom^• : A^∘ × A → C_{dg}(k). ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë H^0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÙÊ ÂÉÆÕÎËÔÏÒ H^0(A^∘) × H^0(A) → H^0(C_{dg}(k)). îÏ H^0(C_{dg}(k)) = Hot(k) = D(k), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÂÉÆÕÎËÔÏÒ. □ áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁÌÉÞÉÅ ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÅ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏ.

ìÅÍÍÁ 52.2. ðÕÓÔØ Œ : F → G | ÍÏÒÆÉÍÚÍ ÏÓÎÁÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ T → T^′, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ H : T → T^′ É ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ : G → H, Ø : H → F [1], ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X Œ T ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË F (X) → G(X) → H(X) → F (X)[1] ÔÏÞÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ~F ; ~G | ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ F; G, Á ~Œ : ~F → ~G | ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ. ðÏÌÏ- ÖÉÍ ~H(X) = C( ~Œ_X : ~F (X) → ~G(X)) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ~_X , ~Ø_X ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ~F (X)^{Œ̃X} � ~G(X)^{~X} � ~H(X)^{Ø̃X} � ~F (X)[1] œŒÉÄÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ, ~H | DG-ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ A Œ A^′, Á ~ É ~Ø | ÍÏÒÆÉÚÍÙ DG-ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë H^0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÕÒÏŒÎÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ. □