
1. ÷ÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

1.1. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ. ðÕÓÔØ V =
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| ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏ-
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�ÌÅËÓÎÏÇÏ (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.
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. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÏÅ

�ÏËÒÙÔÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ.

÷ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P
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ÓÎÁÂÖÁÀÔ ÔÏ�Ï-

ÌÏÇÉÅÊ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ �ÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ.
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õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �Ï úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �Ï-

ÒÏÖÄÁÀÔ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �Ï úÁ-

ÒÉÓÓËÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÀÂÏÅ Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ

ÏÔËÒÙÔÏÅ (�Ï úÁÒÉÓÓËÏÍÕ) �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. áÌÇÅ-

ÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÚÁÍËÎÕ-

ÔÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

1.2. ÷ÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r ÎÁ ÁÌÅÇÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
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÷ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏ�ÉËÌÁ. ðÕÓÔØ U
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ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X. ëÏ�ÉËÌÏÍ (r-ÍÅÒÎÙÍ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �Ï-

ËÒÙÔÉÑ U

�

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ g

ij

: U

i

\ U

j

!

GL

r

(C ), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ

g

ij

� g

ji

= 1; g

ij

� g

jk

= g

ik

: (1.2)

ëÏ�ÉËÌÙ g É g

0
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õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ×ÅËÔÏÒ-

ÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ r ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉX ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ r-ÍÅÒÎÙÈ ËÏ�ÉËÌÏ×.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÁÄÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ �ÏÎÑÔÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏ�É-

ËÌÏ×, ÞÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÏÂ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏ�ÉËÌÏ×, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÎÙÈ �ÏËÒÙÔÉÊ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅ-

ÎÉÅÍ.

1.3. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ P
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õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÁÑÓÑ × ÎÕÌØ ÁÌÇÅÂÒÁÉ-
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õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ËÏ�ÉËÌÁ (1.2) ÓÌÅÄÕÅÔ k

ij

= k

ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, j É �

ij

�

jk

= �

ik

ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, j, k. (2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏ�ÉËÌ g

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ËÏ�ÉËÌÕ
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(k)
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: (1.6)

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P

n

, ÚÁÄÁÎÎÏÅ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ �ÏËÒÙ-

ÔÉÉ ËÏ�ÉËÌÏÍ (1.6) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ O(k).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ O := O(0) | ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. (1) ðÕÓÔØ E � P(V ) � V , E = f(L; v) j v 2 Lg (ÚÄÅÓØ L 2

P(V ) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÓÔ×Ï × V ), É �

E

(L; v) = L.

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P(V ). òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÎÁ P(V ). (2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E

�

=

O(�1).

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

�ÅÏÒÅÍÁ 1.8. ÷ÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P

n

ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ O(k).

1.4. æÕÎËÔÏÒÙ. ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉX ÍÏÖÎÏ ÓÅÂÅ �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÑÔØ ËÁË ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÔÏÞËÁÍÉ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑX. óÏÏÔ×ÅÔÓ×ÅÎÎÏ, Ï�ÅÒÁ�ÉÉ É ÆÕÎËÔÏÒÙ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ×ÅË-

ÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÞÁÓÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÌÏÊÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ Ë ×ÅËÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅ-

ÎÉÑÍ.
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õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.9. ðÕÓÔØ E É E
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õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.10. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ L, L
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ÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ 
.

üÔÁ ÇÒÕ��Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ðÉËÁÒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑX É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Pi
X.
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ðÕÓÔØ E É F | ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ X. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : E ! F
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ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Hom(E;F ) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÉÚ E × F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×ÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÓÌÏÊÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ.

óÅÞÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ U � X ÎÁÚÙ×ÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ
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ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ.
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i

: U

i

! Hom(C

r(E)

; C

r(F )

)) j f

i

= g

0

ij

� f

j

� g

�1

ij

g;

�(X;E) = f(s

i

: U

i

! C

r(E)

) j s

i

= g

ij

� s

j

g:

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ É ÉÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×

: : :E

i�1

! E

i

! E

i+1

! : : :

ÎÁÚÙ×ÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ (ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ), ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏ-

×ÏÊ �ÏÓÌÏÊÎÏ.

1.5. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ. ðÕÓÔØ A, A

0

| ÁÂÅÌÅ×Ù ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ëÏ×Á-

ÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : A ! A

0

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ ÓÌÅ×Á (Ó�ÒÁ×Á), ÅÓÌÉ ÄÌÑ

×ÓÑËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 ! A

1

! A

2

! A

3

! 0 × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 ! F (A

1

) ! F (A

2

) ! F (A

3

) ! 0 × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A

0

ÔÏÞÎÁ

×ÅÚÄÅ, ËÒÏÍÅ �ÒÁ×ÏÇÏ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÅ×ÏÇÏ) ÞÌÅÎÁ. æÕÎËÔÏÒ ÔÏÞÎÙÊ Ó�ÒÁ×Á

É ÓÌÅ×Á ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÅ

(ÓÌÅ×Á, Ó�ÒÁ×Á) ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.12. (1) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ �(X; � ), Hom(E; � ), Hom(� ; E) |

ÔÏÞÎÙÅ ÓÌÅ×Á ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ×ÅË-

ÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. (2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ E 7! E

�

É E 7! E 
 F |

ÔÏÞÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ × ÓÅÂÑ.
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ, ÏÄÎÁËÏ �Ï-

ÎÑÔÉÅ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÎÅÊ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÏÎÑÔÉÅ ÔÏÞÎÏÓÔÉ

ÆÕÎËÔÏÒÁ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ.

æÕÎËÔÏÒÙ � É Hom ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍÉ Ó�ÒÁ×Á. ïÄÎÁËÏ

×ÁÖÎÙÍ ÆÁËÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÂÅÚ ÄÏ-

ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.

�ÅÏÒÅÍÁ 1.13. åÓÌÉ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ �(X; � ) ÔÏ-

ÞÅÎ.

åÓÌÉ A | \ÈÏÒÏÛÁÑ" ÁÂÅÌÅ×Á ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á F | ÔÏÞÎÙÊ ÓÌÅ×Á ÆÕÎËÔÏÒ

A ! A

0

, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏ× R

0

F = F , R

1

F , R

2

F , : : : ÉÚ A × A

0

,

ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ËÏÒÏÔËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0! A

1

! A

2

! A

3

! 0

× ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! F (A

1

)! F (A

2

)! F (A

3

)! R

1

F (A

1

)! R

1

F (A

2

)! R

1

F (A

3

)! : : :

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ÔÏÞÎÏÇÏ Ó�ÒÁ×Á ÆÕÎËÔÏÒÁ F : A ! A

0

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-

ÎÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË-

ÔÏÒÏ× L

0

F = F , L

1

F , L

2

F , : : : ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ËÏÒÏÔËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

� � � ! L

1

F (A

1

)! L

1

F (A

2

)! L

1

F (A

3

)! F (A

1

)! F (A

2

)! F (A

3

)! 0:

æÕÎËÔÏÒ R

i

F (ÓÏÏÔ×. L

i

F ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ i-ÙÍ �ÒÁ×ÙÍ (ÓÏÏÔ×. ÌÅ×ÙÍ) �ÒÏÉÚ×ÏÄ-

ÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÏÔ ÆÕÎËÔÏÒÁ F .

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.14. ðÕÓÔØ F : A ! A

0

, G : A

0

! A

00

. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F

| ÔÏÞÅÎ, Á G | ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á, ÔÏ

R

i

(G � F ) = (R

i

G) � F

äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ × ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ F | ÔÏÞÅÎ, Á G| ÔÏÞÅÎ

Ó�ÒÁ×Á, Á ÔÁËÖÅ ËÏÇÄÁ G | ÔÏÞÅÎ, Á F | ÔÏÞÅÎ ÓÌÅ×Á ÉÌÉ Ó�ÒÁ×Á.

ðÏÚÖÅ ÍÙ ×ÌÏÖÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ × ÈÏÒÏÛÕÀ ÁÂÅÌÅ×Õ ËÁ-

ÔÅÇÏÒÉÀ | ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ×. ðÏËÁ ÖÅ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ

ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ, ÞÔÏÂÙ ÉÍÅÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï �ÒÏ-

ÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÁÈ ÏÔ ÆÕÎËÔÏÒÏ×, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

H

i

(X; � ) i-ÙÊ �ÒÁ×ÙÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎË-

ÔÏÒ ÏÔ ÆÕÎËÔÏÒÁ �(X; � ). æÕÎËÔÏÒ

H

i

(X; � ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ i-ÙÈ

ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

H

0

(X;E) = �(X;E).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, i-ÙÊ �ÒÁ×ÙÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ ÆÕÎËÔÏÒÁ Hom ÏÂÏÚÎÁ-

ÞÁÅÔÓÑ Ext

i

. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ext

0

(E;F ) = Hom(E;F ).

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.13 ÌÅÇËÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ

�ÅÏÒÅÍÁ 1.15. åÓÌÉ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ

H

>0

(X; � ) = 0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÁ Ext

i

ÎÅ ×�ÏÌÎÅ ËÏÒÒÅËÔ-

ÎÏ, ÔÁË ËÁË × ÎÅÍ ÎÅ ÕËÁÚÁÎÏ, �Ï ËÁËÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÂÅÒÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎË-

ÔÏÒ. ïÄÎÁËÏ, ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÁ Ó�ÏÓÏÂÁ ÄÁÀÔ ÏÄÉÎ

É ÔÏÔ ÖÅ ÏÔ×ÅÔ.
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õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.16. ðÕÓÔØ

Ext

i

(E; � ) = R

i

Hom(E; � ); Ext

0

i

(� ; F ) = R

i

Hom(� ; F ):

äÏËÁÖÉÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×

Ext

i

(E;F )

�

=

H

i

(X;E

�


 F )

�

=

Ext

0

i

(E;F ):

(õËÁÚÁÎÉÅ: ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ õ�Ò. 1.14) �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÁ

Ext ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

1.6. ëÏÍ�ÌÅËÓ þÅÈÁ. ðÕÓÔØ E | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X

É X =

S

N

i=0

U

i

| ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÅË-

ÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×

0! C

0

E

(U

�

)

d

! C

1

E

(U

�

)

d

! C

2

E

(U

�

)

d

! : : : ;

ÇÄÅ

C

p

E

(U

�

) =

M

0�i

0

<���<i

p

�N

�(U

i

0

\ � � � \ U

i

p

; E);

É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ s = (s

i

0

;:::;i

p

) 2 C

p

E

(U

�

) �ÏÌÏÖÉÍ

(ds)

i

0

;:::;i

p+1

=

p+1

X

k=0

(�1)

k

(s

i

0

;:::;

b

i

k

;:::;i

p+1

)

jU

i

0

\���\U

i

p+1

:

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.17. (1) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ d

2

= 0. (2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Ker(C

0

E

(U

�

)

d

! C

1

E

(U

�

)) = �(X;E):

óÏÇÌÁÓÎÏ õ�Ò. 1.17 (1) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ C

�

E

(U

�

) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ.

ëÏÍ�ÌÅËÓ C

�

E

(U

�

) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ þÅÈÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �Ï-

ËÒÙÔÉÑ U

�

. ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ þÅÈÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ þÅÈÁ ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÑ E ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏËÒÙÔÉÑ U

�

É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ

�

H

p

(U

�

; E) =

H

p

(C

�

E

(U

�

)).

�ÅÏÒÅÍÁ 1.18. åÓÌÉ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U

i

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ, ÔÏ ËÏÇÏÍÏÌÏ-

ÇÉÉ þÅÈÁ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ

H

p

(X;E) =

�

H

p

(U

�

; E):

îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á: ðÏ õ�Ò. 1.17 (2) ÉÍÅÅÍ

H

0

(X;E) =

�

H

0

(U

�

; E).

ðÏÜÔÏÍÕ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ËÏÒÏÔËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

0! E

1

! E

2

! E

3

! 0

×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ þÅÈÁ. úÁÍÅÔÉÍ,

ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ E

i

! E

i+1

ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× þÅÈÁ C

�

E

i

(U

�

)!

C

�

E

i+1

(U

�

). äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ U

i

ÁÆÆÉÎÎÙ, ÔÏ É ×ÓÑËÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U

i

0

\ � � � \U

i

p

| ÁÆÆÉÎÎÏ, ÚÎÁÞÉÔ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1.13 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! �(U

i

0

\ � � � \ U

i

p

; E

1

)! �(U

i

0

\ � � � \ U

i

p

; E

2

)! �(U

i

0

\ � � � \ U

i

p

; E

3

)! 0

ÔÏÞÎÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×

0! C

�

E

1

(U

�

)! C

�

E

2

(U

�

)! C

�

E

3

(U

�

)! 0

É \ÌÅÍÍÁ Ï ÚÍÅÅ" ÄÁÅÔ ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊþÅÈÁ.
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2. �ÅÏÒÅÍÁ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ.

óÅÇÏÄÎÑ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÁÖÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ.

2.1. �ÅÏÒÅÍÁ âÏÔÔÁ. îÁÞÎÅÍ Ó ×ÙÞÉÌÅÎÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅ-

ÎÉÊ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ, ÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÏÂÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ

ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ × ÎÕÌØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

�ÅÏÒÅÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ X | n-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ X ÉÍÅÅÍ

H

>n

(X;E) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: äÏ�ÕÓÔÉÍ X � P

N

. åÓÌÉ dimX = n, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÏÄ-

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P

N�n�1

� P

N

, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ X \ P

N�n�1

= ;. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÏÄÎÏ-

ÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ z

0

; : : : ; z

N

ÎÁ P

N

ÔÁË, ÞÔÏÂÙ P

N�n�1

ÚÁÄÁ×ÁÌÏÓØ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÑÍÉ z

0

= � � � = z

n

= 0. ðÕÓÔØ U

0

; : : : ; U

N

| ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ P

N

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. �ÏÇÄÁ

S

n

i=0

U

i

= P

N

� P

N�n�1

, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ

X =

S

n

i=0

(X\U

i

). ÷ÓÑËÏÅ U

X

i

= X\U

i

|ÁÆÆÉÎÎÏ, ÚÎÁÞÉÔ U

X

�

= fU

X

0

; : : : ; U

X

n

g

| ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ X. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.18 ÉÍÅÅÍ

H

p

(X;E) =

�

H

p

(U

X

�

; E), ÏÄ-

ÎÁËÏ �ÏËÒÙÔÉÅ U

X

�

ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ (n + 1)-ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, �ÏÜÔÏÍÕ C

>n

E

(U

X

�

) = 0,

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ

�

H

>n

(U

X

�

; E) = 0.

úÁÊÍÅÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

�ÅÏÒÅÍÁ 2.2 (�ÅÏÒÅÍÁ âÏÔÔÁ). ðÕÓÔØ dimV = n+ 1. �ÏÇÄÁ

H

p

(P(V );O(k)) =

8

>

<

>

:

S

k

V

�

; p = 0; k � 0

S

�k�n�1

V; p = n; k � �n� 1

0; ÉÎÁÞÅ

ÇÄÅ S

k

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ k-ÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 1.18, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÕÄÅÍ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ

ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ �Ï þÅÈÕ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ P(V ) =

S

n

i=0

U

i

. äÌÑ

ÕÄÏÂÓÔ×Á ÄÏÂÁ×ÉÍ Ë ËÏÍ�ÌÅËÓÕ þÅÈÁ C

�

O(k)

(U

�

) ÞÌÅÎ C

�1

O(k)

(U

�

) = �(P(V );O(k)).

ðÕÓÔØ I = fi

0

< � � � < i

p

g. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ U

I

:= U

i

0

\ � � � \ U

i

p

. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

�(U

I

;O(k)) =

M

C z

�

;

ÇÄÅ z

�

:= z

�

0

0

� � �z

�

n

n

, Á ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ � = (�

0

; : : : ; �

n

) 2Z

n+1

,

ÔÁËÉÍ ÞÔÏ 8i 62 I �

i

� 0 É

P

n

i=0

�

i

= k. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ

þÅÈÁ

~

C

�

O(k)

(U

�

) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÇÒÕ��ÏÊ Z

n+1

. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ

ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÏÞÎÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ

~

C

�

O(k)

(U

�

)

�

. ñÓÎÏ, ÞÔÏ

~

C

p

O(k)

(U

�

)

�

=

M

I(�)�I; jIj=p+1

C z

�

;

ÇÄÅ I(�) = f0 � i � n j �

i

< 0g. ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ

~

C

�

O(k)

(U

�

)

�

=

O

i 62I(�)

(C

1

! C );

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÏÎ Á�ÉËÌÉÞÅÎ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �, ÅÓÌÉ I(�) 6= f0; : : : ; ng. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÖÅ

ÓÌÕÞÁÅ, ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÕÀ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÀ ÒÁ×ÎÕÀ C z

�

× n-ÏÍ ÞÌÅÎÅ. �ÁËÉÍ
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ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ

�

H

p

(U

�

;O(k)) =

8

>

<

>

:

�

��0; j�j=k

C z

�

; �ÒÉ p = 0

�

�<0; j�j=k

C z

�

; �ÒÉ p = n

0; ÉÎÁÞÅ

ÇÄÅ � � 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ 8i �

i

� 0, � < 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ 8i �

i

< 0, Á j�j =

P

n

i=0

�

i

.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÌÅÇËÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÓÉÍ-

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉ V É V

�

.

2.2. �ÅÏÒÅÍÙ ëÁÒÔÁÎÁ. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ P

n

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ E(k) =

E 
 O(k). òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E(k) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄËÒÕÔËÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ k.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X �ÏÒÏ-

ÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �(X;E)
O !

E ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÒÑ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x 2 X ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÇÌÏÂÁÌØ-

ÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E × ÔÏÞËÅ x �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E × ÔÏÞËÅ x.

�ÅÏÒÅÍÁ 2.3 (�ÅÏÒÅÍÁ ëÁÒÔÁÎÁ A). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ P

n

ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ k

0

2Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k � k

0

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E(k) �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ

ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÏ×ÁÎÏ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ �ÏËÒÙÔÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P

n

. äÏ-

�ÕÓÔÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÚÁÄÁÅÔÓÑ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ �ÏËÒÙÔÉÉ ËÏ�ÉËÌÏÍ g

ij

. �ÏÇÄÁ

ÓÏÇÌÁÓÎÏ õ�Ò. 1.9 (3) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E(k) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏ�ÉËÌÏÍ g

ij

(z

j

=z

i

)

k

. ñÓÎÏ,

ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ k ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E(k) �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ

ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U

0

.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏ�ÉËÌÁ g

i0

: U

i

\ U

0

! GL

r

(C ). íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-

×ÁÔØ g

i0

ËÁË ÍÁÔÒÉ�Õ ÒÁÚÍÅÒÁ r � r, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅ-

ÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÁ U

i

\ U

0

. ïÄÎÁËÏ ×ÓÑËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ

ÎÁ U

i

\ U

0

ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ f(z)=(z

0

z

i

)

N

, ÇÄÅ f(z) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ-

�ÅÎÉ 2N . úÎÁÞÉÔ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ g

i0

(z) = f

i0

(z)=(z

0

z

i

)

N

, ÇÄÅ f

i0

(z) | ÍÁÔÒÉ�Á

ÒÁÚÍÅÒÁ r � r, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ

ÓÔÅ�ÅÎÉ 2N . �ÏÇÄÁ �ÒÉ k � N

g

i0

(z)(z

0

=z

i

)

k

= f

i0

(z)z

k�N

0

=z

k+N

i

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ e 2 C

r

ÉÍÅÅÍ

(g

i0

(z)(z

0

=z

i

)

k

)e = (f

i0

(z)z

k�N

0

=z

k+N

i

)e:

ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁ U

i

ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × C

r

. üÔÏ

ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ

s

0

= e; s

i

= (f

i0

(z)z

k�N

0

=z

k+N

i

)e (i = 1; : : : ; n)

ÚÁÄÁÅÔ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E(k) ÎÁ P

n

(ÓÍ. õ�Ò. 1.11 (2)). ÷ÅËÔÏÒ

e ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÂÉÒÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ

ÓÅÞÅÎÉÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E(k) ÎÁÄ U

0

.

ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÌÅÍÍÁ.

ìÅÍÍÁ 2.4. (1) åÓÌÉ � : E

1

! E

2

| ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E

3

É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ  : E

2

! E

3

, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! E

1

! E

2

! E

3

! 0 ÔÏÞÎÁ.
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(2) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ  : E

2

! E

3

| ÓÀÒØÅË�ÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E

1

É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ � : E

1

! E

2

, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! E

1

! E

2

! E

3

! 0 ÔÏÞÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÕÓÔØ r

1

= r(E

1

), r

2

= r(E

2

) É r

3

= r

2

� r

1

. äÏ�ÕÓÔÉÍ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E

1

É E

2

ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÏ×ÁÎÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÏËÒÙÔÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÌØÞÁÑ �ÏËÒÙÔÉÅ É ÍÅÎÑÑ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁ�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ

ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ �ÏËÒÙÔÉÑ U

i

ÍÏÒÆÉÚÍ � ÚÁÄÁ×ÁÌÓÑ ÂÙ ÍÁÔÒÉ-

�ÅÊ

�

i

(z) =

�

A

i

(z)

B

i

(z)

�

;

ÇÄÅ A

i

(z) | ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ r

1

� r

1

, �ÒÉÞÅÍ detA

i

(z) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ

ÎÉ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U

i

, Á B

i

(z) | ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ r

3

� r

1

. äÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ �| ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÔÏ � ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ

ÉÍÅÀÝÅÊ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÒÁÎÇ r

1

. úÎÁÞÉÔ, × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÉÎÏÒÏ× ÒÁÚ-

ÍÅÒÁ r

1

� r

1

ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. éÚÍÅÌØÞÁÑ �ÏËÒÙÔÉÅ É ÍÅÎÑÑ

ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁ�ÉÀ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÍÉÎÏÒ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ

�ÅÒ×ÙÍÉ r

1

ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù. îÏ ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÁÍ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ×ÙÂÒÁÌÉ ÔÁËÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ É ÔÁËÉÅ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁ�ÉÉ. ðÕÓÔØ

g

ij

| ËÏ�ÉËÌ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E

2

. úÁ�ÉÛÅÍ ÅÇÏ × ÂÌÏÞÎÏÍ ×ÉÄÅ

g

ij

=

 

g

11

ij

; g

12

ij

g

21

ij

; g

22

ij

!

;

ÇÄÅ g

11

ij

| ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ r

1

� r

1

, Á g

22

ij

| ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ r

3

� r

3

. ðÕÓÔØ

h

ij

= �B

i

A

�1

i

g

12

ij

+ g

22

ij

;  

i

=

�

�B

i

A

�1

i

; E

�

;

ÇÄÅ E | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ r

3

� r

3

. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ

h

ij

h

jk

= h

ik

;  

i

= h

ij

 

j

g

�1

ij

É ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 �! C

r

1

�

i

(z)

�! C

r

2

 

i

(z)

�! C

r

3

�! 0

ÔÏÞÎÁ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ z 2 U

i

. ðÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ h

ij

| ËÏ�ÉËÌ.

ðÕÓÔØ E

3

| ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r

3

. ÷ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÚÎÁ-

ÞÁÅÔ, ÞÔÏ  

i

ÚÁÄÁÀÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ  : E

2

! E

3

(ÓÍ. õ�Ò. 1.11 (2)). îÁËÏÎÅ�

ÔÏÞÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏÞÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅ-

ÎÉÊ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎ �ÕÎËÔ (1). ðÕÎËÔ (2) ÄÏËÁÚÙ×ÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. ðÕÓÔØ f : E ! F | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÎÇ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f

x

: E

x

! F

x

�ÏÓÔÏÑÎÅÎ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞÎÁÑ �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! K ! E

f

! F ! C ! 0;

ÇÄÅ K É C | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÎÇÏ× r(E)� r(f) É r(F )� r(f) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ A �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ

ÂÏÌØÛÉÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ �ÏÄËÒÕÔÏË �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

�ÅÏÒÅÍÁ 2.6 (�ÅÏÒÅÍÁ ëÁÒÔÁÎÁ B). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ P

n

ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ k

0

2Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ k � k

0

É p > 0 ÉÍÅÅÍ

H

p

(P

n

; E(k)) = 0.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: äÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï p. ðÒÉ p > n

×ÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.1 | ÜÔÏ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÂÁÚÕ ÉÎÄÕË�ÉÉ. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ

ÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁÊÄÅÔÓÑ k

p

(E) 2Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ

H

>p

(P

n

; E(k)) = 0 �ÒÉ k � k

p

(E).

ðÕÓÔØ p � 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ A ÎÁÊ-

ÄÅÔÓÑ k

0

2Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ E(k

0

) �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ. üÔÏ ÏÚÎÁ-

ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÀÒØÅË�ÉÑ

H

0

(P

n

; E(k

0

))
 O ! E(k

0

). ðÏ ÌÅÍÍÅ 2.4 ÜÔÕ

ÓÀÒØÅË�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÏ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

0! E

0

!

H

0

(P

n

; E(k

0

)) 
O ! E(k

0

)! 0: (�)

ðÏÌÏÖÉÍ k

p�1

(E) = k

p

(E

0

) + k

0

. �ÏÇÄÁ �ÒÉ k � k

p�1

(E) ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÊ, �ÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÊ ÎÁ k � k

0

ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

!

H

i

(P

n

;

H

0

(P

n

; E(k

0

))
 O(k � k

0

))!

H

i

(P

n

; E(k))!

H

i+1

(P

n

; E

0

(k � k

0

))!

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÏÔÔÁ É ÉÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E

0

ÔÅ�ÅÒØ

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

H

i

(P

n

; E(k)) = 0 �ÒÉ i � p É k � k

p�1

(E), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ

ÄÏËÁÚÁÔØ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-

ÎÙÈ �ÏÄËÒÕÔËÁÈ.

�ÅÏÒÅÍÁ 2.7 (�ÅÏÒÅÍÁ ëÁÒÔÁÎÁ B

0

). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ P

n

ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ k

0

2Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ k � k

0

É p < n ÉÍÅÅÍ

H

p

(P

n

; E(�k)) = 0.

îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á: äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ B

0

\Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏ" ÄÏ-

ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ B. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÉÎÄÕË�ÉÑ ÚÁÍÅÎÑÔÓÑ ×ÏÚÒÁ-

ÓÔÁÀÝÅÊ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, \ÄÕÁÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ" ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÛÁÇ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å | ÔÏÞ-

ÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (�) ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! E(�k

0

)! (

H

0

(P

n

; E

�

(k

0

)))

�


 O ! E

0

! 0:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÅÏÒÅÍÁ B

0

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ B É Ä×ÏÊ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ �ÏÇÏ×ÏÒÉÍ �ÏÚÖÅ.

2.3. �ÅÏÒÅÍÁ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ. ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÁÄÉÍ �ÏÌÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ×ÅË-

ÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ P

1

.

�ÅÏÒÅÍÁ 2.8 (�ÅÏÒÅÍÁ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ). ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r ÎÁ P

1

.

�ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÌÙÈ

ÞÉÓÅÌ a

1

� � � � � a

r

, ÔÁË ÞÔÏ

E

�

=

O(a

1

) � � � � � O(a

r

):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ: ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï r. ðÒÉ r =

1 ÎÅÞÅÇÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ××ÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.8. äÏ�ÕÓÔÉÍ r > 1. éÚ ÔÅÏÒÅÍ ëÁÒÔÁÎÁ

A É B

0

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ a 2Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ

H

0

(P

1

; E(a)) 6= 0;

H

0

(P

1

; E(a� 1)) = 0:

ðÕÓÔØ s | ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E(a). �ÏÇÄÁ s ÚÁ-

ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ O ! E(a). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ s Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. äÏ�ÕÓÔÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ s ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×

ÎÕÌØ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ �ÒÑÍÏÊ P

1

. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (z

0

: z

1

)

ÎÁ P

1

, × ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÒÁ×ÎÁ (0 : 1). ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ s=z

0
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Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E(a � 1),

ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÙÂÏÒÕ a.

�ÁË ËÁË s | ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÔÏ �Ï ÌÅÍÍÅ 2.4 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0!O

s

! E(a)! E

0

! 0:

úÄÅÓØ E

0

| ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r�1. úÎÁÞÉÔ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÉÍÅÅÍ

E

0

�

=

O(b

1

)� � � � � O(b

r�1

), ÔÏ ÅÓÔØ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0!O

s

! E(a)! O(b

1

) � � � � � O(b

r�1

)! 0: (2.9)

ðÏÄËÒÕÞÉ×ÁÑ ÅÅ ÎÁ �1 É �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ âÏÔÔÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

H

i

(P

1

; E(a� 1)) =

H

i

(P

1

;O(b

1

� 1)� � � � � O(b

r�1

� 1));

ÚÎÁÞÉÔ ÉÚ ×ÙÂÏÒÁ a É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÏÔÔÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ b

1

; : : : ; b

r�1

� 0.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (2:9) ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÔÓÑ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ f : E(a)!O ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f � s = 1 2 Hom(O;O).

ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (2:9) ÆÕÎËÔÏÒ Hom(� ;O) �ÏÌÕÞÁÅÍ

ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

� � � ! Hom(E(a);O)

s

! Hom(O;O)! Ext

1

(O(b

1

) � � � � � O(b

r�1

);O)! : : :

ðÏÓËÏÌØËÕ b

1

; : : : ; b

r�1

� 0 ÔÏ ÉÚ õ�Ò. 1.16 É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÏÔÔÁ ÓÌÅÄÕÅÔ

Ext

1

(O(b

1

)� � � � � O(b

r�1

);O) =

H

1

(P

1

;O(�b

1

) � � � � � O(�b

r�1

)) = 0

úÎÁÞÉÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ f 2 Hom(E(a);O), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ s(f) = 1 2 Hom(O;O). ïÄ-

ÎÁËÏ, s(f) = f �s, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (2:9) ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÔÓÑ, ÚÎÁÞÉÔ

E(a)

�

=

O � O(b

1

)� � � � � O(b

r�1

)

É ×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ: äÏ�ÕÓÔÉÍ

E

�

=

O(a

1

)� � � � � O(a

r

)

�

=

O(b

1

)� � � � � O(b

r

);

�ÒÉÞÅÍ a

1

� � � � � a

r

, b

1

� � � � � b

r

. ðÕÓÔØ P

1

= P(V ). ðÕÓÔØ s ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ

a

1

= b

1

, : : : , a

s

= b

s

, ÎÏ a

s+1

6= b

s+1

. ðÕÓÔØ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ a

s+1

> b

s+1

.

�ÏÇÄÁ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ

H

0

(P

1

; E(�a

s+1

)) = H

0

(P

1

;O(a

1

� a

s+1

)� � � � � O(a

r

� a

s+1

)) =

= S

a

1

�a

s+1

V

�

� � � � � S

a

s

�a

s+1

V

�

� C ;

Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ

H

0

(P

1

; E(�a

s+1

)) = H

0

(P

1

;O(b

1

� a

s+1

)� � � � � O(b

r

� a

s+1

)) =

= S

b

1

�a

s+1

V

�

� � � � � S

b

s

�a

s+1

V

�

= S

a

1

�a

s+1

V

�

� � � � � S

a

s

�a

s+1

V

�

;

ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ �ÒÉÛÌÉ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ ÉÌÉ ÒÁÓÝÅ�É-

ÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÎÇÁ.

�ÅÏÒÅÍÕ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ×ÓÑ-

ËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P

1

ÒÁÚÌÏÖÉÍÏ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ

×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.
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3. ëÏÇÅÒÅÎÔÎÙÅ �ÕÞËÉ.

ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅ-

×ÏÊ. üÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÎÉÖÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏ× ÇÏÍÏÌÏÇÉ-

ÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÔÏÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ É ÄÒÕÇÉÈ �ÒÏÉÚ-

×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×), ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÂÏÌØÛÉÍ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ. þÔÏÂÙ ÕÓÔÒÁÎÉÔØ

ÜÔÏÔ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË �ÏÌÅÚÎÏ ×ÌÏÖÉÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ × \ÈÏÒÏÛÕÀ" ÁÂÅÌÅ×Õ

ËÁÔÅÇÏÒÉÀ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÁÍÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÔÒÅÂÕÅÔ

ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ×ÌÏÖÅÎÉÑ × \ÈÏÒÏÛÕÀ" ÁÂÅÌÅ×Õ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ. �ÁËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ×, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ É �ÏÓÔÒÏÉÍ.

þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ �ÕÞËÁ ÎÁÄÏ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÏ×ÁÔØ

ÔÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÓÏÈÒÁÎÉÔØ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÉÈ

ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.18 ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-

ÎÏÅ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ �ÒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÅÇÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ| ÜÔÏ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �(U;E) ÓÅÞÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ

U � X É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ �(U;E) ! �(U

0

; E) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ

U

0

� U . óÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ìÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ �ÕÞËÏÍ O-ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉX ÎÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× E(U ) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á U � X É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ E(U )! E(U

0

) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ

U

0

� U , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

(0) ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï E(U ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ �(U;O) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-

ÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å U , ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ E(U ) ! E(U

0

) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �(U;O)-ÍÏÄÕÌÅÊ (E(U

0

) ÓÎÁÂÖÁÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ �(U;O)-ÍÏÄÕÌÑ Ó

�ÏÍÏÝØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ �(U;O) ! �(U

0

;O)), Á ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÍÏÒ-

ÆÉÚÍÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ E(U ) ! E(U

0

) ! E(U

00

) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÇÒÁÎÉ-

ÞÅÎÉÑ E(U )! E(U

00

).

(1) (ðÕÞËÏ×ÏÓÔØ) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ U =

S

i

U

i

ÔÏÞÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! E(U )!�

i

E(U

i

)

d

!�

i<j

E(U

i

\U

j

) (3.1)

(ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (3:1) ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ).

(1) (ìÏËÁÌØÎÁÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÓÔØ) ìÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ x 2 X ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏ-

ÓÔØÀ x 2 U , ÞÔÏ

E(U )

�

=

�(U;O)

�r

:

(2) (ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ) ìÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ x 2 X ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ x 2 U ,

ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ U

0

� U ÉÍÅÅÍ

E(U

0

)

�

=

E(U )


�(U;O)

�(U

0

O);

É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ

E(U )! E(U )


�(U;O)

�(U

0

O); s 7! s 
 1:

þÉÓÌÏ r ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÕÞËÁ E É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

r(E).

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2. (1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á E(U ) = �(U;E) ÓÅÞÅÎÉÊ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ �ÕÞÏË ÒÁÎÇÁ r(E) = r(E). (2) äÏ-

ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �Ï ×ÓÑËÏÍÕ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÍÕ �ÕÞËÕ E ÒÁÎÇÁ r ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏ-

ÉÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÒÁÎÇÁ r, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ E(U ) = �(U;E).
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�ÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÏÎÑÔÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÕÞËÁ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ

�ÏÎÑÔÉÀ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

�Å�ÅÒØ ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. üÔÏ

ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÌÏ-

ËÁÌØÎÏÊ Ó×ÏÂÏÄÎÏÓÔÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ �ÕÞËÁ O-

ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁ X. úÁÍÅÎÑÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏÊ Ó×ÏÂÏÄÎÏÓÔÉ ÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏÊ

ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ

(2

0

) ìÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ x 2 X ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ x 2 U , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ E(U ) |

ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ �(U;O)-ÍÏÄÕÌØ.

�ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ �ÕÞËÁ O-ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁ X. äÁÌÅÅ, ÏÔÂÒÁÓÙ-

×ÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ (2) É (3) �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÕÞËÁ O-ÍÏÄÕÌÅÊ, Á ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÑ ÅÝÅ

É ÕÓÌÏ×ÉÅ (0) �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÕÞËÁ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. îÁËÏÎÅ�,

ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÑ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ (Ë×ÁÚÉ)ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ �ÕÞËÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ �ÕÞËÏ×ÏÓÔÉ, �Ï-

ÌÕÞÁÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (Ë×ÁÚÉ)ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ �ÒÅÄ�ÕÞËÁ ÎÁ X.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÎÑÔÉÅ �ÒÅÄ�ÕÞËÁ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-

ÚÏÍ. ðÕÓÔØ Open(X) | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÏÂßÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×. �ÏÇÄÁ �ÒÅÄ�ÕÞÏË

×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏ ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

Open(X) × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ

�ÒÅÄ�ÕÞÏË ÇÒÕ��, ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��, ËÏÌÅ�, �ÒÅÄ�ÕÞÏË ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ �ÒÅÄ�ÕÞËÏÍ

ËÏÌÅ�, É Ô.Ä. äÏÂÁ×ÌÑÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (1) ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÕÞËÁ × ÌÀ-

ÂÏÊ ÉÚ ×ÙÛÅ�ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ 3.3. (1) ðÕÓÔØ x 2 X. óÔÒÕËÔÕÒÎÙÊ �ÕÞÏË ÔÏÞËÉ O

x

Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ

O

x

(U ) =

(

C ; x 2 U

0; x 62 U

(2) ðÕÓÔØ Z � X | �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. óÔÒÕËÔÕÒÎÙÊ �ÕÞÏË �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÑ O

Z

Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ

O

Z

(U ) =

(

�(U \ Z;O); x 2 U

0; x 62 U

(3) ðÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏ× �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ J

Z

Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ

J

Z

(U ) = ff 2 �(U;O) j f

jZ\U

= 0g:

(4) ðÏÓÔÏÑÎÎÙÊ �ÒÅÄ�ÕÞÏË Z

0

X

Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ Z

0

X

(U ) =Z.

(5) ðÏÓÔÏÑÎÎÙÊ �ÕÞÏË Z

X

Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ Z

X

(U ) = Z

�

0

(U)

, ÇÄÅ

�

0

(U ) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U .

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.4. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ O

x

, O

Z

É J

Z

| ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÅ �ÕÞËÉ.

(2) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Z

X

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÕÞËÏÍ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��, Á Z

0

X

ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

�ÕÞËÏÍ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ E , F | �ÕÞËÉ O-ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁ X. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f : E ! F

| ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �(U;O)-ÍÏÄÕÌÅÊ f

U

: E(U ) ! F(U ), ËÏÍÍÕÔÉÒÕ-

ÀÝÉÈ Ó ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ E É F | �ÕÞËÉ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ E

É F , ÔÏ Hom(E ;F) = Hom(E;F ).
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ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Sh(X) ËÁÔÅÇÏÒÉÀ �ÕÞËÏ× ÎÁ X, ÞÅÒÅÚ QCoh(X) | ËÁÔÅ-

ÇÏÒÉÀ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÎÁ X, ÞÅÒÅÚ Coh(X) ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ

�ÕÞËÏ× ÎÁ X, Á ÞÅÒÅÚ Coh

lf

(X) | ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ

�ÕÞËÏ× ÎÁ X. �ÏÇÄÁ Õ ÎÁÓ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÌÏÖÅÎÉÊ �ÏÄËÁÔÅ-

ÇÏÒÉÊ

Coh

lf

(X) � Coh(X) � QCoh(X) � Sh(X);

�ÒÉÞÅÍ �ÅÒ×ÙÅ Ä×Á ×ÌÏÖÅÎÉÑ | �ÏÌÎÙÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ õ�Ò. 3.5 ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ×ÅË-

ÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ X ÜË×É×ÁÌÎÅÔÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Coh

lf

(X), ÔÏ ÅÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

�ÏÌÎÏÊ �ÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ × Coh(X). ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÉÑ

ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ É ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍÉ �ÕÞ-

ËÁÍÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÕÞÏË ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÔÏÊ ÖÅ

ÂÕË×ÏÊ E.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÚ ×ÓÑËÏÇÏ �ÒÅÄ�ÕÞËÁ ÍÏÖÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅ-

ÓËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚÇÏÔÏ×ÉÔØ �ÕÞÏË. üÔÁ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÁ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ

ËÏÑÄÅÒ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ �ÕÞËÏ×.

�ÅÏÒÅÍÁ 3.6. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÅÄ�ÕÞËÁ E ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÕÞÏË

e

E É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

�ÒÅÄ�ÕÞËÏ× � : E !

e

E, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f : E ! F , ÇÄÅ F |

�ÕÞÏË, �ÒÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ E !

e

E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ �ÒÅÄ�ÕÞËÏ× × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ �ÕÞËÏ×, Á � | ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ

ÆÕÎËÔÏÒÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: çÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÒÅÄ�ÕÞÏË ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÕÞËÏÍ, ÅÓÌÉ × ÎÅÍ

ÎÅ È×ÁÔÁÅÔ ÓÅÞÅÎÉÊ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ �ÕÞËÏ×ÉÚÁ�ÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÄÏ-

ÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ: ÍÙ ÂÅÒÅÍ �ÏËÒÙÔÉÅ U =

S

U

i

É ÅÓÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓ

(3:1) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ, ÔÏ ÍÙ ÚÁÍÅÎÑÅÍ E(U ) ÎÁ Ker d.

üÔÕ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÎÁÄÏ �ÒÏÄÅÌÁÔØ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ �ÏËÒÙÔÉÑÍÉ, �ÏËÁ ÎÁÛ

�ÒÅÄ�ÕÞÏË ÎÅ ÓÔÁÎÅÔ �ÕÞËÏÍ.

âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏÊ �ÕÞËÁ E × ÔÏÞËÅ x ËÁË

E

x

= lim

�!

x2U

E(U ). äÁÌÅÅ, �ÏÌÏÖÉÍ

e

E(U ) =

(

s : U !

G

x2U

E

x

�

�

�

�

8x 2 U 9x 2 U

0

� U É s

0

2 E(U

0

), ÔÁË ÞÔÏ

8y 2 U

0

ÉÍÅÅÍ s(y) = s

0

(y) 2 E

y

�

ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

e

E ÉÓËÏÍÙÊ �ÕÞÏË.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ÁÖÎÏ ÎÅ �ÕÔÁÔØ ÓÌÏÊ E

x

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ × ÔÏÞËÅ x É ÓÌÏÊ E

x

ÅÇÏ �ÕÞËÁ

ÓÅÞÅÎÉÊ E . üÔÏ ÒÁÚÎÙÅ ×ÅÝÉ! óÌÏÊ E

x

�ÕÞËÁ ÓÅÞÅÎÉÊ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÏÓÔËÏ×

ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E × ÔÏÞËÅ x. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ E

x

É E

x

Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ. E

x

| ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ O

X;x

ÒÏÓÔËÏ× ÆÕÎË�ÉÊ × ÔÏÞËÅ x. ëÏÌØ�Ï

O

X;x

| ÌÏËÁÌØÎÏÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m

x

� O

X;x

.

�ÁË ×ÏÔ, E

x

= E

x

=m

x

E

x

. þÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ �ÕÔÁÎÉ�Ù, × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï E

x

=m

x

E

x

ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÏÅÍ �ÕÞËÁ E .

æÕÎËÔÏÒ E !

e

E ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ �ÕÞËÏ×ÉÚÁ�ÉÉ, Á �ÕÞÏË

e

E ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

�ÕÞËÏÍ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ Ó �ÒÅÄ�ÕÞËÏÍ E .

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.7. (1) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ

e

E

x

= E

x

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x 2 X.

(2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÒÅÄ�ÕÞÏË E ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ, ÔÏ �ÕÞÏË

e

E ÔÏÖÅ ËÏÇÒÅÎÔÅÎ.

(õËÁÚÁÎÉÅ: äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ U | ÔÁËÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÞÔÏ 8U

0

� U ÉÍÅÅÍ E(U

0

) = E(U )


O(U)

O(U

0

), ÔÏ

e

E(U ) = E(U ))
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�ÅÏÒÅÍÁ 3.8. ëÁÔÅÇÏÒÉÉ Sh(X), QCoh(X) É Coh(X) | ÁÂÅÌÅ×Ù.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Sh(X) | ÁÂÅÌÅ×Á

É ÞÔÏ �ÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ Coh(X) � QCoh(X) � Sh(X) ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

×ÚÑÔÉÑ ÑÄÅÒ É ËÏÑÄÅÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×.

äÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÁÂÅÌÅ×ÏÓÔÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Sh(X) ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ

ÑÄÅÒ É ËÏÑÄÅÒ É �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÁËÓÉÏÍÙ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ðÕÓÔØ f : E ! F |

ÍÏÒÆÉÚÍ �ÕÞËÏ×. �ÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ E

0

(U ) = Ker(f

U

: E(U ) ! F(U ))

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÕÞËÏÍ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f

× ËÁÔÅÇÏÒÉÉ �ÕÞËÏ×. ó ËÏÑÄÒÏÍ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÎÅÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

F

0

(U ) = Coker(f

U

: E(U )! F(U )) ÕÖÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÕÞËÏÍ, Á ÔÏÌØËÏ �ÒÅÄ�ÕÞ-

ËÏÍ. ïÄÎÁËÏ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÄ�ÕÞÏË F

0

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÑÄÒÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f ×

ËÁÔÅÇÏÒÉÉ �ÒÅÄ�ÕÞËÏ×, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.6 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ

Ó ÎÉÍ �ÕÞÏË

f

F

0

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÑÄÒÏÍ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ �ÕÞËÏ×.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f

U

| ÍÏÒÆÉÚÍ O(U )-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÏ E

0

(U ) É F

0

(U ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ

O(U )-ÍÏÄÕÌÑÍÉ, �ÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ E(U ) É F(U ) ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÙ, ÔÏ E

0

(U ) É

F

0

(U ) | ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÙ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎË-

ÔÏÒÁ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÏÄÕÌÅÊ �ÒÅÄ�ÕÞËÉ E

0

É F

0

| Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙ.

úÎÁÞÉÔ �ÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ Coh(X) É QCoh(X) ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÚÑÔÉÑ ÑÄÅÒ

É ËÏÑÄÅÒ (ÎÁÄÏ ÅÝÅ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ õ�Ò. 3.7).

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÓÌÏÖÎÁÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ × Sh(X) ÁËÓÉÏÍ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏ-

ÒÉÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.9. (1) äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÔÏÞÎÏÓÔÉ: �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÕÞËÏ×

: : : �! E

0

f

0

�! E

f

�! E

00

�! : : :

ÔÏÞÎÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ s 2 E(U ), ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ f

U

(s) = 0 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ

ÔÏÞËÉ x 2 U ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ x 2 U

0

� U É ÓÅÞÅÎÉÅ s

0

2 E

0

(U

0

), ÔÁË ÞÔÏ

s

jU

0
= f

0

(s

0

). éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÓÑËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ �ÕÞËÁ E , �ÅÒÅÈÏÄÑÝÅÅ × 0, ÌÏËÁÌØÎÏ

�ÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÓÅÞÅÎÉÑ �ÕÞËÁ E

0

. (2) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

�ÕÞËÏ× ÔÏÞÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÔÏÞÎÁ �ÏÓÌÏÊÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÇÄÁ

8x 2 X ÔÏÞÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

: : : �! E

0

x

f

0

x

�! E

x

f

x

�! E

00

x

�! : : :

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.10. ðÕÓÔØ f : E ! F | ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

(1) f | ÓÀÒØÅË�ÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f | ÓÀÒØÅË�ÉÑ

�ÕÞËÏ×; (2) f | ×ÌÏÖÅÎÉÅ �ÕÞËÏ×, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÔÏÞËÁ x 2 X, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ f | ×ÌÏÖÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ x.

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÄÁÅÔ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÕÞËÏ×, ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÖÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÎÅ ×ÅÒÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 3.11. (1) ðÕÓÔØ Z | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ × X. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ

ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! J

Z

!O ! O

Z

! 0:

(2) ðÕÓÔØ � 2 V

�

É H | ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ × P(V ), ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ � = 0.

�ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! O(�1)

�

!O ! O

H

! 0:
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�ÅÍ ÓÁÍÙÍ J

H

�

=

O(�1).

(3) ðÕÓÔØ L � P(V ) | �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á W � V

�

| �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ L. ðÕÓÔØ dimW =


odimL = d. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! �

d

W 
 O(�d)! �

d�1

W 
O(d� 1)! � � � !W 
 O(�1)!O ! O

L

! 0;

ÇÄÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �

k

W (�k)! �

k�1

W 
 O(1� k) ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ

�

k

W � �

k�1

W 
W � �

k�1

W 
 V

�

= �

k�1

W 
 �(P(V );O(1))

É ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �(P(V );O(1))
O(�k)!O(1) 
O(�k) = O(1� k).

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.12. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.13. �ÏÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÕÎËÔÏ× (2) É (3) ÉÍÅÀÔ ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÅÅ ×ÁÖÎÏÅ ÏÂÏÂÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ

X, s 2 �(X;E

�

) = Hom(E;O) É Z = fx 2 X j s(x) = 0g. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ


odimZ = r, É ÓÅÞÅÎÉÅ s ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ×ÄÏÌØ Z,

ÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! �

r

E ! �

r�1

E ! � � � ! E !O ! O

Z

! 0; (3.14)

ÇÄÅ ÍÏÒÆÉÚÍ �

k

E ! �

k�1

E | ÜÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ

�

k

E � �

k�1

E 
 E

1
s

�! �

k�1

E:

�ÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (3:14) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ ëÏÛÕÌÑ. åÅ ÍÏÖÎÏ

ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÇÏ �ÕÞËÁ

O

Z

. ëÏÍ�ÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ ÏÞÅÎØ ÕÄÏÂÅÎ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ É ÍÙ ÉÍ ÂÕÄÅÍ ÎÅÏÄÎÏ-

ËÒÁÔÎÏ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ 3.11 (2) É 3.11 (3)

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ ëÏÛÕÌÑ �ÒÉE = O(�1) ÉE = W
O(�1)

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ 
odimZ = r, ÎÏ ÓÅÞÅÎÉÅ s �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÎÅ

ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ, ÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ Ñ×ÌÅÔÓÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ �ÕÞËÁ O=J

s

, ÇÄÅ

�ÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏ× J

s

� O Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË J

s

= Im(E

s

�! O). éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ,

�ÕÓÔØ U � X | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

E ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ E(U )

�

=

O(U )

�r

. ðÕÓÔØ s = (f

1

; : : : ; f

r

) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÔÒÉ×ÁÌÉÚÁ�ÉÉ. �ÏÇÄÁ J

s

(U ) � O(U ) | ÉÄÅÁÌ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÆÕÎË-

�ÉÑÍÉ f

1

; : : : ; f

r

.
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4. îÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ P

2

.

ðÏÞÔÉ ×ÓÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ É ÆÕÎËÔÏÒÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÎÅÓÔÉ ÎÁ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÅ �ÕÞËÉ.

4.1. �ÅÎÚÏÒÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ. ðÕÓÔØ E É E

0

| ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÅ �ÕÞËÉ ÎÁX. �ÏÇÄÁ

(E �E

0

)(U ) = E(U )�E(U

0

) | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ

�ÕÞËÏ× E É E

0

. äÁÌÅÅ, F(U ) = E(U )


O(U)

E

0

(U ) É F

0

(U ) = Hom(E(U );O(U )) |

ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÅ �ÒÅÄ�ÕÞËÉ. ó ÉÈ �ÏÍÏÝØÀ ÌÅÇËÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×Å-

ÄÅÎÉÅ E 
 E

0

=

e

F É Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÕÞÏË E

�

=

e

F

0

.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1. (1) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÎÁ

�ÕÞËÁÈ É ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÈ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙ. (2) ðÕÓÔØ Y; Z | �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ

× X. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ O

Y


O

Z

É O

Y


J

Z

. (3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (O

Z

)

�

= 0, (J

Z

)

�

= O.

�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, E = O

Z

É E = J

Z

| �ÒÉÍÅÒÙ �ÕÞËÏ×, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ E

��

6= E .

éÚ õ�Ò. 4.1 (3) ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÅ �ÕÞËÉ ×ÅÄÕÔ ÓÅÂÑ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

Ë ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍ ÎÅ ÔÁË ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÌÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. áÎÁÌÏÇÏÍ ÔÕÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ

ËÏÌØ�ÏÍ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.2. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ (E 
 � ) ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÇÅ-

ÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÔÏÞÅÎ Ó�ÒÁ×Á, Á ÆÕÎËÔÏÒ (� )

�

| ÓÌÅ×Á. (2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÆÕÎËÔÏÒ (E 
 � ) ÔÏÞÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ E | ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ.

4.2. ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ. ëÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ × ÒÁÚÄÅÌÅ 1.5 �ÒÉ

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �Ï ÔÏÞÎÏÍÕ ÓÌÅ×Á ÆÕÎËÔÏÒÕ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×, ÔÁË ÞÔÏ ×ÓÑËÏÊ ËÏÒÏÔËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÄ-

ÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. çÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÓÔÒÏ-

ÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ÞÅÒÅÚ F . âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ

ÏÂßÅËÔ A Á�ÉËÌÉÞÅÎ ÄÌÑ F , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ

0! A! B ! C ! 0 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0! F (A)! F (B)! F (C)! 0 ÔÏÖÅ

ÔÏÞÎÁ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ E. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ E ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ �ÒÁ×ÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÉÚ Á�ÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ

ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ

0! E ! A

0

! A

1

! A

2

! : : :

× ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÏÂßÅËÔÙ A

0

; A

1

; A

2

; : : : | Á�ÉËÌÉÞÎÙ. �ÏÇÄÁ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ R

i

F (E)

ËÁË ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÀ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ

0! F (A

0

)! F (A

1

)! F (A

2

)! : : :

× i-ÏÍ ÞÌÅÎÅ. éÚ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÌÅ×Á ÆÕÎËÔÏÒÁF ÔÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏR

0

F (E) =

F (E). äÁÌÅÅ, �ÕÓÔØ 0 ! E

1

! E

2

! E

3

! 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ. ðÒÅÄ-

�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÕ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÏ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ Á�É-

ËÌÉÞÎÙÈ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ 0 ! A

1

�

! A

2

�

! A

3

�

! 0. �ÏÇÄÁ ×ÓÉÌÕ Á�ÉËÌÉÞÎÏ-

ÓÔÉ ÏÂßÅËÔÏ× A

k

i

�ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÁ F ÄÁÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×

0! F (A

1

�

)! F (A

2

�

)! F (A

3

�

)! 0. úÎÁÞÉÔ, �Ï ÌÅÍÍÅ Ï ÚÍÅÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÄÌÉÎÎÁÑ

ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÜÔÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×, ÔÏ

ÅÓÔØ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× R

�

F (E

k

). ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ ÅÝÅ ÎÅ ×ÓÅ. îÁÄÏ ÅÝÅ

�ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ

Á�ÉËÌÉÞÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ, �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÊ É

Ô.Ä.
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�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ

ÆÕÎËÔÏÒÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÉÞÉÅ \ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ" ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á Á�ÉËÌÉÞÎÙÈ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÏÂßÅËÔÏ×. äÁ×ÁÊÔÅ �ÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ×ÓÅ ÜÔÏ

ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÆÕÎËÔÏÒÁÍ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ×.

íÙ ÕÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ �(X; E) = E(X) É ÆÕÎË-

ÔÏÒÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Hom(E ; � ) É Hom(� ; E).

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. (1) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ � É Hom ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏ-

ÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÔÏÞÎÙ ÓÌÅ×Á É ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ Ó ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ

ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. (2) äÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ

�ÕÞËÁ E ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×

Hom(E ;F) = �(X; E

�


F); Hom(F 
 E ;G) = Hom(F ; E

�


 G):

ó ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ �(X; � ) ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÔÁËÁÑ. ÷ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

Coh(X) Á�ÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÎÅ ÄÏ-

ÓÔÁÔÏÞÎÏ. ïÄÎÁËÏ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Sh(X) Á�ÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÕÖÅ ÍÎÏÇÏ, �Ï-

ÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

H

i

(X; � ) × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

Sh(X), Á ÚÁÔÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÉÈ ÎÁ �ÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ Coh(X) � Sh(X).

äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÅ-

ÏÒÅÍÕ 1.18. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ × ÒÁÚ-

ÄÅÌÅ 1.6 �ÏÄÈÏÄÉÔ É ÄÌÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ×, ÔÁË ËÁË ÔÅÏÒÅÍÙ 1.13 É 1.15

Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Coh(X).

óÌÅÄÕÀÝÅÅ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÔ Ó×ÑÚØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �Ï

þÅÈÕ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Ó �ÏÍÏÝØÀ Á�ÉËÌÉÞÎÙÈ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.4. ðÕÓÔØ V � X | ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Á E | Ë×ÁÚÉËÏ-

ÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁX. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÔÓ×Ï C

V

E

(U ) = E(U\V ) ÚÁÄÁÅÔ

Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ �(X; C

V

E

) = �(V;E). (2) ðÏÌØÚÕÑÓØ

ÔÅÏÒÅÍÏÊ 1.15 �ÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ V | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ �ÕÞÏË E Á�É-

ËÌÉÞÅÎ. (3) ðÕÓÔØ X =

S

N

i=0

U

i

| ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÔÏÞÎÏÓÔØ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0! E ! C

0

E

! C

1

E

! C

2

E

! : : : ; ÇÄÅ C

p

E

=

M

0�i

0

<���<i

p

�N

C

U

i

0

\���\U

i

p

E

;

Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 1.6. (4) äÏËÁÖÉÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× �(X; C

�

E

) = C

�

E

.

�Å�ÅÒØ �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ Hom. éÚ õ�Ò. 4.3 (2) É 4.1 (3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÕÞËÁ E ÆÕÎËÔÏÒ Hom(E ; � ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ

ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ E

�


 � É ÆÕÎËÔÏÒÁ �(X; � ). ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÁ×ÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Ext

i

(E ; � ) É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

Ext

i

(E ;F) =

H

i

(X; E

�


 F) (ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÕÞËÁ E):

åÓÌÉ ÖÅ E ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ, ÔÏ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ext

i

(E ;F)

ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ E

�

! E , ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞ-

ÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ

� � � ! E

2

! E

1

! E

0

! E ! 0

× ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ E

i

ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙ. ðÏÚÄÎÅÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ËÏÇÅ-

ÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ, �ÏÜÔÏÍÕ ×ÙÞÉÓÌÅ-

ÎÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Ext

�

×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.
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4.3. ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ×. éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁÓËÏÌØËÏ ÔÅÏ-

ÒÅÍÙ, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Å Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÄÌÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ×.

�ÅÏÒÅÍÁ 2.1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á. äÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÎÁ ÔÅÍ ÖÅ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ÞÔÏ É × ÒÁÚ-

ÄÅÌÅ 2.1.

�ÅÏÒÅÍÁ ëÁÒÔÁÎÁ A ÔÏÖÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÅÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ

Ä×ÕÈ ÆÁËÔÁÈ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ×ÓÑËÉÊ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÉ �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, Á ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ×ÓÑËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ

s 2 �(U

i

; E), ÇÄÅ E | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ P

n

, Á U

i

| ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔ-

ÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ŝ 2 �(P

n

; E(k)) �ÒÉ

ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k 2Z.

�ÅÏÒÅÍÁ ëÁÒÔÁÎÁ B ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ A É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÏÔÔÁ, �ÏÜÔÏÍÕ

ÏÎÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÄÌÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ×.

þÔÏ ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÙ B

0

, ÔÏ ÏÎÁ ÕÖÅ ÎÅ ×ÅÒÎÁ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, �ÒÉ-

×ÅÄÅÎÎÏÅ × ÒÁÚÄÅÌÅ 2.2 ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ �Ï �ÒÉÞÉÎÅ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÁ (� )

�

.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÊ �ÕÞÏË ÔÏÞËÉ O

x

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÔÒ-

�ÒÉÍÅÒÏÍ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ B

0

.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. ðÕÓÔØ x 2 P

n

. (1) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ O

x


 O(n)

�

=

O

x

ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ n. (2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x 2 X, ÔÏ

H

p

(P

n

;O

x

) =

(

C ; �ÒÉ p = 0

0; ÉÎÁÞÅ

(õËÁÚÁÎÉÅ: ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ 3.11 (3) É ÔÅÏÒÅÍÏÊ

âÏÔÔÁ.)

4.4. òÁÓÛÉÒÅÎÉÑ �ÕÞËÏ×.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÕÞËÁ E Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÕÞËÁ E

0

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ

0! E

0

�

! F

�

! E ! 0: (4.6)

òÁÓÛÉÒÅÎÉÑ F

1

É F

2

ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

F

1

! F

2

, ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÝÉÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ E

0

É E .

ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(� ; E

0

) ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ

ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! Hom(E ; E

0

)! Hom(F ; E

0

)! Hom(E

0

; E

0

)! Ext

1

(E ; E

0

)! : : :

óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÓÑËÏÍÕ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ F ÏÂÒÁÚ "(F) ÜÌÅÍÅÎÔÁ id

E

0

× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

Ext

1

(E ; E

0

).

�ÅÏÒÅÍÁ 4.7. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F 7! "(F) ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÌÁÓ-

ÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ �ÕÞËÁ E Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÕÞËÁ E

0

Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ

Ext

1

(E ; E

0

).

ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ

f : E

0

! E

00

| ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× É F

0

= Coker(E

0

��f

�! F � E

00

).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �

0

ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ E

00

0�1

�! F � E

00

! F

0

, Á ÞÅÒÅÚ �

0

: F

0

! E

ÍÏÒÆÉÚÍ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ F � E

00

��0

�! E .
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õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.8. (1) ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! E

00

�

0

�! F

0

�

0

�! E ! 0

ÔÏÞÎÁ. (2) ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÜÔÏÊ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(� ; E

00

)

ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, × ËÏÔÏÒÕÀ ×ÈÏÄÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ

Hom(E

0

; E

00

)! Ext

1

(E ; E

00

). ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÅ f �ÅÒÅÈÏÄÉÔ ×

"(F

0

).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ: îÁÍ ÎÁÄÏ �Ï ÜÌÅÍÅÎÔÕ " 2 Ext

1

(E ; E

0

) �ÏÓÔÒÏÉÔØ

ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ F , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ " = "(F). ÷ÓÏ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ ëÁÒÔÁÎÁ A É B.

÷ÙÂÅÒÅÍ n 2ZÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÕÞÏË E(n) �ÏÒÏÖÄÁÌÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, É

ÞÔÏÂÙ

H

1

(X; E

0

(n)) = 0. ðÕÓÔØ E

00

= Ker(�(X; E(n)) 
 O(�n) ! E). ðÒÉÍÅÎÑÑ

Ë ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0! E

00

! �(X; E(n))
 O(�n)! E ! 0

ÆÕÎËÔÏÒ Hom(� ; E

0

) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

� � � ! Hom(E

00

; E

0

)! Ext

1

(E ; E

0

)! Ext

1

(�(X; E(n))
 O(�n); E

0

)! : : :

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

Ext

1

(�(X; E(n))
 O(�n); E

0

)

�

=

�(X; E(n))

�




H

1

(X; E

0

(n)) = 0;

ÚÎÁÞÉÔ ÎÁÊÄÅÔÓÑ f 2 Hom(E

00

; E

0

), ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ". �Å�ÅÒØ �ÒÉÍÅÎÑÑ

õ�Ò. 4.8 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ.

4.5. ðÒÉÍÅÒ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ P

2

. �Å�ÅÒØ, ÎÁËÏÎÅ�, ÍÙ ÍÏ-

ÖÅÍ �ÒÉÓÔÕ�ÉÔØ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ �ÒÉÍÅÒÁ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ P(V ) =

P

2

.

÷ÏÚØÍÅÍ ÎÁÂÏÒ �x = (x

1

; : : : ; x

m

) �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË × P

2

. ðÕÓÔØ J

�x

�ÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏ× �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ �x (ÓÍ. 3.3 (3)). âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ×

×ÉÄÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ

0!O ! E ! J

�x

! 0: (4.9)

óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4.7 ÏÎÉ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ext

1

(J

�x

;O). ÷ÙÞÉÓÌÉÍ

ÅÇÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÔÏÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0! J

�x

!O ! �

m

i=1

O

x

i

! 0; (4.10)

0!O(�2)

(�

i

;��

i

)

�! O(�1) �O(�1)

(�

i

;�

i

)

�! O ! O

x

i

! 0; (4.11)

ÇÄÅ �

i

; �

i

2 V

�

| ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ x

i

. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë (4:11) ÆÕÎËÔÏÒ Hom(� ;O)

É �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ âÏÔÔÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍ�ÌÅËÓ

0! C

(�

i

;�

i

)

�! V

�

� V

�

(�

i

;��

i

)

�! S

2

V

�

! 0;

×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒÙ Ext

p

(O

x

i

;O). ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ

Ext

p

(O

x

i

;O) =

(

C ; �ÒÉ p = 2

0; ÉÎÁÞÅ

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ

Ext

p

(�

m

i=1

O

x

i

;O) =

(

C

m

; �ÒÉ p = 2

0; ÉÎÁÞÅ
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�Å�ÅÒØ, �ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(� ;O) Ë (4:10). ðÏÌÕÞÁÅÍ

0! C ! Hom(J

�x

;O)! 0! 0! Ext

1

(J

�x

;O)! C

m

! 0! Ext

2

(J

�x

;O)! 0:

ïÔÓÀÄÁ

Ext

p

(J

�x

;O) =

8

>

<

>

:

C ; �ÒÉ p = 0

C

m

; �ÒÉ p = 1

0; ÉÎÁÞÅ

÷ÏÚØÍÅÍ " = (1; 1; : : :; 1) 2 Ext

1

(J

�x

;O) = �

m

i=1

C .

�ÅÏÒÅÍÁ 4.12. ðÕÓÔØ E ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÕÞËÁ J

�x

Ó �ÏÍÏÝØÀ O, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-

ÀÝÅÅ ". �ÏÇÄÁ E | ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P

2

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ: þÔÏÂÙ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ E

×ÙÞÉÓÌÉÍ ÅÇÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë (4:10) ÆÕÎËÔÏÒ �(P

2

; � ) É �ÏÌØÚÕÑÓØ

ÔÅÏÒÅÍÏÊ âÏÔÔÁ É õ�Ò. 4.5 (2) �ÏÌÕÞÁÅÍ

H

p

(P

2

; J

�x

) =

(

C

m�1

; �ÒÉ p = 1

0; ÉÎÁÞÅ

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ E �ÏÌÕÞÁÅÍ

H

p

(P

2

; E) =

8

>

<

>

:

C ; �ÒÉ p = 0

C

m�1

; �ÒÉ p = 1

0; ÉÎÁÞÅ

ïÄÎÁËÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ âÏÔÔÁ Õ ×ÓÑËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ P

2

�ÅÒ×ÙÅ

ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÚÁÎÕÌÑÀÔÓÑ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ E ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÕÞÏË E ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ. üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÓÄÅÌÁÎÏ ×

ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁÚ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Ext.
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5. �É� ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ P

n

.

5.1. æÕÎËÔÏÒÙ Ext. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ E 7! E

�

ÒÁ×ÅÎ-

ÓÔ×ÏÍ �(U; E

�

) = Hom(E(U );O(U )). ìÅÇËÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÚÁÍÅ-

ÎÉ× × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å O �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÕÞËÏÍ. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-

ÎÉÅ �ÕÞËÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×: �ÕÞÏË Hom(E ;F)(U ) = Hom(E(U );F(U )).

(�Ï ÍÏÄÕÌÀ �ÕÞËÏ×ÉÚÁ�ÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÍÁÌÅÎØËÉÈ

ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÔÏÒ Hom ÌÏËÁÌØÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎ ËÁË

ÆÕÎËÔÏÒ Hom × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎ ÔÏÞÅÎ

ÓÌÅ×Á É ÉÍÅÅÔ �ÒÁ×ÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ Ext

p

É

Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÕÞËÏ×ÉÚÁ�ÉÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ

Ext

p

(E ;F)(U ) = Ext(E(U );F(U )):

ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. ðÕÓÔØ E ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

�ÕÞËÁ F ÉÍÅÅÍ Hom(E ;F)

�

=

E

�


F É Ext

>0

(E ;F) = 0. (2) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ

ÌÀÂÙÈ �ÕÞËÏ× F É G ÉÍÅÅÍ Ext

p

(F 
 E ;G)

�

=

Ext

p

(F ; E

�


 G).

æÕÎËÔÏÒÙ Hom É Hom �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

Hom(E ;F) = �(X;Hom(E ;F)):

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÏÂÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ � É Hom ÎÅ ÔÏÞÎÙ, �ÏÜÔÏÍÕ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎË-

ÔÏÒÁÍÉ Ext(E ;F) É Ext(E ;F) ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÎÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ. ïÄÎÁËÏ, ÅÓÔØ ÎÅ-

ÓËÏÌØËÏ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ E ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀ-

ÂÏÇÏ F ÉÍÅÅÍ Ext

p

(E ;F) =

H

p

(X;Hom(E ;F)). (2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÈ �ÕÞ-

ËÏ× E É F ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ k

0

2Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ �ÒÉ k � k

0

ÉÍÅÅÍ

Ext

p

(E ;F(k)) = �(X; Ext

p

(E ;F)(k)):

÷ ÏÂÝÅÍ ÖÅ ÓÌÕÞÁÅ Ó×ÑÚØ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ÄÁÅÔÓÑ ÎÅËÔÏÒÏÊ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.3. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0!

H

1

(X;Hom(E ;F))! Ext

1

(E ;F)!

H

0

(X; Ext

1

(E ;F))!

H

2

(X;Hom(E ;F)):

÷ÁÖÎÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Ext Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

�ÅÏÒÅÍÁ 5.4. ðÕÞÏË E ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ () Ext

>0

(E ;O) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ (ÓÍ. õ�Ò. 5.1). äÏËÁÖÅÍ

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ. äÏ�ÕÓÔÉÍ Ext

>0

(E ;O) = 0. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ x 2

X ÉÍÅÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ x 2 U , ÔÁËÕÀ ÞÔÏ E(U ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ

ÎÁÄ O(U ). úÎÁÞÉÔ E(U ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙ × Ó×ÏÂÏÄÎÏÍ ÍÏÄÕÌÅ:

O(U )

�n

�

=

E(U )�M:

ðÕÓÔØ p : O(U )

�n

! O(U )

�n

| �ÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ E(U ). çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ p ÚÁÄÁÅÔÓÑ

ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÒÁÚÍÅÒÁ n � n É ÒÁÎÇÁ r. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ m

IJ

ÒÁÚÍÅÒÁ r� r ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù. ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÏÔËÒÙ-

ÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U

IJ

= U n fm

IJ

= 0g �ÒÏÅËÔÏÒ p ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

�

j2J

O(U

IJ

)! E(U

IJ

). îÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U

IJ

�ÏËÒÙ×ÁÀÔ ×ÓÅ U , ÓÌÅÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �Õ-

ÞÏË E ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ ÎÁ U . úÎÁÞÉÔ ÏÎ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ É ÎÁ ×ÓÅÍ X.
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ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 5.4 ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÏËÁÌØÎÏÊ Ó×ÏÂÏÄÎÏÓÔÉ �ÕÞËÁ

E, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.5. îÁÍ ÎÁÄÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ Ext

p

(E;O). ðÒÉÍÅÎÑÑ

ÆÕÎËÔÏÒ Hom(� ;O) Ë ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (4:11) �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍ�ÌÅËÓ

0!O

(�

i

;�

i

)

�! O(1)� O(1)

(�

i

;��

i

)

�! O(2)! 0

×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒÙ Ext

p

(O

x

i

;O). üÔÏÔ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ËÏÍ�ÌÅËÓÕ

(4:11), �ÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÍÕ ÎÁ O(2), �ÏÜÔÏÍÕ

Ext

p

(O

x

i

;O) =

(

O

x

i

(2)

�

=

O

x

i

; �ÒÉ p = 2

0; ÉÎÁÞÅ

(ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ õ�Ò. 4.5). äÁÌÅÅ, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒHom(� ;O) Ë ÔÏÞÎÏÊ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (4:10) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0!O ! Hom(J

�x

;O)! 0! 0! Ext

1

(J

�x

;O)!

m

�

i=1

O

x

i

! 0! Ext

2

(J

�x

;O)! 0:

ïÔÓÀÄÁ

Ext

p

(J

�x

;O) =

8

>

<

>

:

O; �ÒÉ p = 0

�

m

i=1

O

x

i

; �ÒÉ p = 1

0; ÉÎÁÞÅ

ðÒÉÍÅÎÑÑ Hom(� ;O) Ë �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (4:9) �ÏÌÕÞÁÅÍ

0!O !Hom(E;O)!O

"

0

!

m

�

i=1

O

x

i

! Ext

1

(E;O)! 0! 0! Ext

2

(E;O)! 0:

úÎÁÞÉÔ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ "

0

ÓÀÒØÅËÔÉ×ÅÎ.

ðÏÓËÏÌØËÕ × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ

H

>0

(P

2

;Hom(J

�x

;O)) = 0, ÔÏ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ õ�Ò. 5.3 ÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ext

1

(J

�x

;O) = �(P

2

; Ext

1

(J

�x

;O)). ìÅÇËÏ

×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ "

0

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÍÕ ÓÅÞÅÎÉÀ �ÕÞËÁ �

m

i=1

O

x

i

=

Ext

1

(J

�x

;O), ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ " 2 Ext

1

(J

�x

;O). úÎÁÞÉÔ "

0

= (1; 1; : : : ; 1; 1),

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÌØÎÏ "

0

ÓÀÒØÅËÔÉ×ÅÎ.

5.2. æÕÎËÔÏÒ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ. ðÕÓÔØ f : Y ! X ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-

ÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, Á (E; �) | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ X. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ×ÅË-

ÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ (f

�

E; �

f

�

E

) ÎÁ Y ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ

f

�

E = E �

X

Y = f(e; y) 2 E � Y j �

E

(e) = f(y)g; �

f

�

E

(e; y) = y:

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.5. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f

�

| ÆÕÎËÔÏÒ. (2) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ

ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÚÁÄÁÅÔÓÑ × �ÏËÒÙÔÉÉ U

i

ËÏ�ÉËÌÏÍ g

ij

: U

i

\ U

j

! GL

r

(C ),

ÔÏ f

�

E ÚÁÄÁÅÔÓÑ × �ÏËÒÙÔÉÉ f

�1

(U

i

) ËÏ�ÉËÌÏÍ g

ij

� f : f

�1

(U

i

) \ f

�1

(U

j

) !

GL

r

(C ). (3) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ f

�

(E � F )

�

=

f

�

E � f

�

F , f

�

(E 
 F )

�

=

f

�

E 
 f

�

F ,

f

�

(E

�

)

�

=

(f

�

E)

�

. (4) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f

�

O

�

=

O. (5) ðÕÓÔØ i : P(V

1

) ! P(V

2

) |

ÌÉÎÅÊÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ i

�

O(k)

�

=

O(k).

þÔÏÂÙ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒ f

�

ÄÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ f

�

: Coh(X) ! Coh(Y ) ÎÁÄÏ

×ÙÞÉÓÌÉÔØ �(U; f

�

E). äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ f(U ) � U

0

� X É ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÔÒÉ×ÉÁ-

ÌÉÚÕÅÔÓÑ ÎÁ U

0

. ðÕÓÔØ e

1

; : : : ; e

r

| ÂÁÚÉÓ ÓÅÞÅÎÉÊ E ÎÁ U

0

. �ÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,

ÞÔÏ f

�

e

1

; : : : ; f

�

e

r

| ÂÁÚÉÓ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ f

�

E ÎÁ U . úÎÁÞÉÔ

�(U; f

�

E)

�

=

O(U )

�

r

�

=

O(U

0

)

�r




O(U

0

)

O(U )

�

=

�(U

0

; E)


O(U

0

)

O(U );

ÇÄÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ O(U

0

)-ÍÏÄÕÌÑ ÎÁ O(U ) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ � 2 O(U

0

) 7!

� � f 2 O(U ).



23

úÎÁÞÉÔ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒ f

�

ÎÁ �ÕÞËÁÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ðÕÓÔØ E 2 Coh(X). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ðÕÓÔØ U � Y | ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÁË

ÞÔÏ f(U ) � U

0

� X É U

0

ÁÆÆÉÎÎÏ. ðÏÌÏÖÉÍ

F(U ) = E(U )


O(U

0

)

O(U )

É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÕÞÏË f

�

E ËÁË �ÕÞÏË, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Ó �ÒÅÄ�ÕÞËÏÍ F .

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.6. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÕÞËÁ E ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÒ-

ÒÅËÔÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÅÄ�ÕÞËÁ F É ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ �ÕÞËÁ f

�

E . (2) ðÒÏ-

×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ f

�

ÆÕÎËÔÏÒ. (3) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ E | ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ,

ÔÏ É f

�

E | ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ. (4) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f

�

(E � E

0

)

�

=

E � E

0

,

f

�

(E 
 E

0

)

�

=

f

�

E 
 f

�

E

0

. (5) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g : Z ! Y , ÔÏ ÉÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× (fg)

�

= g

�

f

�

.

ìÅÇËÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ (f

�

E)

�

6

�

=

f

�

(E

�

). á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ Y = x 2 X

É E = O

x

, ÔÏ ÌÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (f

�

O

x

)

�

�

=

O, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË f

�

(O

�

x

) = 0.

åÓÌÉ Y | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ × X, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ i : Y ! X ÎÁÚÙ×Á-

ÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ. äÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ �ÕÞÏË i

�

E ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

ÔÁËÖÅ ÞÅÒÅÚ E

jY

É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ �ÕÞËÁ E ÎÁ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y .

5.3. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ f

�

ÌÏ-

ËÁÌØÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎ ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎ

ÔÏÞÅÎ Ó�ÒÁ×Á É ÉÍÅÅÔ ÌÅ×ÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ L

p

f

�

, ËÏÔÏÒÙÅ Ó ÔÏÞÎÏ-

ÓÔØÀ ÄÏ �ÕÞËÏ×ÉÚÁ�ÉÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ

(L

p

f

�

E)(U ) = Tor

p

O(U

0

)

(E(U );O(U

0

)); f(U ) � U

0

; U

0

|ÁÆÆÉÎÎÏ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.7. ðÕÓÔØ E | ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ �ÕÞÏË. (1) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ,

ÞÔÏ L

>0

f

�

E = 0. (2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÕÞËÁ F ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

ÆÕÎËÔÏÒÏ× L

p

f

�

(E 
 F)

�

=

f

�

E 
 L

p

f

�

F .

5.4. �É� ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. ðÒÑÍÏÊ L × �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P

n

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ L

�

=

P

1

� P

n

. ñÓÎÏ, ÞÔÏ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ × P

n

= P(V ) ÜÔÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr(2;V ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

ÅÇÏ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ G

n

.

ðÕÓÔØ E ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r ÎÁ P

n

. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ �ÒÑÍÏÊ L 2 G

n

ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ E

jL

. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÉÍÅÅÍ

E

jL

�

=

O

L

(a

E

1

(L)) � � � � � O

L

(a

E

r

(L));

�ÒÉÞÅÍ ÎÁÂÏÒ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a

E

1

(L) � � � � � a

E

r

(L) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ. îÁ-

ÂÏÒ a

E

(L) = (a

E

1

(L); : : : ; a

E

r

(L)) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÉ�ÏÍ ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ

�ÒÑÍÏÊ L. �É� ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÑ ÉÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

a

E

: G

n

!Z

r

:

÷×ÅÄÅÍ ÎÁ Z

r

ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ �ÏÒÑÄÏË, ÔÏ ÅÓÔØ (a

1

; : : : ; a

r

) > (b

1

; : : : ; b

r

),

ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ 1 � s � r ÉÍÅÅÍ

a

1

= b

1

; : : : ; a

s�1

= b

s�1

É a

s

> b

s

:

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ×ÁÖÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

�ÅÏÒÅÍÁ 5.8. (1) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ P

n

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï fa

E

(L)g

L2G

n

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÓÎÉÚÕ.

(2) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a 2Z

r

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï fL 2 G

n

j a

E

(L) > ag � G

n

| ÚÁÍËÎÕÔÏ.



24

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a

E

ÍÉÎÉÍÕÍ a

E

(L) �Ï ×ÓÅÍ �ÒÑÍÙÍ L 2 G

n

. éÚ ÔÅÏ-

ÒÅÍÙ 5.8 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U

E

= fL 2 G

n

j a

E

(L) = a

E

g ÏÔËÒÙÔÏ. ðÏ-

ÜÔÏÍÕ a

E

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÔÉ�ÏÍ ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E. ÷ÓÑËÁÑ �ÒÑÍÁÑ

L 2 S

E

:= G

n

n U

E

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ �ÏÄÓËÏËÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E.

ðÒÉÍÅÒ 5.9. åÓÌÉ E = O(a

1

)� � � �� O(a

r

) | �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏÅ ÒÁÓÓÌÏ-

ÅÎÉÅ, ÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÒÑÍÏÊ L 2 G

n

ÉÍÅÅÍ a

E

(L) = a. úÎÁÞÉÔ a

E

= a,

U

E

= G

n

É S

E

= ;.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.5. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ

a

E

(L) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ �ÒÑÍÏÊ L 2 G

2

. ðÕÓÔØ i : L ! P

2

| ×ÌÏÖÅÎÉÅ. îÁÞÎÅÍ Ó

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ L

p

i

�

O

x

i

. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒ i

�

Ë ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÅ (4:11) ÉÚ

ÒÁÚÄÅÌÁ 4.5. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ËÏÍ�ÌÅËÓ

0!O

L

(�2)

(�

i

;��

i

)

�! O

L

(�1) �O

L

(�1)

(�

i

;�

i

)

�! O

L

! 0;

ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÙ L

p

i

�

O

x

i

. ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ x

i

ÎÅ

ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ L, ÔÏ �

i

É �

i

ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ L É ×ÙÛÅÕËÁ-

ÚÁÎÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÔÏÞÅÎ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ L

p

i

�

O

x

i

= 0. åÓÌÉ ÖÅ ÔÏÞËÁ x

i

ÌÅÖÉÔ ÎÁ

�ÒÑÍÏÊ L, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �

i

jL

= 0 É ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ L

0

i

�

O

x

i

= O

x

i

,

L

1

i

�

O

x

i

= O

x

i

(�1)

�

=

O

x

i

É L

>1

i

�

O

x

i

= 0. äÏ�ÕÓÔÉÍ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ L ÌÅÖÉÔ k ÔÏ-

ÞÅË ÉÚ ÔÏÞÅË x

1

, : : : , x

m

. äÏ�ÕÓÔÉÍ ÜÔÏ ÔÏÞËÉ x

1

, : : : , x

k

. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ

i

�

Ë ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (4:10) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

� � � ! 0!�

k

i=1

O

x

i

! i

�

J

�x

!O

L

!�

k

i=1

O

x

i

! 0

ÏÔËÕÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ

L

p

i

�

J

�x

=

(

(�

k

i=1

O

x

i

) �O

L

(�k); �ÒÉ p = 0

0; ÉÎÁÞÅ

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅ�ÅÒØ ÆÕÎËÔÏÒ i

�

Ë ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (4:9) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞ-

ÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0!O

L

! E

jL

! (�

k

i=1

O

x

i

)� O

L

(�k)! 0:

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÉÍÅÅÍ E

jL

= O

L

(a)�O

L

(b), a � b. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÏÔÔÁ

ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a � 0, b � �k, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÜÔÁ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÔÏÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0!O

L

!O

L

(a)!�

k

i=1

O

x

i

! 0 É 0! 0!O

L

(b)!O

L

(�k)! 0;

ÏÔËÕÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a = k, b = �k. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ.

�ÅÏÒÅÍÁ 5.10. ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.5. �ÏÇÄÁ

a

E

(L) = (k;�k), ÇÄÅ k = #(fx

1

; : : : ; x

m

g \ L). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÍ a

E

= (0; 0)

É U

E

= fL 2 G

2

j fx

1

; : : : ; x

m

g \ L = ;g.

îÁÛ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ �ÒÉÍÅÒ | ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T Ë P

n

. ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ T = Hom(O(�1); V 
 O=O(�1))

�

=

V 
 O(1)=O. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÍ

ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0!O

�

�! V 
 O(1) �! T ! 0;

ÇÄÅ � = id

V

2 V 
V

�

=

H

0

(P(V ); V 
O(1)). üÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ.

�ÅÏÒÅÍÁ 5.11. äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÒÑÍÏÊ L 2 G

n

ÉÍÅÅÍ a

T

(L) = (2; 1; : : : ; 1).
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ïÇÒÁÎÉÞÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ ÎÁ �ÒÑÍÕÀ L. ÷ÓÅ

�ÕÞËÉ × ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙ, �ÏÜÔÏÍÕ �Ï õ�Ò. 5.7 (1)

ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ L

0!O

L

! V 
O

L

(1)! T

jL

! 0:

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÉÍÅÅÍ T

jL

= O

L

(a

1

) � : : :O

L

(a

r

). ÷ÙÓÞÉÓÌÑÑ Ä×ÕÍÑ

Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ dim

H

0

(L; T

jL

) �ÏÌÕÞÁÅÍ

P

n

i=1

a

i

= n + 1. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ

ÔÅÏÒÅÍÙ âÏÔÔÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 8i a

i

� 1, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ a

T

(L) = (2; 1; : : : ; 1).

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.12. (1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ n > 1 ÉÍÅÅÍ

H

�

(P

n

; T (�2)) = 0.

(2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÝÅ�ÉÍÙÍ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁ P

n

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-

ÎÉÅ a

E

: G

n

!Z

r

| �ÏÓÔÏÑÎÎÏ.

óÏÇÌÁÓÎÏ 5.9 ×ÓÑËÏÅ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ. úÁÍÅ-

ÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 4.5 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒ-

ÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

5.5. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

P(V ) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕ��Á GL(V ). ÷ÓÑËÉÊ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ g 2 GL(V ) ÚÁÄÁÅÔ Á×ÔÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍ g : P(V )! P(V ).

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÄÎÏÒÏÄÎÏÅ (ÉÌÉ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P(V ) | ÜÔÏ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E �ÌÀÓ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �

g

: g

�

E ! E ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ g 2 GL(V ), ÔÁË ÞÔÏ

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g

1

; g

2

2 GL(V ) ÉÍÅÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

g

�

1

g

�

2

E

g

�

1

�

g

2

����! g

�

1

E

?

?

y

�

g

1

?

?

y

(g

2

g

1

)

�

E

�

g

2

g

1

����! E

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.13. (1)ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ O(k) É T ÎÁ P

n

ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ.

(2)ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁP

n

ÌÏËÁÌØÎÏ

Ó×ÏÂÏÄÅÎ. (3) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ (Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ

× ÎÅÊ ÍÏÒÆÉÚÍÙ!) ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �, 
,

�

, Á ÔÁËÖÅ ÏÔÎÏÓÉ-

ÔÅÌØÎÏ ×ÚÑÔÉÑ ÑÄÅÒ É ËÏÑÄÅÒ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G

x

ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÔÏÞËÉ x 2 P

n

× ÇÒÕ��Å GL(V ).

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ P

n

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔ×ÁÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù G

x

.

�ÅÏÒÅÍÁ 5.15. ÷ÓÑËÏÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: üÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á GL(V ) ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ

ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ G

n

.

óÕÍÍÉÒÕÑ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ

8

<

:

ðÏÌÎÏÓÔØÀ

ÒÁÓÝÅ�ÉÍÙÅ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

9

=

;

�

�

ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

�

�

�

òÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÅ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

�

�ÒÉÞÅÍ ÔÅÏÒÅÍÁ 5.11 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏÅ. ðÏÚÄÎÅÅ ÍÙ

�ÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÒÏ-

ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÓÔÒÏÇÏÅ.
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6. ëÒÉÔÅÒÉÊ èÏÒÒÏËÓÁ.

óÅÇÏÄÎÑ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ P

n

.

6.1. äÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ É ÓÔÅ�ÅÎØ. ðÕÓÔØ E | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. ÷ ÒÁÚ-

ÄÅÌÅ 1.4 ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÈ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ E


p

ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á �Å-

ÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ É ÁÎ-

ÔÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ × ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ E


p

ÞÅÒÅÚ S

p

E É �

p

E ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ S

p

E É �

p

E ÎÁÚÙ×ÁÅÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ É ×ÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÑ E.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.1. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ r(S

p

E) =

�

r(E)+p�1

p

�

, r(�

p

E) =

�

r(E)

p

�

.

(2) îÁÊÄÉÔÅ ËÏ�ÉËÌÙ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ S

p

E É �

p

E. (3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

S

p

(E

�

) = (S

p

E)

�

, �

p

(E

�

) = (�

p

E)

�

. (4) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

S

p

(E

1

�E

2

) = �

i+j=p

S

i

E

1


 S

j

E

2

; �

p

(E

1

� E

2

) = �

i+j=p

�

i

E

1


 �

j

E

2

:

(5) ðÕÓÔØ 0 ! E

1

! E ! E

2

! 0 | ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ F

p

= S

p

E (ÓÏÏÔ×. F

p

= �

p

E) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÅÊ

0 � F

0

� F

1

� � � � � F

p�1

� F

p

, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

F

j

=F

j�1

�

=

S

p�j

E

1


 S

j

E

2

(ÓÏÏÔ×. F

j

=F

j�1

�

=

�

p�j

E

1


 �

j

E

2

):

(6) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

S

2

(E
F ) = (S

2

E
S

2

F )�(�

2

E
�

2

F ); �

2

(E
F ) = (S

2

E
�

2

F )�(�

2

E
S

2

F ):

åÓÌÉ r(E) = r, ÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ �

r

E (ÓÔÁÒÛÁÑ ×ÎÅÛÎÑÑ ÓÔÅ�ÅÎØ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ detE. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÙÄÕ-

ÝÅÍÕ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÀ detE | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ËÏ�ÉËÌÏÍ det g

ij

.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.2. (1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det(E

�

) = (detE)

�

. (2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

det(E

�

) 
 �

p

E = �

r�p

E

�

. (3) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det(E

1

� E

2

) = detE

1


 detE

2

.

(4) ðÕÓÔØ 0 ! E

1

! E ! E

2

! 0 | ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ detE = detE

1


 detE

2

. (5) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det(E 
 F ) =

(detE)


r(F )


 (detF )


r(E)

. (6) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det(E(k)) = (detE)(k � r(E)).

(7) ðÕÓÔØ f : E ! F | ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ f | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ det f : detE ! detF |

ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P

n

. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P

n

ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ O(k), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ d, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ detE

�

=

O(d). þÉÓÌÏ

d ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg(E).

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. (1)äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ deg(E

�

) = � deg(E). (2)ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

deg(E

1

�E

2

) = deg(E

1

)+ deg(E

2

). (3) ðÕÓÔØ 0! E

1

! E ! E

2

! 0 | ÔÏÞÎÁÑ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ deg(E) = deg(E

1

) + deg(E

2

).

(4) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ deg(E
F ) = deg(E)r(F )+deg(F )r(E). (5) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

deg(E(k)) = deg(E) + k � r(E).

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.4. ðÕÓÔØ f : X ! Y . (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

f

�

(E
F ) = f

�

E
 f

�

F; f

�

S

p

E = S

p

f

�

E; f

�

�

p

E = �

p

f

�

E; f

�

detE = det f

�

E:

(2) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X = P(W ), Y = P(V ) É ÍÏÒÆÉÚÍ f ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎ

ÌÉÎÅÊÎÙÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ W ! V , ÔÏ deg(f

�

E) = deg(E). (3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ
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ÌÀÂÏÊ �ÒÑÍÏÊ L � P

n

É ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁP

n

ÉÍÅÅÍ a

E

1

(L)+� � �+a

E

r

(L) = deg(E),

ÇÄÅ a

E

(L) = (a

E

1

(L); : : : ; a

E

r

(L)) | ÔÉ� ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÑ E ÎÁ L.

éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ �ÅÒ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.8.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 5.8 (1): ðÕÓÔØ deg(E) = d, r(E) = r. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ

ÞÉÓÌÁ a

i

ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ, �ÏÌÁÇÁÑ

a

i

=

l

(d�

i�1

X

j=1

a

j

)=(r � i + 1)

m

;

ÇÄÅ dxe ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏÅ x. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,

ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ a = (a

1

; : : : ; a

r

) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÒÅÄÉ ÎÁÂÏÒÏ× ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ-

×ÉÑÍ

a

1

� a

2

� � � � a

r

É

r

X

i=1

a

i

= d:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ õ�Ò. 6.4 (3) ÎÁÂÏÒ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÏÊ ÓÎÉÚÕ ÄÌÑ ÔÉ�Á

ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E.

6.2. ðÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ �ÕÞËÁ. ðÕÓÔØ f : X ! Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ É E | �ÕÞÏË ÎÁ X. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÕÞÏË f

�

E ÎÁ Y ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ

(f

�

E)(U ) = E(f

�1

(U ))

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U � Y .

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.5. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f

�

E | �ÕÞÏË. (2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f

�

|

ÔÏÞÎÙÊ ÓÌÅ×Á ÆÕÎËÔÏÒ. (3) ðÕÓÔØ X

f

! Y

g

! Z. äÏËÁÖÉÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎË-

ÔÏÒÏ× g

�

f

�

�

=

(gf)

�

. (4) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ s 2 O

X

(U ) 7! (s � f) 2

O

Y

(f

�1

(U )) = (f

�

O

Y

)(U ) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ �ÕÞËÏ× ËÏÌÅ� O

X

! f

�

O

Y

.

(5) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ E | �ÕÞÏË O

Y

-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÏ f

�

E | �ÕÞÏË O

X

-ÍÏÄÕÌÅÊ.

(6)

�

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÕÞÏË E Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ, ÔÏ �ÕÞÏË f

�

E ÔÏÖÅ Ë×ÁÚÉ-

ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ.

æÕÎËÔÏÒ f

�

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ �ÒÑÍÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ f

�

ÔÏÞÅÎ

ÓÌÅ×Á ÂÙÌÏ ÂÙ �ÏÌÅÚÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÒÁ×ÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ R

i

f

�

|

ÆÕÎËÔÏÒÙ ×ÙÓÛÉÈ �ÒÑÍÙÈ ÏÂÒÁÚÏ×. óÉÔÕÁ�ÉÑ ÚÄÅÓØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ Ó

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

H

i

. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ Coh(X) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Á�ÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ f

�

ÏÂßÅËÔÏ×,

ÏÄÎÁËÏ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Sh(X) ÔÁËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÕÖÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ. ðÏÜÔÏÍÕ

ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ Coh(X) � Sh(X) É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒÙ

R

i

f

�

× ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Coh(X) ËÁË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ× Ó

ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Sh(X). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ

�ÕÞËÉ R

i

f

�

E Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍÉ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ×ÙÓÛÉÅ �ÒÑÍÙÅ

ÏÂÒÁÚÙ �ÕÞËÏ× �Ï þÅÈÕ. úÄÅÓØ ÕÄÏÂÎÅÅ ×ÓÅÇÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ �ÕÞËÏ×ÙÍ ËÏÍ-

�ÌÅËÓÏÍ þÅÈÁ (ÓÍ. õ�Ò. 4.4).

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÏÒÆÉÚÍ f : X ! Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ 8y 2 Y

ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ y 2 U � Y , ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ f : f

�1

(U ) ! U ÒÁÓËÌÁ-

ÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ i : f

�1

(U )! U � A

n

É �ÒÏÅË�ÉÉ

U � A

n

! U .
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õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.6. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X | ÁÆÆÉÎÎÏ, ÔÏ f : X ! Y

| ÁÆÆÉÎÎÙÊ. (2) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ

ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.7. (1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÕÎËÔÏÒ f

�

ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÔÏÞÅÎ. (2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f |

�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, Á U

�

| ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ, ÔÏ R

i

f

�

(C

p

E

) = 0 ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ �ÕÞËÁ E É i > 0. (3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÕÞÏË R

i

f

�

E

ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ i-ÙÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ f

�

(C

�

E

). (4) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ (3) É

ÉÚ õ�Ò. 6.5 (6) ÓÌÅÄÕÅÔ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ �ÕÞËÏ× R

i

f

�

E .

÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÆÕÎËÔÏÒÁ f

�

ÆÕÎËÔÏÒ f

�

×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ �ÏÄËÁ-

ÔÅÇÏÒÉÀ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ �ÕÞËÏ×. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ �ÕÞÏË E | ËÏÇÅÒÅÎÔ-

ÎÙÊ, ÔÏ ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÎÅÌØÚÑ ÄÁÖÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ

ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ �ÕÞËÁ f

�

E . òÁÚÕÍÎÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ

ÍÏÒÆÉÚÍÁ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÏÒÆÉÚÍ f : X ! Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ 8y 2 Y

ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ y 2 U � Y , ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ f : f

�1

(U ) ! U ÒÁÓËÌÁ-

ÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ i : f

�1

(U )! U �P

n

É �ÒÏÅË�ÉÉ

U �P

n

! U .

�ÅÏÒÅÍÁ 6.8. åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ f �ÒÏÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ �ÕÞÏË R

i

f

�

E ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ �ÕÞËÁ E É ÌÀÂÏÇÏ i.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÔ Ó×ÑÚØ ÆÕÎËÔÏÒÁ �ÒÑÍÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ Ó

ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.9. ðÕÓÔØ X

f

! Y

g

! Z. (1) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ

R

i

(gf)

�

=

(

(R

i

g

�

)f

�

; ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ f | ÁÆÆÉÎÎÙÊ

g

�

(R

i

f

�

); ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ g | ÁÆÆÉÎÎÙÊ:

(2) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! (R

1

g

�

)f

�

E ! R

1

(gf)

�

E ! g

�

(R

1

f

�

E)! (R

2

g

�

)f

�

E

(3) ðÕÓÔØ g : Y ! pt | �ÒÏÅË�ÉÑ × ÔÏÞËÕ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R

i

g

�

=

H

i

(Y; � ).

(4)äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f | ÁÆÆÉÎÎÏ, ÔÏ

H

i

(Y; f

�

E) =

H

i

(X; E). (5)äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ ÅÓÌÉ U � Y | ÁÆÆÉÎÎÏ, ÔÏ (R

i

f

�

E)(U ) = H

i

(f

�1

(U ); E).

6.3. æÏÒÍÕÌÁ �ÒÏÅË�ÉÉ É ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ f : X ! Y É F 2

Coh(X).

�ÅÏÒÅÍÁ 6.10. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ �ÕÞËÁ E ÎÁ Y ÉÍÅÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØ-

ÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

f

�

(f

�

E 
 F)

�

=

E 
 f

�

F :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U � Y É

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ U

0

= f

�1

(U ). �ÏÇÄÁ �ÏÌØÚÕÑÓØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ ÆÕÎËÔÏÒÏ× f

�

, f

�

É


 �ÏÌÕÞÁÅÍ

�(U; f

�

(f

�

E 
 F)) = �(U

0

; f

�

E 
 F) = (f

�

E)(U

0

)


O

X

(U

0

)

F(U

0

) =

=

�

E(U )


O

Y

(U)

O

X

(U

0

)

�




O

X

(U

0

)

F(U

0

) = E(U )


O

Y

(U)

F(U

0

) =

= E(U )


O

Y

(U)

(f

�

F)(U ) = �(U; E 
 f

�

F)
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õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.11. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f

�

f

�

E

�

=

E 
 f

�

O. (2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÅÓÌÉ E | ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ, ÔÏ R

i

f

�

(f

�

E 
 F)

�

=

E 
R

i

f

�

F .

ðÒÉÍÅÒ 6.12. ðÕÓÔØ i | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ, Á E | �ÕÞÏË ÎÁ Y . �ÏÇÄÁ

i

�

(E

jX

)

�

=

E 
 i

�

O

X

.

�ÅÏÒÅÍÁ 6.13 (óÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏ×). äÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÕÞËÏ× E 2 Coh(Y ),

F 2 Coh(X) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×

Hom(E ; f

�

F)

�

=

Hom(f

�

E ;F):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÷ÙÂÅÒÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ Y =

S

U

i

É �ÕÓÔØ U

0

i

=

f

�1

(U

i

). ÷ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ � : E ! f

�

F | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× O

Y

(U

i

)-

ÍÏÄÕÌÅÊ �

i

: E(U

i

) ! (f

�

F)(U

i

) = F(U

0

i

) ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ× U

i

. �ÅÎÚÏÒÎÏ ÕÍÎÏÖÁÑ ÎÁ O

X

(U

0

i

) ÎÁÄ O

Y

(U

i

) É �ÏÌØÚÕÑÓØ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ

O

X

(U

0

i

)-ÍÏÄÕÌÑ ÎÁ F(U

0

i

) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ

 

i

: (f

�

E)(U

0

i

) = E(U

i

) 


O

Y

(U

i

)

O

X

(U

0

i

)! F(U

0

i

)


O

Y

(U

i

)

O

X

(U

0

i

)! F(U

0

i

):

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ  

i

ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× U

0

i

É, ÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏ, ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ × ÍÏÒÆÉÚÍ  : f

�

E ! F .

ïÂÒÁÔÎÏ, ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ  : f

�

E ! F | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× O

X

(U

0

i

)-

ÍÏÄÕÌÅÊ

 

i

: E(U

i

)


O

Y

(U

i

)

O

X

(U

0

i

) = (f

�

E)(U

0

i

)! F(U

0

i

) = (f

�

F)(U

i

):

ëÏÍ�ÏÎÉÒÕÑ ÅÇÏ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ E(U

i

)

(�
1)

�! E(U

i

)


O

Y

(U

i

)

O

X

(U

0

i

) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒ-

ÆÉÚÍ O

Y

(U

i

)-ÍÏÄÕÌÅÊ �

i

: E(U

i

) ! (f

�

F)(U

i

), �ÒÉÞÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ �

i

ÓËÌÅÉ×Á-

ÀÔÓÑ × ÍÏÒÆÉÚÍ �ÕÞËÏ× � : E ! f

�

F .

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌÅÎ É ÎÅ ÚÁ×É-

ÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÏËÒÙÔÉÑ.

6.4. ëÒÉÔÅÒÉÊ èÏÒÒÏËÓÁ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ èÏÒ-

ÒÏËÓÁ ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

�ÅÏÒÅÍÁ 6.14. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P

n

�ÏÌÎÏÓÔØÀ

ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ èÏÒÒÏËÓÁ

H

p

(P

n

; E(k)) = 0 �ÒÉ 1 � p � n� 1 É ÌÀÂÏÍ k 2Z.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ èÏÒÒÏËÓÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÑ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ É ÔÅÏÒÅÍÙ âÏÔÔÁ.

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n �ÒÏ-

ÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÒÉ n = 1 ××ÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ

ÎÅÞÅÇÏ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n > 1, ÔÅÏÒÅÍÁ èÏÒÒÏËÓÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ n � 1 É

ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ P

n

×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ èÏÒÒÏËÓÁ. ÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ

ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ P

n�1

�

=

H � P

n

. óÏÇÌÁÓÎÏ 3.11 (2) ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ

0!O(�1)!O ! i

�

O

H

! 0:

õÍÎÏÖÁÑ ÅÅ ÎÁ E É �ÏÌØÚÕÑÓØ 6.12, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! E(�1)! E ! i

�

i

�

E ! 0: (6.15)
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ðÏÄËÒÕÞÉ×ÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (6:15) ÎÁ O(k) É �ÏÌØÚÕÑÓØ ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÌÅÇËÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ èÏÒÒÏËÓÁ ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

E ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

H

p

(P

n

; i

�

i

�

E(k)) = 0 �ÒÉ 1 � p � n � 2 É ÌÀÂÏÍ k 2Z.

�Å�ÅÒØ ÉÚ õ�Ò. 6.9 (3) É 6.6 (2) ÓÌÅÄÕÅÔ

H

p

(H; i

�

E(k)) = 0 �ÒÉ 1 � p � n� 2 É ÌÀÂÏÍ k 2Z.

úÎÁÞÉÔ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ i

�

E ÎÁ H ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ èÏÒÒÏËÓÁ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ

�Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ � : �

r

i=1

O

H

(a

i

)! i

�

E.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(�

r

i=1

O(a

i

); � ) Ë ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (6:15).

ðÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

Hom(�

r

i=1

O(a

i

); E)! Hom(�

r

i=1

O(a

i

); i

�

i

�

E)! Ext

1

(�

r

i=1

O(a

i

); E(�1))

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ext

1

(O(a); E(�1)) = H

1

(P

n

; E(�a�1)) = 0 �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ èÏÒÒÏËÓÁ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 6.13 ÉÍÅÅÍ

Hom(�

r

i=1

O(a

i

); i

�

i

�

E)

�

=

Hom(�

r

i=1

O

H

(a

i

); i

�

E):

üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ � ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ � : �O(a

i

)!

E ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ P

n

. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ � ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ õ�Ò. 6.2 (7). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

deg(E) = deg(i

�

E) = deg(�

r

i=1

O

H

(a

i

)) =

r

X

i=1

a

i

= deg(�

r

i=1

O(a

i

));

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ detE

�

=

det(�

r

i=1

O(a

i

))

�

=

O(d). �ÁË ËÁË Hom(O(d);O(d)) =

�(P

n

;O) = C , ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ O(d)!O(d) ÅÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ,

�ÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ det � ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÀ. îÏ

ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: (det �)

jH

= det � 6= 0.

ëÒÉÔÅÒÉÊ èÏÒÒÏËÓÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ.

�ÅÏÒÅÍÁ 6.16. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁ P

n

×�ÏÌÎÅ ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ ×�ÏÌÎÅ ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ �ÌÏÓËÏÓÔØ P

2

� P

n

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, ÄÏËÁÖÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ n > 2 ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁ P

n

×�ÏÌÎÅ

ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏ ÅÓÌÉ ×�ÏÌÎÅ ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓ-

ËÏÓÔØ i : H � P

n

. äÏ�ÕÓÔÉÍ i

�

E ×�ÏÌÎÅ ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏ. úÎÁÞÉÔ ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

i

�

E ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ èÏÒÒÏËÓÁ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏ-

ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (6:15), �ÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÊ ÎÁ O(k) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ k ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ

H

p

(P

n

; E(k � 1))!

H

p

(P

n

; E(k))

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÒÉ 2 � p � n � 2, ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ �ÒÉ p = n � 1 É ÓÀ-

ÒØÅË�ÉÅÊ �ÒÉ p = 1. ïÄÎÁËÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÒÔÁÎÁ B �ÒÉ k >> 0 ÉÍÅÅÍ

H

>0

(P

n

; E(k)) = 0, ÚÎÁÞÉÔ �ÒÉ 2 � p � n�1 É ÌÀÂÏÍ k ÉÍÅÅÍ

H

p

(P

n

; E(k)) = 0.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÒÔÁÎÁ B

0

�ÒÉ k << 0 ÉÍÅÅÍ

H

<n

(P

n

; E(k)) = 0, ÚÎÁ-

ÞÉÔ �ÒÉ 1 � p � n � 2 É ÌÀÂÏÍ k ÉÍÅÅÍ

H

p

(P

n

; E(k)) = 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ èÏÒÒÏËÓÁ, ÚÎÁÞÉÔ E ×�ÏÌÎÅ ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏ.
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7. �ÅÏÒÅÍÁ Ï ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ.

ðÕÓÔØ f : X ! Y . æÕÎËÔÏÒ �ÒÑÍÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ f

�

(×ÙÓÛÅÇÏ �ÒÑÍÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ

R

i

f

�

) ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ×ÚÑÔÉÅ �ÏÓÌÏÊÎÙÈ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ (ËÏÇÏÍÏ-

ÌÏÇÉÊ). ïÄÎÁËÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ (R

i

f

�

E)

y

=

H

i

(X

y

; E

jX

y

), ÇÄÅ (� )

y

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÌÏÊ �ÕÞËÁ × ÔÏÞËÅ y 2 Y , Á X

y

= f

�1

(y) � X |

ÓÌÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f . ïÄÎÁËÏ, �ÒÉ ÓÏÂÌÀÄÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

ÓÏÂÌÀÄÁÅÔÓÑ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÆÏÒÍÕÌÔÒÕÀÔÓÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×-

ÎÏÓÔÉ É ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ.

7.1. �ÅÏÒÅÍÁ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ f : X ! Y | ÍÏÒÆÉÚÍ, Á F 2 Coh(X). ðÕÞÏË F

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÌÏÓËÉÍ ÎÁÄ Y , ÅÓÌÉ 8x 2 X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x 2 U � X

É f(x) 2 U

0

� f(U ) � Y , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ F(U ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÌÏÓËÉÍ O

Y

(U

0

)-ÍÏÄÕÌÅÍ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÏÒÆÉÚÍ f : X ! Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÌÏÓËÉÍ, ÅÓÌÉ O

X

| �ÌÏÓËÉÊ

�ÕÞÏË ÎÁÄ Y .

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.1. (1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ f �ÌÏÓËÉÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-

ÇÄÁ ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒ f

�

ÔÏÞÅÎ. (2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f | �ÌÏÓËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ,

ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÌÏÓËÉÍ ÎÁÄ Y . (3) ðÏ-

ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÌÏÓËÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, Á ÚÁÍËÎÕÔÏÅ

×ÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ. (4) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÅË�ÉÑ Y � Z ! Y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

�ÌÏÓËÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. (5) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ �ÌÏÓËÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× |

�ÌÏÓËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÌÏÓËÏÇÏ �ÕÞËÁ É ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÅÎÁÇÌÑÄÎÏ É ÎÅÇÅÏÍÅ-

ÔÒÉÞÎÏ. ïÄÎÁËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÇÌÑÄÎÏÅ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ

�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÎÁÍ �ÒÉÍÅÒÁÈ.

�ÅÏÒÅÍÁ 7.2. äÏ�ÕÓÔÉÍ f : X ! Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, �ÒÉ-

ÞÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x 2 X ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ d

x

f : T

x

X ! T

f(x)

Y | ÓÀÒØÅËÔÉ-

×ÅÎ. �ÏÇÄÁ ÍÏÒÆÉÚÍ f �ÌÏÓËÉÊ.

ðÕÓÔØ f : X ! Y É u : Y

0

! Y | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ

X �

Y

Y

0

= f(x; y

0

) 2 X � Y

0

j f(x) = u(y

0

)g

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X É Y

0

ÎÁÄ Y .

�ÅÏÒÅÍÁ 7.3 (ðÌÏÓËÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÂÁÚÙ). ðÕÓÔØ f : X ! Y | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒ-

ÆÉÚÍ, Á u : Y

0

! Y | �ÌÏÓËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÕÓÔØ X

0

= X �

Y

Y

0

É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ

ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ X

0

! Y

0

É X

0

! X ÞÅÒÅÚ g É v. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

�ÕÞËÁ F ÎÁ X ÉÍÅÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

(R

i

g

�

)v

�

F

�

=

u

�

(R

i

f

�

)F :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÷ÙÂÅÒÅÍ ÁÆÆÉÎÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U

0

� Y

0

É u(U

0

) � U �

Y , ÔÁË ÞÔÏÂÙ O

Y

0

(U

0

) ÂÙÌ �ÌÏÓËÉÍ O

Y

(U )-ÍÏÄÕÌÅÍ. ðÕÓÔØ V = f

�1

(U ) É

V

0

= g

�1

(U

0

) = v

�1

(V ) = V �

U

U

0

. �ÏÇÄÁ �Ï 6.9 (5)

�(U

0

; (R

i

g

�

)v

�

F) =

H

i

(V

0

; v

�

F);

�(U

0

; u

�

(R

i

f

�

)F) = �(U;R

i

f

�

F)


O

Y

(U)

O

Y

0

(U

0

) =

H

i

(V;F) 


O

Y

(U)

O

Y

0

(U

0

):

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

H

i

(V

0

; v

�

F) =

H

i

(V;F)


O

Y

(U)

O

Y

0

(U

0

):
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÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ þÅÈÁ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �Ï-

ËÒÙÔÉÅ V =

S

V

j

. �ÏÇÄÁ V

0

j

= v

�1

(V

j

) = V

j

�

U

U

0

| ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ V

0

.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

(v

�

(C

�

F

))(V

0

) = (C

�

F

)(V ) 


O

X

(V )

O

X

0

(V

0

) = (C

�

F

)(V ) 


O

Y

(U)

O

Y

0

(U

0

);

�ÒÉÞÅÍ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

F(V

i

0

\ � � � \ V

i

p

) 


O

Y

(U)

O

Y

0

(U

0

) == v

�

F(V

0

i

0

\ � � � \ V

0

i

p

);

ÚÎÁÞÉÔ

(C

�

F

)(V )


O

Y

(U)

O

Y

0

(U

0

) = (C

�

v

�

F

)(V

0

)

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ O

Y

0

(U

0

) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÌÏÓËÉÍ O

Y

(U )-ÍÏÄÕÌÅÍ, �ÏÜÔÏÍÕ

ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ

(C

�

F

)(V ), ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÍÉ ÎÁ O

Y

0

(U

0

), ÔÏ ÅÓÔØ Ó

H

i

(V;F) 


O

Y

(U)

O

Y

0

(U

0

), × ÔÏ

×ÅÒÍÑ ËÁË ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó

H

i

(V

0

; v

�

F) ÞÔÏ

É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÕÎË�ÉÑ � : Y ! ZÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ Ó×ÅÒÈÕ, ÅÓÌÉ

8s 2ZÍÎÏÖÅÓÔ×Ï fy 2 Y j �(y) � sg ÚÁÍËÎÕÔÏ (�Ï úÁÒÉÓÓËÏÍÕ).

�ÅÏÒÅÍÁ 7.4 (�ÅÏÒÅÍÁ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ). ðÕÓÔØ f | �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÒ-

ÆÉÚÍ, Á F | �ÕÞÏË �ÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ Y . �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ

h

i

F

(y) = dim

H

i

(X

y

;F

jX

y

)

�ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ Ó×ÅÒÈÕ.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ×ÔÏÒÕÀ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.8.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 5.8 (2): îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×ÁM

a

= fL 2 G

n

j a

E

(L) > ag. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ 1 � k � r ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a

[1;k℄

ÎÁÂÏÒ (a

1

; : : : ; a

k

) É ÞÅÒÅÚ a

[1;k℄

� 1 ÎÁÂÏÒ (a

1

; : : : ; a

k

� 1). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

M

k

(a

[1;k℄

) = fL 2 G

n

j a

E

[1;k℄

(L) > a

[1;k℄

g;

M

0

k

(a

[1;k℄

) = fL 2 G

n

j

h

0

(L;E

jL

(�a

k

� 1)) >

P

k�1

i=1

(a

i

� a

k

)g:

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ M

0

k

(a

[1;k℄

) | ÚÁÍËÎÕÔÏ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ k. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ ÞÔÏ M

1

(a

1

) = M

0

1

(a

1

), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ M

1

(a

1

) ÔÏÖÅ

ÚÁÍËÎÕÔÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÎÁËÏÎÅ�, ÞÔÏ

M

k

(a

[1;k℄

) = fL 2 G

n

j (a

E

[1;k℄

(L)) > a

[1;k℄

g =

=

n

L

�

�

�

a

E

[1;k�1℄

(L) > a

[1;k�1℄

o

[

n

L

�

�

�

a

E

[1;k�1℄

(L) = a

[1;k�1℄

É a

E

k

(L) > a

k

o

=

= M

k�1

(a

[1;k�1℄

) [

�

�

M

k�1

(a

[1;k�1℄

� 1) nM

k�1

(a

[1;k�1℄

)

�

\M

0

k

(a

[1;k℄

)

�

=

= M

k�1

(a

[1;k�1℄

) [ (M

k�1

(a

[1;k�1℄

� 1) \M

0

k

(a

[1;k℄

)):

ÏÔËÕÄÁ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ×ÓÅÈM

k

(a

[1;k℄

) ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï k. ïÓÔÁÅÔÓÑ

ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ M

a

= M

r

(a

[1;r℄

).

�ÅÏÒÅÍÁ 7.5 (�ÅÏÒÅÍÁ Ï ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ). ðÕÓÔØ f | �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, Á

F | �ÕÞÏË �ÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ Y , Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á ÆÕÎË�ÉÑ

h

i

F

(y) �Ï-

ÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ Y . �ÏÇÄÁ �ÕÞÏË R

i

f

�

F ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ É ÉÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

(R

i

f

�

F)

y

�

=

H

i

(X

y

;F

jX

y

):
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7.2. òÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞËÉ. ðÕÓÔØ Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ÔÏÞËÏÊ y 2 Y .

òÁÚÄÕÔÉÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Y × ÔÏÞËÅ y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ

e

Y

y

Ó

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ � :

e

Y

y

! Y , ÔÁËÉÍ ÞÔÏ

�

�1

(Y � y) = Y � y; �

�1

(y) = P(T

y

Y ):

äÏËÁÖÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÒÁÚÄÕÔÉÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÍÅÔØ

ÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÚÄÕÔÉÅ × ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ y. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

ÅÓÌÉ

e

U

y

| ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U , ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓËÌÅÉÔØ

e

Y

y

=

e

U

y

F

U�y

(Y � y). ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÔÁËÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ y, ÞÔÏ U

ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V = A

n

(ÜÔÏ

ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏ × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ, ÎÏ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ × ÁÎÁÌÉ-

ÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ÎÉÖÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÒÁÚÄÕÔÉÑ

ÄÁÅÔ ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÎÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ, Á ÌÉÛØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏ-

ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÏÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ×ÓÅ-ÔÁËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ). ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÒÁÚÄÕÔÉÅ

e

U

y

Ñ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÙ

ÍÏÖÅÍ ×ÙÂÒÁÔØ ×ÌÏÖÅÎÉÅ U � V , ÔÁË ÞÔÏ y = f0g 2 V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ

�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

X = f(u; L) 2 U �P(V ) j u 2 L � V g � U �P(V ):

ðÕÓÔØ �(u; L) = u É p(x; L) = L. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ �ÒÏÅË�ÉÀ p : X ! P(V ) ÌÅÇËÏ

ÄÏËÁÚÁÔØ ÇÌÁÄËÏÓÔØ X. äÁÌÅÅ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ �

�1

(U � f0g) = U � f0g, �

�1

(f0g) =

P(V ) = P(T

y

U ), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

äÁÌÅÅ, ÎÅ ÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ

e

Y

y

ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ

×ÙÂÏÒÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Y É ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÒÁÚÄÕÔÉÅÍ Y ×

y ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.6. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÄÕÔÉÅ � :

e

Y

y

! Y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×-

ÎÙÍ, ÎÏ ÎÅ �ÌÏÓËÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

�ÅÏÒÅÍÁ 7.7. ðÕÓÔØ � :

e

Y

y

! Y | ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞËÉ. �ÏÇÄÁ

R

i

�

�

O

e

Y

y

=

(

O

Y

; �ÒÉ i = 0

0; ÉÎÁÞÅ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÷ÙÂÅÒÅÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ y 2 U ËÁË É �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÒÁÚÄÕ-

ÔÉÑ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÌÏÓËÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ ÉÍÅÅÍ

(R

i

�

�

O

e

Y

y

)

j(Y�y)

= R

i

�

�

(O

�

�1

(Y�y)

); (R

i

�

�

O

e

Y

y

)

jU

= R

i

�

�

(O

e

U

y

);

�ÒÉÞÅÍ ÔÁË ËÁË � ÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �

�1

(Y � y)! Y � y, ÔÏ

R

i

�

�

(O

�

�1

(Y�y)

) =

(

O

Y�y

; �ÒÉ i = 0

0; ÉÎÁÞÅ

�ÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ U . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ

Ñ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÅÊ ÒÁÚÄÕÔÉÑ

e

U

y

. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ U � V = A

n

É y =

f0g 2 V , ÔÏ

e

U

y

= X, ÇÄÅ

X = f(u; L) 2 U �P(V ) j u 2 L � V g � U �P(V ):

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ i ×ÌÏÖÅÎÉÅ X ! U �P(V ) É ÞÅÒÅÚ q �ÒÏÅË�ÉÀ U �P(V )! U .

ñÓÎÏ, ÞÔÏ � = q � i, �ÒÉÞÅÍ ÔÁË ËÁË i | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÏ R

i

�

�

O

X

=

R

i

q

�

(i

�

O

X

).
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ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÎÁ P(V ) ÆÕÎËÔÏÒ p

�

, �ÏÌÕ-

ÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ U �P(V )

0! p

�

O(�1)! V 
O ! p

�

T (�1)! 0:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÌÏÖÅÎÉÅ U � V ÚÁÄÁÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ O ! V 
 O. ëÏÍ�ÏÎÉÒÕÑ ÅÇÏ Ó

�ÒÏÅË�ÉÅÊ V 
O ! p

�

T (�1), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÅÞÅÎÉÅ s 2 �(U�P(V ); p

�

T (�1)). úÁÍÅ-

ÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ s ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ (u; L) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

u 2 L � V . äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ s ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÄÍÎÏ-

ÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ X � U � P(V ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, 
odimX = dimP(V ) = r(p

�

T (�1)),

�ÏÜÔÏÍÕ ËÏÍ�ÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ (ÓÍ. õ�Ò. 3.13) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ �ÕÞËÁ i

�

O

X

,

ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÕÞËÏ× ÎÁ U �P(V )

� � � ! �

2

(p

�


(1))! p

�


(1)!O ! i

�

O

X

! 0;

ÇÄÅ 
 := T

�

| �ÕÞÏË ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏ×. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ q

�

É �ÏÌØÚÕÑÓØ

ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï �ÌÏÓËÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÄÅËÁÒÔÏ×Õ Ë×ÁÄÒÁÔÕ

U �P(V )

p

����! P(V )

q

?

?

y

q

0

?

?

y

U

p

0

����! pt

�ÏÌÕÞÁÅÍ R

i

q

�

�

k

(p

�


(1)) = R

i

q

�

(p

�

�

k

(
(1))) =

= (p

0

)

�

(R

i

q

0

�

�

k

(
(1))) =

H

i

(P(V );�

k

(
(1))) 
O

U

:

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ k > 0 ÉÍÅÅÍ

H

i

(P(V );�

k

(
(1))) = 0 ÄÌÑ

×ÓÅÈ i.

éÚ õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

R

i

�

�

O

X

= R

i

q

�

i

�

O

X

=

(

O

U

; �ÒÉ i = 0

0; ÉÎÁÞÅ

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

7.3. óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ. ðÕÓÔØ P

n

= P(V ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÆÌÁÇÏ× F

n

= F(1; 2;V ) = f(x; l) 2 P

n

� G

n

j x 2 lg. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

ÞÅÒÅÚ p É q �ÒÏÅË�ÉÉ F

n

! P

n

É F

n

! G

n

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ

x 2 P

n

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ

F(x) = p

�1

(x) � F

n

; G(x) = q(F(x)) � G

n

:

ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ q ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

q : F(x)

�

�! G(x) = P(V=x) = P

n�1

:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ �ÒÑÍÏÊ L 2 G

n

�ÏÌÏÖÉÍ

e

L = q

�1

(fLg). ñÓÎÏ, ÞÔÏ p ÉÎ-

ÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ p :

e

L! L � P

n

. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ

ÓÏ ÓÌÏÅÍ P

n�1

, Á q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÓÏ ÓÌÏÅÍ P

1

.

îÁËÏÎÅ�, �ÕÓÔØ

B (x) = q

�1

(G(x)) = f(y; l) 2 F

n

j x; y 2 lg:

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �ÒÏÅË�ÉÉ q ÎÁ B (x) ÞÅÒÅÚ f , Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �ÒÏÅË�ÉÉ

p ÎÁ B (x) ÞÅÒÅÚ �.
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õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ G(x) = P

n�1

ÓÏ ÓÌÏÅÍ

P

1

, Á � | ÒÁÚÄÕÔÉÅ P

n

× ÔÏÞËÅ x.

îÁÂÏÒ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ

ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÓØÍÁ �ÏÌÅÚÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÍÙ

ÈÏÔÉÍ �ÏÌÕÞÉÔØ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÎÁ P

n

, ÏÓÎÏ×Ù×ÁÑÓØ ÎÁ

ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ï ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ �ÒÑÍÙÅ × P

n

.

�ÅÏÒÅÍÁ 7.10. ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P

n

, Á x 2 P

n

. äÏ�ÕÓÔÉÍ E ÔÒÉ×É-

ÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÑËÕÀ �ÒÑÍÕÀ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x. �ÏÇÄÁ

E ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ �

�

E ÎÁ B (x). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ

ÔÏÞËÉ L 2 G(x) ÉÍÅÅÍ

(�

�

E)

jf

�1

(fLg)

= (�

�

E)

j

e

L

= p

�

(E

jL

) = p

�

(O

�r

L

) = O

�r

e

L

;

ÚÎÁÞÉÔ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÀ �

�

E É ÍÏÒÆÉÚÍÕ f . éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F = f

�

�

�

E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÎÁ G (x), �ÒÉÞÅÍ F

jfLg

=

H

0

(f

�1

(fLg); �

�

E). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f

�

F ! �

�

E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ

�ÒÑÍÏÊ

e

L, ÔÏ ÅÓÔØ �

�

E

�

=

f

�

F .

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ �ÒÏÅË�ÉÑ f : B (x) ! G(x) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅÍ s :

G(x) ! B(x), s(fLg) = (x; L) 2 B (x). úÁÍÅÔÉÍ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ f � s = id, Á � � s

| �ÒÏÅË�ÉÑ G(x) ! fxg. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

F

�

=

id

�

F

�

=

s

�

f

�

F

�

=

s

�

�

�

E

�

=

(� � s)

�

E = (E

jx

)
 O

G(x)

= O

�r

G(x)

:

äÁÌÅÅ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ É ÔÅÏÒÅÍÏÊ 7.7, �ÏÌÕÞÁÅÍ

E

�

=

E 
O

P

n

�

=

E 
 �

�

O

B(x)

�

=

�

�

�

�

E

�

=

�

�

f

�

F

�

=

�

�

f

�

O

�r

G(x)

�

=

�

�

O

�r

B(x)

�

=

O

�r

P

n

;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ �ÏÌÅÚÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ.

�ÅÏÒÅÍÁ 7.11. åÓÌÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁ P

n

�ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉ-

ÑÍÉ É deg(E) = 0, ÔÏ E ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: �ÁË ËÁË E �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, ÔÏ ÏÇÒÁ-

ÎÉÞÅÎÉÅ E

jL

ÎÁ ÌÀÂÕÀ �ÒÑÍÕÀ ÔÏÖÅ �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ,

ÚÎÁÞÉÔ ÔÉ� ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÑ a

E

(L) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ a

E

i

(L) � 0. ó ÄÒÕÇÏÊ

ÓÔÏÒÏÎÙ,

P

r

i=1

a

E

i

(L) = deg(E) = 0, ÚÎÁÞÉÔ a

E

i

(L) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i. äÒÕÇÉÍÉ

ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ E ÎÁ ÌÀÂÕÀ �ÒÑÍÕÀ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ. úÎÁÞÉÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ

ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.10, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ E ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ.
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8. ëÌÁÓÓÙ þÖÅÎÑ

8.1. ëÌÁÓÓÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ �ÒÏÅË-

ÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÈ

H

�

(X;Z) É

H

�

(X;Z) ÇÒÕ��Ù ÓÉÇÕÌÑÒ-

ÎÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X �Ï ÍÏÄÕÌÀ ËÒÕÞÅÎÉÑ. ÷ÓÑËÏÍÕ

ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ Y � X ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÅÇÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ-

ÎÙÊ ËÌÁÓÓ o

Y

2

H

2dim Y

(X;Z). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ðÕÁÎËÁÒÅ

ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

H

2 dimY

(X;Z)!

H

2 
odimY

(X;Z):

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ [Y ℄ 2

H

2 
odimY

(X;Z) ÏÂÒÁÚ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ o

Y

×

ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. ëÌÁÓÓ [Y ℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Y .

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.1. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÌÁÄËÏÇÏ �ÒÏÅË-

ÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : X ! X

0

Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ðÕÁÎËÁÒÅ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÑÍÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ

f

�

:

H

�

(X;Z)!

H

2(dimX

0

�dimX)+�

(X

0

;Z):

(2) ðÕÓÔØ i : Z ! X | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ

ÆÏÒÍÕÌÕ �ÒÏÅË�ÉÉ

i

�

i

�

[Y ℄ = [Y ℄ � [Z℄:

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.2. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

H

2i

(P

n

;Z) = Z�ÒÉ 0 � i � n É ÒÁ×ÎÏ

ÎÕÌÀ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. (2) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ H

2k

(P

n

;Z) = Z[P

n�k

℄. (3) äÏ-

ËÁÖÉÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ

H

�

(P

n

;Z) = Z[h℄=h

n+1

, ÇÄÅ h =

[P

n�1

℄ 2

H

2

(P

n

;Z) | ËÌÁÓÓ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ.

8.2. ëÌÁÓÓÙ þÖÅÎÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ L | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏ-

ÅÎÉÅ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. òÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÑ L ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅ L, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ (�Ï úÁÒÉÓÓËÏÍÕ)

�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å U � X. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅ-

ÎÉÑ L ÞÅÒÅÚ �

rat

(X;L).

ìÅÍÍÁ 8.3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L ÉÍÅÅÍ �

rat

(X;L) 6= 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÕÓÔØ i : X ! P

n

| ×ÌÏÖÅÎÉÅ × �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Ï. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÒÔÁÎÁ A ÎÁÊÄÅÔÓÑ k 2 Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ �(X;L 
 i

�

O(k)) =

�(P

n

; (i

�

L)(k) 6= 0). ðÕÓÔØ 0 6= s 2 �(X;L 
 i

�

O(k)) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÅÎÕ-

ÌÅ×ÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ × P

n

, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ i(X). ðÕÓÔØ

z 2 �(P

n

;O(1)) | ÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ U = X � fz = 0g � X. �ÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ

s=z

k

| Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁ U ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÅÒ×ÙÊ ËÌÁÓÓ þÖÅÎÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L ËÁË




1

(L) = [div

0

(s)℄� [div

1

(s)℄ 2

H

2

(X;Z);

ÇÄÅ 0 6= s 2 �

rat

(X;L) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L, Á

div

0

(s) = fs = 0g É div

1

(s) = fs =1g| ÄÉ×ÉÚÏÒÙ ÎÕÌÅÊ É �ÏÌÀÓÏ× ÓÅÞÅÎÉÑ s.

�ÅÏÒÅÍÁ 8.4. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ



1

(L) ËÏÒÒÅËÔÎÏ (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÓÅÞÅ-

ÎÉÑ s). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,




1

(L

�

) =



1

(L);



1

(L
 L

0

) =



1

(L) +



1

(L

0

);



1

(L) = f

�

(



1

(L)):
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: äÏ�ÕÓÔÉÍ s

0

| ÄÒÕÇÏÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L.

�ÏÇÄÁ s

0

= s � �, ÇÄÅ � 2 �

rat

(X;O) | ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ X. ñÓÎÏ, ÞÔÏ

�

[div

0

(s

0

)℄� [div

1

(s

0

)℄

�

�

�

[div

0

(s)℄ � [div

1

(s)℄

�

= [div

0

(�)℄� [div

1

(�)℄;

�ÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ [div

0

(�)℄� [div

1

(�)℄ = 0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �

ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X ! P

1

, �ÒÉÞÅÍ

[div

0

(�)℄� [div

1

(�)℄ = �

�

[f0g℄� �

�

[f1g℄ = �

�

([f0g℄� [f1g℄) = 0

ÔÁË ËÁË [f0g℄ = [f1g℄ 2

H

2

(P

1

;Z).

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ s É s

0

| ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ L É L

0

. �ÏÇÄÁ

ÑÓÎÏ, ÞÔÏ s

�1

, s 
 s

0

É f

�

s | ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ L

�

, L 
 L

0

É

f

�

L ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÏÔËÕÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.5. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ



1

(O(k)) = k

h

.

8.3. ðÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ E | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ X.

ðÕÓÔØ U

i

| ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀÝÅÅ �ÏËÒÙÔÉÅ ÄÌÑ E, Á g

ij

: U

i

\ U

j

! GL

r

(C ) |

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÏ�ÉËÌ. óËÌÅÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ U

i

�P

r�1

Ó �ÏÍÏÝØÀ

ËÏ�ÉËÌÁ g

ij

, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÑ

U

i

�P

r�1

� (U

i

\ U

j

)�P

r�1

g

ji

�! (U

i

\ U

j

) �P

r�1

� U

j

�P

r�1

ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ P

X

(E) É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×É-

ÚÁ�ÉÅÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑE. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ p

i

: U

i

�P

r�1

! U

i

ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ × �ÒÏÅË�ÉÀ p

E

: P

X

(E)! X.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.6. (1) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ P

X

(E) É

�ÒÏÅË�ÉÉ p

E

ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E. (2) ðÏËÁ-

ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L ÎÁ X ÉÍÅÅÍ P

X

(E
L) = P

X

(E),

p

E
L

= p

E

. (3) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ P

X

(W 
O

X

) = X �P(W ).

÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÌÏËÁÌØÎÙÈ �ÒÏÅË�ÉÊ p

i

, ÌÏËÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ q

i

: U

i

�P

r�1

!

P

r�1

×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÎÅ ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ, ÏÄÎÁËÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏ-

ÅÎÉÑ q

�

i

O(�1) � C

r


 O

U

i

�P

r�1
= p

�

E

jU

i

ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ × ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄÒÁÓÓÌÏ-

ÅÎÉÅ O

P

X

(E)=X

(�1) � p

�

E | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ

× ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë �ÕÔÁÎÉ�Å, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ×ÍÅÓÔÏ

O

P

X

(E)=X

(�1) �ÉÓÁÔØ �ÒÏÓÔÏ O(�1). ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, O(1) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎ-

ÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, Á O(n) = O(1)


n

.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.7. (1)ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ O

P

X

(E)=X

(1) ÎÁ

ËÁÖÄÙÊ ÓÌÏÊ p

�1

(x) = P

r�1

ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ O(1). (2) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ

O

P

X

(E
L)=X

(�1) = p

�

L
 O

P

X

(E)=X

(�1).

8.4. ïÂÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× þÖÅÎÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

� = �

E

=



1

(O

P

X

(E)=X

(1)) 2

H

2

(P

X

(E);Z):

éÚ õ�Ò. 8.7 (1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ � ÎÁ ×ÓÑËÉÊ ÓÌÏÊ p

�1

(x) = P

r�1

ÓÏ-

×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍ

h

2

H

2

(P

r�1

;Z). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ õ�Ò. 8.2 ËÌÁÓÓÙ

1; �; : : : ; �

r�1

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÎÁ P

X

(E), Á

ÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ×ÓÑËÉÊ ÓÌÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × ÅÇÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. îÏ ÏÔÓÀÄÁ

�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ìÅÒÅ-èÉÒÛÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

H

�

(P

X

(E);Z) =

H

�

(X;Z)h1; �; : : :; �

r�1

i;
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ÔÏ ÅÓÔØ ËÇÏÍÏÌÏÇÉÉ P

X

(E) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ

X Ó ÂÁÚÉÓÏÍ 1; �; : : : ; �

r�1

. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ �

r

2

H

2r

(P

X

(E);Z). óÏÇÌÁÓÎÏ

×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏ×




i

(E) 2

H

2i

(X;Z) (i = 1; : : : ; r), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

�

r

E

+ p

�

E




1

(E) � �

r�1

E

+ � � �+ p

�

E




r

(E) = 0: (8.8)

ëÌÁÓÓÙ



i

(E) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ þÖÅÎÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E.

�ÅÏÒÅÍÁ 8.9. ïÂÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× þÖÅÎÑ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ

ËÌÁÓÓÁ



1

(L). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÌÁÓÓÙ þÖÅÎÑ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ×ÓÑ-

ËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : Y ! X ÉÍÅÅÍ



i

(f

�

E) = f

�




i

(E).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ñÓÎÏ, ÞÔÏ P

X

(L) = X, O

P

X

(L)=X

(�1) = L, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ

� =



1

(L

�

) = �



1

(L). îÏ ÔÏÇÄÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �+



1

(L) = 0,

ËÏÔÏÒÏÅ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÓÔÁÒÏÇÏ É ÎÏ×ÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ f : Y ! X. �ÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×Å-

ÒÉÔØ, ÞÔÏP

Y

(f

�

E) = Y �

X

P

X

(E), F

�

O

P

X

(E)=X

(1) = O

P

Y

(f

�

E)

(1) (F ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ

�ÒÏÅË�ÉÀ P

Y

(f

�

E) ! P

X

(E)), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 8.4 ÉÍÅÅÍ F

�

�

E

=

�

f

�

E

. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë (�) ÆÕÎËÔÏÒ F

�

É �ÏÌØÚÕÑÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ F

�

p

�

E

= p

�

f

�

E

f

�

�ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

�

r

f

�

E

+ p

�

f

�

E

f

�




1

(E) � �

r�1

f

�

E

+ � � �+ p

�

f

�

E

f

�




r

(E) = 0;

ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ p

�

f

�

E

(



i

(f

�

E) � f

�




i

(E)) = 0, ÎÏ ÔÁË ËÁË p

�

f

�

E

| ×ÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÏ

ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

8.5. æÏÒÍÕÌÁ õÉÔÎÉ. ïÄÎÉÍ ÉÚ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ËÌÁÓÓÏ× þÖÅÎÑ Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÉÈ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ × ÔÏÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. äÌÑ

ÕÄÏÂÓÔ×Á Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÌÎÙÊ ËÌÁÓÓ þÖÅÎÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÒÁÎÇÁ r ËÁË



(E) = 1 +




1

(E) + � � �+



r

(E) 2

H

�

(X;Z):

�ÅÏÒÅÍÁ 8.10 (�ÅÏÒÅÍÁ õÉÔÎÉ). ðÕÓÔØ 0 ! E ! F ! G ! 0 | ÔÏÞÎÁÑ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. �ÏÇÄÁ



(F ) =



(E) �



(G):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÒÁÎÇÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ G. òÁÓÓÍÏ-

ÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ r(G) = 1. ðÕÓÔØ r = r(E). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Y = P

X

(F ). ëÏÍ-

�ÏÚÉ�ÉÑ O

Y=X

(�1)! p

�

F ! p

�

G ÄÁÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ s 2 �(Y; (p

�

G)
O

Y=X

(1)). ñÓÎÏ,

ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ s ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Z = P

X

(E) �

P

X

(F ) = Y . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ [Z℄ =



1

((p

�

G) 
 O

Y=X

(1)) = �

F

+ p

�




1

(G).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ×

H

�

(X;Z)

p(x) = x

r

+ p

�




1

(F ) � x

r�1

+ � � �+ p

�




r

(F );

~p(x) = x

r�1

+ p

�




1

(E) � x

r�2

+ � � �+ p

�




r�1

(E):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ O

Y=X

(1)

jZ

= O

Z=X

(1), �ÏÜÔÏÍÕ (�

F

)

jZ

= �

E

. úÎÁÞÉÔ ~p(�

F

)

jZ

=

~p(�

E

) = 0, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ õ�Ò. 8.1 (2) ÉÍÅÅÍ

0 = ~p(�

F

) � [Z℄ = ~p(�

F

) � (�

F

+ p

�




1

(G));

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÌÁÓÓÏ× þÖÅÎÑ p(x) = ~p(x) � (x+ p

�




1

(G)). ðÏÄ-

ÓÔÁ×ÌÑÑ x = 1 �ÏÌÕÞÁÅÍ


(F ) =



(E) �



(G), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.
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äÏ�ÕÓÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ r > 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X

0

= P

X

(G)

p

G

�! X.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G

0

ÆÁËÔÏÒÒÁÓÌÏÅÎÉÅ p

�

G

G=O

X

0

=X

(�1), ÞÅÒÅÚ F

0

ÑÄÒÏ �ÒÏÅË-

�ÉÉ p

�

G

E ! p

�

G

G! G

0

. �ÏÇÄÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉX

0

ÉÍÅÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÏÞÎÙÅ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ:

0!O

X

0

=X

(�1)! p

�

G

G! G

0

! 0

0! F

0

! p

�

G

E ! G

0

! 0

0! p

�

G

F ! F

0

!O

X

0

=X

(�1)! 0

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ r(G

0

) < r(G), r(O

X

0

=X

(�1)) = 1 < r(G). éÚ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ

ËÌÁÓÓÏ× þÖÅÎÑ É �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÄÕË�ÉÉ �ÏÌÕÞÁÅÍ

p

�

G



(E) =



(F

0

) �


(G

0

) = (p

�

G



(F ) �



(O

X

0

=X

(�1))) �


(G

0

) =

= p

�

G



(F ) � (



(O

X

0

=X

(�1)) �


(G

0

)) = p

�

G



(F ) � p

�

G



(G) = p

�

G

(


(F ) �



(G));

ÎÏ ÔÁË ËÁË p

�

G

| ×ÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÏ ×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

8.6. ðÒÉÎ�É� ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÑ. ðÒÉÎ�É� ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÑ ÇÌÁÓÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

�ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ Ó ËÌÁÓÓÁÍÉ þÖÅÎÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ-

ÔÁÔØ, ÞÔÏ E = �

r

i=1

L

i

| ÓÕÍÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

÷ ÅÇÏ ÏÓÎÏ×Å ÌÅÖÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

�ÅÏÒÅÍÁ 8.11. ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ p : Y ! X É ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑ �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ 0 = E

0

�

E

1

� � � � � E

r�1

� E

r

= p

�

E, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i L

i

:= E

i

=E

i�1

| ÌÉÎÅÊ-

ÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÆÕÎËÔÏÒ p

�

ÄÁÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ

H

�

(X;Z) !

H

�

(Y;Z) É

H

�

(X;Z)

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ËÏÌØ�Á

H

�

(Y;Z).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÒÁÎÇÕ r = r(E). ðÒÉ r = 1

ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Y = X). ðÕÓÔØ r > 1. òÁÓÓÍÏ-

ÔÒÉÍ X

0

= P

X

(E)

q

�! X, L = O

X

0

=X

(�1), E

0

= q

�

E=L. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë �ÁÒÅ

(X

0

; E

0

) �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ. ðÕÓÔØ p

0

: Y ! X

0

É 0 = E

0

0

� E

0

1

� � � � �

E

0

r�1

= (p

0

)

�

E

0

| ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑ. ðÕÓÔØ ÔÅ-

�ÅÒØ p = q � p

0

: Y ! X, E

1

= (p

0

)

�

L É E

i

= Ker(p

�

E ! (p

0

)

�

E

0

! (p

0

)

�

(E

0

=E

0

i�1

)

ÄÌÑ ×ÓÅÈ 2 � i � r. �ÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É

ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
x

i

(E) =



1

(L

i

) | �ÅÒ×ÙÅ ËÌÁÓÓÙ þÖÅÎÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 8.11. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÅÌÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ

ËÏÌØ�Á

H

�

(X;Z). ëÌÁÓÓÙ
x

i

(E) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ þÖÅÎÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.12. (1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ þÖÅÎÑ



t

(E) = 1+



1

(E)t+

� � �+



r

(E)t

r

ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ



t

(E) =

Q

r

i=1

(1+
x

i

(E)t). (2)äÏËÁ-

ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ þÖÅÎÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ (�Ï ÍÏÄÕÌÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ) ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÑ Y É ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ E

�

. (3) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ



i

(E) = �

i

(
x

1

(E); : : : ;
x

r

(E)),

ÇÄÅ �

i

| ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ i. (4) äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ



i

(E

�

) = (�1)

i




i

(E). (5) ÷ÙÒÁÚÉÔÅ



i

(�

p

(E)) ÞÅÒÅÚ



i

(E). (6) äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ



1

(detE) =



1

(E). (7) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ



1

ÁÄÄÉÔÉ×ÅÎ × ÔÏÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ. (8)ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å



1

(E) = deg(E)

h

.



40

8.7. òÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÍÁÌÏÇÏ ÒÁÎÇÁ.

�ÅÏÒÅÍÁ 8.13. ðÕÓÔØ E | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P

n

É r = r(E) < n.

�ÏÇÄÁ E ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï r(E). ðÒÉ r = 1 ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ

ÎÅÞÅÇÏ. äÏ�ÕÓÔÉÍ r > 1. ðÕÓÔØ E ÉÍÅÅÔ ÔÉ� ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÑ a

E

= (a

1

; : : : ; a

r

).

ðÏÄËÒÕÞÉ×ÁÑ E ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a

1

= 0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a

E

= (0; : : : ; 0),

ÔÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 7.10 ÉÍÅÅÍ E

�

=

O

�r

É ×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,

ÞÔÏ a

1

= � � � = a

s

= 0, a

s+1

< 0, ÇÄÅ 1 � s � r � 1.

÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ p

�

E ÎÁ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ F

n

. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ L 2 G

n

ÉÍÅÅÍ

(p

�

E)

jq

�1

(fLg)

= (p

�

E)

j

e

L

= p

�

(E

jL

) = p

�

(�

r

i=1

O

L

(a

i

)) = �

r

i=1

O

e

L

(a

i

):

äÁÌÅÅ

dim

H

0

(

e

L; (p

�

E)

j

e

L

) = dim

H

0

(P

1

;�

r

i=1

O(a

i

)) = s;

ÚÎÁÞÉÔ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÀ q

�

E É ÍÏÒÆÉÚÍÕ q. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F = q

�

p

�

E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÎÁ G

n

, �ÒÉÞÅÍ F

jfLg

=

H

0

(f

�1

(fLg); p

�

E). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ q

�

F ! p

�

E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ

e

L, ÔÏ ÅÓÔØ q

�

F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ × p

�

E. ðÕÓÔØ G = p

�

E=q

�

F . úÁÍÅÔÉÍ,

ÞÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÒÑÍÏÊ L ÉÍÅÅÍ

(q

�

F )

j

e

L

= O

�s

; G

j

e

L

= �

r

i=s+1

O(a

i

): (8.14)

ïÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! q

�

F ! p

�

E ! G! 0

ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÓÌÏÊ F(x) = p

�1

(x) �ÏÌÕÞÁÅÍ

0! (q

�

F )

jF(x)

!O

�r

! G

jF(x)

! 0: (8.15)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ õÉÔÎÉ



((q

�

F )

jF(x)

) �


(G

jF(x)

) =


(O

�r

) = 1:

�ÁË ËÁË F(x)

�

=

P

n�1

, ÔÏ

H

�

(F(x);Z) =Z[

h

℄=

h

n

. úÎÁÞÉÔ


((q

�

F )

jF(x)

) É


(G

jF(x)

)

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ

h

ÓÔÅ�ÅÎÉ s É r�s ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. éÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÅ ×ÙÛÅ r É ÒÁ×ÎÏ 1 �Ï ÍÏÄÕÌÀ

h

n

, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ (ÔÁË ËÁË

r < n) ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ 1 × ËÏÌØ�Å Z[

h

℄, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ


((q

�

F )

jF(x)

) =


(G

jF(x)

) =

1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ



1

((q

�

F )

jF(x)

) =



1

(G

jF(x)

) = 0. ïÄÎÁËÏ, ÉÚ (8:15) ÓÌÅÄÕÅÔ,

ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ G

jF(x)

�ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �Ï

ÔÅÏÒÅÍÅ 7.11 ÉÍÅÅÍ G

jF(x)

�

=

O

�(r�s)

. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (q

�

F )

jF(x)

�

=

O

�s

.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅ�ÅÒØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ ÌÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ q

�

F = p

�

F

0

,

G = p

�

G

0

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ F

0

É G

0

ÎÁ P

n

, �ÒÉÞÅÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! F

0

! E ! G

0

! 0:

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (8:14) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F

0

É G

0

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ,

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÏÎÉ ÒÁÓÝÅ�ÉÍÙ, ÚÎÁÞÉÔ F

0

= O

�s

,

G

0

= �

r

i=s+1

O(a

i

). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ

Ext

1

(G

0

; F

0

) = �

r

i=s+1

H

1

(P

n

;O(�a

i

))
 C

s

= 0

(�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ âÏÔÔÁ), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÝÅ�ÉÍÁ, ÔÏ

ÅÓÔØ E = F

0

� G

0

= �

r

i=1

O(a

i

).
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9. ðÒÏÓÔÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

9.1. åÝÅ Ï ËÌÁÓÓÁÈ þÖÅÎÑ. çÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ s ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÉ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ 
odimfs = 0g = r(E).

�ÅÏÒÅÍÁ 9.1. åÓÌÉ s 2 �(X;E) | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ, ÔÏ [fs = 0g℄ =



r

(E).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 8.11. ðÕÓÔØ p : Y ! X É E

i

�

p

�

E | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑ. ðÕÓÔØ ÄÁÌÅÅ L

i

=

E

i

=E

i�1

. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Y

i

� Y É ÓÅÞÅÎÉÊ

s

i

2 �(Y

i

; (E

i

)

jY

i

) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÌÏÖÉÍ Y

r

= Y , s

r

= p

�

s. äÁÌÅÅ,

ÄÏ�ÕÓÔÉÍ �ÁÒÁ (Y

i

; s

i

) �ÏÓÔÒÏÅÎÁ. ðÕÓÔØ s

0

i

2 �(Y

i

; (L

i

)

jY

i

) | ÏÂÒÁÚ ÓÅÞÅÎÉÑ s

i

.

ðÏÌÏÖÉÍ Y

i�1

= fs

0

i

= 0g � Y

i

. �ÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ s

i

jY

i�1

2 �(Y

i�1

; (E

i

)

jY

i�1

)

�ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ × �(Y

i

; (L

i

)

jY

i�1

) �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÎÏÌØ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÏÎÏ �ÒÉÈÏ-

ÄÉÔ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ s

i�1

2 �(Y

i�1

; (E

i�1

)

jY

i�1

).

ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Y

0

= fp

�

s = 0g, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ [Y

0

℄ = p

�

[fs = 0g℄.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÞÔÏ [Y

i�1

℄ = [Y

i

℄ �



1

(L

i

), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ [Y

0

℄ =

Q

r

i=1




1

(L

i

). ïÄÎÁËÏ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ õÉÔÎÉ ÉÍÅÅÍ



r

(p

�

E) =

Q

r

i=1




1

(L

i

), ÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏ p

�




r

(E) = p

�

[fs = 0g℄ É ÏÓÔÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ p

�

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ.

9.2. èÁÒÁËÔÅÒ þÖÅÎÑ. ðÕÓÔØ
x

i

(E) | ËÏÒÎÉ þÖÅÎÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E. ï�ÒÅÄÅ-

ÌÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒ þÖÅÎÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ


h(E) =

r

X

i=1

exp(
x

i

(E));

ÇÄÅ exp(x) = 1 + x + x

2

=2 + x

3

=6 + : : : . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ þÖÅÎÑ ÌÅÖÁÔ ×Ï

×ÔÏÒÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÏÞÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ ËÏÌØ�Á ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, �ÏÜÔÏÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ

exp(
x

i

(E)) ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ


h(E) =

1

X

k=0

P

r

i=1

x

i

(E)

k

k!

:

óÕÍÍÙ k-È ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ËÏÒÎÅÊ þÖÅÎÑ ÂÕÄÕÞÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ

x

i

(E) �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÙ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÌÅÖÁÔ ×

H

2k

(X;Z). úÎÁÞÉÔ 
h(E) 2

H

�

(X;Q). ïÂÏ-

ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 
h

i

(E) ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ 
h(E) ×

H

2i

(E).

óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÁ þÖÅÎÑ 
h(E) ÄÅÌÁÀÔ ÅÇÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÕÄÏÂÎÙÍ

�ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ.

�ÅÏÒÅÍÁ 9.2. èÁÒÁËÔÅÒ þÖÅÎÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÅÎ É ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ-

×ÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

0 ! E

1

! E

2

! E

3

! 0 ÉÍÅÅÍ 
h(E

2

) = 
h(E

1

) + 
h(E

3

), Á ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ �ÁÒÙ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ E É E

0

ÉÍÅÅÍ 
h(E 
 E

0

) = 
h(E) � 
h(E

0

).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ìÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÉÎ�É�Á ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÑ É Ó×ÏÊÓÔ× ÜËÓ�Ï-

ÎÅÎÔÙ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ


h

0

(E) = r(E); 
h

2

(E) = (



1

(E)

2

� 2



2

(E))=2;


h

1

(E) =



1

(E);



2

(E) = (
h

1

(E) � 2 
h

2

(E))=2:
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áÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ þÖÅÎÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ

×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÎÏ Ñ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ×. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ

F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ 
h(F) =

P

m

i=0

(�1)

i


h(E

i

), ÇÄÅ

0! E

m

! E

m�1

! � � � ! E

1

! E

0

! F ! 0

ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ �ÕÞËÁ F .

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.4. (1) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 
h(F) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×Ù-

ÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ. (2) ðÕÓÔØ i : P

m

! P

n

| ÌÉÎÅÊÎÏÅ

×ÌÏÖÅÎÉÅ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ 
h(i

�

O

P

m

(k)). (3) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ



1

(E) = 0,



2

(E) = m,

ÇÄÅ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.5.

9.3. ðÒÏÓÔÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Hom(E;E) ÞÅÒÅÚ End(E). ñÓÎÏ, ÞÔÏ

End(E) | ËÏÌØ�Ï. �ÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ id

E

: E ! E ÏÞÅ×ÉÄÎÏ Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉ�ÅÊ × ËÏÌØ�Å ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ End(E) � C ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ-

×ÉÁÌØÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ End(E) = C .

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

End(E

1

�E

2

) = End(E

1

)� End(E

2

)�Hom(E

1

; E

2

)� Hom(E

2

; E

1

);

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ dimEnd(E

1

�E

2

) � 2, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÓÑËÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÅ-

ÒÁÚÌÏÖÉÍÏ. üÔÏ ÄÁÅÔ ÕÄÏÂÎÙÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ.

�ÅÏÒÅÍÁ 9.5. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T

P(V )

| �ÒÏÓÔÏÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ñÓÎÏ, ÞÔÏ End(T ) = Hom(T; T ) =

H

0

(P(V );

T ). õÍÎÏÖÁÑ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ ÎÁ 
 �ÏÌÕÞÁÅÍ

0! 
! V 

(1)! 

 T ! 0:

ïÄÎÁËÏ �Ï õ�Ò. 7.8 ÉÍÅÅÍ H

�

(P(V );
(1)) = 0, �ÏÜÔÏÍÕ

H

0

(P(V );
 
 T ) =

H

1

(P(V );
). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÕÁÌÉÚÉÒÕÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ �ÏÌÕ-

ÞÁÅÍ

0! 
! V

�


 O(�1)!O ! 0;

É ÔÁË ËÁË

H

�

(P(V );O(�1)) = 0, ÔÏ

H

1

(P(V );
) =

H

0

(P(V );O) = C . �ÅÍ ÓÁÍÙÍ

ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ End(T ) = C .

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.6. (1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ Ó×ÑÚÎÏÍ �ÒÏÅË-

ÔÉ×ÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÒÏÓÔÏ. (2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E �ÒÏÓÔÏ ÔÏÇÄÁ

É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ E

�

�ÒÏÓÔÏ. (3) ðÕÓÔØ L | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. ðÒÏ-

×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ E �ÒÏÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ E 
 L �ÒÏÓÔÏ.

éÚ õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÞÔÏ ×ÓÅ �ÏÄËÒÕÔËÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ T É 
 ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×-

ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÒÏÓÔÙ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÄÁÅÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏ-

ÅÎÉÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ.

ìÅÍÍÁ 9.7. ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÌÏÅÎÉÅ, �ÒÉÞÅÍ r(E) � 2. åÓÌÉ �(X;E) 6= 0,

�(X;E

�

) 6= 0, ÔÏ E ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ñÓÎÏ, ÞÔÏ

�(X;E) = Hom(O; E); �(X;E

�

) = Hom(E;O):

ðÕÓÔØ s, s

0

| ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ E É E

�

. �ÏÇÄÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ

E

s

0

�! O

s

�! E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E, ËÏÔÏÒÙÊ × ÓÌÏÅ ÎÁÄ ÏÂ-

ÝÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑX ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ 1, É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÎÅ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌÅÎ

ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÕ.

éÚ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ÌÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 4.5 ÎÅ Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ (4:9),

Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E, �ÏÌÕÞÁÅÍ

H

0

(P

2

; E) 6= 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

ÓÏÇÌÁÓÎÏ õ�Ò. 9.4 (3) ÉÍÅÅÍ



1

(E) = 0, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ detE = O, ÚÎÁÞÉÔ

E

�

�

=

E 
 (detE)

�

�

=

E, ÔÏ ÅÓÔØ

H

0

(P

2

; E

�

) 6= 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÌÏ×ÉÑ

ÌÅÍÍÙ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ, ÚÎÁÞÉÔ E ÎÅ �ÒÏÓÔÏ.

�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÎÅ �ÒÏÓÔÏÇÏ, ÎÏ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉ-

ÍÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ 0 � p � n É k 2 ZÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

�

p

T (k) �ÒÏÓÔÏ.

óÏÇÌÁÓÎÏ õ�ÒÁÖÎÅÎÉÀ ÅÓÔØ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÍÎÏÇÏ �ÒÉÍÅÒÏ× �ÒÏÓÔÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÖÅ �ÒÏÓÔÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÍÁÌÏÇÏ ÒÁÎÇÁ | ÎÁÏÂÏ-

ÒÏÔ, ×ÅÓØÍÁ ÓÌÏÖÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. íÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ Ä×Á �ÒÉÍÅÒÁ �ÒÏÓÔÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

ÒÁÎÇÁ n � 1 ÎÁ P

n

. ðÅÒ×ÙÊ �ÒÉÍÅÒ | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÉ | �Ï-

�ÒÏÝÅ, ÏÄÎÁËÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á. ÷ÔÏÒÏÊ �ÒÉÍÅÒ | ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ �ÒÉÍÅÒ �ÁÎÇÏ | ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÖÅ ÎÁ

ÌÀÂÏÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.

9.4. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÉ. ðÕÓÔØ n | ÎÅÞÅÔÎÏ, Á V | (n+ 1)-

ÍÅÒÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. �ÁË ËÁË V ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÎÁ V ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ

ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÙ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÏÄÎÕ ÔÁËÕÀ ÆÏÒÍÕ

A 2 �

2

V

�

. æÏÒÍÁ A ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ V 
 O

A

! V

�


 O.

éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v 2 V ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ A(v; v) = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ

O(�1)! V 
O

A

! V

�


O ! O(1)

ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ A ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ

T (�1) = (V 
 O)=O(�1)!O(1):

äÁÌÅÅ, ÔÁË ËÁË A : V 
O

A

! V

�


O | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, Á �ÒÏÅË�ÉÑ V

�


O ! O(1)

ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÁ, ÔÏ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ T (�1)!O(1) ÔÁËÖÅ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÅÎ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N ÅÇÏ ÑÄÒÏ. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÒÁÎÇÁ

n� 1 ÎÁ P

n

. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ N ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÉ.

�ÅÏÒÅÍÁ 9.9. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÉ N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÒÁÓÓÌÏ-

ÅÎÉÅÍ ÎÁ P

n

Ó ËÌÁÓÓÏÍ þÖÅÎÑ


(N ) = 1 +

h

2

+

h

4

+ � � �+

h

n�1

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0! N ! T (�1)!O(1)! 0 (9.10)

ÆÕÎËÔÏÒ Hom(N; � ) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! Hom(N;N )! Hom(N; T (�1))! : : : ;
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ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ Hom(N;N ) � Hom(N; T (�1)). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅ�ÅÒØ Ë �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔÉ (9:10) ÆÕÎËÔÏÒ Hom(� ; T (�1)) �ÏÌÕÞÁÅÍ

0! Hom(O(1); T (�1))! Hom(T (�1); T (�1))!

! Hom(N; T (�1))! Ext

1

(O(1); T (�1))! : : :

ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(O(2); � ) �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

�ÒÉ n > 1 Ext

�

(O(1); T (�1)) =

H

�

(P

n

; T (�2)) = Ext

�

(O(2); T ) = 0, ÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏ Hom(N; T (�1)) = Hom(T (�1); T (�1)) = End(T (�1)). ïÄÎÁËÏ ÒÁÓÓÌÏÅ-

ÎÉÅ T (�1) �ÒÏÓÔÏÅ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ Hom(N;N ) � Hom(N; T (�1)) = C , ÚÎÁÞÉÔ

N | ÔÏÖÅ �ÒÏÓÔÏÅ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÌÁÓÓ þÖÅÎÑ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ, �ÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÊ ÎÁ O(�1) �ÏÌÕÞÁÅÍ



(T (�1)) =



(V 
O)=



(O(�1)) = 1=(1�

h

):

úÁÔÅÍ ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (9:10) �ÏÌÕÞÁÅÍ



(N ) =



(T (�1))=



(O(1)) = 1=((1�

h

)(1 +

h

)) = 1+

h

2

+

h

4

+ � � �+

h

n�1

:

9.5. ðÒÉÍÅÒ �ÁÎÇÏ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ �ÒÉÓÔÕ�ÉÔØ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ËÏÎÓÔÒÕË-

�ÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ �ÁÎÇÏ, ÄÏËÁÖÅÍ Ä×Å �ÏÌÅÚÎÙÅ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 9.11. åÓÌÉ E ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n,

�ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, ÔÏ E ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ �ÏÄÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r � n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÕÓÔØ K =

H

0

(X;E), dimK = m. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÅ

Y = f(s; x) 2 P(K)�X j s(x) = 0g � P(K)�X:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ Y = P

X

(E

0

), ÇÄÅ E

0

= Ker(K 
O

X

! E). úÎÁÞÉÔ

dimY = dimX + r(E

0

) � 1 = n + (m � r) � 1:

ðÕÓÔØ p : Y ! P(K) | �ÒÏÅË�ÉÑ ÎÁ P(K). �ÏÇÄÁ


odimp(Y ) � (m � 1)� dimY = (m � 1) � (n+m � r � 1) = r � n:

÷ÙÂÅÒÅÍ (r � n)-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W � K, ÔÁË ÞÔÏ P(W )\ p(Y ) = ;.

îÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ W 
 O ! K 
O ! E ÂÕÄÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÞÔÏ

É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

ìÅÍÍÁ 9.12. åÓÌÉ E ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÉ X, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, É



r

(E) = 0, ÔÏ E ÓÏÄÅÒ-

ÖÉÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 9.11 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ r � n.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ. äÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ E ÉÍÅÌÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ s, ÔÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 9.1 ÍÙ ÉÍÅÌÉ

ÂÙ [fs = 0g℄ =



r

(E) = 0, Á ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÎÅ�ÕÓÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ×

�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ×ÓÅÇÄÁ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ.
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÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ××ÅÄÅÎÎÙÍÉ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 9.11.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : Y ! P(K). äÏ�ÕÓÔÉÍ p | ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏ. �ÏÇÄÁ

ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ s 2 P(K) ÉÍÅÅÍ

dimfx j s(x) = 0g = dimp

�1

(s) = dimY � dimP(K) =

= (n+m � r � 1)� (m � 1) = n� r;

ÔÏ ÅÓÔØ fx j s(x) = 0g � X | ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ r.

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ s | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ

×ÙÛÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ p ÎÅ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ s 2

P(K) n p(Y ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ s ÚÁÄÁÓÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ O ! E, ÞÔÏ É

ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ �ÒÉÍÅÒÁ �ÁÎÇÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÅÛÎÉÊ Ë×Á-

ÄÒÁÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ, �ÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÊ ÎÁ O(�1). üÔÏ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

0! T (�2)! �

2

V 
O ! �

2

T (�2)! 0: (9.13)

éÚ �ÏÓÌÅÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ, �ÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÊ ÎÁO(�2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ


(T (�2)) =

(1�

h

)

n+1

=(1� 2

h

), Á ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (9:13) ÓÌÅÄÕÅÔ



(�

2

T (�2)) = 1=


(T (�2)) = (1� 2

h

)=(1�

h

)

n+1

:

òÁÓËÌÁÄÙ×ÁÑ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ × ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ




n

(�

2

T (�2)) =

�

2n

n

�

� 2

�

2n�1

n�1

�

= 0:

ðÕÓÔØ r = n(n � 1)=2 = r(�

2

T (�2)). ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ Ë ÒÁÓÓÌÏÅ-

ÎÉÀ �

2

T (�2) ÌÅÍÍ 9.11 É 9.12, ÄÏËÁÚÙ×ÅÔ, ÞÔÏ �

2

T (�2) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ

�ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r � n + 1. ÷ÙÂÉÒÁÑ ÔÁËÏÅ �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ

ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0!O

�(r�n+1)

! �

2

T (�2)! F ! 0: (9.14)

úÄÅÓØ F | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ n� 1 Ó


(F ) = (1� 2

h

)=(1�

h

)

n+1

. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ F

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ �ÁÎÇÏ.

�ÅÏÒÅÍÁ 9.15. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ �ÁÎÇÏ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÎÁ P

n

Ó

ËÌÁÓÓÏÍ þÖÅÎÑ


(F ) = (1 � 2

h

)=(1�

h

)

n+1

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ëÌÁÓÓ þÖÅÎÑ ÍÙ ÕÖÅ ×ÙÞÉÓÌÉÌÉ, �ÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ

ÔÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÏÔÕ. ðÒÉÍÅÎÑÑ Hom(� ; F ) Ë (9:14) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! Hom(F; F )! Hom(F;�

2

T (�2))! : : : ;

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ End(F ) � Hom(�

2

T (�2); F ). ðÒÉÍÅÎÑÑ Hom(�

2

T (�2); � ) Ë

(9:14) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! Hom(�

2

T (�2);O

�(r�n+1)

)! End(�

2

T (�2))!

! Hom(�

2

T (�2); F )! Ext

1

(�

2

T (�2);O

�(r�n+1)

)! : : :

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �Ï õ�Ò. 7.8 ÉÍÅÅÍ Ext

i

(�

2

T (�2);O) =

H

i

(P

n

;�

2


(2)) = 0, �Ï-

ÜÔÏÍÕ Hom(�

2

T (�2); F ) = End(�

2

T (�2)). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏÂÁ×ÉÔØ, ÞÔÏ �Ï õ�Ò. 9.8

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ �

2

T (�2) | �ÒÏÓÔÏÅ, �ÏÜÔÏÍÕ

End(F ) � Hom(�

2

T (�2); F ) = End(�

2

T (�2)) = C ;

ÔÏ ÅÓÔØ End(F ) = C .
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10. òÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ.

10.1. îÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É Y � X

| ÇÌÁÄËÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ y 2 Y ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Ï T

y

Y ×ÌÏÖÅÎÏ × ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï T

y

X. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅ-

ÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ T

Y

� T

X

jY

. æÁËÔÏÒÒÁÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏ-

ÅÎÉÅÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ N

Y=X

. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! T

Y

! T

X

jY

!N

Y=X

! 0:

üÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÞÅÎØ �ÏÌÅÚÎÁ × Ó×ÑÚÉ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏ-

ÅÎÉÅ ÞÁÓÔÏ ÌÅÇËÏ Ï�ÉÓÁÔØ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.1. ðÕÓÔØ U

�

| �ÏËÒÙÔÉÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Y � X. ðÕÓÔØ

z

(i)

1

; : : : ; z

(i)

n

| ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × U

i

, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ Y \ U

i

= fz

(i)

1

= � � � = z

(i)

r

= 0g.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù g

ij

2 GL

r

(O

Y

(Y \U

i

\U

j

)) Ó ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ

(g

ij

)

pq

= (�z

(i)

p

=�z

(j)

q

)

jY

Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ËÏ�ÉËÌ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ N

Y=X

.

�ÅÏÒÅÍÁ 10.2. ðÕÓÔØ Y = fs = 0g | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E. �ÏÇÄÁ N

Y=X

= E

jY

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: îÁÍ ÎÁÄÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ T

X

jY

!

E

jY

. óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÔÁË. ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ � �ÕÞËÁ T

X

jY

. úÁÔÅÍ

�ÏÄÎÉÍÅÍ ÅÇÏ (ÌÏËÁÌØÎÏ) ÄÏ ÓÅÞÅÎÉÑ �ÕÞËÁ

~

� 2 T

X

(U ). ÷ÙÂÅÒÅÍ ÌÏËÁÌØÎÕÀ

ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁ�ÉÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E(U )

�

=

O

X

(U )

r

É ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÓÅÞÅÎÉÅ s �Ï ÂÁÚÉÓÕ

ÓÅÞÅÎÉÊ s = (f

1

; : : : ; f

r

). ÷ÙÞÉÓÌÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÓÅÞÅÎÉÑ s ×ÄÏÌØ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ

�ÏÌÑ

~

�:

~

�(s) = (

~

�(f

1

); : : : ;

~

�(f

r

)):

é, ÎÁËÏÎÅ�, ÏÇÒÁÎÉÞÉÍ ÓÅÞÅÎÉÅ

~

�(s) ÎÁ Y . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÅ ÉÚ ÓÅÞÅÎÉÊ �ÕÞËÁ T

X

jY

× ÓÅÞÅÎÉÑ �ÕÞËÁ E

jY

. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ

ÍÏÒÆÉÚÍ ÞÅÒÅÚ ds.

�Å�ÅÒØ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ds ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌÁ,

ÄÏ�ÕÝÅÎÎÏÇÏ �ÒÉ ÅÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ, É ÞÔÏ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ O

X

(U )-

ÍÏÄÕÌÅÊ. úÁÔÅÍ ÎÁÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! T

Y

! T

X

jY

ds

�! E

jY

! 0 (10.3)

ÔÏÞÎÁ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ×ÓÅ ÜÔÏ �ÒÏ×ÅÒÑÔØ, ÄÏËÁÖÅÍ ÌÅÍÍÕ.

ìÅÍÍÁ 10.4. åÓÌÉ

�

� | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ ÎÁ X, ËÏÔÏÒÏÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÑ Y , ÔÏ

�

�(s)

jY

= 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, s

jY

= 0, �ÏÜÔÏÍÕ

�

�(s)

jY

= (

�

�

jY

)(s

jY

) = 0.

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ

~

�

0

| ÄÒÕÇÏÅ �ÏÄÎÑÔÉÅ �. �ÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ

�

� =

~

�

0

�

~

� ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ ÎÁ Y . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ Y , �ÏÜÔÏÍÕ �Ï ÌÅÍÍÅ 10.4

ÉÍÅÅÍ

�

�(s)

jY

= 0, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ

~

�

0

(s)

jY

=

~

�(s)

jY

.

äÏ�ÕÓÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÌÉ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁ�ÉÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E. ðÕÓÔØ

g = (g

ij

) 2 GL

r

(O

X

(U )) | ÍÁÔÒÉ�Á ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÉÓÁ. ðÕÓÔØ (f

0

1

; : : : ; f

0

r

) | ÒÁÚ-

ÌÏÖÅÎÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ s ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏ×ÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. �ÏÇÄÁ

f

0

i

=

r

X

j=1

g

ij

f

j

81 � i � r:



47

ðÒÉÍÅÎÑÑ

~

�(� ) É �ÏÌØÚÕÑÓØ �ÒÁ×ÉÌÏÍ ìÅÊÂÎÉ�Á �ÏÌÕÞÁÅÍ

~

�(f

0

i

) =

r

X

j=1

g

ij

~

�(f

j

) +

r

X

j=1

f

j

~

�(g

ij

):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ �ÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ Y ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ,

ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ (

~

�(f

0

1

); : : : ;

~

�(f

0

r

))

jY

ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÁÂÏÒÁ (

~

�(f

1

); : : : ;

~

�(f

r

))

jY

ÕÍÎÏÖÅ-

ÎÉÅÍ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ g, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÔÏ ÖÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E

jY

.

�ÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ds Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍO

X

(U )-ÍÏÄÕÌÅÊ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ

ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÄÏÌØ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÕÍÎÏ-

ÖÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ.

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ � | ÓÅÞÅÎÉÅ �ÕÞËÁ T

Y

. �ÏÇÄÁ ÅÇÏ �ÏÄÎÑÔÉÅ

~

� ÂÕÄÅÔ ËÁÓÁÔØÓÑ

�ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Y , ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �Ï ÌÅÍÍÅ 10.4 �ÏÌÕÞÉÍ

~

�(s)

jY

= 0. úÎÁÞÉÔ

T

Y

ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÑÄÒÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÞÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (10:3). üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ

ÌÏËÁÌØÎÏ. ÷ÙÂÅÒÅÍ (ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ) ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ z

1

; : : : ; z

n

,

ÔÁË ÞÔÏÂÙ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y ÚÁÄÁ×ÁÌÏÓØ ÂÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ z

1

= � � � = z

r

= 0.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ds �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÓÅÞÅÎÉÅ

P

n

i=1

�

i

�

z

i

2 T

X

jY

(U ) × ÓÅÞÅÎÉÅ

 

n

X

i=1

�

i

�

z

i

(z

1

); : : : ;

n

X

i=1

�

i

�

z

i

(z

r

)

!

= (�

1

; : : : ; �

r

) 2 E

jY

(U ):

ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ds ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏ, É ÞÔÏ

Ker ds =

*

n

X

i=r+1

�

i

�

z

i

+

= T

Y

(U ):

îÁ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ.

ðÒÉÍÅÒ 10.5. ðÕÓÔØ X = P(V ) | �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á Y = P(W )�

P(V ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ Y = fs = 0g, ÇÄÅ

s 2 �(P(V ); V=W 
O(1)) = V=W 
 V

�

= Hom(V; V=W )

ÓÅÞÅÎÉÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÒÏÅË�ÉÉ V ! V=W . ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ

N

P(W )=P(V )

= V=W 
O(1):

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.6. ðÕÓÔØ !

X

= det 


X

| ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. ðÕÓÔØ Y = fs = 0g � X, ÇÄÅ s 2 �(X;E) | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ

ÓÅÞÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ:

!

Y

�

=

(!

X


 detE)

jY

:

10.2. óÔÅ�ÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ �ÒÉÓÔÕ�ÉÔØ Ë ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ××Å-

ÄÅÍ �ÏÌÅÚÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P

n

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ,

ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ×ÌÏÖÅÎÉÊ �

1;2

: P

k

! P

n

ÉÍÅÅÍ �

�

1

E

�

=

�

�

2

E.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ

1-ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

n-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ.
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ É n-ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÎÅ

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. ÷ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÙÂÏÒ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ

ÉÚÏÏÒÆÉÚÍÁ, �ÒÉÞÅÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÂÙÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏ-

ÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ k-ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ É (k�1)-ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ. îÁÚÏ×ÅÍ

ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÞÉÓÌÏ h(E) = maxfk jE | k-ÏÄÎÏÒÏÄÎÏg:

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ r(E) < n, ÔÏ h(E) ÒÁ×ÎÏ 0 ÉÌÉ n.

îÁÛÅÊ �ÅÌØÀ ÂÕÄÅÔ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E Ó h(E) = 1. �ÁËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ, ÎÏ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ.

10.3. ëÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ P

n

= P(V ). ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ

1 � m � n � 1. ÷ÙÂÅÒÅÍ (m + 1)-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W

0

� V . éÚ

ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

H

0

(P(V ); T (�1)) = V , �ÏÜÔÏÍÕ

×ÌÏÖÅÎÉÅ W

0

� V ÄÁÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ W

�

0


 T (�1) ÉÌÉ, ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ,

ÍÏÒÆÉÚÍ f : O !W

�

0


 T (�1).

ìÅÍÍÁ 10.8. ðÒÉ dimW

0

� 2 ÍÏÒÆÉÚÍ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ v 2 P(V ). îÁÍ ÎÁÄÏ �ÒÏ×Å-

ÒÉÔØ, ÞÔÏ f ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ v. ïÄÎÁËÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f ×

ÔÏÞËÅ v | ÜÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ W

0

! V ! V=v, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ËÁË ×ÅËÔÏÒ ×

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W

�

0


V=v = W

�

0


T (�1)

v

. îÏ �ÒÉ dimW

0

� 2 ÔÁËÁÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ

ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ�ÕÞÏË E ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ. �Á-

ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

0!O

f

�!W

�

0


 T (�1)! E ! 0: (10.9)

÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W � V . éÚÕÞÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏ-

ÅÎÉÑ E ÎÁ P(W ). �ÕÔ ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ: W

0

� W É W

0

6�W .

ìÅÍÍÁ 10.10. åÓÌÉ W

0

6� W , dimW = k + 1, ÔÏ

E

jP(W )

�

=

O

(m+1)(n�k)�1

�W

�

0


 T

P(W )

(�1):

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

H

1

(P(W );E

�

jP(W )

) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! T

P(W )

! T

P(V)

jP(W )

!N

P(W )=P(V )

! 0:

äÏÍÎÏÖÉÍ ÅÅ ÎÁ W

�

0

, �ÏÄËÒÕÔÉÍ ÎÁ O(�1) É ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ

N

P(W )=P(V )

�

=

V=W 
O(1). ðÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0!W

�

0


 T

P(W )

(�1)!W

�

0


 T

P(V)

(�1)

jP(W )

!W

�

0


 V=W 
 O!0:

(10.11)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f

jP(W )

É �ÒÏÅË�ÉÉ W

�

0


T

P(V)

(�1)

jP(W )

!

W

�

0


 V=W 
 O | ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ f

0

: O !W

�

0


 V=W 
 O, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒÏÍ

× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W

�

0


 V=W , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ W

0

! V ! V=W .

ðÒÉ W

0

6� W ÜÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, �ÏÜÔÏÍÕ f

0

ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. ðÏ-

ÜÔÏÍÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (10:11) ×ÍÅÓÔÅ Ó �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ (10:9), ÏÇÒÁ-

ÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÁ P(W ), ÄÁÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ É
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ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ

0 0

?

?

y

?

?

y

W

�

0


 T (�1)

P(W )

W

�

0


 T (�1)

P(W )

?

?

y

?

?

y

0 ����! O

f

����! W

�

0


 T

P(V )

(�1)

jP(W )

����! E

jP(W )

����! 0










?

?

y

?

?

y

0 ����! O

f

0

����! W

�

0


 V=W 
O ����! O

(m+1)(n�k)�1

����! 0

?

?

y

?

?

y

0 0

ðÒÁ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E

jP(W )

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓ-

ÛÉÒÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ O

(m+1)(n�k)�1

Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ W

�

0


 T (�1)

P(W )

.

ïÄÎÁËÏ,

H

1

(P(W ); T (�1)

P(W )

) = 0, �ÏÜÔÏÍÕ

Ext

1

(O

(m+1)(n�k)�1

;W

�

0


 T (�1)

P(W )

) = 0;

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ E

jP(W )

�

=

O

(m+1)(n�k)�1

�W

�

0


 T (�1)

P(W )

. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ,

ÞÔÏ

H

1

(P(W ); E

�

jP(W )

) =

H

1

(P(W );O

(m+1)(n�k)�1

�W

�

0


 
(1)

P(W )

) = 0.

ìÅÍÍÁ 10.12. åÓÌÉ W

0

� W , dimW = k + 1, ÔÏ

H

1

(P(W );E

�

jP(W )

) = C .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: âÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ É �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅ-

ÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ. ðÅÒ×ÏÅ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ×ÏÚÎÉËÎÅÔ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f

0

.

îÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ W

0

� W , �ÏÜÔÏÍÕ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ W

0

! V ! V=W ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ,

ÚÎÁÞÉÔ f

0

= 0. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ f : O ! W

�

0


 T

P(V)

(�1)

jP(W )

ÍÏÖÎÏ �ÏÄÎÑÔØ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f

00

: O ! W

�

0


 T (�1)

P(W )

. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (10:11) ×ÍÅÓÔÅ Ó �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ (10:9), ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ

ÎÁ P(W ), ÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ É

ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ

0 0

?

?

y

?

?

y

0 ����! O

f

00

����! W

�

0


 T (�1)

P(W )

����! F ����! 0










?

?

y

?

?

y

0 ����! O

f

����! W

�

0


 T

P(V)

(�1)

jP(W )

����! E

jP(W )

����! 0

?

?

y

?

?

y

W

�

0


 V=W 
 O W

�

0


 V=W 
O

?

?

y

?

?

y

0 0
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äÕÁÌÉÚÉÒÕÑ �ÒÁ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ

0!W

0


 (V=W )

�


O ! E

�

jP(W )

! F

�

! 0:

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ �(P(W ); � ) É �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ

H

>0

(P(W );O) = 0, �ÏÌÕ-

ÞÁÅÍ

H

1

(P(W ); E

�

jP(W )

) =

H

1

(P(W ); F

�

):

äÕÁÌÉÚÉÒÕÑ ×ÅÒÈÎÀÀ ÓÔÒÏÞËÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ

0! F

�

!W

0


 
(1)

P(W )

!O ! 0:

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ �(P(W ); � ) É �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ

H

�

(P(W );
(1)) = 0, �Ï-

ÌÕÞÁÅÍ

H

1

(P(W ); F

�

) =

H

0

(P(W );O) = C :

É ÌÅÍÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ.

�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ.

�ÅÏÒÅÍÁ 10.13. åÓÌÉ n � 2, Á 1 � m � n�1, ÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ h(E)

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÒÁ×ÎÁ m � 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: îÁÍ ÎÁÄÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ dimW � m ËÌÁÓÓ ÉÚÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E

jP(W )

ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ dimW , Á �ÒÉ dimW = m+1 ËÌÁÓÓ

ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E

jP(W )

ÕÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Á W .

ðÅÒ×ÏÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 10.10. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ dimW � m Õ

ÎÁÓ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ W

0

6�W , �ÏÜÔÏÍÕ E

jP(W )

�

=

O

(m+1)(n�k)�1

�W

�

0


 T

P(W )

(�1).

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ dimW = m + 1. �ÁË ËÁË m < n, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Ï W � V , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ W

0

6� W . �ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 10.10 ÉÍÅÅÍ

H

1

(P(W ); E

�

jP(W )

) = 0;

× ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË �Ï ÌÅÍÍÅ 10.12 ÉÍÅÅÍ

H

1

(P(W

0

); E

�

jP(W

0

)

) = C :

�ÅÍ ÓÁÍÙÍ E

jP(W )

6

�

=

E

jP(W

0

)

.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ n � 3, m = 2 ÍÙ �ÏÓÔÒÏ-

ÉÌÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÒÁÎÇÁ (m + 1)n � 1 = 3n � 1 ÎÁ P

n

, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ

ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ 1. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ, ÎÏ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏ.
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11. òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ 2.

11.1. ìÏËÁÌØÎÏ �ÏÌÎÙÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ r ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ �ÏÌ-

ÎÙÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ y 2 Y ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ y 2 U � X,

ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Y \ U ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÉÚ r ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ r

ÆÕÎË�ÉÉ f

1

; : : : ; f

r

2 O

X

(U ), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ Y \ U = ff

1

= � � � = f

r

= 0g.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.1. ðÕÓÔØ Y = fs = 0g, ÇÄÅ s 2 �(X;E) | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÓÅÞÅ-

ÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Y | ÌÏËÁÌØÎÏ �ÏÌÎÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ r ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÏ

�ÏÌÎÙÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ, ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ �ÏÌÎÙÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ r ÌÉÎÅÊ-

ÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ L

1

, : : : , L

r

É r ÓÅÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ s

1

2 �(X;L

1

), : : : , s

r

2 O

X

(U ),

ÔÁËÉÅ ÞÔÏ Y = fs

1

= � � � = s

r

= 0g.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ �ÏÌÎÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ �ÏÌÎÙÍ �ÅÒÅÓÅÞÅ-

ÎÉÅÍ. ïÂÒÁÔÎÏÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ×ÅÒÎÏ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ �ÒÉÍÅÒ | ÔÒÏÊËÁ

ÔÏÞÅË × P

2

, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÉÚ m ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË �ÌÏÓËÏÓÔÉP

2

×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ �ÏÌÎÙÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ. ï�ÉÛÉÔÅ, ËÏÇÄÁ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÇÌÏÂÁÌØÎÏ �ÏÌÎÙÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ.

�ÅÏÒÅÍÁ 11.3. ÷ÓÑËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y × ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ

X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ �ÏÌÎÙÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÅÊ. úÄÅÓØ ×ÓÅ Ó×Ï-

ÄÉÔÓÑ Ë ÏÞÅ×ÉÄÎÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ

ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ r × C

n

ÍÏÖÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÄÁÔØ r ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ.

÷ÁÖÎÅÊÛÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏ �ÏÌÎÙÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ÔÅÏÒÅÍÁ.

�ÅÏÒÅÍÁ 11.4. ðÕÓÔØ i : Y � X | ÌÏËÁÌØÎÏ �ÏÌÎÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. �ÏÇÄÁ

Ext

p

(i

�

O

Y

;O

X

)

�

=

(

i

�

detN

Y=X

; �ÒÉ p = 
odimY

0; ÉÎÁÞÅ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ × ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ. ðÕÓÔØ


odimY = r, dimX = n. ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ y 2 Y É ×ÙÂÅÒÅÍ

× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ y ÎÁ X ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ z

1

; : : : ; z

n

, ÔÁË ÞÔÏ

Y = fz

1

= � � � = z

r

= 0g. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÕÌÅÊ

ÓÅÞÅÎÉÑ s = (z

1

; : : : ; z

r

) ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ W 
O

X

, ÇÄÅW = hz

1

; : : : ; z

r

i.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÕÞÏË i

�

O

Y

ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ëÏÛÕÌÑ

0! �

r

W

�


 O

X

s

�! �

r�1

W

�


 O

X

! � � � !W

�


 O

X

s

�! O

X

! i

�

O

Y

! 0:

(11.5)

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(� ;O) �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍ�ÌÅËÓ

0!O

X

s

�!W 
 O

X

! � � � ! �

r�1

W 
O

X

s

�! �

r

W 
 O

X

! 0;

(11.6)
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ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÙ Ext

p

(i

�

O

Y

;O

X

). ïÄÎÁËÏ, ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÏÍ-

�ÌÅËÓ (11:6) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ËÏÍ�ÌÅËÓÕ (11:5) ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÍÕ ÎÁ det(W 
 O

X

). ðÏ-

ÜÔÏÍÕ ÉÚ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ (11:5) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

Ext

p

(i

�

O

Y

;O

X

)

�

=

(

i

�

det(W 
 O

Y

); �ÒÉ p = r

0; ÉÎÁÞÅ

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÕÓÔØ

z

0

1

; : : : ; z

0

n

| ÄÒÕÇÉÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ Y = fz

0

1

= � � � = z

0

r

= 0g.

ðÕÓÔØ W

0

= hz

0

1

; : : : ; z

0

r

i, s

0

= (z

0

1

; : : : ; z

0

r

) | ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ W

0


O

X

É

0! �

r

(W

0

)

�


O

X

s

�! �

r�1

(W

0

)

�


O

X

! � � � ! (W

0

)

�


O

X

s

�! O

X

! i

�

O

Y

! 0

(11:5

0

)

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁË ËÁË fz

0

1

= � � � = z

0

r

=

0g = fz

1

= � � � = z

r

= 0g ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á � 2 GL

r

(O

X

),

ÔÁËÁÑ ÞÔÏ

z

0

i

=

r

X

j=1

�

ij

(z

1

; : : : ; z

n

)z

j

:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ � ËÁË ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ W 
 O

X

! W

0


 O

X

. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÎÁ-

ÂÏÒ (�

r

�

�

;�

r�1

�

�

; : : : ; �

�

; 1) ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ (11:5

0

) Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ

(11:5). ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÎÏ×ÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

i

�

Ext

p

(i

�

O

Y

;O

X

) ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ (det �)

jY

.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ

�z

0

i

=�z

j

= �

ij

+

r

X

k=1

(��

ik

=�z

j

)z

k

;

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ (�z

0

i

=�z

j

)

jY

= �

ij

jY

. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (det �)

jY

ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ Y ÑËÏÂÉÁÎÁ det(�z

0

i

=�z

j

), ËÏÔÏÒÙÊ �Ï õ�Ò. 10.1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË-

�ÉÅÊ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÄÌÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ i

�

Ext

p

(i

�

O

Y

;O

X

) É detN

Y=X

ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ËÏ�ÉËÌÁÍÉ,

É ÚÎÁÞÉÔ Ext

p

(i

�

O

Y

;O

X

)

�

=

i

�

detN

Y=X

.

11.2. ëÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ óÅÒÒÁ. ëÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ óÅÒÒÁ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ

ÕÓÌÏ×ÉÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �Ï ÌÏËÁÌØÎÏ �ÏÌÎÏÍÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ Y � X ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2

É �Ï �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÀ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó Y ÎÁ X ÓÔÒÏÉÔØ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X Ó ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ. îÁÞÎÅÍ Ó

×ÁÖÎÏÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 11.7. ðÕÓÔØ L ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, Á Y � X |

ÌÏËÁÌØÎÏ �ÏÌÎÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2. åÓÌÉ

H

1

(X;L

�

) =

H

2

(X;L

�

) =

0, ÔÏ Ext

1

(J

Y

; L

�

) = Hom(L

jY

; detN

Y=X

), �ÒÉÞÅÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ

0! L

�

! F ! J

Y

! 0

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÍÏÒÆÉÚÍÕ f : L

jY

! detN

Y=X

ÄÁÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ

�ÕÞÏË F ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f | ÓÀÒØÅË�ÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÉÚ õ�Ò. 5.3:

0!

H

1

(X;Hom(J

Y

; L

�

))! Ext

1

(J

Y

; L

�

)!

!

H

0

(X; Ext

1

(J

Y

; L

�

))!

H

2

(X;Hom(J

Y

; L

�

)):
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ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(� ; L

�

) Ë ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 ! J

Y

!

O

X

!O

Y

! 0 É �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ

Ext

p

(O

Y

; L

�

)

�

=

Ext

p

(O

Y

;O

X

)
 L

�

�

=

(

L

�


 detN

Y=X

; �ÒÉ p = 2

0; ÉÎÁÞÅ

�ÏÌÕÞÁÅÍ

Hom(J

Y

; L

�

)

�

=

Hom(O

X

; L

�

)

�

=

L

�

;

Ext

1

(J

Y

; L

�

)

�

=

Ext

2

(O

Y

; L

�

)

�

=

L

�


 detN

Y=X

:

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0!

H

1

(X;L

�

)! Ext

1

(J

Y

; L

�

)!

H

0

(X;L

�


 detN

Y=X

)! H

2

(X;L

�

);

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ

Ext

1

(J

Y

; L

�

) =

H

0

(X;L

�


 detN

Y=X

) =

=

H

0

(Y; L

�

jY


 detN

Y=X

) = Hom(L

jY

; detN

Y=X

);

ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÅÒ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÌÅÍÍÙ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ 0 ! L

�

! F ! J

Y

! 0, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ

ÍÏÒÆÉÚÍÕ f : L

jY

! detN

Y=X

. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, �ÕÞÏË F ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ ÔÏÇÄÁ

É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ext

>0

(F;O

X

) = 0. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(� ;O

X

)

�ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0!O

X

!Hom(F;O

X

)! L! detN

Y=X

! Ext

1

(F;O

X

)! : : :

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ F ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÏÒ-

ÆÉÚÍ L ! detN

Y=X

ÓÀÒØÅËÔÉ×ÅÎ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÒÁÓËÌÁÄÙ-

×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ L ! L

jY

f

�! detN

Y=X

× ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒ×ÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÀ-

ÒØÅËÔÉ×ÅÎ. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ F ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÏÒÆÉÚÍ f : L

jY

! detN

Y=X

ÓÀÒØÅËÔÉ×ÅÎ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ

ÄÏËÁÚÁÔØ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ

0! L

�

! F ! J

Y

! 0

ÉÍÅÅÍ detF

�

=

L

�

.

�ÅÏÒÅÍÁ 11.9. ðÕÓÔØ L | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, ÔÁËÏÅ

ÞÔÏ

H

1

(X;L

�

) =

H

2

(X;L

�

) = 0. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ �ÏÌÎÏÇÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ

Y � X ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ detN

Y=X

�

=

L

jY

, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÁÒÁ

(E; s), ÇÄÅ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ X, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ detE

�

=

L, Á s | ÒÅÇÕ-

ÌÑÒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ E, ÔÁË ÞÔÏ Y = fs = 0g. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ �ÁÒ (E; s) ÎÁÈÏ-

ÄÉÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×

L

jY

! detN

Y=X

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: äÏ�ÕÓÔÉÍ (E; s) | ÉÓËÏÍÁÑ �ÁÒÁ. �ÁË ËÁË r(E) = 2 É

detE

�

=

L, ÔÏ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ëÏÛÕÌÑ �ÕÞËÁ O

Y

ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

0! L

�

s

�! E

�

s

�! O ! O

Y

! 0:

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E

�

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÕÞËÁ ÉÄÅÁÌÏ× J

Y

Ó �Ï-

ÍÏÝØÀ L

�

. éÚ ÌÅÍÍÙ 11.7 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÍÕ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ

f : L

jY

! detN

Y=X

ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ

0! L

�

! F ! J

Y

! 0
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Ó ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ �ÕÞËÏÍ F . ÷ÓÑËÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ-

×ÉÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E = F

�

É ÓÅÞÅÎÉÅ s 2 �(X;E), Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ë ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ

F ! J

Y

! O

X

. éÚ õ�Ò. 11.8 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ detE = L. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �Ï �ÏÓÔÒÏ-

ÅÎÉÀ ÓÅÞÅÎÉÅ s ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Y . �ÅÍ

ÓÁÍÙÍ, �ÁÒÁ (E; s) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ×ÓÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ.

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ (E; s) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÀÒØÅË�ÉÊ L

jY

! detN

Y=X

. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ

×ÓÑËÉÊ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÏÍÎÏÖÁÑ ËÏÍ�ÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ �ÕÞËÁ O

Y

ÎÁ L É �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ

E

�


 L

�

=

E

�


 detE

�

=

E, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ

0!O

s

�! E ! J

Y


 L! 0:

11.3. òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ

X = P

n

ÔÅÏÒÅÍÁ âÏÔÔÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 11.9.

�ÅÏÒÅÍÁ 11.10. ðÕÓÔØ Y � P

n

| ÌÏËÁÌØÎÏ �ÏÌÎÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒ-

ÎÏÓÔÉ 2, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ detN

Y=P

n
= O(k)

jY

. ðÕÓÔØ ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÉÂÏ n � 3,

ÌÉÂÏ n = 2 É k � 2. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÁÒÁ (E; s), ÇÄÅ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P

n

, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ detE

�

=

O(k), Á s | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ E, ÔÁË ÞÔÏ

Y = fs = 0g. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ �ÁÒ (E; s) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-

ÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× O(k)

jY

! detN

Y=X

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ËÁË �ÒÉ n � 3, ÔÁË É �ÒÉ n = 2,

k � 2 �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ âÏÔÔÁ ÉÍÅÅÍ

H

1

(P

n

;O(�k)) =

H

2

(P

n

;O(�k)) = 0.

ðÒÉÍÅÒ 11.11. (1) ðÕÓÔØ X = P

2

, Y = fx

1

; : : : ; x

m

g. ÷ÓÑËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ Y

ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L ÌÀÂÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

O(k) Ó k � 2. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 11.10 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁ P

2

É ÔÏÞÎÕÀ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0!O ! E ! J

Y

(k)! 0:

ðÒÉ k = 0 | ÜÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.5.

(2) ðÕÓÔØ X = P

3

, Y = Y

1

F

� � �

F

Y

m

, ÇÄÅ Y

1

, : : : , Y

m

| �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅ-

ËÁÀÝÉÅÓÑ �ÒÑÍÙÅ. �ÁË ËÁË

(N

Y=P

3
)

jY

i

= N

Y

i

=P

3
= (O(1) �O(1))

jY

i

;

ÔÏ detN

Y=P

3
= O(2)

jY

. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 11.10 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁ P

3

É ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0!O ! E ! J

Y

(2)! 0:

(3) ðÕÓÔØ X = P

3

, Y = Y

1

F

� � �

F

Y

m

� P

3

, ÇÄÅ Y

i

= fs

i

= s

0

i

= 0g, s

i

2

�(P

3

;O(a

i

)), s

0

i

2 �(P

3

;O(a

0

i

)), É ËÒÉ×ÙÅ Y

i

�Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. �ÁË ËÁË

(N

Y=P

3)

jY

i

= N

Y

i

=P

3 = (O(a

i

) �O(a

0

i

))

jY

i

;

ÔÏ (detN

Y=P

3
)

jY

i

= O(a

i

+a

0

i

)

jY

. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ÉÍÅÅÍ a

i

+a

0

i

= k,

ÇÄÅ k | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ. �ÏÇÄÁ detN

Y=P

3
= O(k)

jY

. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 11.10

�ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁ P

3

É ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0!O ! E ! J

Y

(k)! 0:

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.12. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ ×Ù-

ÞÉÓÌÉÔÅ ËÌÁÓÓÙ þÖÅÎÑ É ÔÉ� ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÑ.
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11.4. ðÏÌÎÙÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ÒÁÓÝÅ�ÉÍÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 11.13. åÓÌÉ Y | �ÏÌÎÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 × P

n

É n � 3,

ÔÏ

H

0

(Y;O

Y

) = C .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: äÏ�ÕÓÔÉÍ Y = fs

1

= s

2

= 0g, ÇÄÅ s

i

2 �(P

n

;O(a

i

)). �ÏÇÄÁ

�ÕÞÏË O

Y

ÉÍÅÅÔ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ëÏÛÕÌÑ

0!O(�a

1

� a

2

)!O(�a

1

)� O(�a

2

)!O ! O

Y

! 0:

�ÁË ËÁË

H

p

(P

n

;O(�a)) = 0 �ÒÉ p � 2, n � 3 É a > 0, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ,

ÞÔÏ

H

0

(Y;O

Y

) =

H

0

(P

n

;O) = C .

�ÅÏÒÅÍÁ 11.14. ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P

n

, ÇÄÅ n � 3, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ �Ï ÌÏ-

ËÁÌØÎÏ �ÏÌÎÏÍÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ Y ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2. �ÏÇÄÁ E ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏ ÔÏÇÄÁ

É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÏ �ÏÌÎÙÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: äÏ�ÕÓÔÉÍ E | ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏ, ÔÏ ÅÓÔØ E

�

=

O(a

1

) � O(a

2

).

�ÏÇÄÁ s = (s

1

; s

2

) É Y = fs = 0g = fs

1

= s

2

= 0g, ÔÏ ÅÓÔØ Y | �ÏÌÎÏÅ

�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÄÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ Y |�ÏÌÎÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ Y = fs

1

= s

2

= 0g,

ÇÄÅ s

i

2 �(P

n

;O(a

i

)). �ÏÇÄÁ �ÁÒÁ (O(a

1

) � O(a

2

); (s

1

; s

2

)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ

�ÁÒ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ Y × ÓÍÙÓÌÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 11.10. ðÏÜÔÏÍÕ,

ÅÓÌÉ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ O(a

1

+ a

2

)

jY

! detN

Y=X

ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ (Ó

ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ), ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 11.10 ÂÕÄÅÔ

ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ E

�

=

O(a

1

) �O(a

2

).

îÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ

Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ detN

Y=X

, ÎÏ

Hom(detN

Y=X

; detN

Y=X

) =

H

0

(Y; detN

�

Y=X


 detN

Y=X

) =

H

0

(Y;O

Y

) = C

(�Ï ÌÅÍÍÅ 11.13). úÎÁÞÉÔ ×ÓÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÏÌÉÞÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ

ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, É ×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.


