
12. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

ïÂÝÉÊ �ÏÄÈÏÄ Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÏÎÎÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. óÎÁ-

ÞÁÌÁ ×ÙÄÅÌÑÀÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ËÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, Á ÚÁ-

ÔÅÍ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÂßÅËÔÏ× Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍÉ ÉÎ×ÁÒÉ-

ÁÎÔÁÍÉ. óÌÅÄÕÑ ÜÔÏÍÕ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÓÅÇÏÄÎÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ.

12.1. õÓÌÏ×ÉÑû×ÁÒ�ÅÎÂÅÒÇÅÒÁ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍÉ ÉÎ×Á-

ÒÉÁÎÔÁÍÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ �ÒÏÅÔËÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P
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þÖÅÎÑ ËÁË �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÌÉ r É ÎÁÂÏÒÁ �ÅÌÙÈ
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. îÅÏÂÈÏÄÉ-

ÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.
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õÓÌÏ×ÉÅ (12.2) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ û×ÁÒ�ÅÎÂÅÒÇÅÒÁ S
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õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
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ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 12.1 �ÒÏ×ÅÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÏÌÅÚÎÙÈ ÆÁËÔÏ×.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (12:2) ÞÅÒÅÚ S(E; s).

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.4. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 
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ÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E. (3) ðÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ S(E; s) = S(E(s); 0).

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÅÏÒÅÍÁ 12.1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ ÄÌÑ

�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÜÊÌÅÒÏ×Õ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ �ÕÞËÁ E ÒÁ-
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õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.5. (1) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ �(E) ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑ-

ÍÙÈ ÓÕÍÍ. (2) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ �(E) ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞÎÙÈ �ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

�ÅÏÒÅÍÁ 12.6 (�ÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ). ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r ÎÁ P
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�ÏÇÄÁ �(E) = S(E; 0).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. ëÁË
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ÞÉÔ �(E) = S(E; 0) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

úÁÍÅÔÉÍ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ÉÚ õ�Ò. 12.4 (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ S(E; 0) =
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ÚÎÁÞÉÔ S(E; 0) ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. ó ÄÒÕÇÏÊ

ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï õ�Ò. 12.5 (1) ÜÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ �(E) ÔÏÖÅ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ ÏÔ-

ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �(E) = S(E; 0) ÄÌÑ �ÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ ÌÉ-

ÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

äÁÌÅÅ, ÔÁË ËÁË ÈÁÒÁËÔÅÒ þÖÅÎÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÅÎ × ÔÏÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ,

ÔÏ ÉÚ õ�Ò. 12.4 (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ S(E; 0) ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏ × ÔÏÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔÑÈ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï õ�Ò. 12.5 (2) ÜÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ �(E)

ÔÏÖÅ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ × ÔÏÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �(E) = S(E; 0)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ÉÚ �ÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

÷�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÔÁËÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ. úÎÁÞÉÔ, �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-
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12.2. �Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÍ ÎÅ�ÒÅ-

ÒÙ×ÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÍÙ

Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÚÁÍÅÎÉ× ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ úÁÒÉÓ-

ËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ É ÏÓÌÁÂÉ× ÕÓÌÏ×ÉÅ ÁÌÅÇÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-

ÎÉÊ �
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ÄÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÎÑÔÉÅ

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.7. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ�ÒÅ-
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. (2) ðÒÏ-

×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ þÖÅÎÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

÷Ï�ÒÏÓ Ï ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë

ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÏ�ÏÓÔÁ-

×ÌÑÑ ×ÓÑËÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ ÅÇÏ ËÌÁÓÓ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ

ÚÁÄÁÞÁ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÒÅÛÅÎÁ, ÏÄ-

ÎÁËÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÏÂ ÜÔÏÍ ÉÍÅÅÔÓÑ.

÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ

ÕÓÌÏ×ÉÑ û×ÁÒ�ÅÎÂÅÒÇÅÒÁ (× ÏÔÌÉÞÉÉ ÏÔ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÌÑ

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ). äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÕ-

ÞÁÅ×.

(r > n) ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ×ÓÅÇÄÁ �ÏÒÏÖÄÁÀÔÓÑ

ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 9.11 ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÕÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÎÅ-

�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÒÁÎÇÁ r > n ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

ÒÁÎÇÁ r� n, ÏÔËÕÄÁ × ÓÉÌÕ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÔÙ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ
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�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁÄÁÞÁ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ r > n Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ

Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ n.

(r = n) ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÎÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÄÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ �ÏÍÁÓÁ.

�ÅÏÒÅÍÁ 12.8 (�ÏÍÁÓ). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌ (
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ÄÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁ P

n

, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ



i

(E) =



i

.

(r = 1) ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ û×ÁÒ�ÅÎÂÅÒÇÅÒÁ ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÀÔ ÎÉËÁËÉÈ

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ



1

(E). îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀ-

ÂÏÇÏ



1

2 ZÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÒÁÎÇÁ 1 ÎÁ P

n

, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ



1

(E) =



1

.

(r = 2; n = 3) õÓÌÏ×ÉÅ û×ÁÒ�ÅÎÂÅÒÇÅÒÁ S

2

3

ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ



1




2

� 0

(mod 2). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ áÔØÉ-òÉÓÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ (



1

;



2

) 2 Z

2

, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ

ÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P

3

, ÔÁËÏÅ

ÞÔÏ



i

(E) =



i

. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ



1

ÔÁËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÅÄÉÓÔ×ÅÎÎÏ Ó

ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, Á �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ



1

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ

2 ÔÁËÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. üÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅ-

ÍÏÇÏ ÁÌØÆÁ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁ �(E) 2Z=2Z. äÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÁÌØÆÁ-

ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÁË \�ÏÌÏ×ÉÎÕ" ÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ

�(E) = dim

H

0

(P

3

; E(�k � 2))� dim

H

1

(P

3

; E(�k � 2)); (12.9)

ÇÄÅ k =



1

(E)=2.



4

12.3. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÈ. óÌÅ-

ÄÕÀÝÉÊ ×Ï�ÒÏÓ | ÜÔÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ × ÄÁÎÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ

ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÉÌÉ ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ

××ÅÄÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ. òÁÚ-

ÂÅÒÅÍ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ × ÓÌÕÞÁÅ P

1

, P

2

É P

3

.

(P

1

) óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÒÁÚÄÅÌÕ ËÌÁÓÓÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ P

1

ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ �ÁÒÁÍÉ (r;



1

), ÇÄÅ r 2Z

�0

É



1

2Z. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÅ O

r�1

� O(



1

) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ, ÌÅÖÁÝÅÍ × ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ËÌÁÓÓÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÓÑËÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

ÎÁ P

1

ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.

(P

2

) ÷ ÓÌÕÞÁÅ r = 1 ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ �ÕÎËÔÕ. ëÌÁÓÓÙ ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ 1 ÎÁ P

2

ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ



1

2Z.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ O(



1

) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ, ÌÅÖÁÝÅÍ ×

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ËÌÁÓÓÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

÷ ÓÌÕÞÁÅ r = 2 ËÌÁÓÓÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P

2

ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ �ÁÒÁÍÉ (



1

;



2

), ÇÄÅ



1

;



2

2Z. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÓÌÏ-

ÅÎÉÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ (



1

;



2

) É

�ÏÌÏÖÉÍ � =



2

1

�4



2

. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÅ�ÅÒØ k 2ZÔÁË, ÞÔÏÂÙ

k � 2; k

2

� � É k �



1

(mod 2):

�ÏÇÄÁ � = k

2

� 4m, ÇÄÅ m 2 ZÉ m � 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

F




1

;



2

= E

�




1

�k

2

�

, ÇÄÅ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ËÏÎ-

ÓÔÒÕË�ÉÉ óÅÒÒÁ Ë ÎÁÂÏÒÕ m ÔÏÞÅË Y = fx

1

; : : : ; x

m

g É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÕ N

Y=P

2

�

=

O(k)

jY

(ÓÍ. 11.11(1)). ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ



i

(F




1

;



2

) =



i

, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

îÁËÏÎÅ�, × ÓÌÕÞÁÅ r > 2 �ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ



1

;



2

2ZÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ O

r�2

�F




1

;



2

ÉÍÅÅÔ ËÌÁÓÓÙ þÖÅÎÑ



1

É



2

. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ

�ÅÏÒÅÍÁ 12.10 (û×ÁÒ�ÅÎÂÅÒÇÅÒ). ÷ÓÑËÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P

2

ÄÏ-

�ÕÓËÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.

(P

3

) ÷ ÓÌÕÞÁÅ r = 1 ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ �ÕÎËÔÕ. ëÌÁÓÓÙ ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ 1 ÎÁ P

3

ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ



1

2Z.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ O(



1

) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ, ÌÅÖÁÝÅÍ ×

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ËÌÁÓÓÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

÷ ÓÌÕÞÁÅ r = 2 ËÌÁÓÓÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P

3

ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ �ÁÒÁÍÉ (



1

;



2

), ÇÄÅ



1

;



2

2 Z, ÔÁËÉÍÉ ÞÔÏ



1




2

� 0 (mod 2) É ×

ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÇÏ



1

ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÁÌØÆÁ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÔÁËÏÅ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÅ E ÉÚ �ÒÉÍÅÒÁ 11.11(3), ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ

ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ óÅÒÒÁ Ë Y = Y

1

t� � �tY

m

, ÇÄÅ Y

i

| �ÏÌÎÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ �Ï×ÅÒÈÎÏ-

ÓÔÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ a

i

É a

0

i

, a

i

+ a

0

i

= k, ÔÁË ÞÔÏ ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 ! O ! E ! J

Y

(k) ! 0. ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ



1

(E) = k,



2

(E) =

P

m

i=1

a

i

a

0

i

.

ðÒÉ ÞÅÔÎÏÍ k ÎÁÄÏ ÅÝÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÁÌØÆÁ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ.

ìÅÍÍÁ 12.11. ðÕÓÔØ k | ÞÅÔÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, m > 0 É a

1

; : : : ; a

m

| ÎÁÂÏÒ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ 1 � a

i

� k=2. ðÕÓÔØ a

0

i

= k � a

i

, Á E |



5

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ. �ÏÇÄÁ

�(E) = (m�1)d(k=2�2)+

m

X

i=1

d(k=2�a

i

�2); ÇÄÅ d(s) =

(

1; �ÒÉ s = 4t, t 2Z

�0

0; ÉÎÁÞÅ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: úÁÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ d(s) = dim

H

0

(P

3

;O(s)) mod 2. �Å-

�ÅÒØ �ÒÉÓÔÕ�ÉÍ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍ. ðÏÄËÒÕÞÉ×ÁÑ ÎÁ O(�k=2 � 2) ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÕÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E, �ÏÌÕÞÁÅÍ

0!O(�k=2� 2)! E(�k=2� 2)! J

Y

(k=2� 2)! 0: (12.12)

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÀÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0! J

Y

(k=2� 2)!O(k=2� 2)!

m

�

i=1

O

Y

i

(k=2� 2)! 0; (12.13)

0!O(�k=2� 2)!O(k=2� a

i

� 2)� O(k=2� a

0

i

� 2)!

!O(k=2� 2)!O

Y

i

(k=2� 2)! 0: (12.14)

ðÏÌØÚÕÑÓØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ (12:14) ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ

H

0

(P

3

;O

Y

i

(k=2� 2)).

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (�k=2�2) É (k=2�a

0

i

�2) ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÑ, �ÏÜÔÏÍÕ

ÏÎÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ � 2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÈ ËÏÇÏÍÏÌÏ-

ÇÉÉ ÎÅ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÌÉÑÎÉÑ ÎÁ

H

0

(P

3

;O

Y

i

(k=2� 2)) É ÚÎÁÞÉÔ

dim

H

0

(P

3

;O

Y

i

(k=2� 2)) =

= dim

H

0

(P

3

;O(k=2� 2)) � dim

H

0

(P

3

;O(k=2� a

i

� 2)) =

= d(k=2� 2) + d(k=2� a

i

� 2) mod 2:

äÁÌÅÅ, �ÒÉÍÅÎÑÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (12.12) É (12.13) �ÏÌÕÞÁÅÍ

�(E) = dim

H

0

(P

3

; E(�k=2� 2)) + dim

H

1

(P

3

; E(�k=2� 2)) =

= dim

H

0

(P

3

; J

Y

(k=2� 2))� dim

H

1

(P

3

; J

Y

(k=2� 2)) =

= dim

H

0

(P

3

;O(k=2� 2))�

P

m

i=1

dim

H

0

(P

3

;O

Y

i

(k=2� 2)) =

= d(k=2� 2)�md(k=2� 2)�

P

m

i=1

d(k=2� a

i

� 2) =

= (m � 1)d(k=2� 2) +

P

m

i=1

d(k=2� a

i

� 2) mod 2:

�

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ 8


1

; 


2

2Z, Ô.Þ. 


1




2

� 0 mod 2 (Á �ÒÉ 


1

� 0 mod 2

ÅÝÅ É 8� 2 Z=2Z) ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ k � 


1

mod 2 É ÎÁÂÏÒ 0 < a

1

; : : : ; a

m

� k=2,

ÔÁË ÞÔÏ k

2

� 4

P

a

i

(k � a

i

) = �(


1

; 


2

) := 


2

1

� 4


2

, Á ÅÓÌÉ k ÞÅÔÎÏ, ÔÏ ÅÝÅ É

(m � 1)d(k=2 � 2) +

P

m

i=1

d(k=2 � a

i

� 2) = � mod 2. äÅÌÏ ÜÔÏ ÍÕÔÏÒÎÏÅ, ÎÏ

ÎÉËÁËÏÊ ÎÁÕËÉ ÎÅ ÔÒÅÂÕÀÝÅÅ.

�ÅÏÒÅÍÁ 12.15 (áÔØÑ{òÉÓ{èÏÒÒÏËÓ). ÷ÓÑËÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2

ÎÁ P

3

ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

�ÅÏÒÅÍÁ 12.16 (æÏÇÅÌÅÒ). ÷ÓÑËÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 3 ÎÁ P

3

ÄÏ-

�ÕÓËÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.

òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÔÒÏÑÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ 0 ! O �O ! E ! J

Y

(k) ! 0, ÇÄÅ

Y = Y

1

t � � �tY

m

, Y

i

| �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ a

i

, a

0

i

É a

i

+ a

0

i

� k.

÷Ï�ÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÑÈ ÎÁ P

n

�ÒÉ n � 4 ÎÅ ÒÅÛÅÎ.



13. óÔÁÂÉÌØÎÏÓÔØ.

îÁ �ÒÏÛÌÏÊ ÌÅË�ÉÉ ÍÙ ÉÚÕÞÉÌÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. óÌÅ-

ÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ × ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ | Ï�ÉÓÁÎÉÅ ×ÓÅÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ Ó ÄÁÎÎÙÍÉ ÄÉÓ-

ËÒÅÔÎÙÍÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉ. ëÁË ÍÙ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ Õ×ÉÄÉÍ, ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÉÎÏÇÄÁ

×ÙÒÏÖÄÁÀÔÓÑ × ÎÅ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ �ÕÞËÉ, �ÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÒÁÚÕ ÒÁÓ-

ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× Ó ÄÁÎÎÙÍÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍÉ ÉÎ-

×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÄÁÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ

çÉÌØÂÅÒÔÁ.

ðÕÓÔØ F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ P

n

. ðÏÌÏÖÉÍ P

F

(m) = �(F (m)).

ìÅÍÍÁ 13.1. æÕÎË�ÉÑ P

F

(m) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ � n Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, �ÒÉÞÅÍ P

F

(m) = r

m

n

n!

+ (r

n+1

2

+



1

)

m

n�1

(n�1)!

+ : : : .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÷ÎÁÞÁÌÅ �ÒÏ×ÅÒÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ F .

îÁ �ÒÏÛÌÏÊ ÌÅË�ÉÉ ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ P

F

(m) =

P

r

i=1

�

m+n+x

i

n

�

, ÇÄÅ x

i

| ËÏÒÎÉ

þÖÅÎÑ. ÷ÙÄÅÌÑÑ ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ É �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ

P

x

i

=



1

, �ÏÌÕÞÁÅÍ

ÆÏÒÍÕÌÕ. äÁÌÅÅ, ÚÁÍÅÞÁÅÍ, ÞÔÏ P

F

(m) ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏ × ÔÏÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-

ÓÔÑÈ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É r É



1

, ÚÎÁÞÉÔ ÆÏÒÍÕÌÁ ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÕÞËÏ×. �

íÎÏÇÏÞÌÅÎ P

F

(m) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ �ÕÞËÁ F . îÁ ÓÁÍÏÍ

ÄÅÌÅ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÌÅÍÍÅ 13.1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ

�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ{

òÏÈÁ, ÉÍÅÅÍ P

F

(m) = �(F(m)) = deg(
h(F(m)) � td(T

X

)). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

ÈÁÒÁËÔÅÒ þÅÒÎÁ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÅÎ, �ÏÜÔÏÍÕ 
h(F(m)) = 
h(F) � 
h(O(m)) =


h(F)(1 +mh +

m

2

2

h

2

+ � � �+

m

n

n!

h

n

). úÁ�ÉÓÙ×ÁÑ ËÌÁÓÓ �ÏÄÄÁ × ×ÉÄÅ td(T

X

) =

1 + t

1

+ t

2

+ � � �+ t

n

, t

i

2 H

2i

(X;Q), �ÏÌÕÞÁÅÍ

P

F

(m) = r

m

n

h

n

n!

+(rt

1

+
h

1

)

m

n�1

h

n�1

(n�1)!

+� � �+(rt

k

+
h

1

t

k�1

+� � �+
h

k

)

m

n�k

h

n�k

(n�k)!

+: : :

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ ËÏÜÆ-

ÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ þÖÅÎÑ (ÔÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ 
h

k

�h

n�k

), Á ÚÎÁÞÉÔ

É ËÌÁÓÓÙ þÖÅÎÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ

ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ.

éÔÁË, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M

P

×ÓÅÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ (ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ×),

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ çÉÌØÂÅÒÔÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÅÎ P . ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å

�ÏÞÔÉ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ! þÔÏ ÚÎÁÞÉÔ

\�ÏÞÔÉ" ÒÁÚÂÅÒÅÍÓÑ �ÏÚÖÅ, Á ×ÎÁÞÁÌÅ ÏÂÓÕÄÉÍ, ËÁË ÎÁ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å

ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

ðÕÓÔØ X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÅÍÕ ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉ-

ÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ P

X

: S
h

Æ

! Sets ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÈÅÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ó �ÕÞËÏÍ ËÏÌÅ�, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÑÍ) × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ

P

X

(S) = Map(S;X) (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÔÏÒ: ×ÓÑËÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÀ f : T ! S ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f

�

: P

X

(S) ! P

X

(T ), ' 7! ' Æ f .

ìÅÍÍÁ 13.2. åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ P

X

É P

Y

ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ X

�

=

Y .

1



2

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÕÓÔØ F : P

X

! P

Y

É G : P

Y

! P

X

| ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÂÒÁÔÎÙÅ

ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï P

X

(X). ÷ ÎÅÍ ÅÓÔØ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔ id

X

. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ f := F (id

X

) 2 P

Y

(X) = Map(X;Y ). áÎÁÌÏ-

ÇÉÞÎÏ, �ÕÓÔØ g := G(id

Y

) 2 P

X

(Y ) = Map(Y;X). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ g Æ f = f

�

(g) =

f

�

(G(id

Y

)) = G(f

�

(id

Y

)) = G(id

Y

Æf) = G(f) = G(F (id

X

)) = id

X

(× ÔÒÅÔØÅÍ ÒÁ-

×ÅÎÓÔ×Å ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØÀ G). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ f Æ g = id

Y

.

�

æÕÎËÔÏÒ P

X

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÔÏÞÅË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑX, Á ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

ÎÁ ÓÈÅÍÅ S | ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ S-ÔÏÞÅË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ p =

Spe
 C | ÔÏÞËÁ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï p-ÔÏÞÅË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

ÅÇÏ ÔÏÞÅË × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X

ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÎÁÄÏ ÚÁÄÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ S-ÔÏÞÅË

ÄÌÑ ×ÓÅÈ S (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ S = p), �ÒÉÞÅÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ S ÂÙÌÁ

ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÁ.

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁÄÁÔØ ×Ï�ÒÏÓ, ×ÓÑËÉÊ ÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ F : S
h

Æ

! Sets Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÔÏÞÅË ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÕÎËÔÏÒ F : S
h

Æ

! Sets ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ

ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÕÎËÔÏÒÕ P

X

ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑX. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÔÁËÖÅ

ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ F .

ðÒÉÍÅÒ 13.3. ðÕÓÔØ V | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÊ ÆÕÎË-

ÔÏÒ P(V ) : S
h

Æ

! Sets, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÈÅÍÅ S ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊ-

ÎÙÈ �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ L � V 
 O

S

, Á ÍÏÒÆÉÚÍÕ f : T ! S | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

f

�

: (L � V 
 O

S

) 7! (f

�

L � V 
 O

T

). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ

ÆÕÎËÔÏÒÕ ÔÏÞÅË �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P(V ).

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ Gr(r; V ), ËÏÔÏÒÏÊ ÓÈÅÍÅ S ÓÏ�Ï-

ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ E � V 
 O

S

ÒÁÎÇÁ r, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Gr(r; V ).

ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ×ÓÑËÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ | × ÜÔÏÍ ÍÙ ÓËÏÒÏ ÕÂÅÄÉÍÓÑ. á

�ÏËÁ �ÏÄÕÍÁÅÍ, ËÁË \�ÒÏÄÏÌÖÉÔØ" ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ×ÓÅÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÉ X Ó ÄÁÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ.

ðÕÓÔØ S | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁ. åÓÌÉ ' : S !M | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ×ÓÑËÏÊ

ÔÏÞËÅ s 2 S ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E

'(s)

ÎÁ X, ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÕÀÝÅÅ ÔÏÞËÅ

'(s) 2 M . éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ S ! M ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ X, �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÔÏÞËÁÍÉ S. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ

ÆÕÎËÔÏÒ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÚÁÄÁÔØ ËÌÁÓÓ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÓÞÉ-

ÔÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ S !M .

ðÏ�ÙÔËÁ 1. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ M

P

ÔÁË: M

P

(S) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓ-

ÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ E ÎÁ S � X, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ s 2 S

ÉÍÅÅÍ P

E

s

= P , Á ÅÓÌÉ f : T ! S, ÔÏ E 2M

P

(S) 7! (f � id

X

)

�

E 2M

P

(T ).

óÒÁÚÕ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÕÄÁÞÎÏÅ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ X |

ÔÏÞËÁ, É ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ 1 ÎÁX (ÔÏ ÅÓÔØ P (m) � 1), ÔÏM

1

(S)

| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ S, ÞÔÏ ÎÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÖÉÄÁÎÉÑÍ.

ðÏ�ÙÔËÁ 2. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ M

P

(S) ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×ÉÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ E ÎÁ S � X, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ s 2 S ÉÍÅÅÍ P

E

s

= P ,

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ E � E 
 p

�

S

L ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ L

ÎÁ S.



3

õ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÖÅ Ó×ÏÉ ÓÀÒ�ÒÉÚÙ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ë ÞÅÍÕ

ÏÎÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ ÄÌÑ X = P

1

. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÌÕÞÁÊ r = 1,



1

= d, ÔÏ ÅÓÔØ

P (m) = m+ d+ 1. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ M

m+d+1

(S) | ÜÔÏ ×ÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

ÎÁ S �P

1

, �ÏÓÌÏÊÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ d Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÄËÒÕÔËÉ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ S.

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, M

m+d+1

(S) = fpg | �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ.

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ r = 2, Á



1

= 0 (ÔÏ ÅÓÔØ P (m) = 2m+2). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

ÒÁÎÇÁ 2 É ÓÔÅ�ÅÎÉ 0 ÎÁ P

1

| ÜÔÏ O(k) � O(�k), �ÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÙÌÏ

ÂÙ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÔÏÒM

2m+2

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌÓÑ ÂÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍZ

�0

.

ïÄÎÁËÏ, ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ S = P

1

É ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁ S � X = P

1

�P

1

, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ËÁË

E = Ker(O

S�X

� O

S�X

! i

�

O

X

(1)), ÇÄÅ i : X = fs

0

g �X ! S �X.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (1) E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ; (2) ÅÓÌÉ s 6= s

0

, ÔÏ

E

s

= O

X

� O

X

, Á E

s

0

= O

X

(1)� O

X

(�1).

éÚ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒM

2m+2

ÎÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎ ÂÙÌ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ M , ÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ E ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï-

×ÁÌÏ ÂÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P

1

! M , ËÏÔÏÒÏÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÌÏ ÂÙ P

1

n fs

0

g × ÔÏÞËÕ m

0

,

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ O � O, Á ÔÏÞËÕ s

0

| × ÔÏÞËÕ m

1

6= m

0

. üÔÁ

ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÔÉ�ÉÞÎÁÑ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.6. ðÕÓÔØ X | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, E

1

, E

2

| ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ X, Á

0 ! E

1

! E ! E

2

! 0 | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ E = Ker(p

�

X

E ! i

s

0

�

E

2

)

ÎÁ P

1

� X, ÇÄÅ p

X

: P

1

� X ! X | �ÒÏÅË�ÉÑ, Á i

s

0

: X = fs

0

g � X ! X |

×ÌÏÖÅÎÉÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (1) E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ; (2) ÅÓÌÉ s 6= s

0

, ÔÏ E

s

= E , Á

E

s

0

= E

1

� E

2

.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ×ÓÅ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ M

P

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅËÏÍ.

ïÄÎÁËÏ, ÓÔÅËÉ ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ × ÎÁÛÕ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÏÓÔÁÒÁÅÍÓÑ �Ï�ÒÁ×ÉÔØ

ÎÁÛ ÆÕÎËÔÏÒ, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÂÙÌ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ | ÚÁ�ÒÅÔÉÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ×ÉÄÁ E

1

� E

2

. îÁ

ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÓÔÁÌÏ ÈÏÒÏÛÏ, �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÚÁ�ÒÅÔÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊ

ËÌÁÓÓ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ (ÉÈ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ \ÎÅÓÔÁÂÉÌØÎÙÍÉ"). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ

ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÄÈÏÄÏ× Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉ. ïÎÉ �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ

ÆÕÎËÔÏÒÁÍ É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ë ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ ÍÏÄÕÌÅÊ.

îÁÉÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÈÏÄ íÁÍÆÏÒÄÁ{�ÁËÅÍÏÔÏ. âÕÄÅÍ ÓÒÁÚÕ ÒÁ-

ÂÏÔÁÔØ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍÉ �ÕÞËÁÍÉ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ó ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ F | ËÏÇÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ X = P

n

. îÁËÌÏÎÏÍ F ÎÁÚÙ-

×ÁÅÔÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �(F ) =



1

(F )=r(F ).

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÞÏË E ÎÁX = P

n

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÍ �Ï íÁÍÆÏÒÄÕ ÉÌÉ

�-ÓÔÁÂÉÌØÎÙÍ (ÓÏÏÔ×. �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÙÍ �Ï íÁÍÆÏÒÄÕ, �-�ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÙÍ),

ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÏÄ�ÕÞËÁ 0 6= F � E Ó r(F ) < r(E) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

�(F ) < �(E) (ÓÏÏÔ×. �(F ) � �(E)).

�Å�ÅÒØ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ �ÏÎÑÔÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ËÏÇÅÒÅÎÔ-

ÎÙÈ �ÕÞËÏ×. ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ Ó ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ �ÕÞËÏ× ÎÁ X, �ÁÒÁ-

ÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ S, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ �ÒÏÓÔÏ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ

�ÕÞÏË F ÎÁ S�X. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÅ s ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ �ÕÞÏË F

s

:= i

�

s

F ÎÁ X, ÇÄÅ

i

s

: X ! fsg � X � S �X. úÁÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏ-

ÅÎÉÅÍ, ÔÏ Õ ÆÕÎËÔÏÒÁ i

�

s

×�ÏÌÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ. ëÒÏÍÅ
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ÔÏÇÏ, ÎÅÔ ÇÁÒÁÎÔÉÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ çÉÌØÂÅÒÔÁ �ÕÞËÏ× F

s

ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ s. �ÁË

×ÏÔ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÅÓÔØ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÉÅ ËÁË ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ

�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏ×, ÔÁË É �ÏÓÔÏÑÎÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ f : X ! S | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÕÞÏË F ÎÁ X

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÌÏÓËÉÍ ÎÁÄ S, ÅÓÌÉ 8x 2 X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x 2 U � X

É f(x) 2 U

0

� f(U ) � S, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ F(U ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÌÏÓËÉÍ O

S

(U

0

)-ÍÏÄÕÌÅÍ.

íÏÒÆÉÚÍ f : X ! S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÌÏÓËÉÍ, ÅÓÌÉ O

X

| �ÌÏÓËÉÊ �ÕÞÏË ÎÁÄ S.

ó �ÌÏÓËÉÍÉ �ÕÞËÁÍÉ É ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÍÙ ÕÖÅ ÓÔÁÌËÉ×ÁÌÉÓØ, ËÏÇÄÁ ÉÚÕÞÁÌÉ

ÔÅÏÒÅÍÕ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ.

ìÅÍÍÁ 13.7. ðÕÓÔØ F | �ÕÞÏË ÎÁ S�X �ÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ S. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ s 2 S

ÉÍÅÅÍ L

k

i

�

s

F = 0 �ÒÉ k > 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ �ÒÏÅË�ÉÉ i

s�

L

k

i

�

s

F = Tor

k

(F ; i

s�

O

X

), ÎÏ �Ï

ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÌÏÓËÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ i

s�

O

X

= f

�

O

s

, ÇÄÅ f : S �X ! S | �ÒÏÅË�ÉÑ.

ðÏÜÔÏÍÕ, × ÓÉÌÕ �ÌÏÓËÏÓÔÉ F ÉÍÅÅÍ Tor

>0

= 0 É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁË

ËÁË i

s

| ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÏ i

s�

(F ) = 0 ×ÌÅÞÅÔ F = 0. �

ìÅÍÍÁ 13.8. ðÕÓÔØ F | �ÕÞÏË ÎÁ S � X �ÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ S. �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ

s 7! P

F

s

(m) ÌÏËÁÌØÎÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÷Ï�ÒÏÓ ÌÏËÁÌÅÎ �Ï S, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ S ÁÆÆÉÎ-

ÎÙÍ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ H

k

(X;F

s

(m)) = H

k

(X; i

�

s

F(m)) = H

k

(S �X; i

s�

i

�

s

F(m)) =

H

k

(S�X;F(m)
i

s�

O

X

) = H

k

(S�X;F(m)
f

�

O

s

) = �(S;R

k

f

�

F(m)
O

s

). ÷Ù-

ÂÅÒÅÍ Õ X ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ fU

�

g É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍ�ÌÅËÓ þÅÈÁ C

�

:= C

�

F(m)

.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ R

k

f

�

F(m) ÒÁ×ÎÏ k-ÏÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ C

�

. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ,

ÞÔÏ C

�

| ËÏÍ�ÌÅËÓ �ÌÏÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, �ÏÜÔÏÍÕ R

k

f

�

F(m) 
 O

s

ÒÁ×ÎÏ k-ÏÊ ËÏ-

ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ C

�


 O

s

. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ C

�

| ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-

ÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ �ÕÞËÏ× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. �ÏÇÄÁ P

F

s

(m) =

P

(�1)

k

dimH

k

(X;F

s

(m)) =

P

(�1)

k

dimH

k

(C

�


O

s

) =

P

(�1)

k

dimC

k


 O

s

=

P

(�1)

k

r(C

k

), ÞÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ s. ÷ ÏÂÝÅÍ ÖÅ ÓÌÕÞÁÅ, �ÏÌØÚÕÑÓØ

ÔÅÍ, ÞÔÏ C

�

| ËÏÍ�ÌÅËÓ �ÌÏÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏ �Ï-

ÒÏÖÄÅÎÙ, ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏ-

ÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ Q

�

É ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× Q

�

! C

�

, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× Q

�


O

s

É C

�


 O

s

. �

ðÏ�ÙÔËÁ 3. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ M

Ms

P

(S) É M

Mss

P

(S) ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É-

ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× E ÎÁ S � X �ÌÏÓËÉÈ ÎÁÄ S, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÄÌÑ

×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ s 2 S �ÕÞÏË E

s

ÓÔÁÂÉÌÅÎ (ÓÏÏÔ×. �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌÅÎ) �Ï íÁÍÆÏÒÄÕ

É P

E

s

= P , ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ E � E 
 p

�

S

L ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ L ÎÁ S.

ðÒÉÍÅÒ 13.9. îÁ P

1

ÓÔÁÂÉÌØÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, Á

�ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÙÍÉ | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ×ÉÄÁ O(k)

�r

.

äÒÕÇÏÊ �ÏÄÈÏÄ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ çÉÚÅËÅÒÏÍ, ÞÁÓÔÏ ÕÄÏÂÎÅÅ. ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ

ËÏÌØ�Ï H

�

(P

n

;Z)

�

=

Z[h℄=h

n+1

Ó ËÏÌØ�ÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ � n.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ F | ËÏÇÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ X = P

n

. îÁËÌÏÎÏÍ �Ï çÉÚÅ-

ËÅÒÕ �ÕÞËÁ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p

F

(m) = P

F

(m)=r(F ) 2 Q[m℄.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÏÒÑÄÏË: �ÏÌÏÖÉÍ p

1

< p

2

, ÅÓÌÉ

p

1

(m) < p

2

(m) �ÒÉ m� 0.
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ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÞÏË E ÎÁ X = P

n

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÙÍ �Ï çÉÚÅËÅÒÕ

(ÓÏÏÔ×. �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÙÍ �Ï çÉÚÅËÅÒÕ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÏÄ�ÕÞËÁ 0 6= F � E

Ó r(F ) < r(E) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p

F

< p

E

(ÓÏÏÔ×. p

F

� p

E

).

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.10. (1) E ÓÔÁÂÉÌÅÎ �Ï íÁÍÆÏÒÄÕ =) E ÓÔÁÂÉÌÅÎ �Ï çÉÚÅ-

ËÅÒÕ. (2) E �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌÅÎ �Ï çÉÚÅËÅÒÕ =) E �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌÅÎ �Ï íÁÍÆÏÒÄÕ.

ðÏ�ÙÔËÁ 4. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ M

Gs

P

(S) É M

Gss

P

(S) ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÌÁÓÓÏ× ÜË×ÉÁ-

ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ E ÎÁ S�X, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ s 2 S ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

E

s

:= E

fsg�X

ÓÔÁÂÉÌØÎÏ (ÓÏÏÔ×. �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏ) �Ï çÉÚÅËÅÒÕ É P

E

s

= P , �Ï ÍÏ-

ÄÕÌÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ E � E 
 p

�

S

L ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ L ÎÁ S.

�ÅÏÒÅÍÁ 13.11 (óÉÍ�ÓÏÎ). æÕÎËÔÏÒ M

Gs

P

�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ M

Gs

P

.

íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅM

Gs

P

, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÆÕÎËÔÏÒM

Gs

P

, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÅÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ �Ï çÉÚÅËÅÒÕ �ÕÞËÏ× Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ P .

éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á: ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ×

ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ×ÓÅÈ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ �Ï çÉÚÅËÅÒÕ �ÕÞËÏ× Ó ÄÁÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍçÉÌØ-

ÂÅÒÔÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅM

0

É �ÕÞÏË F ÎÁ M

0

�

X, �ÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ M

0

, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÇÏ �Ï çÉÚÅËÅÒÕ �ÕÞËÁ F Ó

ÄÁÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ s 2M

0

, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ F

s

�

=

F . äÁ-

ÌÅÅ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ m� 0, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ s ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ H

>0

(X;F

s

(m)) = 0 É

�ÕÞÏË F

s

(m) �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ. úÄÅÓØ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉ-

ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ M

0

. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ k := dimH

0

(X;F

s

(m)) = P

F

s

(m) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ

ÏÔ s. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ×ÓÑËÉÊ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÊ �Ï çÉÚÅËÅÒÕ �ÕÞÏË Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ

çÉÌØÂÅÒÔÁ P Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ�ÕÞËÏÍ �ÕÞËÁ O

X

(�m)

�k

.

ðÕÓÔØ E | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ X. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ Quot

E;P

, Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÑÍÙÊ ÔÁË: Quot

E;P

(S) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÌÏÓËÉÈ ÎÁÄ S

ÆÁËÔÏÒ�ÕÞËÏ× F �ÕÞËÁ p

�

X

E ÎÁ S �X, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ P

F

s

= P ÄÌÑ ×ÓÅÈ s 2 S.

�ÅÏÒÅÍÁ 13.12 (çÒÏÔÅÎÄÉË). æÕÎËÔÏÒ Quot

E;P

�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ.

ðÕÓÔØ Quot

E;P

| ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÆÕÎËÔÏÒ Quot

E;P

. òÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Q = Quot

O

X

(�m)

�k

;P

. îÁ Q ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕ��Á GL

k

Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÕÞËÁ O

X

(�m)

�k

. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÔÏÞËÁ s 2 Q (�ÏÌÕ)ÓÔÁÂÉÌØÎÁ

× ÓÍÙÓÌÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÆÁËÔÏÒ�ÕÞÏË F

s

(�ÏÌÕ)ÓÔÁÂÉÌÅÎ �Ï çÉÚÅËÅÒÕ! ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ,

ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË Q

s

=GL

k

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔM

Gs

(P ). �

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ F : S
h

Æ

! Sets. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ËÏ-

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ F , ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× F ! P

M

,

ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× F ! P

X

�ÒÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ P

M

.

�ÅÏÒÅÍÁ 13.13 (óÉÍ�ÓÏÎ). æÕÎËÔÏÒ M

Gss

P

ËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ M

Gss

P

= Q

ss

=GL

k

.

åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ ÍÏÄÕÌÅÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ, ÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÔÏÎËÉÍ, Á ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ, ÔÏ ÇÒÕÂÙÍ. åÓÌÉ M | ÔÏÎËÏÅ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÏ ÎÁM�X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï | �ÕÞÏË

E , ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÕ id

M

2 P

M

(M) =M(M). ïÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ Ó×ÏÊ-

ÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ S É �ÕÞËÁ F 2M(S) ÎÁ S�X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S !M, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ F

�

=

f

�

E 
 p

�

S

L.



14. óÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ×.

þÔÏÂÙ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ �ÒÏ×ÅÒÑÔØ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÅ-

ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÝÉÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï �ÕÞËÁÈ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÕÞËÏÍ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ

×ÓÑËÏÅ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÁÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ (ÌÏËÁÌØÎÏ) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÎÅÎÕ-

ÌÅ×ÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ.

ðÕÞËÁÍÉ ËÒÕÞÅÎÉÑ Ñ×ÌÀÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÊ �ÕÞÏË �ÏÄÓÈÅÍÙ, ÉÌÉ

�ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÔÏÞÅË.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ T | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ,

ÔÏ (ÌÏËÁÌØÎÏ) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ, ÁÎÕÌÉÒÕÀÝÁÑ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 14.2. ëÏÇÅÒÅÎÔÎÙÅ �ÕÞËÉ ÎÁ A

1

| ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ É ËÏÎÅÞÎÏ

�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ C [x℄-ÍÏÄÕÌÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÕÞËÉ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÍÏÄÕ-

ÌÑÍ, ÁÎÕÌÉÒÕÅÍÙÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÍÏÄÕÌÑÍ.

ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ C [x℄-ÍÏÄÕÌØ | ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó

Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ �ÒÑ-

ÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ×ÉÄÁ C [x℄=(x � �)

n

C [x℄. úÎÁÞÉÔ ×ÓÑËÉÊ �ÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁ

A

1

ÅÓÔØ �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ �ÕÞËÏ× O=J

n

P

, ÇÄÅ J

P

| �ÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏ× ÔÏÞËÉ P . òÏ×ÎÏ

ÔÏ ÖÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ P

1

(Á ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ

ËÒÉ×ÏÊ).

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÕÞËÏÍ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ,

ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÄ�ÕÞËÏ×, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ �ÕÞËÁÍÉ ËÒÕÞÅÎÉÑ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (1) ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÅ ÉÍÅÅÔ

ËÒÕÞÅÎÉÑ; (2) �ÕÞÏË K, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ K(U ) | �ÏÌÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ U ,

Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ; (3) ÅÓÌÉ F 


O

K = 0, ÔÏ F | �ÕÞÏË

ËÒÕÞÅÎÉÑ; (4) ÆÕÎËÔÏÒ F 7! F 


O

K ÔÏÞÅÎ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (1) �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ �ÕÞËÏ× (ÂÅÚ) ËÒÕÞÅÎÉÑ

| �ÕÞÏË (ÂÅÚ) ËÒÕÞÅÎÉÑ; (2) ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÕÞËÏ× (ÂÅÚ) ËÒÕÞÅÎÉÑ | �ÕÞÏË (ÂÅÚ)

ËÒÕÞÅÎÉÑ; (3) ÆÁËÔÏÒ�ÕÞÏË �ÕÞËÁ ËÒÕÞÅÎÉÑ | �ÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ; (4) �ÏÄ�ÕÞÏË

�ÕÞËÁ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ; (5) ÅÓÌÉ T | �ÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ, Á F |

�ÕÞÏË ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÔÏ Hom(T; F ) = 0.

ìÅÍÍÁ 14.5. ðÕÓÔØ E | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË. îÁÊÄÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÏÄ-

�ÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ T

E

� E, Ô.Þ. ÆÁËÔÏÒ�ÕÞÏË F

E

= E=T

E

| �ÕÞÏË ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ.

�ÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0! T

E

! E ! F

E

! 0 ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÷ÌÏÖÅÎÉÅ O � K ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ '

E

: E ! E 


O

K.

ðÏÌÏÖÉÍ T

E

= Ker'

E

, F

E

= Im'

E

. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ T

E

| �ÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ

(ÅÓÌÉ s 2 �(U;E) É s
 1 = 0 × E 
K, ÔÏ s � f = 0 ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ f 2 �(U;O)). ó

ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, F

E

| �ÏÄ�ÕÞÏË × E
K, ÎÏ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ E
K

�

=

K

�r(E)

,

�ÏÜÔÏÍÕ E 
 K | �ÕÞÏË ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ É F

E

ÔÁËÖÅ. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ

0 ! T

0

! E ! F

0

! 0 ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, × ËÏÔÏÒÏÊ T

0

| �ÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ, Á F

0

| �ÕÞÏË ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �Ï õ�Ò. 14.4 (5)

ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ T

0

! E ! F

E

| ÎÕÌÅ×ÁÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ×ÌÏÖÅÎÉÅ T

0

! E �ÒÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ

ÞÅÒÅÚ T

0

! T

E

. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ×ÌÏÖÅÎÉÅ T

E

! E �ÒÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ T

E

! T

0

.

úÎÁÞÉÔ T

0

= T

E

É F

0

= F

E

. �

1



2

þÕÔØ �ÏÚÖÅ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ ×ÓÑËÉÊ �ÕÞÏË ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ �ÕÞËÁ

ËÒÕÞÅÎÉÑ É �ÕÞËÁ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ. ÷ÏÏÂÝÅ ÖÅ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ E | �ÕÞÏË ÎÁ P

2

, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÎÅ-

ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ 0! i

�

O

P

1
(�2)! E !O

P

2
! 0, ÔÏ E 6

�

=

T

E

� F

E

.

ðÕÓÔØ E | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË. îÁ�ÏÍÎÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ E

�

= Hom(E;O).

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ E �ÕÞÏË E

�

| ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 14.8. æÕÎËÔÏÒ Hom ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÆÕÎËÔÏÒÏÍ E 7! E 


O

K, ÔÏ

ÅÓÔØ Hom(E;F )


O

K

�

=

Hom

K

(E 


O

K; F 


O

K).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ Hom

K

(E 


O

K; F 


O

K)

�

=

Hom

O

(E;Hom

K

(K; F 


O

K)) = Hom

O

(E;F 


O

K). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

Hom(E;F ) 


O

K

�

=

Hom

O

(E;F 


O

K). ðÕÓÔØ � 2 Hom(E;F ), f 2 K. óÏ-

�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÕ � 
 f 2 Hom(E;F ) 


O

K ÍÏÒÆÉÚÍ f� : E ! F 


O

K,

f�(e) := �(e)
 f . ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÕÓÔØ

P

�

i


 f

i

�ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÎÏÌØ. ðÒÉ×ÏÄÑ f

i

Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ É

�ÅÒÅÎÏÓÑ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÎÁÌÅ×Ï, ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ

P

�

i


f

i

= �
(1=a), �ÒÉÞÅÍ (1=a)� = 0.

îÏ ÔÏÇÄÁ � = a � (1=a)� = 0, ÚÎÁÞÉÔ �
 1=a = 0.

÷ÏÚØÍÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ  : E ! F 


O

K. �ÁË ËÁË E ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ,

ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ e

1

; : : : ; e

n

. ðÕÓÔØ a| ÏÂÝÉÊ

ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÄÌÑ  (e

1

); : : : ;  (e

n

). �ÏÇÄÁ a (e

i

) 2 F , ÚÎÁÞÉÔ � := a : E ! F .

ðÒÉ ÜÔÏÍ �
 (1=a) �ÅÒÅÈÏÄÉÔ ×  . �

ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ �ÕÞËÏ× �

E

: E ! E

��

ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ U |

ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É s 2 �(U;E), ÔÏ �(s) : �(U;E

�

) ! �(U;O),

f 2 �(U;E

�

) = Hom(�(U;E);�(U;O)) 7! f(s) 2 �(U;O). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �

E

|

ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×: ÅÓÌÉ f : E ! F , ÔÏ �

F

Æ f = f

��

Æ �

E

.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÞÏË E | ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÙÊ, ÅÓÌÉ �

E

: E ! E

��

| ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.9. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ �ÕÞËÉ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÙ.

ìÅÍÍÁ 14.10. åÓÌÉ E ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ, ÔÏ Ker �

E

É Coker�

E

| �ÕÞËÉ ËÒÕÞÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 14.8 ÉÍÅÅÍ E

��


 K

�

=

(E 
 K)

��

�

=

E 
 K.

ðÏÜÔÏÍÕ, �Ï õ�Ò. 14.3 (4) ÉÍÅÅÍ Ker �

E


 K = Coker�

E


 K = 0, É ÏÓÔÁÅÔÓÑ

ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ õ�Ò. 14.3 (3). �

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ker �

E

= T

E

, Im�

E

= F

E

.

ìÅÍÍÁ 14.12. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÕÞËÁ F �ÕÞÏË F

�

ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ �

F

�

: F

�

! F

���

, Á ÔÁËÖÅ ÍÏÒÆÉÚÍ

�

�

F

: F

���

! F

�

, ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë ÍÏÒÆÉÚÍÕ �

F

: F ! F

��

. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ

×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. ÷Ï�ÒÏÓ ÌÏËÁÌÅÎ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ F | ÆÁË-

ÔÏÒ�ÕÞÏË Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÕÞËÁ O

n

. ðÕÓÔØ f : O

n

! F | ÓÀÒßÅË�ÉÑ. �ÏÇÄÁ

f

�

: F

�

! O

n

| ×ÌÏÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f

��

: O

n

! F

��

É f

���

: F

���

! O

n

. ÷×ÉÄÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÄÉÁ-

ÇÒÁÍÍÙ (ÔÒÅÔØÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅÍ)

F

�

f

�

//

�

F

�

��

O

n

id

��
F

���

f

���

//
O

n

O

n

f //

id

��

F

�

F

��
O

n

f

��

//
F

��

F

�

f

�

//
O

n

F

���

f

���

//

�

�

F

OO

O

n

id

OO
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úÎÁÞÉÔ f

�

Æ �

�

F

Æ �

F

�

= id Æ f

���

Æ �

F

�

= id Æ f

�

Æ id = f

�

. îÏ f

�

| ×ÌÏÖÅÎÉÅ,

�ÏÜÔÏÍÕ �

�

F

Æ �

F

�

= id

F

�

É, ÚÎÁÞÉÔ, F

���

= F

�

� Coker�

F

�

. îÏ Coker�

F

�

| �ÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ �Ï ÌÅÍÍÅ 14.10, Á F

���

ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ �Ï ÌÅÍÍÅ 14.7,

�ÏÜÔÏÍÕ Coker�

F

�

= 0 É F

���

= F

�

. �

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË E ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ

() E ÅÓÔØ �ÏÄ�ÕÞÏË ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÕÞËÁ.

�ÅÏÒÅÍÁ 14.14. åÓÌÉ E | ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÙÊ �ÕÞÏË ÒÁÎÇÁ 1, ÔÏ E | ÌÏËÁÌØÎÏ

Ó×ÏÂÏÄÅÎ.

üÔÕ ×ÁÖÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ E | �ÕÞÏË ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ 1,

ÔÏ E

�

=

L 
 J , ÇÄÅ L | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, Á J � O | �ÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏ×.

�Å�ÅÒØ �ÏÇÏ×ÏÒÉÍ Ï ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ �ÕÞËÏ×.

ìÅÍÍÁ 14.16. ÷ÓÑËÉÊ �ÕÞÏË ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÌÏËÁÌØÎÏ

ÉÍÅÅÔ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÄÌÉÎÙ � n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ X �X É ÄÉÁÇÏÎÁÌØ �(X) � X�

X. �ÁË ËÁË X ÇÌÁÄËÏ, ÕÍÅÎØÛÁÑ X ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X | ÁÆÆÉÎÎÏ É

�(X) = ff

1

= � � � = f

n

= 0g, ÇÄÅ f

i

| ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ X. úÎÁÞÉÔ

ËÏÍ�ÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ

0!O

X�X

! � � � ! O

�

(

n

2

)

X�X

!O

�n

X�X

!O

X�X

! �

�

O

X

! 0

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ �ÕÞËÁ �

�

O

X

. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ F | �ÕÞÏË ÎÁ X. ïÂÏ-

ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p É q �ÒÏÅË�ÉÉ X � X ! X. äÏÍÎÏÖÉÍ ËÏÍ�ÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ ÎÁ

p

�

F . �ÁË ËÁË p

�

F 
�

�

O

X

�

=

�

�

(�

�

p

�

F). îÏ p Æ� = id

X

, �ÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏ

�

�

p

�

F

�

=

F . ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! p

�

F ! � � � ! p

�

F

�

(

n

2

)

! p

�

F

�n

! p

�

F ! �

�

F ! 0

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÆÕÎËÔÏÒ q

�

. �ÁË ËÁË qÆ�= id

X

, ÔÏ q

�

�

�

F

�

=

F É �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! q

�

p

�

F ! � � � ! q

�

p

�

F

�

(

n

2

)

! q

�

p

�

F

�n

! q

�

p

�

F ! F ! 0

îÁËÏÎÅ�, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÌÏÓËÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ q

�

p

�

F

�

=

H

0

(X;F)
 O

X

, �ÏÜÔÏÍÕ

ÜÔÏ | ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÄÌÉÎÙ n. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 14.17. åÓÌÉ X | ÇÌÁÄËÏ, dimX = n, ÔÏ Ext

>n

(F ;G) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ext ÌÏËÁÌØÎÕÀ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÒÅ-

ÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ÄÌÉÎÙ n �ÕÞËÁ F . �

ìÅÍÍÁ 14.18. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏ É �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ, É Ext

i

(F ;O

X

) = 0 �ÒÉ i > m.

�ÏÇÄÁ F ÉÍÅÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ÄÌÉÎÙ m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: éÎÄÕË�ÉÑ �Ïm. âÁÚÁ |m = 0 ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ

m > 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÀÒßÅË�ÉÀ O

X

(�N )

�k

! F É �ÕÓÔØ F

0

| ÅÅ ÑÄÒÏ. �ÏÇÄÁ

ÉÚ Ô.�. Ext �ÏÌÕÞÁÅÍ Ext

i

(F

0

;O

X

) = Ext

i+1

(F ;O

X

) �ÒÉ i > m � 1, ÚÎÁÞÉÔ �Ï

�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ F

0

ÉÍÅÅÔ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ÄÌÉÎÙ m� 1, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ F

ÉÍÅÅÔ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ÄÌÉÎÙ m. �
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õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.19. åÓÌÉ X | ÇÌÁÄËÏ É �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ, dimX = n, ÔÏ ×ÓÑËÉÊ

�ÕÞÏË ÎÁ X ÉÍÅÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ÄÌÉÎÙ n.

ìÅÍÍÁ 14.20. äÌÑ ×ÓÅÈ i > 0 �ÕÞÏË Ext

i

(F ;G) | �ÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÌÅÍÍÁ 14.8 ÄÁÅÔ Ext

i

(F ;G) 
 K

�

=

Ext

i

K

(F 
 K;G 
 K) = 0,

ÔÁË ËÁË K | �ÏÌÅ. ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÉÔØ õ�Ò. 14.3 (3). �

ðÕÓÔØ F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

supp Ext

i

(F ;O

X

). ðÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ ÜÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ (�Ï úÁÒÉÓËÏÍÕ) ÓÏÂ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÅ (�ÒÉ i > 0) �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

S

m

(F) = [

n

i=n�m

supp Ext

i

(F ;O

X

); (m � n� 1); S(F) = S

n�1

(F):

üÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × X.

ìÅÍÍÁ 14.21. ðÕÞÏË F ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ ÎÁ X n S(F).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÔÁË ËÁË Ext

i

ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÅ

�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÁ X n S(F) ÉÍÅÅÍ Ext

>0

(F ;O) = 0. �

íÎÏÖÅÓÔ×Ï S(F) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ �ÕÞËÁ F , Á ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Ï S

m

(F) | ÅÇÏ m-ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.22. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ X n S

m

(F) �ÕÞÏË F ÉÍÅÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ

Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ÄÌÉÎÙ n�m.

�ÅÏÒÅÍÁ 14.23. åÓÌÉ X ÇÌÁÄËÏ, dimX = n, ÔÏ dimS

m

(F) � m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: X ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÁÆÆÉÎÎÙÍ. ðÕÓÔØ Z | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ

ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ × supp Ext

i

(F ;G), dimZ = d. õÍÅÎØÛÉ× X, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÇÌÁÄËÏÅ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X ! A

d

, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f

jZ

: Z ! A

d

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ (ÇÌÁÄ-

ËÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ df ×ÅÚÄÅ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ �ÕÞÏË F ÎÁ

X ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ÄÌÉÎÙ n � d �ÕÞËÁÍÉ ×ÉÄÁ f

�

M. äÏËÁÚÁÔÅÌØ-

ÓÔ×Ï ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË É Õ ÌÅÍÍÙ 14.16, ÔÏÌØËÏ ×ÍÅÓÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ X �X ÎÁÄÏ

ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ X �

A

d X, Á ÔÅÏÒÅÍÁ Ï �ÌÏÓËÏÊ ÚÁÍÅÎÅ

ÂÁÚÙ �ÒÉÍÅÔ ×ÉÄ q

�

p

�

F

�

=

f

�

f

�

F . éÔÁË, ×ÙÂÅÒÅÍ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ

0! f

�

M

n�d

! � � � ! f

�

M

1

! f

�

M

0

! F ! 0:

÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U � A

d

, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ×ÓÅ �ÕÞËÉ M

i

ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙ ÎÁ U . �ÏÇÄÁ f

�

M

i

ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙ ÎÁ f

�1

(U ), ÚÎÁÞÉÔ

ÎÁ f

�1

(U ) ÉÍÅÅÍ Ext

>n�d

(F ;O) = 0. îÏ ÔÁË ËÁË f : Z ! A

d

| ÎÁËÒÙÔÉÅ,

ÔÏ Z \ f

�1

(U ) 6= ;, ÚÎÁÞÉÔ i � n � d. ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ d � n � i, ÔÏ ÅÓÔØ

dimsupp Ext

i

(F ;O

X

) � n� i. �

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÞÏË F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÕÞËÏÍ k-ÙÈ ÓÉÚÉÇÉÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 ! F ! E

1

! E

2

! � � � ! E

k

, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ E

i

ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.24. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÕÞÏË ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÕÞËÏÍ �ÅÒ-

×ÙÈ ÓÉÚÉÇÉÊ.

ìÅÍÍÁ 14.25. ðÕÓÔØ F | �ÕÞÏË k-ÙÈ ÓÉÚÉÇÉÊ. �ÏÇÄÁ dimS

m

(F) � m � k.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÉÎÄÕË�ÉÑ �Ï k. âÁÚÁ | k = 0 ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ. ðÕÓÔØ ÔÅ-

�ÅÒØ k > 0. ðÕÓÔØ F

0

= Coker(F ! E

1

). �ÏÇÄÁ Ext

i

(F ;O) = Ext

i+1

(F

0

;O),

�ÏÜÔÏÍÕ S

m

(F) = S

m�1

(F

0

). îÏ F

0

| �ÕÞÏË (k � 1)-ÙÈ ÓÉÚÉÇÉÊ, �ÏÜÔÏÍÕ �Ï

�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ dimS

m�1

(F

0

) � (m � 1)� (k � 1) = m � k. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 14.26. åÓÌÉ F | �ÕÞÏË ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁ X, ÔÏ 
odimS(F ) � 2.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X | ËÒÉ×ÁÑ, ÔÏ F ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.27. ðÕÓÔØ X | ËÒÉ×ÁÑ, Á E | �ÕÞÏË ÎÁ X. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

(1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ Ô.�. 0! T ! E ! F ! 0, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ T | �ÕÞÏË

ËÒÕÞÅÎÉÑ, Á F | ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ; (2) Hom(F; T )

�

=

T

�r(F )

, Ext

>0

(F; T ) = 0;

(3) Ext

>0

(F; T ) = 0; (4) E

�

=

F � T .

ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ ÎÅ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÕÞËÁ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁ P

2

. ÷ÙÂÅ-

ÒÅÍ ÔÏÞËÕ P 2 P

3

É �ÕÓÔØ E = J

P

. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(�;O) Ë ÔÏÞÎÏÊ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 ! J

P

! O ! O

P

! 0. ðÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 ! 0 ! O ! (J

P

)

�

! 0 ! 0 ! Ext

1

(J

P

;O) ! O

P

! 0. úÎÁÞÉÔ

(J

P

)

�

�

=

O É Ext

1

(J

P

;O)

�

=

O

P

, ÔÏ ÅÓÔØ J

P

ÎÅ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ.

ìÅÍÍÁ 14.28. ðÕÞÏË E ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÅÎ () E | �ÕÞÏË ×ÔÏÒÙÈ ÓÉÚÉÇÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: (=)) ÷ÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ �ÕÞËÁ E

�

ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ-

×ÅÎÔÕ E

1

! E

0

! E

�

! 0 É �ÒÉÍÅÎÉÍ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ. ðÏÌÕÞÉÍ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ

0! E

��

! E

�

0

! E

�

1

. îÏ E

�

=

E

��

, ÚÎÁÞÉÔ E | �ÕÞÏË ×ÔÏÒÙÈ ÓÉÚÉÇÉÊ.

((=) ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 ! E ! E

1

! E

2

É Ä×ÁÖÄÙ

ÄÕÁÌÉÚÉÒÕÅÍ. ðÏÌÕÞÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0

//
E

//

�

E

��

E

1

//

�

=

��

E

2

�

=

��
E

�� //
E

��

1

//
E

��

2

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S(E) ÍÏÒÆÉÚÍ �

E

| ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÕÞÏË

Ker(E

��

! E

��

1

) | �ÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ. îÏ E

��

ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÚÎÁÞÉÔ ÎÉÖÎÑÑ

ÓÔÒÏÞËÁ ÔÏÞÎÁ × E

��

. ðÏ ÌÅÍÍÅ Ï �ÑÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ E

�

=

E

��

. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 14.29. åÓÌÉ F | ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ X, ÔÏ 
odimS(F ) � 3.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X | ËÒÉ×ÁÑ ÉÌÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÔÏ F ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.30. ðÕÓÔØ E | �ÕÞÏË ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ X Ó




1

(E) = 0. �ÏÇÄÁ E

�

=

J

Z

, ÇÄÅ Z � X | ÎÕÌØÍÅÒÎÁÑ �ÏÄÓÈÅÍÁ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÇÏ, ÎÏ ÎÅ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÕÞËÁ ÎÁ P

3

.

÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ P 2 P

3

É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍ�ÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ

0!O(�3)

A

!O(�2)

�3

! O(�1)

�3

B

!O ! O

P

! 0:

ðÕÓÔØ E = CokerA = KerB. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ E| �ÕÞÏË ×ÔÏÒÙÈ ÓÉÚÉÇÉÊ, ÓÔÁÌÏ

ÂÙÔØ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÅÎ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(�;O) Ë ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-

ÓÔÉ 0 ! O(�3)

A

! O(�2)

�3

! E ! 0. ðÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 ! E

�

! O(2)

�3

A

�

! O(3) ! Ext

1

(E;O) ! 0. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ A

�

= B,

�ÏÜÔÏÍÕ Ext

1

(E;O)

�

=

O

P

(3)

�

=

O

P

, ÚÎÁÞÉÔ E ÎÅ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ.



15. ðÒÉÍÅÒÙ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

15.1. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ óÅÒÒÁ. îÁÞÎÅÍ Ó ÜÔÏÊ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏÊ, ÈÏÔÑ É ÎÅ ÉÍÅ-

ÀÝÅÊ �ÒÑÍÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ë ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉ, ÔÅÍÙ. ðÕÓÔØ F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ

�ÕÞÏË ÎÁ P

n

. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ! = O(�n � 1).

ìÅÍÍÁ 15.1. C�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ Hom(F; !)�H

n

(F )! H

n

(!) = C ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: �ÕÓÔØ � 2 Hom(F; !). �ÏÇÄÁ � ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

H

n

(F )! H

n

(!) = C , ËÁË ÒÁÚ ÄÁÀÝÅÅ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ Ó �. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍ

ÍÏÒÆÉÚÍ Hom(F; !) ! H

n

(F )

�

. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÅÓÌÉ F = O(k), ÔÏ ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ âÏÔÔÁ. �ÁË

ËÁË ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙ �Ï F , ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÕÞËÏ× F ,

Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ �ÒÑÍÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ. îÁËÏÎÅ�, �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �ÕÞÏË F

ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÉÓÁÔØ ÄÏ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ E

1

! E

0

! F ! 0, ÇÄÅ E

i

|

�ÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ. ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0

//
Hom(F; !)

//

��

Hom(E

0

; !)

//

��

Hom(E

1

; !)

//

��

: : :

0

//
H

n

(F )

� //
H

n

(E

0

)

� //
H

n

(E

1

)

� //
: : :

ðÒÁ×ÁÑ É ÓÒÅÄÎÑÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, �ÏÜÔÏÍÕ É ÌÅ×ÁÑ

ÓÔÒÅÌËÁ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �Ï ÌÅÍÍÅ Ï �ÑÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 15.2. Ext

i

(F; !)

�

=

H

n�i

(F )

�

ÄÌÑ ×ÓÅÈ i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: Ext

i

(F; !) | �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ

Hom(F; !), Á H

n�i

(F )

�

| �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ H

n

(F )

�

. �

�ÅÏÒÅÍÁ 15.3 (óÅÒÒ). Ext

i

(F;G
 !)

�

=

Ext

n�i

(G;F )

�

ÄÌÑ ×ÓÅÈ F , G É i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: åÓÌÉ G| ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÔÏ Ext

i

(F;G
 !)

�

=

Ext

i

(F 
G

�

; !),

Á Ext

n�i

(G;F )

�

=

Ext

n�i

(O; G

�


F )

�

=

H

n�i

(P

n

; F 
G

�

), ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ �ÒÉ-

ÍÅÎÉÔØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ 0! G

0

! G! G

00

! 0 | ÔÏÞÎÁÑ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÅÅ ÞÌÅÎÏ× ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÔÏ ÏÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ É ÄÌÑ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÞÌÅÎÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

: : :

//
Ext

i

(F;G

0


 !)

//

��

Ext

i

(F;G
 !)

//

��

Ext

i

(F;G

00


 !)

//

��

: : :

: : :

//
Ext

n�i

(G

0

; F )

� //
Ext

n�i

(G;F )

� //
Ext

n�i

(G

00

; F )

� //
: : :

É ÌÅÍÍÙ Ï �ÑÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ G ×ÙÂÒÁÔØ ÌÏ-

ËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ É ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÅÅ ÎÁ ÔÏÞÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ. �

îÁ�ÏÓÌÅÄÏË, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ × ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ.

ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, dimX = n, Á !

X

= �

n




X

.

�ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ext

i

(F;G
!

X

)

�

=

Ext

n�i

(G;F )

�

.

15.2. óÔÁÂÉÌØÎÏÓÔØ. îÁ�ÏÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉ �Ï íÁÍÆÏÒÄÕ É

�Ï çÉÚÅËÅÒÕ. ÷ ÉÈ ÏÓÎÏ×Å ÌÅÖÁÔ �ÏÎÑÔÉÑ ÎÁËÌÏÎÁ �ÕÞËÁ �(F ) = 


1

(F )=r(F )

É �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ p

F

(m) = P

F

(m)=r(F ). ðÕÞÏË E ÎÁÚÙ-

×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÍ �Ï íÁÍÆÏÒÄÕ (�Ï çÉÚÅËÅÒÕ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄ�ÕÞËÁ

0 6= F � E Ó r(F ) < r(E) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(F ) < �(E) (ÓÏÏÔ×.

1



2

p

F

< p

E

). ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ ÓÔÒÏÇÉÈ ÎÅÒÁ-

×ÅÎÓÔ× ÎÁ ÎÅÓÔÒÏÇÉÅ.

îÅÓÔÁÂÉÌØÎÙÍÉ (unstable), ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÕÞËÉ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØ-

ÎÙÍÉ, Á ÎÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÍÉ (nonstable), ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÕÞËÉ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÓÔÁ-

ÂÉÌØÎÙÍÉ. óÌÅÄÉÔÅ ÚÁ �ÒÏÂÅÌÁÍÉ!

ìÅÍÍÁ 15.4. ðÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÕÓÔØ T

E

6= 0. �ÁË ËÁË r(T

E

) = 0, ÔÏ �(T

E

) = 1 > �(E),

ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉ �ÕÞËÁ E. �

ðÕÓÔØ M

Ms

P

, M

Mss

P

, M

Gs

P

É M

Gss

P

| ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ (�ÏÌÕÓÁÔÂÉÌØ-

ÎÙÈ) �Ï íÁÍÆÏÒÄÕ (çÉÚÅËÅÒÕ) �ÕÞËÏ× Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ P .

ìÅÍÍÁ 15.5. éÍÅÅÍ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ M

Ms

P

� M

Gs

P

� M

Gss

P

� M

Mss

P

. åÓÌÉ 


1

(E) É

r(E) ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ | ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ p

F

(m) � p

E

(m) = (�(F ) � �(E))

m

n�1

(n�1)!

+ : : : ,

�ÏÜÔÏÍÕ �(F ) > �(E) ×ÌÅÞÅÔ p

F

> p

E

, Á p

F

� p

E

×ÌÅÞÅÔ �(F ) � �(E). ïÔÓÀÄÁ

�ÏÌÕÞÁÅÍ �ÅÒ×ÏÅ É ÔÒÅÔØÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ. ÷ÔÏÒÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ

ÔÅ�ÅÒØ 


1

(E) É r(E) ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ É E �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌÅÎ. åÓÌÉ E ÎÅ ÓÔÁÂÉÌÅÎ,

ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ F � E, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ p

F

= p

E

. úÎÁÞÉÔ �(F ) = �(E), ÔÏ ÅÓÔØ




1

(F )=r(F ) = 


1

(E)=r(E), ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÒÉ 0 < r(F ) < r(E). úÎÁÞÉÔ E

ÓÔÁÂÉÌÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ M

Gss

P

� M

Gs

P

. �

ìÅÍÍÁ 15.6. ðÕÓÔØ 0! E

1

! E ! E

2

! 0 | ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

�ÏÇÄÁ minf�(E

1

); �(E

2

)g � �(E) � maxf�(E

1

); �(E

2

)g, É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏ

ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ �(E

1

) = �(E

2

). �Ï ÖÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ � ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ p.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: 


1

(E) = 


1

(E

1

)+


1

(E

2

), r(E) = r(E

1

)+r(E

2

), �ÏÜÔÏÍÕ �(E)

| ÓÒÅÄÎÅ-×Ú×ÅÛÅÎÎÏÅ ÏÔ �(E

1

) É �(E

2

) Ó ×ÅÓÁÍÉ r(E

1

) É r(E

2

) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ p. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 15.7. ðÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ �ÕÞËÏ× E

1

É E

2

ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÁ, Á

�ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �(E

1

) = �(E

2

) (ÓÏÏÔ×. p(E

1

) =

p(E

2

)) É �ÕÞËÉ E

i

�ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÒÏ×ÅÒÉÍ ((=), ÔÁË ËÁË ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ F � E

| �ÏÄ�ÕÞÏË. ðÏÌÏÖÉÍ F

1

= Ker(F ! E ! E

2

), F

2

= Im(F ! E ! E

2

). �ÏÇÄÁ

0 ! F

1

! F ! F

2

! 0 É F

1

� E

1

, F

2

� E

2

, ÔÁË ÞÔÏ �(F

i

) � �(E

i

) = �(E),

�ÏÜÔÏÍÕ �(F ) � �(E). �

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÏÄÉ-

ÎÁËÏ×ÏÇÏ ÎÁËÌÏÎÁ �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÞÏË E | ÎÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÎ, ÅÓÌÉ �r(E) < 


1

(E) � 0.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ �ÕÞÏË ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÍ �ÏÓÌÅ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ (É

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ) �ÏÄËÒÕÔËÉ. õ ÎÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÕÞËÁ ÎÁËÌÏÎ ÎÁ-

ÈÏÄÉÔÓÑ × �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (�1; 0℄.

ìÅÍÍÁ 15.9. ðÕÞÏË E (�ÏÌÕ)ÓÔÁÂÉÌÅÎ () �ÕÞÏË E(k) (�ÏÌÕ)ÓÔÁÂÉÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �(F (k)) = �(F ) + k, p

F (k)

(m) = p

F

(m + k),

�ÏÜÔÏÍÕ �ÏÄ�ÕÞÏË F ÄÅÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔ E () F (k) ÄÅÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔ E(k). �



3

ìÅÍÍÁ 15.10. ðÒÉ �ÒÏ×ÅÒËÅ (�ÏÌÕ)ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉ �ÕÞËÁ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ E ÄÏ-

ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ �ÏÄ�ÕÞËÉ F � E, ÞÔÏ E=F ÎÅ ÉÍÅÅÔ

ËÒÕÞÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÕÓÔØ F � E | �ÏÄ�ÕÞÏË, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ p

F

� p

E

. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

Q = E=F . ðÕÓÔØ F

0

= Ker(E ! Q! F

Q

). �ÏÇÄÁ E=F

0

ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÔÁË

ÞÔÏ ÎÁÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ p

F

0

� p

F

. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 ! F ! F

0

! T

Q

! 0. úÎÁÞÉÔ r(F ) = r(F

0

), ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

�ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ P

F

0

� P

F

. îÏ P

F

0

� P

F

= P

T

Q

� 0. �

ìÅÍÍÁ 15.11. ðÕÓÔØ E | ÎÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2.

(i) E | ÓÔÁÂÉÌØÎÏ () H

0

(E) = 0.

(ii) åÓÌÉ 


1

(E) = 0, ÔÏ E �ÏÌÕÓÁÔÂÉÌØÎÏ () H

0

(E(�1)) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: (i) ((=) ðÕÓÔØ F � E | ÄÅÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÉÊ �ÏÄ�ÕÞÏË.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 15.10 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ E=F ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ. �ÁË ËÁË

�ÕÞËÉ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÉ | �ÕÞËÉ �ÅÒ×ÙÈ ÓÉÚÉÇÉÊ, ÔÏ F | �ÕÞÏË ×ÔÏÒÙÈ ÓÉÚÉÇÉÊ,

ÔÏ ÅÓÔØ F ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÅÎ. îÏ 0 < r(F ) < 2, ÚÎÁÞÉÔ r(F ) = 1, ÚÎÁÞÉÔ F ÌÏËÁÌØÎÏ

Ó×ÏÂÏÄÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ F = O(k). �ÁË ËÁË �(E) 2 (�1; 0℄, ÔÏ k � 0. ÷ÌÏÖÅÎÉÅ F � E

ÄÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ × Hom(O(k); E) = H

0

(E(�k)), ÎÏ �ÒÉ k � 0 H

0

(E(�k)) � H

0

(E).

(i) (=)) åÓÌÉ H

0

(E) 6= 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ O ! E. �ÁË ËÁË E ÎÅ

ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÅÇÏ ÒÁÎÇ ÒÁ×ÅÎ 1, ÔÏ ÅÓÔØ ÑÄÒÏ ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ 0. �ÁË ËÁË O ÎÅ

ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÑÄÒÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÚÎÁÞÉÔ ÜÔÏÔ ÍÏÒÆÉÚÍ | ×ÌÏÖÅÎÉÅ É ÔÁË

ËÁË �(O) = 0 � �(E), ÔÏ O � E | ÄÅÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÉÊ �ÏÄ�ÕÞÏË.

(ii) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 15.12 (û×ÁÒ�ÅÎÂÅÒÇÅÒ). åÓÌÉ E | ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P

2

ÒÁÎÇÁ 2, ÔÏ �

E

:=



2

1

�4



2

< 0, Á ÅÓÌÉ E | �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏ, ÔÏ �

E

� 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÔÁË ËÁË ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ �ÏÄËÒÕÔËÅ, ÍÏÖÎÏ

ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ E ÎÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÎÏ. �ÏÇÄÁ H

0

(E) = 0. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, E

�

ÔÏÖÅ �Ï-

ÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ, �ÏÌØÚÕÑÓØ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØÀ óÅÒÒÁ, �ÏÌÕÞÁÅÍ H

2

(E)

�

=

H

0

(E

�

(�3)) = 0. úÎÁÞÉÔ �(E) = � dimH

1

(E) � 0. îÏ �Ï ÔÅÏÅÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ{

òÏÈÁ �(E) =

�

x

1

+2

2

�

+

�

x

2

+2

2

�

= [(x

2

1

+x

2

2

)+3(x

1

+x

2

)+4℄=2 = [



2

1

+3



1

�2



2

+4℄=2.

åÓÌÉ



1

= 0, ÔÏ �(E) = 2 �



2

� 0, ÚÎÁÞÉÔ



2

� 2 É �

E

= �4



2

< 0. åÓÌÉ ÖÅ




1

= �1, ÔÏ �(E) = 1�



2

� 0, ÚÎÁÞÉÔ



2

� 1 É �

E

= 1� 4



2

< 0. �

éÚÕÞÉÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÎÁÍ �ÒÉÍÅÒÙ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ �ÒÅÄÍÅÔ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉ.

�ÅÏÒÅÍÁ 15.13. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ N ÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÉ ÎÁ P

3

ÓÔÁÂÉÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÔÁË ËÁË r(N ) = 2,



1

(N ) = 0, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 15.11 ÄÏÓÔÁ-

ÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ H

0

(P

3

; N ) = 0. îÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ N ÉÍÅÅÍ

ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 ! N ! T (�1) ! O(1) ! 0, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

V = H

0

(P

3

; T (�1)) ! H

0

(P

3

;O(1)) = V

�

ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉ-

ÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, �ÏÜÔÏÍÕ H

�

(P

3

; N ) = 0. �

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (1) H

i

(P

3

; N (�1)) = C �ÒÉ i = 1 É 0 �ÒÉ

i 6= 1; (2) H

i

(P

3

; N (�2)) = C �ÒÉ i = 2 É 0 �ÒÉ i 6= 2; (3) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ N

jP

2

�ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ P

2

� P

3

.



4

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.15. ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P

n

, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ

ÌÏËÁÌØÎÏ �ÏÌÎÏÍÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 Y � P

n

Ó detN

Y=P

n
= O

Y

(k).

(1) E ÓÔÁÂÉÌØÎÏ () k > 0 É Y ÎÅ ÌÅÖÉÔ × ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ � k=2.

(2) ÅÓÌÉ k ÞÅÔÎÏ, ÔÏ E �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏ () k � 0 É Y ÎÅ ÌÅÖÉÔ × ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈ-

ÎÏÓÔÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ � (k=2)� 1.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.16. ðÕÓÔØ E | ÎÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 3. ðÏËÁ-

ÖÉÔÅ, ÞÔÏ (1) �ÒÉ



1

(E) = �1 ÉÌÉ �2, E ÓÔÁÂÉÌØÎÏ()H

0

(E) = H

0

(E

�

(�1)) =

0; (2) �ÒÉ



1

(E) = 0, E ÓÔÁÂÉÌØÎÏ()H

0

(E) = H

0

(E

�

) = 0; (3) �ÒÉ



1

(E) = 0,

E �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏ () H

0

(E(�1)) = H

0

(E

�

(�1)) = 0.

ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÎÁ�ÏÓÌÅÄÏË, ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ë P

n

. äÌÑ

ÕÄÏÂÓÔ×Á ÂÕÄÅÍ �ÒÏ×ÅÒÑÔØ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ 


1

(1). äÌÑ ÎÅÇÏ



1

= �1,

r = n, ÔÁË ÞÔÏ � = �1=n. ðÕÓÔØ F � 


1

(1) | ÄÅÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÉÊ �ÏÄ�ÕÞÏË,

ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ�ÕÞÏË ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ. �ÁË ËÁË 


1

(1) � O

n+1

, ÔÏ F

| �ÏÄ�ÕÞÏË × O

n+1

, �ÒÉÞÅÍ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Q = O

n+1

=F | ÔÏÖÅ �ÕÞÏË

ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ (�ÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ!). åÓÌÉ



1

(F ) < 0, ÔÏ ÔÁË ËÁË r(F ) � n � 1, ÔÏ

�(F ) � �1=r � �1=(n� 1) < �1=n, ÚÎÁÞÉÔ



1

(F ) � 0, Á



1

(Q) � 0.

ìÅÍÍÁ 15.17. ðÕÓÔØ Q | ÇÌÏÂÁÌØÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ �ÕÞÏË ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁ P

n

Ó



1

(Q) � 0. �ÏÇÄÁ Q

�

=

O

r

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÕÓÔØ r = r(Q). ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ, × ËÏÔÏÒÏÊQ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×Ï-

ÂÏÄÅÎ, É ×ÙÂÅÒÅÍ r ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÄÁÀÔ ÂÁÚÉÓ ÓÌÏÑ

Q. ðÏÌÕÞÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ � : O

r

! Q. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, �ÏÜÔÏÍÕ

Ker � = 0, Ô.Å. �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 ! O

r

! Q ! T ! 0,

ÇÄÅ T | �ÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ, �ÒÉÞÅÍ



1

(T ) =



1

(Q) � 0. îÏ �Ï ÔÏÅÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ{

òÏÈÁ P

T

(m) =



1

(T )m

n�1

=(n� 1)! + : : : , ÚÎÁÞÉÔ



1

(T ) = 0 É 
odimsupp(T ) � 2.

îÏ �Ï Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ Ext

1

(T;O)

�

=

H

n�1

(P

n

; T (�n � 1))

�

, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏ

ÎÕÌÀ, Ô.Ë. dimsuppT � n � 2. úÎÁÞÉÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÔÓÑ, ÔÏ

ÅÓÔØ T � Q, ÔÏ ÅÓÔØ T = 0, ÔÁË ËÁË Q ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ, É Q = O

r

. �

éÔÁË, O

n+1

=F

�

=

O

r

, ÚÎÁÞÉÔ F

�

=

O

n+1�r

, ÎÏ H

0

(
(1)) = 0, ÚÎÁÞÉÔ F = 0.

15.3. æÉÌØÔÒÁ�ÉÑ èÁÒÄÅÒÁ-îÁÒÁÓÉÍÈÁÎÁ. õÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ �ÕÞËÉ ËÒÕÞÅ-

ÎÉÑ �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÙÍÉ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ.

�ÅÏÒÅÍÁ 15.18 (èÁÒÄÅÒ{îÁÒÁÓÉÍÈÁÎ). ðÕÓÔØ E | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË. óÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑ 0 = E

0

� E

1

� � � � � E

m�1

� E

m

= E

Ô.Þ. E

i

=E

i�1

| �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ �ÕÞËÉ, �ÒÉÞÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁËÌÏ-

ÎÏ× p

i

= p

E

i

=E

i+1

ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ p

1

> p

2

> � � � > p

m

.

üÔÁ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÅÊ èÁÒÄÅÒÁ{îÁÒÁÓÉÍÈÁÎÁ. äÏËÁÚÁ-

ÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁÚÏÂØÅÍ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÛÁÇÏ×.

îÁÚÏ×ÅÍ �ÏÄ�ÕÞÏË F � E ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ × ËÁËÏÍ

�ÏÄ�ÕÞËÅ F

0

� E Ó p

F

0

� p

F

. �ÁË ËÁË ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÎÅÔÅ-

ÒÏ×Á, ×ÓÑËÉÊ �ÏÄ�ÕÞÏË ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ �ÏÄ�ÕÞËÅ Ó ÎÅ ÍÅÎØÛÉÍ

ÎÁËÌÏÎÏÍ. èÏÔÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ �ÏÄ�ÕÞËÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ.

ìÅÍÍÁ 15.19. ðÕÓÔØ F � E | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÄ�ÕÞÏË. åÓÌÉ G � E, �ÒÉÞÅÍ

p

G

� p

F

É G 6� F , ÔÏ p

F\G

> p

G

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄ�ÕÞÏË F + G = Im(F � G ! E) � E. �ÁË

ËÁË G 6� F , ÔÏ F ( F+G, �ÏÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ F ÉÍÅÅÍ p

F+G

< p

F

.



5

úÎÁÞÉÔ p

(F+G)=F

< p

F

. îÏ (F +G)=F

�

=

G=(F \G), ÚÎÁÞÉÔ p

G=(F\G)

< p

F

� p

G

,

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ p

F\G

< p

G

. �

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ F � E | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÄ�ÕÞÏË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ.

ìÅÍÍÁ 15.20. ðÕÞÏË F ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÄ�ÕÞËÏ× G � F Ó p

G

> p

F

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÕÓÔØ G

0

� F | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ × F , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ G, Á

G

00

� E | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ × E, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ G

0

. åÓÌÉ G

00

� F , ÔÏ r(G

00

) < r(F )

(ÅÓÌÉ r(G

00

) = r(F ), ÔÏ p

G

00

� p

F

| �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó p

G

00

� p

G

0

� p

G

> p

F

), ÞÔÏ

�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ r(F ) ÓÒÅÄÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ �ÏÄ�ÕÞËÏ×! úÎÁÞÉÔ

G

00

6� F . �ÏÇÄÁ p

F\G

00

> p

G

00

� p

G

0

�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ G

0

× F . �

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ: ÉÎÄÕË�ÉÑ �Ï r(E). ðÕÓÔØ E

1

� E |

ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÄ�ÕÞÏË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. �ÏÇÄÁ E

1

�ÏÌÕÓÔÁÂÉÌÅÎ.

ðÏÌÏÖÉÍ E

0

= E=E

1

. �ÏÇÄÁ E

0

| �ÕÞÏË ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ (ÉÎÁÞÅ �ÏÌÏÖÉÍ E

0

1

=

Ker(E ! E

0

! E

0

=T

E

0

) É �ÏÌÕÞÉÍ p

E

0

1

� p

E

1

, ÔÁË ÞÔÏ E

1

ÎÅ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ). ðÏ

ÉÎÄÕË�ÉÉ �ÕÞÏË E

0

ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÅÊ èÁÒÄÅÒÁ{îÁÒÁÓÉÍÈÁÎÁ 0 � E

0

1

�

� � � � E

0

m

= E

0

. ðÏÌÏÖÉÍ E

i

= Ker(E ! E

0

! E

0

=E

0

i�1

). �ÏÇÄÁ E

i+1

=E

i

�

=

E

0

i

=E

0

i�1

�ÏÌÕÓÔÁÂÉÌÅÎ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ p

E

1

> p

E

2

=E

1

. îÏ ÅÓÌÉ

p

E

1

� p

E

2

=E

1

, ÔÏ p

E

1

� p

E

2

, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ �ÕÞËÁ E

1

. �

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ 0 = E

0

� E

1

� � � � � E

m�1

�

E

m

= E | ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑ èÁÒÄÅÒÁ{îÁÒÁÓÉÍÈÁÎÁ. ðÏÌÏÖÉÍ p

max

(E) = p

E

1

,

p

min

(E) = p

E

m

=E

m�1

.

ìÅÍÍÁ 15.21. åÓÌÉ E É F �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÙ É p

E

> p

F

, ÔÏ Hom(E;F ) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: �ÕÓÔØ 0 6= f 2 Hom(E;F ). �ÁË ËÁË F �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌÅÎ, p

Im f

�

p

F

< p

E

, ÚÎÁÞÉÔ p

E

< p

Ker f

, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉ E. �

ìÅÍÍÁ 15.22. åÓÌÉ p

min

(E) > p

max

(F ), ÔÏ Hom(E;F ) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÕÓÔØ 0 = F

0

� F

1

� � � � � F

l�1

� F

l

= F | ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑ

èÁÒÄÅÒÁ{îÁÒÁÓÉÍÈÁÎÁ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï m + l. åÓÌÉ m = l = 0 ÄÏËÁ-

ÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ m > 0 É �ÕÓÔØ 0 6= f 2 Hom(E;F ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ E

1

! E ! F ! F=F

l�1

. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 15.21 ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ,

�ÏÜÔÏÍÕ f(E

1

) � F

l�1

. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ E

1

! F

l�1

! F

l�1

=F

l�2

. óÏ-

ÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 15.21 ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, �ÏÜÔÏÍÕ f(E

1

) � F

l�2

. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÔÁË ÖÅ,

�ÏÌÕÞÁÅÍ f(E

1

) = 0. úÎÁÞÉÔ f �ÒÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ f

0

: E=E

1

! F . ðÒÉÍÅÎÑÑ

Ë f

0

�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ f

0

= 0, Á ÚÎÁÞÉÔ É f = 0. �

ðÕÓÔØ E

�

|ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑ èÁÒÄÅÒÁ{îÁÒÁÓÉÍÈÁÎÁ ÎÁ �ÕÞËÅ E, Á p| �ÒÉ×ÅÄÅÎ-

ÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ çÉÌØÂÅÒÔÁ (Ô.Å. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ

ÓÔÅ�ÅÎÉ n = dimX É ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ h

n

=n!). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ E

p

= E

k

,

ÇÄÅ k = maxfi j p

E

i

=E

i�1

� pg; É gr

HN

p

(E) = E

k

=E

k�1

, ÅÓÌÉ p

E

k

=E

k�1

= p.

ìÅÍÍÁ 15.23. ðÕÓÔØ f : E ! F | ÍÏÒÆÉÚÍ. �ÏÇÄÁ p(E

p

) � F

p

ÄÌÑ ×ÓÅÈ p.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ f

0

: E

p

! E ! F ! F=F

p

. ñÓÎÏ,

ÞÔÏ p

max

(E

p

) � p > p

min

(F=F

p

), ÚÎÁÞÉÔ f

0

= 0, ÔÏ ÅÓÔØ f(E

p

) � F

p

. �

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ: ðÕÓÔØ E

0

�

|ÄÒÕÇÁÑ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑ èÁÒÄÅÒÁ{

îÁÒÁÓÉÍÈÁÎÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ id : E ! E. �ÏÇÄÁ

E

p

= id(E

p

) � E

0

p

. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ E

0

p

� E

p

. úÎÁÞÉÔ E

p

= E

0

p

É ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ

ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. �



16. èÁÒÁËÔÅÒ ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÑ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r ÎÁ P

n

= P(V ), Á G

n

= Gr(2; V ) | ÇÒÁÓÓÍÁ-

ÎÉÁÎ �ÒÑÍÙÈ × P

n

. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ L 2 G

n

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÔÉ�

ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÑ a

E

(L) = (a

E

1

(L); : : : ; a

E

r

(L)) 2Z

r

| ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ �ÅÌÙÈ

ÞÉÓÅÌ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏE

jL

= O

L

(a

E

1

(L))�� � ��O

L

(a

E

r

(L)). îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅZ

r

××ÏÄÉÔÓÑ

ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ �ÏÒÑÄÏË É a

E

:= minfa

E

(L) j L 2 G

n

g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ

ÔÉ�ÏÍ ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÑ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U

E

� G

n

ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ L 2 U

E

ÉÍÅÅÍ a

E

(L) = a

E

, Á ÄÌÑ L 62 U

E

ÉÍÅÅÍ a

E

(L) > a

E

.

ðÕÓÔØ F

n

= f(x; L) 2 P

n

� G

n

j x 2 Lg | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÆÌÁÇÏ×. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

ÞÅÒÅÚ p : F

n

! P

n

É q : F

n

! G

n

| �ÒÏÅË�ÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ V

E

:= p(q

�1

(U

E

)) �

P

n

| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË x 2 P

n

, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ �ÒÑÍÁÑ

Ó ÏÂÝÉÍ ÔÉ�ÏÍ ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÑ. ïÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÏÔËÒÙÔÏ × P

n

.

�ÅÏÒÅÍÁ 16.1. ðÕÓÔØ a

E

= (a

1

; : : : ; a

r

) | ÏÂÝÉÊ ÔÉ� ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏ-

ÅÎÉÑ E ÒÁÎÇÁ r ÎÁ P

n

. åÓÌÉ a

s

� a

s+1

� 2 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ 1 � s � r � 1, ÔÏ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄ�ÕÞÏË F � E, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÎÁ V

E

ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ

× E É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ L 2 U

E

ÉÍÅÅÍ F

jL

�

=

O

L

(a

1

)� � � � � O

L

(a

s

).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÄÌÉÎÎÏÅ | ÒÁÚÏÂßÅÍ ÅÇÏ ÎÁ ÎÅ-

ÓËÏÌØËÏ ÛÁÇÏ×. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, �ÏÄËÒÕÞÉ×ÁÑ �ÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ E, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ-

ÔÁÔØ, ÞÔÏ a

1

� � � � � a

s

= 0 É �2 � a

s+1

� � � � � a

r

.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

e

U

E

= q

�1

(U

E

) � F

n

, Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ L 2 G

n

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ

e

L = q

�1

(L). �ÏÇÄÁ

e

U

E

� F

n

| ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Á

e

L ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ

�ÒÏÅË�ÉÅÊ p Ó �ÒÑÍÏÊ L � P

n

. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ p

�

E ÎÁ F

n

, ÍÏÒÆÉÚÍ

� : q

�

q

�

p

�

E ! p

�

E. É ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ

~

F = Im� � E.

ìÅÍÍÁ 16.2. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å

e

U

E

ÍÏÒÆÉÚÍ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

ÒÁÎÇÁ s. åÇÏ ÏÂÒÁÚ

~

F �ÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ �ÒÑÍÕÀ

e

L = q

�1

(L), L 2 U

E

, ÒÁ×ÅÎ

�ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ O

e

L

(a

1

) � � � � � O

e

L

(a

s

) � O

e

L

(a

1

) � � � � � O

e

L

(a

r

).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: q

�

q

�

p

�

E

j

e

U

E

= q

�

q

�

(p

�

E

j

e

U

E

). �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÌÏÓËÏÊ ÚÁÍÅÎÅ

ÂÁÚÙ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, 8L 2 U

E

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× H

i

(q

�1

(L); p

�

E

jq

�1

(L)

)

�ÏÓÔÏÑÎÎÙ (ÏÎÉ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ a

E

(L) = a

E

), �ÏÜÔÏÍÕ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÏÌÕÎÅ-

�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ q

�

(p

�

E

j

e

U

E

) | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, Á ÅÇÏ ÓÌÏÊ × ÔÏÞËÅ L 2 U

E

ÒÁ×ÅÎ

H

0

(

e

L; p

�

E

j

e

L

) = H

0

(

e

L;O

e

L

(a

1

) � � � � � O

e

L

(a

r

)) = H

0

(

e

L;O

e

L

(a

1

) � � � � � O

e

L

(a

s

)):

�ÁË ËÁË ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ O

e

L

(a

1

) � � � � � O

e

L

(a

s

) �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉ-

ÑÍÉ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ

~

F

j

e

L

= O

e

L

(a

1

) � � � � � O

e

L

(a

s

) � p

�

E

j

e

L

. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

~

F

j

e

U

E

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÒÁÎÇÁ s × p

�

E

j

e

U

E

. �

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

~

Q = p

�

E=

~

F . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X = F

n

n S(

~

Q) � F

n

| ÏÔËÒÙÔÏÅ

�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ �ÕÞÏË

~

Q ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ (É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ

~

F Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ × p

�

E). ñÓÎÏ, ÞÔÏ

e

U

E

� X. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Y = p(X) � P

n

.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ Y ÏÔËÒÙÔÏ × P

n

É V

E

� Y . úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ 
odim

P

n

(P

n

nY ) � 2.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, V

E

, Á ÚÎÁÞÉÔ É Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÒÑÍÕÀ, Á ÅÓÌÉ 
odim(P

n

n Y ) � 1,

ÔÏ P

n

n Y �ÅÒÅÓÅËÁÌÏÓØ ÂÙ Ó ÌÀÂÏÊ �ÒÑÍÏÊ × P

n

.

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y 2 Y ÓÌÏÊ X \ p

�1

(y) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÕÓÔÙÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ

�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × p

�1

(y)

�

=

P

n�1

, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ X \ p

�1

(y) Ó×ÑÚÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ

ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ T

X

! p

�

T

Y

| ÓÀÒßÅË�ÉÑ (ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ p : X ! Y

1



2

| ÓÕÂÍÅÒÓÉÑ) ÓÏ Ó×ÑÚÎÙÍÉ ÓÌÏÑÍÉ. îÁÛÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ �ÅÌØ | �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ F

0

ÎÁ Y , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ

~

F

jX

�

=

p

�

F

0

. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ �ÏÎÁ-

ÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ Ï Ó�ÕÓËÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ T

X=Y

:= Ker(T

X

! p

�

T

Y

) |

ÏÔÎÓÉÔÅÌØÎÏÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 16.3. ðÕÓÔØ p : X ! Y | ÓÕÂÍÅÒÓÉÑ ÓÏ Ó×ÑÚÎÙÍÉ ÓÌÏÑÍÉ, E | ÒÁÓÓÌÏ-

ÅÎÉÅ ÎÁ Y , Á

~

F � p

�

E | �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. åÓÌÉ Hom(T

X=Y

;Hom(

~

F; p

�

E=

~

F )) = 0,

ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ F � E ÎÁ Y , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ

~

F = p

�

F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÕÓÔØ r(

~

F ) = s. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ

Gr

Y

(s; E). üÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÓËÌÅÅÎÎÏÅ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ U

i

� Gr(s; r), (ÚÄÅÓØ

fU

i

g | ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀÝÅÅ �ÏËÒÙÔÉÅ ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E, Á r = r(E)) Ó �ÏÍÏÝØÀ

ËÏ�ÉËÌÁ, ÚÁÄÁÀÝÅÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E × �ÏËÒÙÔÉÉ fU

i

g, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË �ÒÏ-

ÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ P

Y

(E) ÓËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ U

i

� P

r�1

. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

ÉÍÅÅÍ �ÒÏÅË�ÉÀ � : Gr

Y

(s; E)! Y , ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ y 2 Y |ÜÔÏ ÇÒÁÓ-

ÓÍÁÎÉÁÎ Gr(s; E

y

). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ �

�

E ÎÁ Gr

Y

(s; E) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁ×ÔÏ-

ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ S � �

�

E ÒÁÎÇÁ s, ËÏÔÏÒÏÅ ÓËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉ-

ÞÅÓËÉÈ �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ Gr(s; r), �ÏÄÎÑÔÙÈ ÎÁ U

i

�Gr(s; r). ÷ ÓÌÕÞÁÅ s = 1 ÔÁ×-

ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ O

P

Y

(E)=Y

(�1).

åÓÌÉ f : Y ! Gr

Y

(s; E) | ÓÅÞÅÎÉÅ �ÒÏÅË�ÉÉ � (ÔÏ ÅÓÔØ � Æ f = id

Y

), ÔÏ

f

�

S � f

�

�

�

E = E | �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ s. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ F � E | �ÏÄÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ s, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Y ! Gr

Y

(s; E), y 7! F

y

2 Gr(s; E

y

) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÓÅÞÅÎÉÅÍ �ÒÏÅË�ÉÉ �. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÂÉÅË�ÉÑ ÍÅÖÄÕ

ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ F � E ÒÁÎÇÁ s É ÓÅÞÅÎÉÊ f : Y ! Gr

Y

(s; E)

�ÒÏÅË�ÉÉ �.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Gr

Y

(s; E) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ, ÓÏ�Ï-

ÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÓÈÅÍÅ S ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÁÒ (�; F ), ÇÄÅ � : S ! Y | ÍÏÒÆÉÚÍ, Á

F � �

�

E | �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ s. þÔÏ ÂÕÄÅÔ \ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÏÂßÅËÔÏÍ"?

éÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ F � E, ÎÁÍ ÎÁÄÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÅÞÅ-

ÎÉÅ f : Y ! Gr

Y

(s; E) �ÒÏÅË�ÉÉ � : Gr

Y

(s; E) ! Y . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÍ ÄÁÎÏ

�ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

~

F � p

�

E, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ

~

f : X ! Gr

X

(s; p

�

E) �ÒÏÅË�ÉÉ

~� : Gr

X

(s; p

�

E) ! X. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ

~

F = p

�

F ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ

~p Æ

~

f = f Æ p, ÇÄÅ ~p : Gr

X

(s; p

�

E)! Gr

Y

(s; E) | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Gr

X

(s; p

�

E)

�

=

Gr

Y

(s; E) �

Y

X É p Æ ~� =

� Æ ~p. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ~p

�

S � ~p

�

�

�

E = ~�

�

p

�

E | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ

Gr

X

(s; p

�

E).

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÄÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍ f

0

= ~p Æ

~

f : X ! Gr

Y

(s; E), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

� Æ f

0

= � Æ ~p Æ

~

f = p Æ ~� Æ

~

f = p, É ÎÁÍ ÎÁÄÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f

0

= f Æ p ÄÌÑ

ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ f : Y ! Gr

Y

(s; E) (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ � Æ f Æ p = � Æ f

0

= p,

�ÏÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ p Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ �ÏÌÕÞÁÅÍ � Æ f = id

Y

).

X

p %%KKKKKK

f

0

//
Gr

Y

(s; E)

�yyssssss

Y

f

99

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÅ f

0

�ÏÓÔÏÑÎÎÏ ÎÁ ÓÌÏÑÈ ÍÏÒÆÉÚÍÁ p. á ÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ f

0

�ÏÓÔÏÑÎÎÏ ÎÁ ÓÌÏÑÈ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ f

0

×ÄÏÌØ ÓÌÏÅ×



3

ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ (ÔÁË ËÁË ÓÌÏÉ Ó×ÑÚÎÙ!). îÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ×ÄÏÌØ ÓÌÏÅ× | ÜÔÏ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÅ d

X=Y

f

0

: T

X=Y

! f

0

�

T

Gr

Y

(s;E)=Y

, �ÏÜÔÏÍÕ, ××ÉÄÕ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

f

0

�

Hom(S; �

�

E=S)

�

=

Hom(f

0

�

S; f

0

�

�

�

E=f

0

�

S)

�

=

Hom(

~

F ; p

�

E=

~

F )

(Ô.Ë. ~p

�

S � ~p

�

�

�

E = ~�

�

p

�

E | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ

Gr

X

(s; p

�

E), ÔÏ f

0

�

S =

~

f

�

~p

�

S =

~

F ) ÏÓÔÁÅÔÓÑ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÌÅÍÍÏÊ. �

ìÅÍÍÁ 16.6. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T

Gr

Y

(s;E)=Y

ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ Hom(S; �

�

E=S).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: îÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ U

i

�Gr(s; r) ÉÍÅÅÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍ T

U

i

�Gr(s;r)

�

=

T

U

i

� T

Gr(s;r)

. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, T

Gr(s;r)

= Hom(S;O

r

=S), ÇÄÅ

S � O

r

| ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ Gr(s; r). úÁ�ÉÛÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0!Hom(S;O

r

=S)! T

U

i

�Gr(s;r)

! T

U

i

! 0:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÉ Gr

Y

(s; E) ÉÚ U

i

�Gr(s; r), ÔÁËÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0!Hom(S; �

�

E=S)! T

Gr

Y

(s;E)

! �

�

T

Y

! 0;

ËÏÔÏÒÁÑ É ÄÁÅÔ ÉÓËÏÍÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. �

þÔÏÂÙ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ 16.3 × ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ÎÁÄÏ Ï�ÉÓÁÔØ T

F

n

=P

n
É

Hom(

~

F; p

�

E=

~

F ). äÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ T

F

n

=P

n
�ÏÌÅÚÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.7. F

n

�

=

P

P(V )

(V 
 O=O(�1)). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ çÒÏ-

ÔÅÎÄÉËÁ O

P

P(V)

(V
O=O(�1))=P(V )

(�1) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ q

�

L=p

�

O(�1). ÷

ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ T

F

n

=P(V)

�

=

Hom(q

�

L=p

�

O(�1); V 
 O

F

n

=q

�

L).

ìÅÍÍÁ 16.8. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T

F

n

=P

n ÎÁ �ÒÑÍÕÀ

e

L = q

�1

(L) ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ V=L
 O

e

L

(�1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ q

�

L

j

e

L

ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ L
O

e

L

,

Á p

�

O(�1)

�

=

O

e

L

(�1). ðÏÜÔÏÍÕ q

�

L=p

�

O(�1) = L 
 O

e

L

=O

e

L

(�1)

�

=

O

e

L

(1), Á

(V 
 O

F

n

=q

�

L)

j

e

L

= V 
 O

e

L

=L 
 O

e

L

�

=

(V=L) 
 O

e

L

. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ

T

F

n

=P

n

j

e

L

�

=

Hom(O

e

L

(1); V=L
O

e

L

)

�

=

V=L
O

e

L

(�1). �

ìÅÍÍÁ 16.9. åÓÌÉ L 2 U

E

, ÔÏ Hom(

~

F ; p

�

E=

~

F )

j

e

L

�

=

�

k�s;l�s+1

O

e

L

(a

l

� a

k

).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï:

~

F

j

e

L

�

=

�

k�s

O

e

L

(a

k

), Á (p

�

E=

~

F )

j

e

L

�

=

�

l�s+1

O

e

L

(a

k

). �

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ �ÒÉ l � s + 1, k � s ÉÍÅÅÍ a

l

� a

k

� �2, �ÏÜÔÏÍÕ

×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ T

X=Y

!Hom(

~

F ; p

�

E=

~

F ) ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ �ÒÑÍÙÈ

e

L,

Á ÚÎÁÞÉÔ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ ÎÁ q

�1

(U

E

), Á ÚÎÁÞÉÔ É ÎÁ X, ÔÁË ËÁË q

�1

(U

E

) �ÌÏÔÎÏ

× X. úÎÁÞÉÔ

~

F

jX

�

=

p

�

F

0

, ÇÄÅ F

0

| �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ × E

jY

. ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ

�ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ F

0

� E

jY

ÄÏ �ÏÄ�ÕÞËÁ ÎÁ ×ÓÅÍ P

n

. íÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å

�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ �ÕÞÏË F = j

�

F

0

, ÇÄÅ j : Y ! P

n

| ×ÌÏÖÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 16.10. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÕÞËÁ G ÎÁ Y ÉÍÅÅÍ j

�

j

�

G

�

=

G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÅÓÌÉ U � Y | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ, ÔÏ

j(U ) = U É (j

�

j

�

G)(U ) = (j

�

G)(j(U ))


O(j(U))

O(U ) = (j

�

G)(j(U )) = G(U ). �

ìÅÍÍÁ 16.11. éÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ j

�

O

Y

�

=

O

P

n

, j

�

j

�

E

�

=

E.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓÅÞÅÎÉÑ �ÕÞËÁ j

�

O

Y

ÎÁÄ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×ÏÍ U � P

n

| ÜÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ Y \ U . îÏ 
odim(P

n

n Y ) � 2, �Ï-

ÜÔÏÍÕ ×ÓÑËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ Y \ U �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ U . äÁÌÅÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

(j

�

j

�

E)(U ) = j

�

E(Y \ U ) = E(Y \ U ) 


O(U)

O(Y \ U ) = E(Y \ U ), �ÏÜÔÏÍÕ

ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ E ! j

�

j

�

E ÎÁÄ ÏÔËÒÙÔÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ U � P

n

ÅÓÔØ

ÍÏÒÆÉÚÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ E(U )! E(Y \U ). �ÁË ËÁË ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

| ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÆÕÎË�ÉÊ, Á ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØ, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ E ! j

�

j

�

E

ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎ ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÁË ËÁË E ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ. �

éÔÁË, F

0

� E

jY

= j

�

E, ÚÎÁÞÉÔ F := j

�

F

0

� j

�

j

�

E

�

=

E, �ÒÉÞÅÍ ÉÍÅÅÍ

j

�

F = j

�

j

�

F

0

�

=

F

0

�ÏÜÔÏÍÕ F | ÉÓËÏÍÙÊ �ÏÄ�ÕÞÏË. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

õËÁÖÅÍ ×ÎÁÞÁÌÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ë ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.12. (1) åÓÌÉ E | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P

n

ÒÁÎÇÁ r

É ÔÉ�Á a

E

= (a

1

; : : : ; a

r

) É a

s

� a

s+1

� 2, ÔÏ E | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÔÉ�Á (a

1

; : : : ; a

s

) É (a

s+1

; : : : ; a

r

). (2) åÓÌÉ E | ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÅ ÒÁ×-

ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P

n

ÒÁÎÇÁ n, ÔÏ a

s

� a

s+1

� 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ 1 � s � n � 1,

ÇÄÅ a

E

= (a

1

; : : : ; a

n

) | ÔÉ� ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E. (3)

�

åÓÌÉ E | ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÅ ÒÁ×-

ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P

2

, ÔÏ E

�

=

T (a).

�Å�ÅÒØ �ÒÉÍÅÎÉÍ ÎÁÛÕ ÔÅÏÒÅÍÕ Ë �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 16.13. åÓÌÉ E | �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P

n

ÒÁÎÇÁ r, Ó

ÏÂÝÉÍ ÔÉ�ÏÍ ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÑ (a

1

; : : : ; a

r

), ÔÏ a

s

�a

s+1

� 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ 1 � s � r�1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: �ÕÓÔØ a

s

� a

s+1

� 2. ðÏÓÔÒÏÉÍ �ÏÄ�ÕÞÏË F ËÁË × ÔÅÏÒÅÍÅ.

÷ ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÏ× þÖÅÎÑ ÉÍÅÅÍ 


1

(F ) = 


1

(F

jL

) = a

1

+ � � �+a

s

,

�ÏÜÔÏÍÕ �(F ) � (a

1

+ � � �+ a

s

)=s > (a

1

+ � � �+ a

r

)=r = 


1

(E)=r = �(E). �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 16.14 (çÒÁÕÜÒÔ{íÀÌÉÈ). åÓÌÉ E | �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÎÏÒÍÁÌÉÚÏ-

×ÁÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P

n

ÒÁÎÇÁ 2, ÔÏ a

E

= (0; 0) ÉÌÉ a

E

= (0;�1).

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ñ×ÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Ï S

E

� G

n

�ÒÑÍÙÈ �ÏÄÓËÏËÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E.

ìÅÍÍÁ 16.15. íÎÏÖÅÓÔ×Ï S

E

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉ×ÉÚÏÒÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ



2

(E) × G

n

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÌÕÞÁÊ n = 2. �ÏÇÄÁ G

2

�

=

P

2

, Á

F

2

� P

2

� G

2

| ÄÉ×ÉÚÏÒ ÓÔÅ�ÅÎÉ (1; 1), ÔÁË ÞÔÏ ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÔØ 0 ! O(�1;�1) ! O ! i

�

O

F

2

! 0, ÇÄÅ i : F

2

! P

2

� G

2

| ×ÌÏÖÅ-

ÎÉÅ. ðÕÓÔØ ~p É ~q | �ÒÏÅË�ÉÉ P

2

� G

2

ÎÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÔÁË ÞÔÏ p = ~p Æ i,

q = ~q Æ i. úÎÁÞÉÔ q

�

p

�

(E(�1))

�

=

~q

�

i

�

i

�

~p

�

(E(�1))

�

=

~q

�

(~p

�

E(�1) 
 i

�

O

F

2

). úÁÍÅ-

ÔÉÍ, ÞÔÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÌÏÓËÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ R

i

~q

�

(~p

�

E(�1)) = H

i

(E(�1))
O

G

2

,

R

i

~q

�

(~p

�

E(�1) 
 O(�1;�1)) = H

i

(E(�2)) 
 O

G

2

(�1). ðÏÌØÚÕÑÓØ �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØ-

ÎÏÓÔØÀ E É Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØÀ óÅÒÒÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ H

0

(E(�1)) = H

0

(E(�2)) = 0,

H

2

(E(�1)) = H

2
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17. ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ âÅÊÌÉÎÓÏÎÁ.

ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ âÅÊÌÉÎÓÏÎÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÒÁÚÉÔØ �ÒÏÉÚ-
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= 0 �ÒÉ r � 0, ÔÏ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑ Z

p;q

r

ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ, Ô.Å. �ÒÉ

r� 0 ÉÍÅÅÍ Z

p;q

r

= Z

p;q

r+1

(ÅÓÌÉ F

p+r

K

p+q+1

= 0, ÔÏ Z

p;q

r

= F

p

K

p+q

\Ker d).

ìÅÍÍÁ 17.4. éÍÅÅÍ Z

p;q

r

� Z

p�1;q+1

r+1

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, Z

p;q

r

= F

p

K

p+q

\ d

�1

(F

p+r

K

p+q+1

), Á

Z

p�1;q+1

r+1

= F

p�1

K

p+q

\ d

�1

(F

p+r

K

p+q+1

). �

ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØ

E

p;q

r

= Z

p;q

r

=(Z

p+1;q�1

r�1

+ dZ

p�r+1;q+r�2

r�1

):

ìÅÍÍÁ 17.5. éÍÅÅÍ E

p;q

1

= H

p+q

(G

p

F

K

�

).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

E

p;q

1

= fx 2 F

p

K

p+q

j dx 2 F

p+1

K

p+q+1

g=(F

p+1

K

p+q

+ dF

p

K

p+q�1

):

÷ÓÑËÏÍÕ x 2 E

p;q

1

ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ �x 2 F

p

K

p+q

=F

p+1

K

p+q

= G

p

F

K

p+q

.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ d(�x) = 0, ÔÁË ËÁË dx 2 F

p+1

K

p+q+1

. �Ï ÅÓÔØ �x 2 Ker d. ðÒÉ ÜÔÏÍ

ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ �Ï dF

p

K

p+q�1

× Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ E

p;q

1

�ÒÅ×ÒÁÝÁÑÅÔÓÑ × ÆÁËÔÏÒÉÚÁ-

�ÉÀ �Ï Imd × G

p

F

K

p+q

. �

ìÅÍÍÁ 17.6. d ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ d

p;q

r

: E

p;q

r

! E

p+r;q�r+1

r

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÕÓÔØ x 2 Z

p;q

r

. �ÏÇÄÁ dx 2 F

p+r

K

p+q

�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,

�ÒÉÞÅÍ ddx = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ddx 2 F

p+2r

K

p+q+1

, ÔÁË ÞÔÏ dx 2 Z

p+r;q�r+1

r

. ðÒÉ

ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ x 2 Z

p+1;q�1

r�1

, ÔÏ dx 2 dZ

p+1;q�1

r�1

= dZ

(p+r)�r+1;(q�r+1)+r�2

r�1

, Á ÅÓÌÉ

x 2 dZ

p�r+1;q+r�2

r�1

, ÔÏ dx = 0. �ÁË ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒ

d

p;q

r

: E

p;q

r

! E

p+r;q�r+1

r

. åÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. �

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d

p;q

1

: E

p;q

1

! E

p+1;q

1

ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ Ó×Ñ-

ÚÙ×ÁÀÝÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ � : H

p+q

(G

p

F

K

�

) ! H

p+q+1

(G

p+1

F

K

�

) ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÊ ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×

0! G

p+1

F

K

�

! F

p

K

�

=F

p+2

K

�

! G

p

F

K

�

! 0.

ìÅÍÍÁ 17.8. Ker d

p;q

r

= Imd

p�r;q+r�1

r

�

=

E

p;q

r+1

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÕÓÔØ �x 2 E

p;q

r

, Á x 2 Z

p;q

r

| ÅÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ. åÓÌÉ

d

p;q

r

�x = 0 × E

p+r;q�r+1

r

, ÔÏ dx 2 Z

p+r;q�r+1

r

ÌÅÖÉÔ × Z

p+r+1;q�r

r�1

+ dZ

p+1;q�1

r�1

.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÅÎÑÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ x ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ Z

p+1;q�1

r�1

ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ

dx 2 Z

p+r+1;q�r

r�1

� F

p+r+1

K

p+q+1

. úÎÁÞÉÔ x 2 Z

p;q

r+1

. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ËÌÁÓÓ

�(�x) 2 E

p;q

r+1

. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : Ker d

p;q

r

! E

p;q

r+1

.

ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ. åÓÌÉ x

0

2 Z

p;q

r

| ÄÒÕÇÏÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ �x, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ dx

0

2

Z

p+r+1;q�r

r�1

. �ÏÇÄÁ x � x

0

ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ y

1

+ y

2

, ÇÄÅ y

1

2 Z

p+1;q�1

r�1

,

y

2

2 dZ

p�r+1;q+r�2

r�1

. �ÏÇÄÁ dy

1

= d(y

1

+y

2

) = d(x�x

0

) = dx�dx

0

2 Z

p+r+1;q�r

r�1

�

F

p+r+1

K

p+q+1

. ðÒÉ ÜÔÏÍ y

1

2 F

p+1

K

p+q

, �ÏÜÔÏÍÕ y

1

2 Z

p+1;q�1

r

. ó ÄÒÕÇÏÊ

ÓÔÏÒÏÎÙ, y

2

2 dZ

p�r;q+r�1

r

�Ï ÌÅÍÍÅ 17.4. úÎÁÞÉÔ �(x� x

0

) = 0.



3

ñÄÒÏ. ðÕÓÔØ �(�x) = 0. úÎÁÞÉÔ x 2 Z

p+1;q�1

r

+ dZ

p�r;q+r�1

r

. úÁÍÅÔÉÍ,

ÞÔÏ Z

p+1;q�1

r

� Z

p+1;q�1

r�1

, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x 2 dZ

p�r;q+r�1

r

. îÏ

ÔÏÇÄÁ x 2 Imd

p�r;q+r�1

r

. é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ �x = d

p�r;q+r�1

r

(�y), ÔÏ x = dy,

y 2 Z

p�r;q+r�1

r

, �ÏÜÔÏÍÕ �(�x) = 0.

ïÂÒÁÚ. ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × E

p;q

r+1

É �ÏÄÎÉÍÅÍ ÅÇÏ × Z

p;q

r+1

. �ÁË

ËÁË Z

p;q

r+1

� Z

p;q

r

, �ÏÌÕÞÉÍ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ x 2 Z

p;q

r

, Á ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ

ÕÓÌÏ×ÉÅ dx 2 F

p+r+1

K

p+q+1

ÄÁÓÔ d

p;q

r

(�x) = 0. úÎÁÞÉÔ � ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ. �

îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ É ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ F

�

K

�

ÎÁ ËÁÖÄÏÍ

ÞÌÅÎÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ K ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁ�ÉÑ ÇÒÕ�� Z

p;q

r

ÄÌÑ ×ÓÅÈ p; q, Á ÚÎÁÞÉÔ É

ÇÒÕ�� E

p;q

r

. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Z

p;q

1

É E

p;q

1

ÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ E

n

:= H

n

(K

�

). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F

i

E

n

� E

n

ÏÂÒÁÚ

H

n

(F

i

K

�

) × H

n

(K

�

).

�ÅÏÒÅÍÁ 17.9. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑ F

�

K

�

ËÏÎÅÞÎÁ É ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ ÎÁ

ËÁÖÄÏÍ ÞÌÅÎÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ K. �ÏÇÄÁ E

p;q

1

�

=

F

p

E

p+q

=F

p+1

E

p+q

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÒÉ r � 0 ÉÍÅÅÍ

Z

p;q

r

= F

p

K

p+q

\ d

�1

(F

p+r

K

p+q+1

) = F

p

K

p+q

\ d

�1

(0);

dZ

p�r+1;q+r�2

r�1

= d(F

p�r+1

K

p+q�1

\ d

�1

(F

p

K

p+q

)) = d(K

p+q�1

) \ F

p

K

p+q

:

ðÏÜÔÏÍÕ E

p;q

1

= (F

p

K

p+q

\Ker d)=(F

p+1

K

p+q

\Ker d+ F

p

K

p+q

\ Imd).

ðÕÓÔØ �x 2 F

p

E

p+q

. ðÕÓÔØ x 2 H

p+q

(F

p

K

�

) | ÅÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ. úÎÁÞÉÔ

x 2 F

p

K

p+q

, dx = 0. úÎÁÞÉÔ x 2 Z

p;q

1

. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(�x) ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ × E

p;q

1

.

ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ. åÓÌÉ x

0

| ÄÒÕÇÏÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ, ÔÏ x� x

0

2 F

p

K

p+q

\ Imd,

�ÏÜÔÏÍÕ �(x

0

) = �(x).

ñÄÒÏ. ðÕÓÔØ �(�x) = 0. úÎÁÞÉÔ x = x

1

+ x

2

, ÇÄÅ x

1

2 F

p+1

K

p+q

\ Ker d,

x

2

2 F

p

K

p+q

\ Imd. îÏ ÔÏÇÄÁ �x = �x

1

2 F

p+1

E

p+q

. ðÏÜÔÏÍÕ Ker � = F

p+1

E

p+q

.

ïÂÒÁÚ. óÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. �

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÔÁË: Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó �ÅÒ×ÙÍ ÞÌÅÎÏÍ E

p;q

1

= H

p+q

(G

p

F

K

�

) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë E

n

= H

n

(K

�

),

ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ E

p;q

1

= H

p+q

(G

p

F

K

�

) =) E

n

= H

n

(K

�

).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó×ÑÚÁÎÎÕÀ Ó ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÅÊ

ÔÏÔÁÌØÎÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓÁ.

�ÅÏÒÅÍÁ 17.10. åÓÌÉ 8n 2 Zfp 2 Zj C

p;n�p

6= 0g ËÏÎÅÞÎÏ (ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÂÉ-

ËÏÍ�ÌÅËÓÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

ÓÏ ×ÔÏÒÙÍ ÞÌÅÎÏÍ E

p;q

2

= H

p

d

0

(H

q

d

00

(C

�;�

)), ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë E

n

= H

n

(Tot(C

�;�

)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÀ F

0

ÎÁ K

�

= Tot(C

�;�

). �ÏÇÄÁ

E

p;q

1

= H

p+q

(G

p

F

0

K

�

) = H

p+q

(C

p;�

[�p℄; (�1)

p

d

00

) = H

q

d

00

(C

p;�

). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅ-

ÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ d

p;q

1

ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏÍ d = d

0

+ (�1)

p

d

00

ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÎÁ E

p;q

1

Ó d

0

. �

�ÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÕÑ ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ×ÔÏÒÕÀ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ E

p;q

2

= H

q

d

00

(H

p

d

0

(C

�;�

)), ËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÖÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë E

n

= H

n

(Tot(C

�;�

)).

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÎÁÕËÕ Ï Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÉÔÕÁ-

�ÉÉ. ðÕÓÔØ F |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉX, � � � ! F

�2

! F

�1

!

F

0

! F ! 0 | ÅÇÏ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ, Á f : X ! Y | ÍÏÒÆÉÚÍ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÅ

�ÏËÒÙÔÉÅ X ÎÁÄ Y É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓ C

p;q

= f

�

(C

q

F

p

), × ËÏÔÏÒÏÍ d

00

| ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ þÅÈÁ, Á d

0

| ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏÍ × ËÏÍ�ÌÅËÓÅ F

�

.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓÁ.



4

ìÅÍÍÁ 17.11. H

q

d

00

(H

p

d

0

(C

�;�

)) =

(

R

q

f

�

(F ); p = 0

0; p 6= 0

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, H

p

d

0

(C

�;q

) = f

�

(C

q

H

p

(F

�

)

) ÔÁË ËÁË C

q

(�)

|

ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. îÏ H

p

(F

�

) = F �ÒÉ p = 0 É ÎÕÌÀ ÉÎÁÞÅ. �

éÚ ÌÅÍÍÙ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ E

n

= R

n

f

�

(F ).

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 17.12. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó �ÅÒ×ÙÍ

ÞÌÅÎÏÍ E

p;q

1

= R

q

f

�

F

p

, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë E

n

= R

n

f

�

(F ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, H

q

d

00

(C

p;�

) = R

q

f

�

(F

p

). �

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.13. (1) ðÕÓÔØ F

�

| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ �ÕÞËÏ× ÎÁ X.

ðÏÓÔÒÏÊÔÅ Ä×Å Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ:

0

E

p;q

2

= R

q

f

�

(H

p

(F

�

)) É

00

E

p;q

1

= R

q

f

�

(F

p

), ËÏÔÏÒÙÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ (Ë n-ÍÕ ÇÉ�ÅÒ�ÒÑÍÏÍÕ

ÏÂÒÁÚÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ). (2) ðÕÓÔØ X

f

! Y

g

! Z É F | �ÕÞÏË ÎÁ X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ E

p;q

2

= R

q

g

�

(R

p

f

�

(F )), ËÏÔÏÒÁÑ

ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë R

n

(g Æ f)

�

(F ).

÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ×

ÏÞÅÎØ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ X = P

n

�P

n

. ðÕÓÔØ �

1

; �

2

: X ! P

n

| �ÒÏÅË�ÉÉ. âÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �

�

1

F 
 �

�

2

G ÞÅÒÅÚ F � G. òÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ �ÕÞÏË O(1) � T (�1) É ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÅ s, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÍÏÒÆÉÚÍÕ

O(�1) �O ! V 
 (O �O)!O � T (�1).

ìÅÍÍÁ 17.14. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÅÑ s | ÄÉÁÇÏÎÁÌØ �(P

n

) � P

n

�P

n

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÷ÏÚØÍÅÍ ÔÏÞËÕ (v; w) 2 P

n

�P

n

. îÁÄ ÎÅÊ ÓÅÞÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ

ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ C v ! V ! V=Cw, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ �ÒÉ v = w. �

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(P

n

) = fs = 0g ËÁË ÓÈÅÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ

J

�(P

n

)

= Im(
O(�1) � 


1

(1)

s

//
O ).

ðÏÓËÏÌØËÕ r(O(1)�T (�1)) = n = 
odim�(P

n

), ÚÎÁÞÉÔ ÓÅÞÅÎÉÅ s ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ,

É �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ëÏÛÕÌÑ

0!O(�n) �


n

(n)! � � � ! O(�1)� 


1

(1)!O � O ! �

�

O

P

n

! 0:

ïÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �ÕÞÏË

F ÎÁ P

n

É ÄÏÍÎÏÖÉÍ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÎÁ �

�

1

F .

ìÅÍÍÁ 17.16. éÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �

�

1

F 
 (O(�p) � 


p

(p))

�

=

F (�p) � 


p

(p),

�

�

1

F 
�

�

O

P

n

�

=

�

�

F , �ÒÉÞÅÍ ×ÙÓÛÉÅ Tor-Ù ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÅÒ×ÏÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ÷ÔÏÒÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÒÏÅË�ÉÉ

�

�

1

F 
�

�

O

P

n

�

=

�

�

(�

�

�

�

1

F ), ÔÁË ËÁË �

1

Æ� = id

P

n

. �

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ �ÕÞËÁ �

�

F :

0! F (�n)�


n

(n)! � � � ! F (�1)�


1

(1)! F � O ! �

�

F ! 0:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÑ �

2�

.

ìÅÍÍÁ 17.17. éÍÅÅÍ R

q

�

2�

(F (�p)�


p

(p))

�

=

H

q

(P

n

; F (�p))



p

(p), Á ÔÁËÖÅ

R

q

�

2�

�

�

F

�

=

F �ÒÉ q = 0 É ÎÕÌÀ ÉÎÁÞÅ.



5

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÅÒ×ÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÌÏÓËÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÙ. ÷ÔÏÒÏÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,

ÔÁË ËÁË �

2

Æ� = id

P

n

. �

ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÅ �ÕÞËÁ �

�

F Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 17.12, �ÏÌÕÞÁÅÍ.

�ÅÏÒÅÍÁ 17.18 (âÅÊÌÉÎÓÏÎ). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

E

p;q

1

= H

q

(P

n

; F (p))
 


�p

(�p) =) E

0

= F , E

6=0

= 0 (�n � p � 0).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÏÍÎÏÖÁÑ ÒÅÚÏÌ×ÅÎÔÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÎÁ �

�

2

É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ Ó�ÅË-

ÔÒÁÌØÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÑ �

1�

�ÏÌÕÞÁÅÍ

�ÅÏÒÅÍÁ 17.19 (âÅÊÌÉÎÓÏÎ). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

E

p;q

1

= H

q

(P

n

; F 



�p

(�p))
 O(p) =) E

0

= F , E

6=0

= 0 (�n � p � 0).

ðÒÉÍÅÎÉÍ ×ÔÏÒÕÀ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ âÅÊÌÉÎÓÏÎÁ × ÓÌÕÞÁÅ

�ÕÞËÁ ÎÁ P

1

. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ P

1

ÉÍÅÅÍ 


1

(1)

�

=

O(�1), �ÏÜÔÏÍÕ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

E

�;�

1

=

8

>

<

>

:

H

1

(P

1

; F (�1))
 O(�1)

d

1

//

H

1

(P

1

; F )
O

H

0

(P

1

; F (�1))
 O(�1)

d

1

//

H

0

(P

1

; F )
O

9

>

=

>

;

É × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÔÏÇÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! H

0

(P

1

; F (�1))
O(�1)! H

0

(P

1

; F )
 O ! F !

! H

1

(P

1

; F (�1))
O(�1)! H

1

(P

1

; F )
 O ! 0:

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÜÔÕ ÖÅ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ë �ÕÞËÕ ÉÄÅÁÌÏ×

ÓËÒÕÞÅÎÎÏÊ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ C � P

3

.

ìÅÍÍÁ 17.20. éÍÅÅÍ H

q

(P

3

; J

C


 


p

(p)) = 0 �ÒÉ p = 0; 1 É ×ÓÅÈ q, Á ÔÁËÖÅ

�ÒÉ p = 2 É q = 3 É �ÒÉ p = 0 É q 6= 2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ H

q

(P

3

; J

C

(p)) = 0 �ÒÉ p = 0; 1.

üÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0! J

C

! O

P

3
! i

�

O

C

! 0.

É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×H

0

(P

3

;O)

�

=

H

0

(C;O

C

),H

0

(P

3

;O(1))

�

=

H

0

(C;O

C

(3)). éÚ ÔÏÞ-

ÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0! 


1

(1)! V

�


O ! O(1)! 0 ÓÌÅÄÕÀÔ �ÅÒ×ÙÅ Ä×Á

ÚÁÎÕÌÅÎÉÑ, Á ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 ! 


2

(2) ! �

2

V

�


 O ! 


1

(2) ! 0 ÔÒÅ-

ÔØÅ. îÁËÏÎÅ�, 


3

(3)

�

=

O(�1), �ÏÜÔÏÍÕ H

q

(P

3

; J

C





3

(3)) = H

q

(P

3

; J

C

(�1))

�

=

H

q�1

(C;O

C

(�3)) = C

2

�ÒÉ q = 2 É ÎÕÌÀ ÉÎÁÞÅ. �

éÔÁË, Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

E

�;�

1

=

8

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

:

0

H

3

(P

3

; J

C


 


2

(2)) 
O(�2)

0 0

O(�3)

�2

d

1

//

H

2

(P

3

; J

C


 


2

(2)) 
O(�2)
0 0

0
H

1

(P

3

; J

C


 


2

(2)) 
O(�2)
0 0

0 0 0 0

9

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

;

ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ H

3

(P

3

; J

C





2

(2)) = H

1

(P

3

; J

C





2

(2)) = 0 É �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌ-ÔØ 0!O(�3)

�2

! H

2

(P

3

; J

C





2

(2))
O(�2)! J

C

! 0. çÌÑÄÑ ÎÁ

ÒÁÎÇÉ, ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÒÁ×ÅÎ O(�2)

�3

, ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ

0!O(�3)

�2

!O(�2)

�3

!O ! i

�

O

C

! 0:



17. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ âÅÊÌÉÎÓÏÎÁ.

÷ �ÒÏÛÌÙÊ ÒÁÚ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ �ÕÞËÁ F ÎÁ �ÒÏÅË-

ÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P

n

Ä×Å Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

E

p;q

1

= H

q

(P

n

; F (p))
 


�p

(�p) =) E

0

= F; E

6=0

= 0 (�n � p � 0);

É

E

p;q

1

= H

q

(P

n

; F 
 


�p

(�p)) 
O(p) =) E

0

= F; E

6=0

= 0 (�n � p � 0):

óÅÇÏÄÎÑ ÍÙ ÚÁÊÍÅÍÓÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

�ÅÏÒÅÍÁ 17.1. ÷ÓÑËÉÊ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ÉÚ �ÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÕÓÔØ F 2 Coh(P

n

). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �n � p � 0 ×ÙÂÅÒÅÍ

�ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ N

p

, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ H

>0

(P

n

; F (t)
 


�p

(�p)) = 0 �ÒÉ t � N

p

. ðÏÌÏÖÉÍ

N = maxfN

p

g. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÔÏÒÕÀ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÑ

�ÕÞËÁ F (N ). �ÏÇÄÁ E

p;q

1

= H

q

(P

n

; F (N ) 
 


�p

(�p)) 
 O(p) �ÒÉ q > 0 ÒÁ×ÎÏ

ÎÕÌÀ, ÔÏ ÅÓÔØ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

E

�;�

1

=

8

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

:

0

: : :

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0

: : :

0

H

0

(F (N )



n

(n))
 O(�n)

d

1

//
: : :

d

1

//
H

0

(F (N ))
 O

9

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

;

úÎÁÞÉÔ E

p;q

1

= E

p;q

2

É Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ÔÏÞÎÕÀ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! H

0

(F (N )
 


n

(n)) 
O(�n)! � � � ! H

0

(F (N ))
 O ! F (N )! 0:

ïÔËÒÕÞÉ×ÁÑ ÎÁ �N �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ �ÕÞËÁ F . �

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÍÙ �ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-

ÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ É Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ Ë ÂÏÌÅÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÍ ÓÉÔÕÁ�ÉÑÍ. îÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕ-

ÀÝÁÑ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.2. ðÕÓÔØ F | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P

n

, r = r(F ), 


i

=



i

(F ). äÏËÁ-

ÖÉÔÅ, ÞÔÏ (1) ÅÓÌÉ n = 2, ÔÏ �(F (t)) =

1

2




2

1

+

2t+3

2




1

� 


2

+

(t+1)(t+2)

2

r; (2) ÅÓÌÉ

n = 3, ÔÏ �(F ) =

1

6




3

1

�

1

2




1




2

+

1

2




3

+

t+2

2

(


2

1

�2


2

)+

3t

2

+12t+11

6




1

+

(t+1)(t+2)(t+3)

6

r.

�ÅÏÒÅÍÁ 17.3. ðÕÓÔØ F | ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P

2

Ó



1

(F ) = �1,




2

(E) = 1. �ÏÇÄÁ F

�

=




1

(1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: H

0

(F ) = H

0

(F (�1)) = H

0

(F (�2)) = 0 × ÓÉÌÕ ÓÔÁÂÉÌØÎÏ-

ÓÔÉ F . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Hom(F;O(�1)) = Hom(F;O(�2)) = Hom(F;O(�3)) = 0.

ïÄÎÁËÏ, �Ï Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ Hom(F;O(�p))

�

=

H

2

(F (p � 3))

�

, �ÏÜÔÏÍÕ

H

2

(F ) = H

2

(F (�1)) = H

2

(F (�2)) = 0. îÁËÏÎÅ�, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ

�(F ) =

1

2

�

3

2

� 1+2 = 0, �(F (�1)) =

1

2

�

1

2

� 1 = �1, �(F (�2)) =

1

2

+

1

2

� 1 = 0,

1



2

�ÏÜÔÏÍÕ H

1

(F ) = H

1

(F (�2)) = 0, H

1

(F (�1)) = C . úÎÁÞÉÔ �ÅÒ×ÁÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØ-

ÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ âÅÊÌÉÎÓÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

E

�;�

1

=

8

>

>

<

>

>

:

0 0 0

0




1

(1)

0

0 0 0

9

>

>

=

>

>

;

É ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

�ÅÏÒÅÍÁ 17.4. ðÕÓÔØ F | ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P

2

Ó



1

(F ) = 0,




2

(E) = 2. �ÏÇÄÁ F

�

=

Coker(O(�1)

�2

,! 


1

(1)

�2

).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÍÅÅÍ

H

0

(F ) = H

0

(F (�1)) = H

0

(F (�2)) = H

2

(F ) = H

2

(F (�1)) = H

2

(F (�2)) = 0.

äÁÌÅÅ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ �(F ) = �2+2 = 0, �(F (�1)) = �(F (�2)) = �2,

�ÏÜÔÏÍÕ H

1

(F ) = 0, H

1

(F (�1)) = H

1

(F (�2)) = C

2

. úÎÁÞÉÔ �ÅÒ×ÁÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØ-

ÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ âÅÊÌÉÎÓÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

E

�;�

1

=

8

>

>

<

>

>

:

0 0 0




2

(2)

�2

d

1

//



1

(1)

�2

0

0 0 0

9

>

>

=

>

>

;

É ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÔÁË ËÁË 


2

(2)

�

=

O(�1). �

�ÅÏÒÅÍÁ 17.5. ðÕÓÔØ F | �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P

2

, ÔÁËÏÅ

ÞÔÏ



1

(F ) = 0,



2

(F ) = m. �ÏÇÄÁ F ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ × ÓÒÅÄÎÅÍ ÞÌÅÎÅ

ËÏÍ�ÌÅËÓÁ 0!O(�1)

�m

!O

�(2m+2)

!O(1)

�m

! 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÍÅÅÍ

H

0

(F (�1)) = H

0

(F (�2)) = H

0

(F (�3)) = H

2

(F ) = H

2

(F (�1))=H

2

(F (�2))=0.

÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØ H

p

(F 
 


1

). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØÀ 0 ! 


1

! O(�1)

�3

! O ! 0. �ÅÎÚÏÒÎÏ ÄÏÍÎÏÖÁÑ ÅÅ ÎÁ F �ÏÌÕ-

ÞÁÅÍ H

0

(F 
 


1

) = 0. äÁÌÅÅ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ 


1

�

=




2


 T

�

=

T (�3)

ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÌÓÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ 0 ! O(�3) ! O(�2)

�3

!




1

! 0, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ H

2

(F 
 


1

) = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ×ÔÏÒÕÀ Ó�ÅË-

ÔÒÁÌØÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ âÅÊÌÉÎÓÏÎÁ ÄÌÑ �ÕÞËÁ F (�1). �ÁË ËÁË ÏÞÅ×ÉÄÎÏ

F (�1)



1

(1) = F 
 


1

, F (�1)
 


2

(2)

�

=

F (�2), ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

E

�;�

1

=

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0 0 0

H

1

(F (�2))
O(�2)

d

1

//
H

1

(F 



1

) 
O(�1)

d

1

//
H

1

(F (�1))
 O

0 0 0

9

>

>

>

=

>

>

>

;

ïÔÓÀÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ F (�1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ × ÓÒÅÄÎÅÍ ÞÌÅÎÅ ËÏÍ-

�ÌÅËÓÁ

0! H

1

(F (�2))
 O(�2)! H

1

(F 
 


1

) 
O(�1)! H

1

(F (�1))
O ! 0 (�)

îÁËÏÎÅ�, �(F (�1)) = �(F (�2)) = �m, ÚÎÁÞÉÔ H

1

(F (�1)) = H

1

(F (�2)) = C

m

,

Á ÔÁË ËÁË ÒÁÎÇ F ÒÁ×ÅÎ 2, ÔÏ H

1

(F 
 


1

) = C

2m+2

. ðÏÄËÒÕÞÉ×ÁÑ ÎÁ O(1),

�ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ. �

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ 17.5 ÂÕÄÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ

ÍÏÄÕÌÅÊ �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ P

2

.



3

ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ËÁË ÓÒÅÄÎÅÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÔÒÅÈÞÌÅÎÎÙÈ ËÏÍ�ÌÅË-

ÓÏ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ ÉÍÅÀÔ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÅ

ÎÁÚ×ÁÎÉÅ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÏÍ�ÌÅËÓ ×ÉÄÁ 0 ! A

a

! B

b

! C ! 0, ÇÄÅ A, B, C | ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÑ, a | ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, Á b | ÓÀÒßÅË�ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÎÁÄÏÊ.

òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E = Ker b= Ima ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ ÍÏÎÁÄÙ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.6. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á r(E) = r(B) � r(A) � r(C),


(E) =



(B)



(A)

�1



(C)

�1

. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,



1

(E) =



1

(B) �



1

(A) �



1

(C).

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.7. ðÕÓÔØ F | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P

2

ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ

H

0

(F (�1)) = H

0

(F

�

(�1)) = 0. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ ÍÏ-

ÎÁÄÙ (�).

�ÅÏÒÅÍÁ 17.8. ðÕÓÔØ F

�

=

F

�

| ÓÁÍÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P

3

, ÔÁËÏÅ

ÞÔÏ H

0

(F ) = H

1

(F (�2)) = 0. �ÏÇÄÁ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ ÍÏÎÁÄÙ

0! H

2

(F (�3))
 O(�1)! H

2

(F 
 


2

) 
O ! H

2

(F 
 


1

(�1)) 
 O(1)! 0:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: éÚ H

0

(F ) = 0 ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ H

0

(F (�1)) = H

0

(F (�2)) =

H

0

(F (�3)) = 0, ÏÔËÕÄÁ �Ï Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ H

0

(F (�t))

�

=

H

3

(F

�

(t� 4))

�

�ÏÌÕÞÁÅÍ H

3

(F (�2)) = H

3

(F (�3)) = 0. äÁÌÅÅ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØÀ

0! 


1

!O(�1)

�4

!O ! 0;

ÅÅ ×ÎÅÛÎÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ

0! 


2

!O(�2)

�6

! 


1

! 0;

É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ

0!O(�4)!O(�3)

�4

! 


2

! 0

(�ÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÏÔËÒÕÔËÏÊ ÎÁ -4 ××ÉÄÕ

ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ 


2

�

=




3


T

�

=

T (�4)), ×Ù×ÏÄÉÍH

0

(F



1

(�1)) = H

0

(F



2

) = 0,

Á ÔÁËÖÅ H

3

(F 
 


1

(�1)) = H

3

(F 
 


2

) = 0. äÁÌÅÅ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

H

1

(F (�2)) = 0, �ÏÌÕÞÁÅÍ H

1

(F 
 


1

(�1)) = H

1

(F 
 


2

) = 0. îÁËÏÎÅ�, �Ï

Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ H

2

(F (�2)) = H

1

(F

�

(�2)) = H

1

(F (�2)) = 0. òÁÓÓÍÏ-

ÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ×ÔÏÒÕÀ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ âÅÊÌÉÎÓÏÎÁ ÄÌÑ �ÕÞËÁ

F (�2). �ÁË ËÁË ÏÞÅ×ÉÄÎÏ F (�2)



1

(1) = F 



1

(�1), F (�2)



2

(2)

�

=

F 



2

,

F (�2)



3

(3)

�

=

F (�3), ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

E

�;�

1

=

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

0 0 0 0

H

2

(F (�3)) 
 O(�3)

d

1

//
H

2

(F 
 


2

) 
 O(�2)

d

1

//
H

1

(F 
 


1

(�1)) 
 O(�1)
0

H

1

(F (�3)) 
 O(�3)
0 0 0

0 0 0 0

9

>

>

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

>

>

;

ïÔÓÀÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ H

1

(F (�3)) = 0, É F (�2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ ÍÏ-

ÎÁÄÙ

0! H

2

(F (�3))
O(�3) ! H

2

(F 



2

)
O(�2) ! H

1

(F 



1

(�1))
O(�1) ! 0

ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÏÄËÒÕÔÉÔØ ÅÅ ÎÁ O(2). �

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F | ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2

ÎÁ P

3

É



1

(F ) = 0, ÔÏ F

�

=

F

�

É H

0

(F ) = 0.



4

17.1. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÒÒÏËÓÁ{íÁÍÆÏÒÄÁ. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÒÒÏËÓÁ{íÁÍÆÏÒÄÁ

| ÜÔÏ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P

4

. ïÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ P

n

ÒÁÎÇÁ r < n �ÒÉ

n � 4. éÓÔÏÒÉÞÅÓËÉ ÏÎÏ ÂÙÌÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ óÅÒÒÁ, �ÒÉ-

ÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë Ä×ÕÍÅÒÎÏÍÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍÕ ÔÏÒÕ, ÌÅÖÁÝÅÍÕ ×P

4

× ×ÉÄÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ

ÓÔÅ�ÅÎÉ 10. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ íÁÍÆÏÒÄ.

ìÅÍÍÁ 17.10 (íÁÍÆÏÒÄ). ÷ P

4

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÌÁÄËÏÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÅ Y

�

=

P

4

ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍÕ ÔÏÒÕ C

2

=Z

4

. ðÒÉ ÜÔÏÍ degY = 10,

H

>0

(Y;O

Y

(t)) = 0 É dimH

0

(Y;O

Y

(t)) = 5t

2

�ÒÉ t > 0, ÇÄÅ O

Y

(t) = O

P

4
(t)

jY

, É

H

q

(Y;O

Y

) =

�

2

q

�

. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Y ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÉ × ËÁËÏÊ × Ë×ÁÄÒÉËÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÔÏÒÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ 10 × P

4

|ÆÁËÔ ÇÌÕ-

ÂÏËÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ É ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÎÁÛÅÇÏ ËÕÒÓÁ, Á

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ ÇÒÕ�� ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÄÁ-

ÉÒÙ Ï ÚÁÎÕÌÅÎÉÉ (ÅÅ ÍÙ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÌÉ) É ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ. �

ìÅÍÍÁ 17.11. detN

Y=P

4

�

=

O

Y

(5).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ

0! T

Y

! T

P

4

jY

!N

Y=P

4
! 0. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T

Y

ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË Y = C

2

=Z

4

,

�ÏÜÔÏÍÕ detN

Y=P

4

�

=

det T

P

4

jY

�

=

O

P

4
(5)

jY

�

=

O

Y

(5). �

ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ óÅÒÒÁ Ë Y ,

ÔÁË ÞÔÏ ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0!O ! E ! J

Y

(5)! 0: (y)

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ



1

(E) = 5.

ìÅÍÍÁ 17.12. éÍÅÅÍ H

0

(J

Y

(2)) = 0. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÓÔÁÂÉÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: åÓÌÉ H

0

(J

Y

(2)) 6= 0, ÔÏ ÔÏÒ Y ÌÅÖÁÌ ÂÙ × Ë×ÁÄÒÉËÅ, ÞÔÏ

ÎÅ ×ÅÒÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ H

0

(J

Y

(2)) = 0. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ H

0

(E(�3)) = 0, É ÔÁË

ËÁË E(�3) ÎÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÎÏÅ ÒÁÎÇÁ 2, ÔÏ E(�3) (Á ÚÎÁÞÉÔ É E) ÓÔÁÂÉÌØÎÏ. �

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒ×ÕÀ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ âÅÊÌÉÎÓÏÎÁ, �ÒÉÍÅ-

ÎÅÎÎÕÀ Ë ÎÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ E(�3).

ìÅÍÍÁ 17.13. éÍÅÅÍ H

1

(E(�3)) = H

3

(E(�7)) = C

5

, H

2

(E(�5)) = C

2

, Á

ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ E(�3� p) �ÒÉ 0 � p � 4 ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÏÄËÒÕÞÉ×ÁÑ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (y) ÎÁ �3 �ÏÌÕ-

ÞÁÅÍ H

�

(E(�3)) = H

�

(J

Y

(2)). äÁÌÅÅ, ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0! J

Y

!O

P

4
!O

Y

! 0;

�ÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÊ ÎÁ 2 É ÌÅÍÍÙ 17.10 ÓÌÅÄÕÅÔ dimH

1

(J

Y

(2)) = 5 � 2

2

� 5 � 6=2 =

20 � 15 = 5 É ÚÁÎÕÌÅÎÉÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �ÕÞËÁ J

Y

(2). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,

H

�

(E(�4)) = H

�

(J

Y

(1)), É dimH

1

(J

Y

(1)) = 5 � 1

2

� 5 = 0 É ÚÁÎÕÌÅÎÉÅ ÏÓÔÁÌØ-

ÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �ÕÞËÁ J

Y

(1). îÁËÏÎÅ�, ÉÚ ÌÅÍÍÙ 17.10 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏH

0

(J

Y

) =

H

1

(J

Y

) = 0, H

2

(J

Y

) = C

2

, ÏÔËÕÄÁ, �ÏÌØÚÕÑÓØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ (y), �ÏÌÕ-

ÞÁÅÍ H

0

(E(�5)) = H

1

(E(�5)) = 0, H

2

(E(�5)) = C

2

. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÓÔÁÌØ-

ÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØÀ óÅÒÒÁ. �ÁË ËÁË detE

�

=

O(5), ÔÏ E

�

�

=

E(�5), �ÏÜÔÏÍÕ H

q

(E(�5� t)) = H

q

(E

�

(�t))

�

=

H

4�q

(E(t� 5))

�

,

ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. �



5

éÔÁË, �ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

E

�;�

1

=

8

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

:

0 0 0 0 0

O(�1)

�5

d

2

Y

Y

Y

Y

Y

Y

,,Y

Y

Y

Y

Y

Y

0 0 0 0

0 0




2

(2)

�2

d

2

Y

Y

Y

Y

Y

Y

,,Y

Y

Y

Y

Y

Y

0 0

0 0 0 0

O

�5

0 0 0 0 0

9

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

;

ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

�ÅÏÒÅÍÁ 17.14. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÒÒÏËÓÁ{íÁÍÆÏÒÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ ÍÏ-

ÎÁÄÙ 0!O(2)

�5

! 


2

(5)

�2

!O(3)

�5

! 0.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ËÁË ÚÁÄÁÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÙ × ÍÏÎÁÄÅ, ÞÔÏÂÙ ÅÅ ËÏÇÏÍÍÏÌÏÇÉÅÊ

ÂÙÌÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÒÒÏËÓÁ{íÁÍÆÏÒÄÁ. ðÕÓÔØ P

4

= P(V ) É v

0

; v

1

; v

2

; v

3

; v

4

|

ÂÁÚÉÓ × V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �

�

: V ! �

2

V , ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

�

+

(v

i

) = v

i+2

^ v

i+3

; �

�

(v

i

) = v

i+1

^ v

i+4

;

ÇÄÅ ×ÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÎÉÍÁÔØ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 5. úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÁÑ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 ! 
 ! V

�


 O(�1) ! O ! 0 ÄÁÅÔ ÔÏÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0! 


2

�

! �

2

V

�


O(�2)! V

�


 O(�1);

V 
O(�4) ! �

2

V 
O(�3)

�

! 


2

! 0:

(×ÔÏÒÁÑ ÉÚ ÎÉÈ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅÍ É �ÏÄËÒÕÔËÏÊ ÎÁ -5, ÔÁË ËÁË




2

= 


4


 �

2

T = �

2

T (�5)). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÍÏÒÆÉÚÍÙ

a : V 
O(2)

�

+

;�

�

//
�

2

V 
 O(2)

�2

�

//



2

(5)

�2

;

b : 


2

(5)

�2

�

//
�

2

V

�


O(3)

�2

��

�

�

;�

�

+

//
V

�


O(3)

ìÅÍÍÁ 17.15. íÏÒÆÉÚÍ a | ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, b | ÓÀÒßÅË�ÉÑ, bÆa = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÕÓÔØ × ÔÏÞËÅ u 2 P(V ) ÎÁÊÄÅÔÓÑ v =

P

x

i

v

i

2 V , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

�(�

+

(v)) = �(�

�

(v)) = 0. �ÁË ËÁË ÓÌÏÊ �ÕÞËÁ 


2

× ÔÏÞËÅ u ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó

�

2

V=V ^ u, ÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �

+

(v) = w

+

^ u, �

�

(v) = w

�

^ u ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ

×ÅËÔÏÒÏ× w

+

; w

�

2 V . îÏ ÔÏÇÄÁ �

+

(v) ^ �

�

(v) = 0. ïÄÎÁËÏ, ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

�

+

(v)^�

�

(v) =

P

x

2

i

v

i+1

^v

i+2

^v

i+3

^v

i+4

, ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ x

2

i

= 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i,

ÔÏ ÅÓÔØ v = 0. úÎÁÞÉÔ a | ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. äÁÌÅÅ, ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

ÍÏÒÆÉÚÍ b ÓÏ�ÒÑÖÅÎ Ë a ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ

ÎÁ C

2

, �ÏÜÔÏÍÕ b| ÓÀÒßÅË�ÉÑ. îÁËÏÎÅ�, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ

bÆa × ÔÏÞËÅ u 2 P(V ) ÎÁ ×ÅËÔÏÒÅ v

i

ÒÁ×ÎÏ �

�

+

(�

�

(v

i

)^u)��

�

�

(�

+

(v

i

)^u) 2 V

�

.

Ó�ÁÒÉ×ÁÑ Ó ×ÅËÔÏÒÏÍ v

j

2 V , �ÏÌÕÞÁÅÍ (�

+

(v

j

)^�

�

(v

i

)��

�

(v

j

)^�

+

(v

i

))^u. îÏ

�

+

(v

j

)^�

�

(v

i

)��

�

(v

j

)^�

+

(v

i

) = v

j+2

^v

j+3

^v

i+1

^v

i+4

�v

j+1

^v

j+4

^v

i+2

^v

i+3

.

ðÒÉ i 6= j ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, Á �ÒÉ i = j ÒÁ×ÎÙ ÓÁÍÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ.

÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏÌØ. �

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ñ×ÑÌÅÔÓÑ ÍÏÎÁÄÏÊ.

0

//
V 
O(2)

a

//



2

(5)

�2

b

//
V

�


 O(3)

//
0

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (1) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑE ÜÔÏÊ ÍÏÎÁÄÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÓÔÁÂÉÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÒÁÎÇÁ 2 Ó



1

= 5,



2

= 10. (2)

�

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ

ÏÂÝÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ Ä×ÕÍÅÒÎÙÍ ÔÏÒÏÍ.



19. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P

2

.

äÌ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P

2

Ó



1

= 0 É




2

= m ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÈ ÍÏÎÁÄÎÙÍ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÍ ÎÁ �ÒÏÛÌÏÊ

ÌÅË�ÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÔÁËÏÅ �ÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ ÍÏÎÁÄÙ

0

//
H 
 O(�1)

a

//
K 
 O

b

//
H

0


O(1)

//
0 ; (�)

ÇÄÅ dimH = dimH

0

= m, dimK = 2m + 2. ðÅÒ×ÙÊ ×Ï�ÒÏÓ | ÎÁÓËÏÌØËÏ

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÔÁËÁÑ ÍÏÎÁÄÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ 0 ! A

1

a

1

! A

2

a

2

! A

3

! 0 É 0 ! B

1

b

1

! B

2

b

2

! B

3

! 0

| Ä×Å ÍÏÎÁÄÙ. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÏÎÁÄ (ÉÚ A × B) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÇÏÍÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÏ× f

i

: A

i

! B

i

, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÊ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

b

i

Æ f

i

= f

i+1

Æ a

i

, i = 1; 2 (ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÎÁÄ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

ðÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ.

ìÅÍÍÁ 19.1. ðÕÓÔØ 0 ! C

1

! C

2

! C

3

! 0 É 0 ! D

1

! D

2

! D

3

! 0 |

ÔÏÞÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ. åÓÌÉ Hom(C

3

; D

2

) = Ext

1

(C

3

; D

2

) = 0, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ

C

1

! D

1

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÏÅË C

�

! D

�

, Á

ÅÓÌÉ Hom(C

2

; D

1

) = Ext

1

(C

2

; D

1

) = 0, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ C

3

! D

3

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ

�ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÔÏÞÎÙÈ ÔÒÏÅË C

�

! D

�

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÕÓÔØ � 2 Hom(C

1

; D

1

). ëÏÍ�ÏÎÉÒÕÑ ÅÇÏ Ó ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ

D

1

! D

2

, �ÏÌÕÞÁÅÍ �

0

: C

1

! D

2

. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÅ C

�

ÆÕÎË-

ÔÏÒ Hom(�; D

2

). ðÏÌÕÞÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hom(C

2

; D

2

)

�

=

Hom(C

1

; D

1

), ÚÎÁÞÉÔ �

0

ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ �ÏÄÎÑÔØ ÄÏ �

00

: C

2

! D

2

. ëÏÍ�ÏÎÉÒÕÑ ÅÇÏ Ó

�ÒÏÅË�ÉÅÊ D

2

! D

3

, �ÏÌÕÞÉÍ �

000

: C

2

! D

3

, �ÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ Ó C

1

! C

2

�Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÒÁ×ÎÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ � Ó D

1

! D

2

! D

3

, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÕÌÀ. ðÒÉÍÅ-

ÎÑÑ ÔÅ�ÅÒØ Ë C

�

ÆÕÎËÔÏÒ Hom(�; D

3

), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0! Hom(C

3

; D

3

)! Hom(C

2

; D

3

)! Hom(C

1

; D

3

), ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �

000

�ÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÄÏ �

0000

: C

3

! D

3

. ÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ

ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. �

ìÅÍÍÁ 19.2. ðÕÓÔØ 0! A

1

a

1

! A

2

a

2

! A

3

! 0 É 0! B

1

b

1

! B

2

b

2

! B

3

! 0 | Ä×Å

ÍÏÎÁÄÙ, Á E É F | ÉÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ. åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ Ext

q

(A

i

; B

j

) = 0

�ÒÉ i > j É ×ÓÅÈ q, ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ E × F ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÏÎÁÄ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÏÞÎÙÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ:

0! Ker a

2

! A

2

! A

3

! 0; 0! A

1

! Ker a

2

! E ! 0;

0! Ker b

2

! B

2

! B

3

! 0; 0! B

1

! Ker b

2

! F ! 0;

ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë �ÅÒ×ÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(�; B

1

) ÓÒÁÚÕ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

Hom(Ker a

2

; B

1

) = Ext

1

(Ker a

2

; B

1

) = 0. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ � 2 Hom(E;F ). ðÒÉ-

ÍÅÎÑÑ Ë �ÒÁ×ÏÍÕ ÓÔÏÌÂ�Õ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÌÅÍÍÕ, �ÏÌÕÞÁÅÍ �

0

: Ker a

2

! Ker b

2

É

�

00

: A

1

! B

1

. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅ�ÅÒØ ÔÕ ÖÅ ÌÅÍÍÕ Ë ÌÅ×ÏÍÕ ÓÔÏÌÂ�Õ (É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ,

ÞÔÏ Hom(A

3

; B

2

) = Ext

1

(A

3

; B

2

) = 0), �ÏÌÕÞÁÅÍ �

000

: A

2

! B

2

É �

0000

: A

3

! B

3

.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ �

00

, �

000

É �

0000

ÚÁÄÁÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÎÁÄ A

�

! B

�

. �

äÒÕÇÏÊ Ó�Ï�ÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ ÔÁËÏÊ:

1



2

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.3. ðÕÓÔØ A

�

É B

�

| Ä×Å ÍÏÎÁÄÙ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ Ó�ÅËÔÒÁÌØ-

ÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ E

p;q

1

= �

j�i=p

Ext

q

(A

i

; B

j

) =) E

n

= Ext

n

(E;F ). ÷

ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ Ext

>0

(A

i

; B

j

) = 0, ÔÏ Ext

q

(E;F ) ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ

0!�

i

Hom(A

i

; B

i

)! Hom(A

1

; B

2

) �Hom(A

2

; B

3

)! Hom(A

3

; B

3

)! 0.

üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.4. ðÕÓÔØ A

�

É B

�

| Ä×Á ËÏÍ�ÌÅËÓÁ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ Ä×Å Ó�ÅË-

ÔÒÁÌØÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ, É ÎÁÞÉÎÁÀÝÉ-

ÅÓÑ Ó ÞÌÅÎÏ× E

p;q

1

= �

j�i=p

Ext

q

(A

i

; B

j

) É E

p;q

2

= �

j�i=p

Ext

q

(H

i

(A

�

);H

j

(B

�

)).

ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÍÏÎÁÄÙ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 19.5. ðÕÓÔØ 0! H

1


O(�1) ! K

1


O ! H

0

1


 O(1)! 0 | ÍÏÎÁÄÁ,

ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÍÏÎÁÄÙ (�). �ÏÇÄÁ ÓÁÍÉ ÍÏÎÁÄÙ

ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÕÓÔØ E É E

1

| ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÍÏÎÁÄ, Á f : E ! E

1

É g :

E

1

! E | ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÎÁÛÉ ÍÏÎÁÄÙ

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 19.2. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f É g �ÏÄÎÉÍÁÀÔÓÑ

ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÏÎÁÄ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f Æ g É g Æ f ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÔ

ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ E É E

1

. �ÁË ËÁË ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÁÛÉÈ

ÍÏÎÁÄ × �ÁÒÅ Ó ÓÏÂÏÊ ÔÏÖÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 19.2, ÔÏ f Æ g É g Æ f

| ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÚÎÁÞÉÔ ÍÏÎÁÄÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. �

üÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÍÏ-

ÎÁÄÙ (�). �ÁË ËÁË r(E) = 2 É



1

(E) = 0, ÔÏ E

�

=

E

�

. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÑÓÎÏ,

ÞÔÏ E

�

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÍÏÎÁÄÙ:

0! H

0

�


 O(�1)! K

�


O ! H

�


 O(1)! 0:

�ÁË ËÁË ÜÔÁ ÍÏÎÁÄÁ × �ÁÒÅ Ó ÍÏÎÁÄÏÊ (�) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 19.2,

ÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ f : H ! H

0

�

, g : K ! K

�

É h : H

0

! H

�

, ÔÁËÉÅ

ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

0

//
H 
O(�1)

a

//

f

��

K 
O

b

//

g

��

H

0


 O(1)

//

h

��

0

0

//
H

0

�


 O(�1)

b

�

//
K

�


 O

a

�

//
H

�


O(1)

//
0

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ, Á ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ � : E ! E

�

.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ.

0

//
H 
O(�1)

a

//

h

�

��

K 
O

b

//

g

�

��

H

0


 O(1)

//

f

�

��

0

0

//
H

0

�


 O(�1)

b

�

//
K

�


 O

a

�

//
H

�


O(1)

//
0

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÎÁÄ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ �

�

: E ! E

�

ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏ-

ÇÉÑÈ. îÏ �| ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ (ÔÁË ËÁË ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÚ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �

2

E

�

=

O),

�ÏÜÔÏÍÕ �

�

= ��. ï�ÑÔØ �ÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍÍÏÊ 19.2, �ÏÌÕÞÁÅÍ h

�

= �f , g

�

= �g

É f

�

= �h (�ÏÓÌÅÄÎÅÅ, ×�ÒÏÞÅÍ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ). ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÑ H

0

Ó H

�

�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ h, �ÏÌÕÞÁÅÍ

�ÅÏÒÅÍÁ 19.6. ðÕÓÔØ E | ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P

2

= P(V ) Ó




1

(E) = 0,



2

(E) = m. ðÕÓÔØ H = C

m

É K = C

2m+2

Ó ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ



3

ÆÏÒÍÏÊ Q, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ q : K ! K

�

. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÅÎÚÏÒ

a 2 H

�


K 
 V

�

, Ô.Þ. E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ ÓÁÍÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÍÏÎÁÄÙ

0

//
H 
 O(�1)

a

//
K 
O

a

�

Æq

//
H

�


O(1)

//
0 : (y)

�ÅÎÚÏÒ a ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù G = GL(H)�SP(K).

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑ ÍÏÎÁÄÙ (y) ÓÔÁÂÉÌØÎÁ,

ÔÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÔÅÎÚÏÒÁ a × ÇÒÕ��Å G ÒÁ×ÅÎ f(id

H

; id

K

); (�id

H

;�id

K

)g.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (y), �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ �Ï

ÔÅÎÚÏÒÕ a 2 H

�


K 
 V

�

, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÁÄÏÊ, Á ÅÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑ | ÓÔÁÂÉÌØÎÙÍ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÒÁÎÇÁ 2, Ô.Ô.Ô.Ë. ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ

(a) 80 6= v 2 V ÍÏÒÆÉÚÍ a(v) 2 H

�


K = Hom(H;K) | ×ÌÏÖÅÎÉÅ;

(b) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ a(v)

�

Æ q Æ a(v) = Q(a(v); a(v)) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ v 2 V ;

(
) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V 
H ! K, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÔÅÎÚÏÒÏÍ a ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A = A(2; 0;m) � H

�


K 
 V

�

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÎÚÏÒÏ×, ÕÄÏ-

×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (a), (b) É (
), Á ÞÅÒÅÚ G

0

| ÇÒÕ��Õ

G=f(id

H

; id

K

); (�id

H

;�id

K

)g. íÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ 2 Ó



1

= 0,



2

= m ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÂÉÅË�ÉÉ

Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ A(2; 0;m)=G

0

.

�ÅÏÒÅÍÁ 19.9. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ A=G

0

ÇÌÁÄËÏ, dimA=G

0

= 4m� 3.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÒÏ×ÅÒÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ A | ÇÌÁÄËÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ (a)

É (
) | ÏÔËÒÙÔÙÅ, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (b) ÎÁËÌÁÄÙ-

×ÁÅÔ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ a 2 A ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÑ f : A ! �

2

H

�


S

2

V

�

, a 7! a

�

ÆqÆa = Q(a; a) ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ

d

a

f : H

�


K

�


V

�

! �

2

H

�


S

2

V

�

, � 7! �

�

ÆqÆa+a

�

ÆqÆ�. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÅ D

a

(�; �) = �Æa+(a

�

Æq)Æ�, ÇÄÅ � 2 H

�


K
V

�

= Hom(H
O(�1);K
O),

� 2 H

�


K

�


V

�

= Hom(K
O;H

�


O(1)). ñÓÎÏ, ÞÔÏ D

a

ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÄÉÆÆÅ-

ÒÅÎ�ÉÁÌÏÍ d

1;0

1

ÉÚ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÌØÎÏÓÔÉ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ 19.3, ÚÎÁÞÉÔ

CokerD

a

= Ext

2

(E;E), ÇÄÅ E | ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑ ÍÏÎÁÄÙ (y). îÏ �Ï Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏ-

ÓÔÉ óÅÒÒÁ Ext

2

(E;E)

�

=

Hom(E;E(�3))

�

= 0 ÔÁË ËÁË E ÓÔÁÂÉÌØÎÏ. úÎÁÞÉÔ D

a

ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ. îÏ

d

a

(�+ (� Æ q

�1

)

�

) = �

�

Æ q Æ a+ a

�

Æ q Æ�+ � Æ a� a

�

Æ �

�

= D

a

(�; �)�D

a

(�; �)

�

:

�ÁË ËÁË �

2

H

�


S

2

V

�

ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ d

a

f . �ÁËÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ A ÇÌÁÄËÏ, �ÒÉÞÅÍ dimA = dim(H

�


K

�


 V

�

)� dim(�

2

H

�


 S

2

V

�

) =

3m(2m+2)�3m(m�1) = 3m(m+3). �ÁË ËÁË ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��ÙG

0

ÎÁA Ó×ÏÂÏÄÎÏ,

ÔÏA=G

0

ÇÌÁÄËÏ É dimA=G

0

= dimA�dimG

0

= 3m

2

+9m�m

2

�(m+1)(2m+3) =

4m� 3. �

�ÁË ÖÅ ËÁË É × ÎÁÞÁÌÅ ÓÅÍÅÓÔÒÁ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ M = M(2; 0;m) :

S
h

Æ

! Sets, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÓÈÅÍÅ S ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏ-

ÅÎÉÊ E ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ S �P

2

, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ E

s

= E

jfsg�P

2
ÓÔÁÂÉÌØÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ s 2 S É




1

(E

s

) = 0,



2

(E

s

) = m, ÇÄÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ �ÏÄËÒÕÔËÏÊ

ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, �ÏÄÎÑÔÙÅ Ó S.

�ÅÏÒÅÍÁ 19.10. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M = M (2; 0;m) := A(2; 0;m)=G

0

ËÏ�ÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÑÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ M(2; 0;m), ÔÏ ÅÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÂÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÍÏÄÕÌÅÊ

ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P

2

Ó



1

= 0,



2

= m.



4

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: îÁÍ ÎÁÄÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× M! P

M

É �ÒÏ-

×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌÅÎ. ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ S�P

2

, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ

ÔÏÞËÅ × M(S). îÁÍ ÎÁÄÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �Ï ÎÅÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍ S ! M . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ

�ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÁÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ âÅÊÌÉÎÓÏÎÁ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.11. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ � : S �P

n

! S �P

n

�P

n

É �ÒÏ-

ÅË�ÉÉ p; q : S �P

n

�P

n

! S �P

n

. ðÕÓÔØ � : S �P

n

! P

n

É � : S �P

n

! S |

�ÒÏÅË�ÉÉ. (1) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ �ÕÞËÁ �

�

O

S�P

n

ÎÁ S �P

n

�P

n

ÉÚ �ÕÞ-

ËÏ× p

�

�

�

O(�p)
 q

�

�

�




p

(p). (2) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

E

p;q

1

= �

�

R

q

�

�

(F 
 �

�

O(p)) 
 �

�




�p

(�p) =) E

0

= F , E

6=0

= 0 (�n � p � 0) É

E

p;q

1

= �

�

R

q

�

�

(F 
 �

�




�p

(�p)) 
 �

�

O(p) =) E

0

= F , E

6=0

= 0 (�n � p � 0).

(3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ ÍÏÎÁÄÙ

0

//
�

�

H
 �

�

O(�1)

A

//
�

�

K 
 �

�

O

B

//
�

�

H

0


 �

�

O(1)

//
0 ;

ÇÄÅ H = R

1

�

�

(E 
 �

�

O(�2)), K = R

1

�

�

(E 
 �

�




1

), H

0

= R

1

�

�

(E 
 �

�

O(�1)).

(4) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ ÍÏÎÁÄÙ

0

//
�

�

H
 �

�

O(�1)

A

//
�

�

K
 �

�

O

A

�

Æq

//
�

�

(H

�


 L)
 �

�

O(1)

//
0 ;

ÇÄÅ L = �

�

(det E) É q : K ! K

�


 L | ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÕÓÔØ A 2 �(S;H

�


K)
V

�

| ÔÅÎÚÏÒ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÍÏÎÁÄÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E . äÌÑ

ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ s 2 S ×ÏÚØÍÅÍ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U � S, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

H, K É L ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀÔÓÑ, ×ÙÂÅÒÅÍ ÉÈ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁ�ÉÉ H

jU

�

=

H 
 O

U

, K

jU

�

=

K 
O

U

É L

jU

�

=

O

U

É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U !A, x 7! A(x) 2 H

�


K 


V

�

. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ × ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S ! A=G

0

= M .

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÄËÒÕÔËÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, �ÏÄÎÑÔÏÅ

Ó S, ÍÏÎÁÄÁ �ÏÄËÒÕÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÎÏ A ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, �ÏÜÔÏÍÕ

ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M(S) ! P

M

(S). ïÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏ �Ï

S, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× M! P

M

.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌÅÎ. ðÕÓÔØ M ! P

X

| �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-

ÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ×. îÁÍ ÎÁÄÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ P

M

! P

X

, ÔÏ ÅÓÔØ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M ! X. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ A�P

2

ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÍÏÎÁÄÕ

0

//
H 
 �

�

O(�1)

A

//
K 
 �

�

O

A

�

Æq

//
H

�


 �

�

O(1)

//
0; (z)

�ÏÌÁÇÁÑ A(a) = a. åÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑ E ÌÅÖÉÔ × M(A), �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎË-

ÔÏÒÏ×M! P

X

ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÜÌÅÍÅÎÔ × P

X

(A) = Hom(A; X), ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

A ! X. äÁÌÅÅ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁ×ÁÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ H É K ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÄÅÊ-

ÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù G = GL(H)�SP(K), �ÏÌÕÞÁÅÍ G-ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ

ÍÏÎÁÄÅ (z), ËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ G-ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ ÅÅ ËÏÇÏÍÏ-

ÌÏÇÉÉ E . úÎÁÞÉÔ g

�

E

�

=

E , ÔÏ ÅÓÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ A ! X ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ G É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ A=G = A=G

0

= M . ðÏ

�ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ M ! P

M

! P

X

ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ

M! P

X

. �

�ÅÏÒÅÍÁ 19.12. åÓÌÉ m ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ M = A=G

0

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÎËÉÍ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÅÍ ÍÏÄÕÌÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÁ M � P

2

ÕÎÉ×ÅÒ-

ÓÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, Á ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁ M �P

2

�ÏÓÔÒÏÉÔØ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØ-

ÎÕÀ ÍÏÎÁÄÕ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ | �Ï�ÙÔÁÔØÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÎÁÄÁ (z)



5

ÎÁ A � P

2

Ï�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÎÁ M � P

2

. �ÁË ËÁË M = A=G

0

, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

�ÏÓÔÒÏÉÔØ G

0

-ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ (z). äÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù G, �ÏÓÔÒÏ-

ÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ, ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ (�id

H

;�id

K

) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ

ÎÁ (�1). óÄÅÌÁÅÍ ÔÁË, �ÏÄÂÅÒÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ L ÇÒÕ��Ù G, ÎÁ ËÏÔÏ-

ÒÏÍ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÏÖÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ (�1) É �ÏÄËÒÕÔÉÍ ÍÏÎÁÄÕ (z)

ÎÁ L. îÁ ÎÅÊ �ÏÑ×ÉÔÓÑ G

0

-ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÚ×ÏÌÉÔ Ï�Õ-

ÓÔÉÔØ ÍÏÎÁÄÕ ÎÁ M �P

2

. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å L ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ detH. �

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m ÞÅÔÎÏ, ÔÏ ÎÁ ×ÓÑËÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÇÒÕ��Ù G ÜÌÅÍÅÎÔ (�id

H

;�id

K

) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ.

ðÏÜÔÏÍÕ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ M (2; 0;m) �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ m ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÎ-

ËÉÍ (×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, Á ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ; ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÒÅ-

ÂÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ).

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÂßÑÓÎÉÍ, ËÁË ÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P

2

Ó ÎÅÞÅÔÎÙÍ



1

.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ E | ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ

2 ÎÁ P

2

Ó



1

(E) = �1,



2

(E) = m, ÔÏ E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ ÍÏÎÁÄÙ

0

//
H 
O(�1)

a

//
K 
 


1

(1)

b

//
H

0


 O

//
0 ;

ÇÄÅ dimH = dimH

0

= m � 1, dimK = m.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ E | ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ

2 ÎÁ P

2

= P(V ) Ó



1

(E) = �1,



2

(E) = m, ÔÏ E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ ÍÏÎÁÄÙ

0

//
H 
 O(�1)

a

//
K 



1

(1)

a

�

Æ(q
�)

//
H

�


O

//
0 ;

ÇÄÅ q : K ! K

�

| ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, � : 


1

(1)! T (�2) | ÁÎÔÉÓÉÍ-

ÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, Á a 2 H

�


K 
 V | ÔÅÎÚÏÒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

(a1) 80 6= h 2 H ÍÏÒÆÉÚÍ a(h) 2 K 
 V = Hom(V

�

;K) ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ � 2;

(b1) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ a(�

1

)

�

Æ q Æ a(�

2

)� a(�

2

)

�

Æ q Æ a(�

1

) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ �

1

; �

2

2 V

�

.

É a Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù G = GL(H)�O(K).

ðÕÓÔØ A = A(2;�1;m) � H

�


K 
 V | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÎÚÏÒÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-

ÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (a1) É (b1).

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a 2 A ×

ÇÒÕ��Å G ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (id

H

; id

K

) É (�id

H

;�id

K

), ÔÁË ÞÔÏ ÇÒÕ��Á

G

0

= G=f(id

H

; id

K

); (�id

H

;�id

K

)g ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ A Ó×ÏÂÏÄÎÏ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A=G

0

ÇÌÁÄËÏ É dimA=G

0

= 4m� 4.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M (2;�1;m) := A(2;�1;m)=G

0

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÇÒÕÂÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P

2

Ó ËÌÁÓ-

ÓÁÍÉ þÖÅÎÑ



1

(E) = �1,



2

(E) = m.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.19. (1) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁ A � P

2

ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÍÏÎÁÄÕ Ó G-

ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. (2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m ÞÅÔÎÏ (ÎÅÞÅÔÎÏ), ÔÏ

ÎÁ detK (ÓÏÏÔ×. detH) ÜÌÅÍÅÎÔ (�id

H

;�id

K

) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ (�1).

(3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ m ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M (2;�1;m) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÎËÉÍ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÍÏÄÕÌÅÊ.



20. îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ P

2

.

îÁ �ÒÏÛÌÏÊ ÌÅË�ÉÉ ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ

2 ÎÁ P

2

= P(V ) Ó



1

= 0 É



2

= m × ×ÉÄÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÓÁÍÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÍÏÎÁÄ

0

//
H 
 O(�1)

a

//
K 
 O

a

�

Æq

//
H

�


 O(1)

//
0

�ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ: M (2; 0;m)

�

=

A(2; 0;m)=G

0

, ÇÄÅ

A(2; 0;m) � H

�


 K 
 V

�

É G

0

= GL(H) � SP(K)=f�1g. ÷ �ÒÉÎ�É�Å, Ó×Å-

ÄÅÎÉÅ ÏÂÙÞÎÙÈ ÍÏÎÁÄ Ë ÓÁÍÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ. äÌÑ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÕÄÏÂÎÅÅ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÒÕÇÉÍ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ.

éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 Ó



1

= 0 É



2

= m Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ ÍÏÎÁÄÙ

0

//
H 
 O(�1)

a

//
K 
O

b

//
H

�


O(1)

//
0 ; (�)

ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ, ÞÔÏ M (2; 0;m)

�

=

A

0

=G

0

0

, ÇÄÅ A

0

| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ (a; b) 2

H

�


K 
 V

�

�K

�


H

�


 V

�

, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ

(a

0

) 80 6= v 2 V ÍÏÒÆÉÚÍ a(v) 2 H

�


 K = Hom(H;K) | ×ÌÏÖÅÎÉÅ, Á

ÍÏÒÆÉÚÍ b(v) 2 K

�


H

�

= Hom(K;H

�

) | ÓÀÒßÅË�ÉÑ;

(b

0

) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ b(v) Æ a(v) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ v 2 V ;

(


0

) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ K ! H

�


 V

�

, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÔÅÎÚÏÒÏÍ b ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ;

�Ï Ó×ÏÂÏÄÎÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÇÒÕ��Ù G

0

0

= (GL(H)� GL(K) � GL(H

�

))=C

�

.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ A(2; 0;m)!A

0

(2; 0;m), �ÒÉ ËÏ-

ÔÏÒÏÍ a 7! (a; a

�

Æ q) ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A(2; 0;m)=G

0

!A

0

(2; 0;m)=G

0

0

.

÷ ÜÔÏÍ Ï�ÉÓÁÎÉÉ ÕÄÏÂÎÏ ÏÔÆÁËÔÏÒÉÚÏÆÁÔØ �Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÇÒÕ��Ù GL(K). äÌÑ

ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A

0

! Hom(V 
 V;H

�


 H

�

), (a; b) 7! 


a;b

, ÇÄÅ




a;b

(v 
w) = b(w) Æ a(v).

ìÅÍÍÁ 20.2. ïÂÒÁÚ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÌÅÖÉÔ × Hom(�

2

V;H

�


H

�

),

É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ 
 2 Hom(�

2

V;H

�


H

�

), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ

(a

00

) 80 6= v 2 V ÍÏÒÆÉÚÍ 


v

: H ! H

�


 V

�

| ×ÌÏÖÅÎÉÅ;

(b

00

) 80 6= v 2 V ÍÏÒÆÉÚÍ 


0

v

: V 
H ! H

�

| ÓÀÒßÅË�ÉÑ;

(


00

) ÒÁÎÇ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 
̂ : V 
H ! H

�


 V

�

ÒÁ×ÅÎ 2m+ 2;

Á ÓÌÏÉ | ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù GL(K) � G

0

0

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 


a;b

(v
v) = b(v)Æa(v) = 0. �ÁË ËÁË ÔÅÎÚÏÒÙ

v
v �ÏÒÏÖÄÁÀÔ S

2

V , ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ 


a;b

ÌÅÖÉÔ × Hom(�

2

V;H

�


H

�

). �Ï, ÞÔÏ




a;b

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (a

00

){(


00

), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ GL(K)-ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏ,

ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÏËÁÖÅÍ ËÁË �Ï 
 �ÏÓÔÒÏÉÔØ a É b. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ K

�

=

Im 
̂

É �ÏÌÕÞÉÍ a : V 
 H ! K, b : K ! H

�


 V

�

. ÷Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ (a

0

){(


0

)

ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌ × ×ÙÂÏÒÅ a É b ÓÏÓÔÏÉÔ × ×ÙÂÏÒÅ

ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ K

�

=

Im 
̂, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏÉ | ÏÒÂÉÔÙ ÇÒÕ��Ù GL(K). �

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 
 2 Hom(�

2

V;H

�


H

�

), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ-

×ÉÑÍ (a

00

){(


00

), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÍ ËÒÏÎÅËÅÒÏ×ÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ËÒÏÎÅËÅÒÏ×ÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ C = C

m

.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 20.3. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊM (2; 0;m) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÆÁËÔÏÒÕ C

m

=G

00

0

�Ï Ó×ÏÂÏÄÎÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÇÒÕ��Ù G

00

0

= (GL(H)�GL(H

�

))=C

�

.

1



2

÷ÁÖÎÏÓÔØ ËÒÏÎÅËÅÒÏ×ÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÏÊ.

ìÅÍÍÁ 20.4. ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P

2

, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÍÕ

ËÒÏÎÅËÅÒÏ×ÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ 
 2 C

m

, L � P

2

| �ÒÑÍÁÑ, É v 6= w 2 L. ðÏÌÏÖÉÍ

k = m � rang(
(v ^w) : H ! H

�

). �ÏÇÄÁ E

jL

�

=

O(k) � O(�k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÅ ÎÁ O(�1) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ L ÍÏ-

ÎÁÄÙ (�), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ E,

0

//
H 
O

L

(�2)

a

//
K 
O

L

(�1)

b

//
H

�


O

L

//
0 ;

É ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÅÅ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ H

n

(E(�1)

jL

). ë ÜÔÉÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍ ÓÈÏÄÉÔÓÑ

Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ×ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÊ| ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÞÌÅÎÏ×

�ÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÍÏÎÁÄÙ. ïÎ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

E

�;�

2

=

(

H

d

2

X

X

X

X

X

X

++X

X

X

X

X

X

0 0

0 0
H

�

)

ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ dimH

0

(E(�1)

jL

) = dimH

1

(E(�1)

jL

) = m � rang(d

2

), ÔÁË

ÞÔÏ ÏÓÔÁÌÏÓØ Ó×ÑÚÁÔØ d

2

É 


a;b

(v ^ w). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ L ËÁË �ÏÄ�ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × V , ÔÁË ÞÔÏ v; w | ÅÇÏ ÂÁÚÉÓ, É �ÕÓÔØ x; y | Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ

× L

�

. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0

//
H 
 O

L

(�2)

(

x

y

)

//
(H �H)
O

L

(�1)

(y;�x)

//

(a(v);a(w))

��

H 
O

L

//




a;b

(v^w)

��

0

0

//
H 
 O

L

(�2)

a

//
K 
 O

L

(�1)

b

//
H

�


 O

L

//
0

ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ �ÅÒ×ÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ (Ô.Å. a = a(v)x + a(w)y) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, ÔÁË

ËÁË v 
 x+w
 y = id

L

. ëÏÍÍÕÔÁÔ×ÉÎÏÓÔØ ×ÔÏÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ:

b Æ (a(v); a(w)) = (b(v)x + b(w)y) Æ (a(v); a(w)) = (b(w) Æ a(v)y; b(v) Æ a(w)x) =




a;b

(v ^ w)(y;�x): íÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ b(v) Æ a(v) = b(w) Æ a(w) = 0 É

b(w)Æa(v) = �b(v)Æa(w) = 


a;b

(v^w). ÷ ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ

H

d

0

2

//
H




a;b

(v^w)

��

H

d

2

//
H

�

ÇÄÅ d

0

2

| ×ÔÏÒÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÉÚ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, �ÏÓÔÒÏ-

ÅÎÎÏÊ �Ï ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÎÁÛÅÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ. �ÁË ËÁË ×ÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÔÏÞÎÁ, ÜÔÁ

Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, �ÏÜÔÏÍÕ d

0

2

| ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ,

ÚÎÁÞÉÔ rang(d

2

) = rang(


a;b

(v ^ w)). �

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C

L

� C|ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ËÒÏÎÅËÅÒÏ×ÙÈ ÍÏÄÕ-

ÌÅÊ 
, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÎÇ 
(�

2

L) = m. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅG

00

0

-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ

�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × C, Á ÆÁËÔÏÒM

L

:= C

L

=G

00

0

� C=G

00

0

| ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

×ÓÅÈ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ E, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ E

jL

�

=

O �O.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M

L

ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ L ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ

�ÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑM , �ÒÉÞÅÍ M

L

1

\M

L

2

6= ; ÄÌÑ ×ÓÅÈ L

1

É L

2

.



3

ðÏÜÔÏÍÕ, ÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑM (2; 0;m) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ C

L

. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ v

1

; v

2

; v

3

× V É

�ÕÓÔØ L = hv

1

; v

2

i. �ÏÇÄÁ 
 ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÍÁÔÒÉ�Ù


 =

0

�

0 


12




13

�


12

0 


23

�


13

�


23

0

1

A

; (y)

ÇÄÅ 


ij

= 
(v

i

^v

j

) 2 Hom(H;H

�

). ñÓÎÏ, ÞÔÏ C

L

ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÔÒÏÅË (


12

; 


13

; 


23

), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ (a

00

){(


00

) É




12

| ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ, Á ÕÓÌÏ×ÉÑ (a

00

)

É (b

00

) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ (É ÂÕÄÅÍ!) ÉÈ ÉÇÎÏÒÉÒÏ×ÁÔØ. ïÓÔÁ-

ÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÒÁÎÇÏ×ÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ (y). ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÅÇÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕ-

ÌÉÒÏ×ÁÔØ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÒÅÄÕË�ÉÀ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

C

L

! Iso(H;H

�

), 
 7! 


12

. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ GL(H

�

)-ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏ. îÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ

ÇÒÕ��Ù GL(H

�

) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Iso(H;H

�

) ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ É Ó×ÏÂÏÄÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÓÌÏÑ ÎÁÄ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÔÏÞËÏÊ.

ìÅÍÍÁ 20.6. óÌÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ C

L

! Iso(H;H

�

) ÒÁ×ÅÎ (ÏÔËÒÙÔÏÍÕ �ÏÄ-

ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×) f(A;B) 2 End(H)� End(H) j r([A;B℄) = 2g.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ï�ÉÛÅÍ ÓÌÏÊ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ 


12

2 Iso(H;H

�

). ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ

H Ó H

�

�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ 


12

. �ÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Á (y) �ÒÉÍÅÔ ×ÉÄ

0

�

0 id

H

A

�id

H

0 B

�A �B 0

1

A

=

0

�

0 id

H




13




�1

12

�id

H

0 


23




�1

12

�


13




�1

12

�


23




�1

12

0

1

A

; (z)

þÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÎÇ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-

×ÁÎÉÑ ÓÔÏÌÂ�Ï×, �ÒÉÂÁ×ÌÑÑ Ë �ÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÓÔÏÌÂ�Õ �ÅÒ×ÙÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ (ÓÌÅ×Á)

ÎÁ B, É ×ÔÏÒÏÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ (ÓÌÅ×Á) ÎÁ �A. ðÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ

0

�

0 id

H

0

�id

H

0 0

�A �B �[A;B℄

1

A

:

åÅ ÒÁÎÇ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÒÁ×ÅÎ 2m + r([A;B℄) É ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ

�ÅÏÒÅÍÁ 20.7 (èÕÌÅË). íÎÏÖÅÓÔ×Ï F

r

= f(A;B) j r([A;B℄) = rg ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r � 2.

üÔÉÍ ÍÙ É ÚÁÊÍÅÍÓÑ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ,

ÅÓÌÉ dimZ

A

= m, ÇÄÅ Z

A

= fC 2 End(H) j [A;C℄ = 0g | ÅÇÏ �ÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ.

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÏÔËÒÙÔÏ É �ÌÏÔÎÏ × End(H).

ìÅÍÍÁ 20.8. íÎÏÖÅÓÔ×Ï F

Æ

r

�ÁÒ (A;B) 2 F

r

, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ A ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ, �ÌÏÔÎÏ

(× ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ) × F

r

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÕÓÔØ (A;B) 2 F

r

. îÁÊÄÅÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A

0

× Z

B

(ÅÇÏ ÌÅÇËÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ, ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ

ÆÏÒÍÅ) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÑÍÕÀ f(A + tA

0

; B)g � F

r

. �ÁË ËÁË Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÒÅÇÕ-

ÌÑÒÎÏÓÔÉ ÏÔËÒÙÔÏ (�Ï úÁÒÉÓËÏÍÕ), ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÅ t, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ

A+ tA

0

ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ, �ÏÜÔÏÍÕ (A + tA

0

; B) 2 F

Æ

r

. �

óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F

Æ

r

. á

ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F

0

r

= F

Æ

r

nSing(F

Æ

r

) (ÅÓÌÉ



4

F

Æ

r

= Z

1

[ Z

2

| ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ, ÔÏ Z

1

\ Z

2

� Sing(F

Æ

r

), �ÏÜÔÏÍÕ

Z

1

n Sing(F

Æ

r

) É Z

2

n Sing(F

Æ

r

) | ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×

F

0

r

, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÏ F

0

r

). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÅË�ÉÀ p : F

0

r

! End(H),

(A;B) 7! A. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÅ ÏÂÒÁÚ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, É

ÚÎÁÞÉÔ Ó×ÑÚÅÎ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ p ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Ï�ÅÒÁ-

ÔÏÒÏ×, ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ (A;B) 2 F

0

r

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F

0

r

ÚÁÄÁÅÔÓÑ (m � r)

2

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ (×ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H, × ËÏÔÏÒÏÍ

ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [A;B℄ = I

r

, ÇÄÅ I

r

| ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÎÇÁ r), ÔÏÇÄÁ F

0

r

ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÚÁÎÕÌÅÎÉÅÍ ÏËÁÊÍÌÑÀÝÉÈ ÍÉÎÏÒÏ× ÒÁÚÍÅÒÁ (r+ 1)� (r+1), ËÏÔÏÒÙÈ

ÒÏ×ÎÏ (m � r)

2

ÛÔÕË). úÎÁÞÉÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ F

0

r

× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ

×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ 2m

2

� (m�r)

2

. ðÏÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÌÏÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ p Ó×ÑÚÎÙ É ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ

2m

2

� (m � r)

2

�m

2

= 2mr � r

2

.

ìÅÍÍÁ 20.10. ðÕÓÔØ p : X ! Y ÍÏÒÆÉÚÍ, �ÒÉÞÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ X × ÏËÒÅÓÔ-

ÎÏÓÔÉ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ � d, Y Ó×ÑÚÎÏÅ, É ×ÓÅ ÓÌÏÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ p Ó×ÑÚÎÙÅ ÒÁÚÍÅÒ-

ÎÏÓÔÉ � d� dimY . �ÏÇÄÁ X Ó×ÑÚÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÕÓÔØ X = X

1

t X

2

| ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏ-

ÓÔÉ. åÓÌÉ p(X

i

) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÚÁÍËÎÕÔÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å × Y , ÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ

ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÏÑ X

i

ÎÁÄ Y ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ dimX

i

� dimY , ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ

ÕÓÌÏ×ÉÀ. �ÁË ËÁË p(X

i

) ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ × Y , ÔÏ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄ-

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ p(X

1

) É p(X

2

) ÉÍÅÀÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ (ÔÁË

ËÁË Y Ó×ÑÚÎÏ). îÏ ÔÏÇÄÁ ÓÌÏÊ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ× ÎÅÓ×ÑÚÅÎ, ÞÔÏ

ÔÁËÖÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ. �

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ F

A

= fB j r([A;B℄) = rg = p

�1

(A) | ÓÌÏÊ ÎÁÄ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ

Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ A.

ìÅÍÍÁ 20.11. íÏÒÆÉÚÍ F

A

! End(H), B 7! [A;B℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ m-ÍÅÒÎÙÍ ×ÅË-

ÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÎÁÄ C

A

= fD 2 End(H) j r(D) = r; Tr(D � Z

A

) = 0g.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ D = [A;B℄ É C 2 Z

A

, ÔÏ Tr(D � C) =

Tr(ABC) � Tr(BAC) = Tr(BCA) � Tr(BAC) = Tr(B[C;A℄) = 0, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ

ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÌÅÖÉÔ × C

A

. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÒÆÉÚÍ ÌÉÎÅÅÎ �Ï B, Á ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÒÁ×ÎÏ

Z

A

, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ | ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dimZ

A

. îÏ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Tr(D �Z

A

) ËÁË ÒÁÚ ÚÁÄÁÀÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dimZ

A

,

�ÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ ÒÁ×ÅÎ C

A

. îÁËÏÎÅ�, A ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ, �ÏÜÔÏÍÕ dimZ

A

= m. �

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á C

A

. ïÎÏ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÁÔÒÉ� ÒÁÎÇÁ r Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×ÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ GL(H)� GL(H)! End(H), (X;Y ) 7! XI

r

Y ,

ÇÄÅ I

r

| ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÎÇÁ r. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ, ÔÏ ÄÏ-

ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÚÕÞÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f(X;Y ) 2 GL(H) � GL(H) j Tr(XI

r

Y Z

A

) = 0g.

�ÁË ËÁË ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ, ÍÏÖÎÏ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ

ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ� X É Y É ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

C

0

A

= f(X;Y ) 2 End(H)� End(H) j Tr(XI

r

Y Z

A

) = 0g:

÷ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ, × ËÏÔÏÒÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ

ÆÏÒÍÕ, ÔÏ ÅÓÔØ A ÂÌÏÞÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ Ó ÖÏÒÄÁÎÏ×ÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ A

1

, : : : , A

s



5

ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ðÕÓÔØ H = H

1

� � � � �H

s

| ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Á H, ÔÁË ÞÔÏ A

i

2 End(H

i

). ðÕÓÔØ M

i

= Hom(H;H

i

) �Hom(H

i

;H), Á

C

0

i

= f(X;Y ) 2M

i

j Tr(XI

r

Y Z

A

i

) = 0g.

ìÅÍÍÁ 20.12. éÍÅÅÍ C

0

A

= C

0

1

� C

0

2

� � � � � C

0

s

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ñÓÎÏ, ÞÔÏ �Z

A

i

� Z

A

, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ

A ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �Z

A

i

= Z

A

(ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÁ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ

ËÌÅÔËÉ ÒÁ×ÎÁ ÅÅ ÒÁÚÍÅÒÕ). äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ (X;Y ) 2 End(H)�End(H), ÔÏX = �X

i

,

Y = �Y

i

, ÇÄÅ (X

i

; Y

i

) 2M

i

, �ÒÉÞÅÍ Tr(X

i

I

r

Y

i

Z

A

j

) = 0 �ÒÉ i 6= j. �

éÔÁË, �ÕÓÔØ dimH

i

= t, (x

ij

; y

kl

)

1�i;l�t; 1�j;k�m

| ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔÙ × M

i

. �ÏÇÄÁ A

i

= �E + D, ÇÄÅ E = id

H

i

, Á D | ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ËÌÅÔËÁ Ó

ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÎÕÌØ, Á Z

A

i

= hE;D;D

2

; : : : ; D

t�1

i. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f :M

i

! C

t

, (X;Y ) 7! (Tr(XI

r

Y );Tr(XI

r

Y D); : : : ;Tr(XI

r

Y D

t�1

))

× ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

f(x

ij

; y

kl

) =

0

�

X

1�i�t; 1�j�r

x

ij

y

ji

;

X

2�i�t; 1�j�r

x

ij

y

j;i�1

; : : : ;

X

1�j�r

x

tj

y

j1

1

A

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Q

r

t;m

= f

�1

(0).

ìÅÍÍÁ 20.13. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ df ÎÅ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ × ÔÅÈ É ÔÏÌØËÏ × ÔÅÈ ÔÏÞ-

ËÁÈ (x

ij

; y

kl

) 2M

i

, × ËÏÔÏÒÙÈ x

t1

= � � � = x

tr

= y

11

= � � � = y

r1

= 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ 1 � k � r ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÉÎÏÒ (�f

p

=�y

kl

)

t

l=1

:

�

�f

p

�y

kl

�

=

0

B

B

B

B

B

�

x

1k

x

2k

: : : x

t�1;k

x

tk

x

2k

x

3k

: : : x

tk

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x

t�1;k

x

tk

: : : 0 0

x

tk

0 : : : 0 0

1

C

C

C

C

C

A

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ 1 � j � r ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÉÎÏÒ (�f

p

=�x

ij

)

t

i=1

:

�

�f

p

�y

kl

�

=

0

B

B

B

B

B

�

y

j1

0 : : : 0 0

y

j2

y

j1

: : : 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

y

j;t�1

y

j;t�2

: : : y

j1

0

y

jt

y

j;t�1

: : : y

j2

y

j1

1

C

C

C

C

C

A

÷ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. �

ìÅÍÍÁ 20.14. 
odim

M

i

Q

r

t;m

= t, 
odim

Q

r

t;m

Sing(Q

r

t;m

) =

(

2r � 1; �ÒÉ t = 1

2r � 2; �ÒÉ t � 2

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÒÉ t = 1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Q

r

t;m

ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

P

r

j=1

x

1j

y

j1

= 0, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Sing(Q

r

t;m

) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ x

11

= � � � = x

1r

= y

11

=

� � � = y

r1

= 0, ÏÔËÕÄÁ ×ÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ. ðÒÉ t = 2 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Q

r

t;m

ÚÁÄÁÅÔÓÑ Ä×ÕÍÑ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ

P

r

j=1

x

2j

y

j1

=

P

r

j=1

(x

1j

y

j1

+ x

2j

y

j2

) = 0, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Sing(Q

r

t;m

)

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ x

21

= � � � = x

2r

= y

11

= � � � = y

r1

= 0, ÏÔËÕÄÁ ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ.
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äÁÌÅÅ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï t. ðÕÓÔØ t � 3. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Sing(Q

r

t;m

)

ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ x

t1

= � � � = x

tr

= y

11

= � � � = y

r1

= 0, Á ÔÁËÖÅ

X

2�i�t�1; 1�j�r

x

ij

y

ji

=

X

3�i�t�1; 1�j�r

x

ij

y

j;i�1

= � � � =

X

1�j�r

x

t�1;j

y

j2

= 0;

× ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x

11

; : : : ; x

1m

; x

t;r+1

; : : : ; x

r;m

, Á ÔÁËÖÅ �ÅÒÅ-

ÍÅÎÎÙÅ y

r+1;1

; : : : ; y

m;1

; y

1t

; : : : ; y

m;t

. ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ Sing(Q

r

t;m

)

�

=

Q

r

t�2;m

�

C

4m�2r

, ÚÎÁÞÉÔ dim(Sing(Q

r

t;m

)) = 2(t�2)m�(t�2)+4m�2r = 2tm�t�(2r�2),

ÏÔËÕÄÁ 
odim

M

i

(Sing(Q

r

t;m

)) = t + (2r � 2). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Q

r

t;m

ÚÁ-

ÄÁÅÔÓÑ t ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ × ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, Á ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ t. �

�Å�ÅÒØ ×ÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ

ìÅÍÍÁ 20.15 (èÁÒÔÓÈÏÒÎ). ðÕÓÔØ X | �ÏÌÎÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ × �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P

N

, dimX � 2. åÓÌÉ 
odim

X

Sing(X) � 2, ÔÏ X ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÕÓÔØ X = Z

1

[ Z

2

, ; 6= Z

i

6= X. �ÏÇÄÁ Z

1

\ Z

2

� Sing(X).

ðÕÓÔØ P � P

N

|ÏÂÝÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, 
odimP = dimX�1. �ÏÇÄÁ

P \ Sing(X) = ;, É �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÒÔÉÎÉ P \X | Ó×ÑÚÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ. úÎÁÞÉÔ ÄÌÑ

ËÁËÏÇÏ-ÔÏ i ÉÍÅÅÍ P\Z

i

� P\(Z

1

\Z

2

) = ;, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �Ï ÓÏÏÂÒÁÖÎÅÎÉÑÍ

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. �

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ P(Q

r

t;m

) � P(M

i

). ïÎÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-

ÒÑÅÔ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÍ ÌÅÍÍÙ èÁÒÔÓÈÏÒÎÁ, ÔÁË ËÁË 2r � 2 � 2 �ÒÉ r � 2, É

ÚÎÁÞÉÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ É ÓÁÍÏ Q

r

t;m

. �


