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7.1 (Òåîðåìà À.À.Ìàðêîâà ìë., 1948) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, êîòîðûé
ïî äâóì äàííûì íà âõîä íàáîðàì ìàòðèö A1, . . . , Am ∈ SL4(Z) è B1, . . . , Bn ∈ SL4(Z)
ïðîâåðÿåò, ñóùåñòâóåò ëè ìàòðèöà C, âûðàçèìàÿ â îáîèõ íàáîðàõ, ò.å. òàêàÿ, ÷òî

C = Ai1 . . . Ais = Bj1 . . . Bjt , ãäå i1, . . . , is ∈ {1, . . . ,m} è j1, . . . , jj ∈ {1, . . . , n}.
(Íàïîìèíàíèå: SLn(Z) � ýòî ãðóïïà öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1).

7.2 Äîêàæèòå, ÷òî â çàäà÷å 7.1 âòîðîé íàáîð ìîæíî âçÿòü ñîñòîÿùèì èç ìàòðèö
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7.3 Ïóñòü Γ = {a1, a2} � ôèêñèðîâàííûé áèíàðíûé àëôàâèò. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
σ : Γ∗ → N ñëåäóþùèì îáðàçîì: σ(ε) = 0 è σ(ai1ai2 . . . aik) =

∑k
j=1 ij2

k−j.
Äîêàæèòå, ÷òî σ � èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî

σ(UV ) = 2|V |σ(U) + σ(V ).

7.4 Èñïîëüçóÿ îòîáðàæåíèå σ èç çàäà÷è 7.3, îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå γ : Γ∗ × Γ∗ → N
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γ(U, V ) =

1 σ(V ) σ(U)− σ(V )
0 2|V | 2|U | − 2|V |

0 0 2|V |

 .

à) Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå γ èíúåêòèâíî, ò.å. ïðè (U1, V1) ̸= (U2, V2) âûïîëíåíî

γ(U1, V1) ̸= γ(U2, V2).

á) Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå γ ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì, ò.å. äëÿ ëþáûõ (U1, V1) è (U2, V2)
âûïîëíåíî

γ(U1U2, V1V2) = γ(U1, V1) · γ(U2, V2).

7.5 Ïóñòü

D1 =

1 1 0
0 2 0
0 0 2

 , D2 =

1 2 0
0 2 0
0 0 2

 .

Äîêàæèòå, ÷òî ïîëóãðóïïà ⟨D1, D2⟩ , ïîðîæä¼ííàÿ ìàòðèöàìè D1 è D2, ñîñòîèò â òî÷-
íîñòè èç ìàòðèö âèäà 1 σ(V ) 0

0 2|V | 0
0 0 2|V |

 ,

ãäå V ∈ Γ+.

7.6 (Òåîðåìà Õàëàâû-Õàðüþ, 2007). Èñïîëüçóÿ àëãîðèòìè÷åñêóþ íåðàçðåøèìîñòü ÏÑÏ
è ðåçóëüòàòû çàäà÷ 7.4, 7.5, äîêàæèòå, ÷òî àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà ñëåäóþùàÿ
çàäà÷à. Ïóñòü äàí íàáîð B, ñîñòîÿùèé èç ìàòðèö B1, B2, . . . , Bm ∈ GL3(Q); òðåáóåòñÿ
ïðîâåðèòü, ñóùåñòâóåò ëè ìàòðèöà, ëåæàùàÿ â ïåðåñå÷åíèè ïîëóãðóïï ⟨B⟩+ è ⟨D1, D2⟩+.


